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Beitrage  asar  Untersnchnng  der  dreiseitigen 

Pyraniida 

Von  de»  ' 

Harn  Professar  C.  A.  Uretscliiieider 

lu  Goüut. 


Dtf  tng^onometriscLcn  RclatioDen  zwisclieo  den  44  Stücken  des 
pu^QÜclioii  '^Fetraeders  babeo  noch  sehr  wenige  Bearbeiter  ge- 
wfl.  Die  FraDieeen  ^iid  es  feet  atteeeblfessfich,  die  sich  mit 
^MMi  Gegeotttaede  bescMtfligt  haBen;  aber  auch  sie  beben  vnr« 

Dämlich  nur  das  recbtkantige  Tetraeder  betrachtet.  Von  Dent« 
shp'i  ht  mir  nur  eine  Abhandlung  bekannt,  nämlich  ein  Fropfamm 

Herrn  Direktors  J.  H.  T.  Müller  zu  Gotha,  welches  den  Anfang 
filier  •usfuhrlicUeren  Unters ucliuug  des  fraglichen  Gegenstandes 
artUUt  und  aus  dem  ein  freilich  nur  unbedeutender  Tbeil  in  die 
Atttetge  der  denlaeben. Bearbeitung  des  van  .Swinden'scben  Lebr- 
Wites  aufgenooimeo  werden  ist.  Unter. diesen  Umständet)  glaube 
icli.  diiss  die  nachfolgenden  8ätze,  die  aus  einer  ausführiicheren  « 
ingoiiomfrrisrlM'n  Untersuchung  des  Tetraeders  entlehnt  sind,  nicht 
lf»tii  uhiie  Interesse  sein  werden.  Ueberdiess  zeichnen  sie  sich 
na  Tbeii  üurch  eine  beinerkenswerlhe  I{eciprocität  aus,  welcbei 
M  fiel  *if  bekannt,  noeb  nirgends  erwXbnt  worden  ist. 

F.^  ^Hit  n'  ji^  Sf  G,  D  die  vief  Ecken  eines  Tetraeders» 
7*,  T,  T,   7*4  die  ihnen  der  Reibe  nach  gegenüber  liegenden  ^ 
l^itenflachen :  ahr  die  drei  Kanten  des  Dreieckes       ,  die 
»io»n  der  Kcihe  nach   Q'eg'enüberliegeüden  Kanten,  so   dass  das 
^ieek       die  Kanten  das  Dreieck  7\  die  Kanten  l/a^c^ 

^  las  Breleek  7«  die  Kanten  ca^lt^  entb&lt  Die  Keiie  irgend 
zweier  Seitenaacben  s.  B.  und  T,  beseichae  man  dnrcb  (12), 
^te  H'iikel  irgend  zweier  Kanten  z.  B.  m  und  mit  (aaj).  Per- 
•er  mögen  die  IjernHen .  welche  die  vier  ICcken  mit  den  Schwer- 
punkten dpr  (^egeiistitonflat  licn  verbinden,  der  Reihe  nach  txt^  t^t^ 
genaoDt,  uod  die  von  deoseiben  unter  einander  gebildeten  VViuliel, 
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welche  deo  ffanzen  Ksoten  gegenUberHegen,  Mf  ibüliehe 
wie  die  Winkel  der  letzteren  durch  (/is),  (tt,)  u.  i.  anf^deatet 
werden.   Alsdann,  erhält  man  durch  Projektion  sofort: 

Sr,  =  r,  cos  (1,2)  H-  r,  cos  (1,3)  7\  con  JI,4J 
7\  =  T,  c»«(l/2)-f-  r,  cos (2,3) -H  7\  cos  (2,4) 
r,  =  T,  cos  (1,3)+  r,  cos  (2,3)-+-  T,  cos  (3.4) 


und 


j;=       cos  (1,4)  +       cos  (2,4)-+.       cos  (3,4) 


3. 


Antdr&cke.  welche  gewisiermaMsen  als  Fnndanentalfonneln  an  be* 
trachten  sind.  Cebrigens  sallen  im  Polgendon  die  Tolhitfind%en 
Systeme  solcher  Gleichungen  nicht  mehr  aufgeführt  werden,  da 

man  aus  einer  ein7p!n<»n  unter  ilnien  durrli  «gehörige  Verlauschung 
der  Zeigt'f  dir  ühri^ea  ohne  iiuhe  eutwickelo  kann.  Zunächst 
findet  man  nun : 

!i\ 7;»-i-  r, » — t;» = 2  r.  r,  cos  ( i  .2)    2  r,  r,  cos(i,3) 
+-27\7;co^l,i) 
+  ^»)  =2/,f,  cos(f,,)H-2/,f,  cos(^,,) 

H-2/»f4  cos(^,«) 

und 

i(7'. 7;»+ 7;»)  =  7'.      cos  (1,2) -l-T,  T,  cos  (1,3) 

-|-7\  T.co8(l,4) 
+7;r,coa(2,3>+- T  T,  <  .,s  (2,4) 

+  r,r,co8(3,4) 

+  cos(A,,) 

Mün  hexeidiue  ferner  den  Flächi^ninhalt  des  durch  die  Kante  r/ 
und  deo  Mittelpunkt  der  Gcgeokante  gelegten  Ureieekes  durcit 
Ta ,  das  darek  die  Kante  f  and  de«  MiCtalpaBfcl  von  jrelegte 
Dreieek  <lart1i  7\  u.  9,  t  to  erhält  »an  6  selehe  DretcekslicbeB, 

von  denen  immer  je  zwei,  wie       und  T^i,  als  Cregenttcben  atf 

brtrnriitcn  sind.  Je  drei  derselben  schneiden  sich  immer  in  einer 
der  Scliwerlmien  wie  z.  |{.  Tai  1  1  '1»  ""^  "ind 
daher  ganz  den  kanten  des  Tetrseders  aoulog,  vou  denen  immer 
je  drei  in  einer  Seitenfläche  liegen.  Den  Keil  zweier  solchen 
Dreleeksaiiehea  a.  B.       7%  wollen  wir  mit  beselehaea  tind 

darunter  immer  denjeaigen  von  den  4  an  der-Dof^CDechnittslinie  He- 

S enden  Keilen  verstehen,  -trrlclier  der  einzigen  von  den  1  Seiten- 
ächen  G^pjcenüberliegt,  die  durcli  diese  l/reiecke  niclit  getiieiit  wird. 
Kndlicli  sollen  die  Flächen  der  Dreiecke,  die  aus  zwei  Gei;en- 
kanteu  als  Seiteu,  und  ihrem  Durchscbnittswiukel  als  ciitgesclilus' 
aeaeai  Winkel  gebildet  werden,  durcb  ^,  beaeicbnet  wcrdea« 

je  naehdem  sie  zu  den  Kaatenpaaren  <arar,,        ee^  gehören;  die 
Neigungswinkel  dieser  Flächen  gegen  einander  aber  sollen  (^r/i,), 
,),  (^/^j)  Iieifsen.     Auf  Cfanz  klmliche  Weise  sollen  dif  doppel- 
ten Verbindungslinien  der  dlittel|>uokte  zweier  Gegenkauten,  wie  | 
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Mil,  «e,  mpectite  4iirek  ^,        aniiredentet  «ii44ie  WibImI 

der  kteteren  unter  eiDaoder  mit  (d,  (<^is))  (<^9«)  bezeichnet  wer- 
den. Es  ist  bekaimt,  dass  die  7  Gpraden  i^,  6^  J',  sieb 
im  Schwerpunkte  des  Tetraeder«  scbDeidrn,  und  duls  die  f*nru!lclo- 
fi^rainme^  \iclcbe  die  Uälffen  zweier  belicbis^en  zu  Diügoüdlen 
Eaben,  «elbst  die  Hälften  der  entsprechenden  Dreiecke  J  sind.  Zu- 
Blcbat  findeB  n«ii  foffcnde  Bel«tioB«n  statt: 

J,*=^T,  ^-\-T^^  2T,T^  cos{1.2)  =  r,'-4-r^^-2r,r*  €08(34) 

=  Tc»  -h  Te,*  -|-2TcTc.  cos  ( Tcc,) 
,  !     =T^  T,  cos  (1,3)  -h  T,      cos  (1,4)  -hT,  7;  cos  (2,3) 

=-^|^,/,  C08(/,  ,)-+-/, ^C0S(/,  «)-|-V,C08(/,,)-+-^j*^C08(^,«)| 

Hierrtus  fulf^en  sogleich  die  Formeln: 

Irr,  =T,'+r,»H-2r,r,  co8(i,2)=^,*4-4r.r,  coh(!  2) 
47;,»==:ir,-4-T,»+2r,T^  co8(3.4)  =  ^,»-|-4J',7',  co8(a.4) 

IssTa»  -l-T«,»  H-n»  -l-n,»  ^-r,»H-2V/ 
H-T,,»  H-n*  -i-Ti^') 
+ ^«  • -I- •=  K^.  ^.  • ^  *  ) 

V  +  -M/^, '  H- ^*  4- + 

■ 

,)  s=^T,T^  co8(l,4)  +  2r,r,  cos (2,3) 


CV  =  —       — T..*  +2^.'  +7c» 

^|0ss:3n.r^  ca»(y««J+7iry*,  eoi(2^ö+nrc,  co8(rcc,) 

*|0s#«,' (08(«r«,)  +  ^^1   C08(ÄÄ,)+CC,  C0s(€<7j) 

'  \Um,  cos         =:<?» -l^t?, ^* ^    »  =i((J,»  — ^,») 

Ist  ferner  P  der  dreifache  Körperinhalt  des  Tetraeders,  so  wird : 
iPa  =z^T,T^  8in(l,2)  Ta,=-^,fJ^  8in(/.,) 

U.  Pa,  =  2r/A  sin  (3,4)  =  .».r,^  sin(^.) 

/P(^.=27«2;i.Mii(rMj  ^.   =siaa^  8in(«a,) 
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14. 


iiigleicb  »ber  Mich: 

i  r«/  =       +     '     2^,^,  cos  (J^., j 
ferner  wird;  ^   j  '  \ 

,    =  4  Ta,  J;,  sin  ( I J 
2T,  =      KID  (üÄ)  =  oe  sin  («ir)  =;Ä<?  sin  {fic) 

Man  fiikre  «ur  Abkürzung  folgen  dp  Z«iclirn  nn: 

a>^»  =  (      Tä,  +  r.  -  Tc.)  ( 2^*    r,.  -  7;  V  Ve:V  ^ 

•o  wird  '  \ 

^        s!4p»|»*^- 2«-,  eilt  (12)  «ot(34)| 
^4/»»|<r,*HHy,*-2j,rf,  cot(TAÄj    .1 1  7,e,)| 
^  =P»ia,»-4««.  üOt(12)  cot(«4)t 

«,»=4»(-^^,=F^J*  -  Wy.rr,  cos  (////,  =t  cc»  ) 

■  •  * 

und:      .  .    * 
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ttm*  -h  //^  =  P'  ((T,  '-f-<^,^-Hr,») 

17. 93         ff'  . 


Beschreibt  ninn  aus  der  Spitze  .4  des  Tetraeders  uls  Miftetpiinkt 
■it  dem  Halbmesser  1  eioe  Kugel,  so  bildet  die  Ecka      üut  der 


Oleifiebe  der  letsiem  md  •pbäriiebet  Dreieek.  Nennt  man  daui 
dcB  dreifuchen  KöriieriDbult  der  Pyraaride,  'irelclie  das  Selinendrtitek 
Jeoes  sphärischen  Dreieckes  zur  Grundfläche  uod  den  Mittelponkt 
der  kusrl  zur  Spitze  hat,  k  und  (liosplhe  Grossp  ffir  »Im«?  ztrofehöriffC 
Pofarffrcieck  A'.  so  dfiss  der  Klarlio  di*'  (Mussen  A:^  und  iv,, 
4«r  Kläclie  jf',  die  Grössen  X:,  und  A,  u.  ä.  w.  g^egeoiiberiiegen; 
ta  iat 

i8.}T, :    :  r, :     =  a'  :k,  :k,  :  h\. 

D e Qi  o  ii  eil  V  e  r  i) u 1 1 e  n  sich  die  S  f  i  U*  11 11  a  <•  Ii  <•  n  jedes  '1' e- 
Uieders  wi«  die  tuuktiuueo  A  der  ihneo jregeniiberlie- 
feadeo  Bckea.  Diesa  Fnaklionen  eiDd  daher  fvr  das  Tetraeder 
dasselbe,  wai  die  Sinacse  der  Gegenwinkel  für  das  llreiedk  sind. 
Bczeichaet  mb  das  eonataata  Verkältnias  Tl  JiC  dnrcb  jlf»  sa  er- 


*#    ^  ^1  ^»  ^»  T^^Tt  _      _  r, 

o«,  M,  rc, 


siii(t2)  sia(S4)      sin  (13)  sia  (24)      sin  (U)  sio  (2S> 
"■^    ""^  Icas  (12)  cos  (34)  —  cos  (13)  cos  (24)J  "* 

II«  B«  W» 


ta«t»w* 


ktan^  (12  +  34  +  13  —  24)  sin  ^  (12+ 34 —  13 +  24) 

 f<f  —  g, +^  +  i&,)  (— g  +  tfi +/>  +  ^i) 

4  »in  ^ (i2 ~  34+ 13 +24J  sio  i {r-  12+  34+ 13  +  24j 

Kbeaso  i«l  Koob: 

Bs  ist  niebt  nniateressaDt  aa  uatersucbeti ,  was  wohl  die  der 
Grösse  0  entsprechende  Quantität  m  in  Bezuff  auf  die  Grüssen 
sein  tnnpf;  denn  aneb  bier  bleibt  sieb  die  Aaalogie  gieich. 
Man  erbait  nämlich: 

=  ?L  ^  /  f  /  -   5LZb__  - 

«j^,  r,r,r,r,  -  sio  (f„)  sin     J     sio(t,,)siii(*,  J  - 


'         -   II.S.W. 


4  icos  iit  »>  cos  (f ,  4)  —  cos  (< , , )  cos  (tt  4  )1 

Die  Beantwortung^  dieser  Frauke  hanj(t  von  der  Losung-  der  Auf- 
sr-^Hf  vh.  die  Giösse  zu  finden,  welche  dem  7' entspricht.  Letztere 
lasät  sich  auf  die  luannigfachste  Weise  uusiirücken  z,  B«. 

^^/K^T^T^r^ = 2V/A ,  r,  r,  7;  =  ^i/a:,  r»  2; 
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Ü  den  Halbmesser  der  dem  Tetraeder  umschriebenen  Ku^el  be«- 
deatet.    Bmllich  erhalt  oiiui  für  P  «Heb  noch  folgende  Ausdröckie: 


m  eot  (12)  -i-^oot  (13)-h«eot(U> 
dt  eot         -H  dt  cot  (^tt)H-  eot(^,,} 
°°  0 ,  eot  (34)  +     cot  (34)     c,  cot  (21) 

cot(ne)  + eo€(^«»)  + ^4  (^««) 

» I,  C«o*(^«i »»)  H-eotCIW,  c,)cul(ni«i)) 

Zu  den  jetzteo  Formela  lassen  sick  die  analogen  leicht  fiodeo$ 
denn  es  ist: 

 ^  

Tai  Cöt(^,)  -h         COt(/,,)-h  ^r,  cot  (fj,) 
—  ^itJr  H-t;,'-hcf,»--Q^,») 

~~  /<,  cot(d,,)-|- J,  col(<^ii)-|--^'i  COt(cr,,) 

jr«cotc^,  jH-  ncot(*,^)~i-  To  cut  {tit) 

-ji  C  ty^  ~t~  ^a*  H-  Iti*  -f-  ^4*)  —  TT 


-(a»-t-^'-f-c') 
4  Ti  (cot  («A)  -+-  cot  (^ac)  -f-  cot  (Ac))' 

Bei  Entwickeluug  dieser  Formeln  erhält  man  auch  noch  die 
Ausdrücke: 

1 0  s=  a ,  cot  ( 7«. , )  +    €0t  ( 7^» , )  +    cot  (  7«e ,  > 
|0s=^,  eet(ms)-f«^,cot(M,)«|^^»  <!ot(^J 

iViiiii  lüiire  terner  fulgeuUe  HuJfswiukcl  ein: 

f2^,       008«  =  -^«*»,'  H-c'c,* 

2Ti,Tt,  Tc Tc,  cos ^  =  -  Ta»  Ta Ii» Ti, ^fl' ^*»» * 

^'•^       «r^raj^crc,  cosi^==  r«»j;,.^— 7A»r^/4^T<BTc,^ 

2M|^^,  cos;'  =  «»«f,»H-/y»^,»-~c»c,» 
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%nnt  T^Te,  cot    = — Tc*^Tk, * Tc, » 
)g^.24Mr,  rr,  cos/' =  ~^,>V-l-«V> -4- 


Witt  oneb: 


CO«  f  12^ B       *f  ~  ^^^^  (^iCi)        cos  ff'  —  cos  (//f)  cos 

4in  (/k-)  MO  (^,^,)        "*      —  .sin  (//c)  sin  (//,r,) 


tun  (h}ei  -^^'^  ~  ^'"^ 

Mii  (^//cj  sin 


cos 


-   .     cos  (//AJ  -t-  cos  C^,C|)  cos  (AcJ 


Da  nun  zugleich 

icns  a  =  cos(Z'C)cos(^,r,)-f-eo8(^c,)co8(Ä,c)-f-co8(^^,)cos(cc, ) 
cutia'=co8(^c)co8(^,«,) — cos(^,)co8(^,r)  —  cos(^^j)co8(c«r,) 
Wiaf'=Z  COt(^)cO8(^i0,  )-|-€O8(^,)C08(^jC^"- cos(^i  )cos(€Vi) 

irt)  10  losseo  sich  die  6  Keile  je  zweier  SeiteofläclieD  ans  den  6 
cbeieo  Winkeln  je  sweier  Paare  von  Gcgcukaoten  nnmittelbar  be- 
•tisMB.  Oebfigens  lit  aocb  analog: 

» 

ftmfi.  ^  eos  (  Tac)  cos  ( y^ie,)      C08  jj*  — cos(  Tj«)  cos(  Tj^e^) 

'^^^»-'         —  •to<ne)siii(n,0  sin  (Tic)  sin 

,  V      cog^.^co«(7^cjcos7it.e)  eeo^^cos(rAeöcos(7V,c) 

V«S4;  »  ( j,^^^^     ^g^^^)    -»  «n^^li^jsinCrv) 

f         .  siBcn»c)siii(r*.e,) 

Icos  Cf,.>  «  coo(n>) cos  (nc.)  -f-  co»(lW^ 
feosü  N  ^  «X  C^^iC.)  CO«  (Ti^c)  -  cos  (nO 

S        cos  (fAc)  COS  jTi^e)  —  cos  (ÜWj 

siaCr^)sinCrM; 

ad 
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I  CM  ^=  CO!  (2ük)  CO«  ( rA,0  -h  eoi  (  Tbc,)  «08  ( Tt^c) 
*M  Jcoi^'=-TCos(7Vr)co8(7^.eJ+eos(nr.)eoi(7v) 

cos ^"  =  CO»  ( r^c)  CO« (  Ti^cJ  —  COB  (Tac.)  cos  (  T*.,) 

—  cos  (  Tkbd  COS  (  Tc9t) 

Zugleich  erhält  map: 

.     ^  _  C08/-h  cmjrta^)  fos(M,)     _ eog </' H-  cos(gn, )  cos  (A^,) 

^       ~        sin  (fltf,)  -sin  (/y^i)  sin  sin  (Z'Ä,) 

^     >  ,.,  COS/?'  -f-  «'"^  fff^?"! )  cos(ce,)  ^  _     JdOiß^'  -f-  coa(<afg,)  cos  (fC^) 


cos 


cos 


15.^ 

ICINlUfislB 


g     .      COS  «' -I  <  US  (/>/>,)  cos  cos  ff"  -f-  cos  (A/y, )  <  us  (cCi^ 

^  NIM  (Ä/y,  )  sin  (cc,)  üin  (ÄA,)  sin  (rc,) 

.        C0Sr-i-COS(  Tag  Jc0.s(  TaA  ,)  _      COSr'-j-Cnsj  Ta«  .  )cn^(  T^AA ,) 

l<'iti«      Bin(7o«,)  Mn(7:j4.)     "        sin (T««  J siu  (n*,) 
//>  \     cos &>s(Taa  ,)cox(  Tcc J        cosy-4-cos(  TVg  Jco.s(  Tjb^) 

J^eroer  üher  wird  auch: 

0>)  ««s  (^)  —  cos  (  U)  COS  (8»)  ■ 
cfM  yao^)  sa  ^.^^  ^^.^^  ^.^^  ^^^^ 

*        ^      co8(H)cos(23)  —  Gos(12)cos(l»>  ' * 
^      *  Sin  (13)      ('^}  i 

I      ^     .      cos  (12)  cos  (34)  —  cos  (13)  cos  (84)  * 
^jeotl«?,}—  sm(l4)siu(23) 

COS  (2*    ^  _  cos  {tj ,)  cos  (^34)  —  cos  {tt  4)  cos  (f,,) 

*     l«n«/T.A  V  __COS(^.Jcos(^„)  —  C0.s(g,^)  COS«,J 

|cos(ri.j-  itou.,)s«.(#J  

1  CO.  (Tcc J  =  ^o««.f)cos(^M) 

Für  dic  Ürüssen  0  nnd  (ß  crhail  uiuii  nuoniehr: 


37  1  =i''^,^  +  87Ar*.f*,ZV.co«u<'' 

Ws=slÄJ,»4.8A^,cCtCOia=8'T„*H-8^^,cc,  rosa'  I 

=:8*T./'+8^^»cc,co«< 

Führt  naii  enillidi  noch  die  flülfcwinkel  ^  aod     eio»  «o  dam ) 

»»■|,..  e. «     ' '  +  V      '  und  ,0.   =      '  +/y  +  '  ' 

iit^  «0  findet  amn  noch  noch: 


Digitized  by  Google 


I 


9 


""l  nn(Mi)  siD(cri)     '  '^«'*     no(n«,)  smCre^.)  * 

Die  geometrische  BedeutUD^j^  der  Gr(>88eD  0  uod  ^  leuchtet 
Hl  uimt  eim   BImo  to  IMsst  iiob  «bcNr  aueh  deo  Grdateo  aef 
Ajf^u»n,'W.  eine  geometriiehe  BsdeutuDg  abgewinncu.  äind 

a  &  c  die  drei  Grundkanten  eines  dreiseitigen  l^risroa  und 
a,  r,  die  zu  denselben  gehöriaren  Hohen  der  Seitenparallelo- 
Cramme  lU  s  Prisma,  so  sind  « /  die  diesen  letzteren  der  Reihe 
fiftcii  gegeuüberiie^eoden  Keile  der  Seitenflächen  u.  s.  w.  « 

Du  Vorstcbeiide  wird  geniigen ,  auf  die  trigonemetrischeti  Re- 
htitDeOf  welche  das  Tetraeder  darbietet,  aufiaerksaia  au  machen. 
INe  hier  mitgethciltcn  Ausdrücke  reichen  bereits  zur  Fiösaag  einer 
grossen  .^lenge  von  Auftrahen  hin,  und  sind  dabei  im  Ganzen  sehr 
(iegaot.  Ihre  Ahlcilung  ist  übrigens  nicht  gerade  schwierig,  auf 
tfea  gewöhnlichen  Wege  jedoch  zum  grössVen  Theii  höchst  pm- 
itisdlicli  uud  laa^weilig.  kh  babii  dieselbea  auf  ciae  «ekr  t doelle 
Weise  aittelst  eia  Paar  allgeneiaer  Theoreaie  der  Trigonoaietrie 
gefiisdea,  die,  so  viel  ich  weiss,  aocb  gänzlich  unbekannt  siod  iind 
HB  Mir  Hn  etoen  aaderen  Orte  werden  aitgetheiU  werden. 


V 


II. 

Weitere  Berecliming  veracbiedener  auf  das 
Ereisyerhältniss  n  begrilndeter  Zahlen. 

Von  den 

Herm  Professoc  Dr.  G.  Paueker 

sa 


Dm  msgekehrte-Kreisverhältalss  ^  ist  von  Bnlef  Inthidi  in 

Antl.  lofin.  I»  f.iW  auf  96  Steilen  angegeben.    Nur  ist  daselbst 
die  259te  Stelle  durch  einen  Druckfehler  m. richtig,  uod  statt  9  lanss 
■^  losen.   Hier  f(»lgt  diese  Zub(  anf  140  Stellen,  aacb  deai  Vega- 

*ciien  VVertlie  von  n  berechnet. 

Der  DiiTchmesaer  des  Kreises  ist  gleich  dem  Umfange  multi|ili' 
1 

ort  Bit      aaeb  ist  die  Oberfläche  der  Kugel  gleicb  dem  ttaadrole 


4ei  UsUaags  amltipUcin  mit 
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•  t 

"   -i  =  0,3183098  8618379  0671537  7<?75267 

4502872  4(H>N919   2914809  1289749 

5334688  1177935  9526845  3070180 

8270055  3250617  1912145  0854595 

1591007  3785828*0922291  57802^ 

Die  Kreisflache  ist  gleich  dem  Quadrat  des  DurchaMiuen  nul- 
tiplioirt  Bit 

4;r  8  0,7853981  0839744  8309015  0008458  • 
1987572  1049292  3498437  70 

ber  körperliebe  liiL«It  der  ' Kugel  ut  gleich  dem  Cttbue  des 
Oordmessera  nttltiplieirt  ait  i^r« 

4»  s=  0,5235087   7559829   8873077  10T23<fö 
4058381  4032801  5005025  IT 

Die  Kreiaiiehe  irt  gleich  de«  QwMinit  dec  üeifaBg«  nukiflt- 

«irt  mit  -j^. 

^  =  6,0795774  7154594  7007884  4418810 

8625718   1017229  82*28702  28 

Dm  Quadrat  dea  Verhältuiaw  dm  Dttrchaeaeefi  aoai  Oai&Dge  urt 
^  =  0,1013211  830m3  7771443  8794032 

*        '  0972763   8904358   77  i()722  46 

Del'  körperliche  Inhalt  der  Kog^l  ist  gleich  des  Cnhns  des  Um- 
&Bga  ««Itipldrt  mit 

^sst  0,0168868  «394038  9ilW73  979010» 
840MQ9  00841159 '  7957787  07 

Der  Umfang  der  Kusel  ist  gleich  der  Quadratwurzel  der  Ober- 
fläche multiplicirt  mit 

l/jr  SS  1,7724538  5090551  6U27298  1674833 

4114518  2797549  45012*23  8712821 

3807789  8529112  8459103  2181374 

9506567  3854466  5A1 52*26  8236242 

8257000  0230152  8057244  2201088 

Der  Durchmesser  der  Kiifi^l  ist  -gleicli  der  Qaadratwarsel  der 

OberAiobe  multiplicirt  mit  1/  ~* 

|/-|- =s  0,5041895  8354775  0286948  0794515  ^ 

6077258   5844050  6293289  98Ki084 
4085721  709 

Der  Ümfau^  des  Kreises  ist  gleich  der  Qnadratwursel  der 
Kreisfläche  multiplicirt  mit  %^n, 

2i/7r  =  3,5i49077   0181103   205^596  334966Ö 
8229036   5595098   9122447  7^ 
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Der  DordiMetMr  dei  Kraiet  iit  gleiek  der  Qnadretwiinel  der 

KrmfläcUe  mukij^ikirt  mit  ^^[/~^* 

2|/-1  SS  1,1283791  «709551  2573S96  1589031 

2154517  1088101  2580570  9771308 
8171443  HS 

Der  körperliche  Inhalt  der  Kugel  ist  gleich  dem  Cubus  der  i 
^adratwnrzel  der  Oberfläclte  nuhipUcirt  mit  | 

11/^=0,0040315  0725705  0381158  0132410 

2679543   0974008   438*i214  99^0947 
4014286  951 

1/6  =  1,8171205   9283213   9658891  2117563 
2726050  2428210  4631412  1967148 

1/30=3,3019272   4880462   6683874  6099524 
0008405  6846884  6443184  9333697 

.  l/9r=  1,4045018  8750152  3203020  1425272 
0370030  1738500  8550270  37 

|/w»  =  2,1450293   9711102   5000077   4441009  ♦ 
4123550  7486607  S054r7l5  SO 

Der  Dorcbmesser  der  kugel  ist  gleich  der  Ca|)l)ikwurzel  aus 

ihr««  kirpeiiielMa  liiMt,  Mlliylieirt  mit 

=5  l,2/i07(f09   8179880   0033336  0136240 
9555633   4701572  4003720  0 
Der  VwAng  der  Kugel  nt  gleich  der  Cebikworsel  mm  Ihrem 

3        I  / 
körperiicheo  Inhalt,  roultiplicirt  mit  \/67r'. 

l/^  a=  3,8977770   8072075    30^8963  4700177 
9985674   4015612   2958390  56 

Die  Oheriftehe  der  Kogel  ist  gleich  dem  Qaadrat  der  Cuhik- 

wmel       ibreM  kSrperlieheo  lehslt,  nioiiipKeirt  mit  f/SOsr. 

1/3^  =  4,8359758  6204910   8922150  9005399 
17854S1  6833842  2169715  85 
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III. 

Neae  Auflösnog  dw  Gtepchaiifni  des  zweitw 
Grades  mittelst  der  gonfometrischeii  ^örmeUi 

und  Tafelu. 

'.  Vom 

■  « 

I 

Herans^eber. 


Die  Aaflösuoff  der  Gleichungen  des  zweiten  Grades  mittelst  der 
COBlometriscken  rormclo  und  Tiifeln,  welcbe  icb  in  diesjen  kleinen 
Aufsatse  olHlitileD  wenl«,  selieiiit  noch,  sieht  beIrMBt  zd  sein, 
empfiehlt  sich  aber  doreh  die  Kürze  und  Leichtigkeit  der  Recbnuti^, 

ttcIcIk*  dieselbe  in  Ans|iructi  nimmt,  und  durch  andere  \onäfgß  Vor 
den  son»t  g;ewö)mlic)ien  Metlioden  gar  sehr. 

Die  ailgemeine  Form  einer  quadratischen  deicbiing  üi 

^*  —  m.v  -f-  /#  =  0. 
Unter  der  vorläufigen  ^'oraussetzunij;'  nun,  dass  beide  Wurzeln 
reell  sind,  köuneu  wir  dieeelUen  unter  der  Furm  tuog  cp  uud  tang  <p^ 
daratellen«  Dnnn  ist  hekaontllcb 

tADg  SP+         9i  SSM,  tang  y  tang  ^|  =  ia. 
Weil,  wie  die  fSonioaetrie  lehrt,  '  • '  • '  ' 


ist;  ao  Ist 


^  IV  T  Wpß  —  I  _  taug  y  tang  y I 


Ferner  ist 


979 


1— « 


tang  5P' 

worans  sich  durch  Division 

CO»    — yi)  IdtzS. 

sin  (9»  +  9i) 


OOS  yeokyi 

lanir  o  =     W  _ 

o  "»      cos  9  cos  yi 


,  «uu^Ms^Os^-^  sin  (f 


9t) 


ergicbt. Also  hat  man  aar  Berechnang  voa  9  and  die  beiden 
Gleichangen 

tang  =  cos  (y  — SPi)==^^       (SP  +  SPi) 

oder 
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Hat  man  nämlich  mittelst  dieser  Formrln  (f f ,  und  5p  —  fp^  go- 
fuDclffi.  tto  erhält  nao      ood  9)^  auf  hekaunte  Weise  mittelst  der 

'^  =  i(y-H!r.)-»-i(y  —  9Pi)»  fi  ~i{(p-^9i)  —  Kv  — y,). 

Wir  habea  nhon  g-esnjrt.  dass  wir  vou  der  vorjaufig-po  Vor- 
aussetzung, das«  beide  VVurzeio  der  aofzulösendeo  Gicicbung  reell 
Mie«,  an>>ffeh«o  woUt«««  %t««rlieB>  aber,  do^  -mai  bei  der  wirk- 
licbeB  Reciitiaii^  ilieae  VorapisettuDip  gar  Hiebt  sun  Gmnda  M 
kgen  braucht,  lodem  die  AuBosuog  selbst  jederzeit  ein  Rriterioni 
potliält,  mittelst  dcssm  man  mif  i:rosstcr  Ivciciiti^kclt  rnt.scbeid6D 
luinOt  ob  die  beideo  '^esuobirn  Wurzelü  reell  sind  oder  nicbt. 

Wenn  itainlicb  der  absolute  Werth  vuo  cos  (9?  —  <Pi)i  welchen 
aas  durch  die  obige  AuBösung  fiudet,  nicht  grosser  als  die  Ein-  • 
kit  ist,  to  aiad  die  Wurxelo  der  gegebeaen  Gleicbaog  offenbar 
beide  reell,  Vie  die  Auflösung  selbst  zeigt.  , 

Wpdo  aber  der  in  Rede  stehende  absolute  Werth  von  cos  (gi — 9)1) 
die  Einbek  übersteigt,  so  sind  «lie  beldcu  Wurzeln  der  pcegehenen ' 
nicifhung  imagioär,  wie  aul  tolgende  Art  leicht  gezeigt  wer- 
üeu  ikson.' 

Weadet  md  anf  die  ffegebene  quadralisebe  Gleicbong  die  ge- 
«ibaltche  algebraiaobe  Auflösung  an,  so  erhalt  nan     '   '  ' 

fMt^tm  Migan  iil  aber 

mi  felglicb 

Ist  nun  der  absolute  Werth  von  cos  {tp  —  y,)  grösser. als  die 
Ebbet*,  10  iat 

«10 

(l-h»)*  >i»*-|-(l— •)>  oder      -i- (1  —  »)»  —  (1 <0, 

woraus  sich »  weoD  hmd  die  %Badrate  toq  1  — »  und  1  +  le 
wickelt,  aogleicb 

m* — Af$<^0  oder        —  #»-«<0 
«rgieljt,  und  folfirUch  mittelst  des  Obicrfn  erhellet,  dass  die  beiden 
^Hrzf  lii  der  ufegebeoeu  (|Uttdra tischen  Gleichung  imaginär  sind,  wie 
behauptet  wurde.  ^  " 

Siad  aber  diu  befdea  Wuraalu  iaifginftrr  >■«  utellt  mma  dieael« 
^  m  baetau  natar  der  F<orni   

^  (coa  Sdbsin  By/^  1) 
^1  welches  bekauDlUeb  inimer  möglich  ist.  '  Dudb  iat 

^'^mx+n^^a: — ^  cosÖ-^^  sifiÖJ/—  1 )  (4?-*^  cosö-f-^  sinöV/— l), 
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nnd  foigUch 

^^=1/1,  2q  cos  (y=:«i» 

also 

^  =  |/ji,  cos  0=5  j^  =  ^5 

Bktelflt  wcleber  Forntlo  mn  q  qikI  B  kiclit  berecbnen  kann.  Da 
warn  indeas  vernigtteb  die  Frössen  q  coi  0  und  ^  sin  0  zu  ken- 
nen wünscbi,  eo  keoa  »u«4ie  Keraeln  Mcb  iweeknüssig  unter 
4er  Form 

cos  0  =        9       ®=i«»»  ^  «n  0=«e  0 .  l/« 

darstt  klen,  unter  weiclier  sie  eine  aebr  bequem  ReflblllUl|^  gesta^ 
teu,  wie  sogteich  io  die  Augen  felteii  wird. 
Hat  man  die  aligenelae  GMebuog 

aufiKulSseD»  eo  ist, im  Vorbergebenden 

xn  tetsee«  wodurcb  man  leicht 

tang  (y-f-y,)  =  ~^,  cos  (5p  —  y,)  =  sio  (y  +  SP.) 

oder 

erhält.  Oos  Kriterium,  mittelst  dessen  sieh  eatacfaeideD  IftMt,  ob 
die  Wuraeln  beide  reell  oder  imaginär  nnd,  ist  dasselbe  wie  oben. 

Sind  die  beiden  Wmeln  imaginSr, .  eo' bat  maa  ibier  Be^ 
rechnong  die  Wormeln 

cos  e=z^{/^,  Q  CO.  0  =  ™,  Q  sin  0=iio  0.  V/f. 

Cm  die  im  Vorliergebendeo  eatwickelte  Metbode  auf  eia  Bei* 
spiel  aaauweDden,  Hei  die  Gleichung 

7  ^>85         19,74d    — 115.038  =  0 

ffeffebea.  In  dienern  Falle  int 

.  x=  7,285 

X  =  —  19,749 
...  u,  =  —  115,638 

X  -  u  =  m,923 
x+;i*a=- 108,352  , 
log  (x-f»)  =  2JlN%:i:52 
loff  (xH-iii)  =  2.U3'iM<M>  n 
,ed  log  X  =  8.70Vii.)i9  n 
los?  cot  («)-hy,)=  10,7940881  ff 
log  sin  (y4-y,)=  9,2003780  « 
loK  cos  9,9390738  1» 

%  +  d*.  7'.  38",a8 

y  — =  ir»0.  29.  40.75 
tu»  SS  141.  22.  2,72 
39.  s=  ^  15».  37.  18,78 


Digitized  by  Google 


lA 

9  =     70^  4r.  T",36 
=  — 79.    48.  39,ad  . 
log  taog  9>  =  0,4552«>i4 
log  tauj-      =s     0,7453704  i»  • 
taug  9)  =  2,852962 

Di€M  Wideo  Wertk«  von  trag  9  und  to^g  5i>i  si«d  4U  gewclh 
Im  Wimtla»  Zur  Prolie  bat  ntiD  . 

taug  9>     taog  9»,  =  2»710dll  uad     =  2»710dl3. 

Dia  lisichtifi^eit  mui  Rirse  der  obi^D  Rechniiii^  wird  (tinem  Jeden 
•Dffteieh  von  selbst  io  die  Angen  tallen.  Weno  9>^ft  der  NnH 
mkr  Bake  kaaat,  ee  keen  9    J^,  oriCtekBl  der  Pomel 

cos  (g)  — 9,)  =  ^^^j^  sin  (sp-f-y,) 

Wk.Tnnf)ir]i  nicht  mit  der  erforderlichen  Genauierkeit  «refnnden  wer- 
*ieu.  lu  einem  solchen  Falle  kann  man  sirli  aber  aut  tolgeude  Art 
Iteltea    Man  bcrucbue  <ieu  HüUi^winkcl  y  mittelst  der  Formel 

Dmib  ist 

cos  (9)^9>,)s=tang  ^, 

nd  falglicb 

l-ees  (f»^9»,)sl  — Ung  v»»  l-|-cof  (9)  — y,)  =  m-taDg  V$ 

,  / 

1  —  ros       —  y,)          1  —  tang  ^ 

1     cofli  ty  —  1  -f-  lang  V ' 

4.  i.  nach  bekannten  Formeln 

tang  ^(y--y,)»  =  tang  (45*  — 1/>), 
also  tang  !     —  f/i, )  —      tantr  f       —  V')* 
In  cji^Mfn  Falle  .sind  iolgUch  die  Formelu,  durch  welche  die  Auf- 
gabe aufgelost  wird, 

tang  (9-1-9,)=;—;,  tang  ^  =  ^^^  sin  (9  +  9»), 


tang  {{<p  —  9,)  =     tang  (45»  — 
cet  (9-f-5p,)  =  Uiuyr  tj,  =  — -C  gjn 

t«n«  «9  —  9i )  =  l/twig  (45»—^), 

und  die  Rechnung  wird  nnn  allerdings  etwas ,  aber  dock  niebt  be- 
destend  weitläutiger. 

Aaf  Gleichungen  von  der  Form 

a-^hx  a-k-  ß.r 

wird  man  bckauntticb  bäuiig  bei  der  Autliisuner  von  Aiifsfahen  ge- 
führt, ynd  diese  Gleichungen  führen^  gehörig  entwickelt,  jederzeit 
n  einer  quadratischen  Gleichung,  nämlich  im  vorliegenden  Falle 
n  der  Gleicbnng 
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Weudet  man  iiiin  auf  diese  Gleichung  die  obige  Auflusangsmethode 
aUj  so  erhält  mau  zur  BestimmunL^  der  Winkel  (p  und      die  Formeln 

cot  (9 + y ,) = -  ^>;-«.;,)H.(^,-.^«r 

üUMliI  weleb^  licb  «llo  dte^Winkel  9  iin4  adil  folglicb  oaeb 
4ie  beiden  Wurzeln  taog  9  und  tang  «nvittelbor  aus  den  acbt 
gegebenen  Coefficienten  a,      a,  ß  und  it,»       a,|  ^,  berecbneii 

MiBen.   Die  Berechuuog  der  Grössen 

<ru^  —  «,«,  • —  djß,  aß^  —  a^ßt  IfU^  —  d^a 

kiiniite  man  sich  nnrf»  durch  flip  Einführung  von  Hülfswinkeln  er- 
leichtern, wobei  wir  aber  liier  nicht  länger  verweilen,  da  sich  die 
zweckmässigste  Aletbude  ctueiu  Jeden  leicht  von  selbst  darbie- 
ten wird. 


IV. 

Ampere' 8  Auflösung  der  Gleichungen  des 

vierten  Grades. 

Nach  Coneipondance  mathematique  et  phy.siqnp  |  tibliea  par  A*  Qnetelet. 
'  T.IX.  p.  147  frei  bearbeitet  von 

dem  Herausgeber. 


♦ 

Die  gegebene  van  ibrem  zweiten  Gliede  «cbon  befreite  Gleiebangp 

des  vierten  Grades  sei 

1.    ^* -f- flt^* -4- ^o:" -f- fJ  =  0, 
nnd  p,  17,  r.  t  «oifn   die  vier  Wurzeln   dio»;pp  Gleicblingy  so  hmt 
man  bekannUicb  die  vier  folgenden  Gleichungen: 

5.    pf/rs  =  c.  ,  * 

Aus  den  Gieichipgen  2.  und  3.  erhält  man  ieicbt: 

7.  .p^^T99aa^{p^4^  (''H^'h 
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onH  folgrlJcb,  \Trnn  rnnri  deo  Weiib  voD  r+#  «ug  der  61eicliiiD|r 6. 
in  die  (ileicliuog  7.  cioführl: 

Pemr  ist  nack  4. 

n<  folglich  weg«9  der  Gleiehung  6. 

(/>-!-  ^r)  (/»^^  —  r#)  = 

Mcr 

9.  = 
Nsc^  8.  UBfl  9.  iit  DttD 

iid  folglich,  weuu  jiiun  Ui«  zweite  Glciciiuoir  von  «ier  ersten  sub- 
tfoift, 

iIm  Mcb  der  Gleichung  5* 

«^tr  Dach  gi'lit^rii^tT  iCntwickelung 

Diese  Gleichunc:  ist  in  Brzucr  auf  als  unhekaDtite 

tTosM'  vom  dnttc-n  Ci  adc,  und  {p qY  Jässt  sich  also  mittelst 
detscibtu  durch  Auüosujjg  einer  Gleichuug  des  dritten  bra  l(  s  hr- 
■tmaei.  Bezeichoeo  wir  nun  eine  Wufzel  dieser  Gleicliung-  des 
initen  Grades  durch  /u,  so  kooneD  wir  (/^ -f- $r)»  =  ^,  und  folglich 

11.  =  zfr  i/>, 

ftUo  Bich  6.  Bit  Beziehung  der  ohero  und  notern  Zeichen  euf  ein- 
iMer 

12.  r  +  *  =  =i=V^^ 

Mtzeo. 

kach      9.  «ad  11.  iit  mm 


ilio 


«aji  wir  haben  jetzt  folglieh  aar  BeatimainDg  von  p  und  g  die  hei- 
«leichangeD 

>od  zur  Bestimmung  von  r  und  «  die  beiden  Gleichungen  ' 

14,   r-|-#s==pv//*,  ar#s=«  +  /"=Ff;^. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  13.  ergieht  sich  leicht 

^+y=±l/*s  0»-f)«=-M-2t«±j4-), 

«-1  j 
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ako  entweder 

oder  

Aus  den  GleickaDgeii  14.  ergiebt  rieb  grai  ebemie  respecdve 

oder  

Also  sind  die  doppelten  Wurzeln  unterer  Gleicbiing  des  nerteo 
Grades  entweder  


oder  ' 

2/1  =  -  i//*  i  |/-^-2Ca-  p^) , 


Da  DUO  abur  üuä  zweite  S^stt^m  vuu  dem  ersteo  offenbar  nidit 
verschieden  iet,  so  aio^  die  doppellen  Wumln 


«•  =  -  l/M  =F  1/- /»  -  2  («  -  ^^)- 

Aber  auch  die  obern  und  untern  Vorzeichen  in  diesen  Formeln 
liefern  nicht  zwei  verschiedene  Systeme  von  Wnrsefali  ttod  die  dop* 
pellen  Worxelo  unserer  Gleichung  sind  also 
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FoIstItcIi  sind  «Ue  vimr  Warxeln  oDMrcr  «Mwtom  CHaidhnw 
■et  vierten  Gradea     _   " 


Will  jede  cubiscbe  Gleichung  bekaontlich  BiiBdesteni  eine 

iUr  eme  reelle 


V. 

Geber  die  Bestimmung  der  Anzabl  der  zwischen 
gegebenen  GrAnzen  liegenden  reellen  oder 
imaginftrra  Wnrzeln  der  algebraischen 

Gleichungen. 

^ch  einer  Abbaoillung  des  Herrn  Abbe  Noigno  in  im  J^iinial  i» 
■atbfintiqiKt  fuires  et  applimi*^es,  publik  par  Joseph  LiouTille.  FeTrior 

J840.  p.  75.  frei  bearbeitet  ton  aem 

Heraasgeber, 


A. 

Billige  verbereitendB  SKtie  von  deo  ganien  r«tio,ii«leii 
^igabraiselicn  PnactioHeD  nad  vod  den  Gleicli sogen. 

Erklärung.  Wenn  man  jedes  Glied  einer  ganMft  rarionn* 
Ml  algdiniachen  FnnellAa  der  veiiüideraeJben  GröiM  w  dem 

%• 
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Expoocnteo  der  ifi  devielben  entbalteneiiPoteBs  yonap  »altMicirt, 
und  diesen  Eiponenten  der  Potenz  von  jt  i«lb$t  um  eine  Einbeit 

Vermioderf ;  so  heisst  die  auf  flirsr  Weise  aus  der  g-pcrcbenen  Func- 
tion erhaltene  oder  ahn-plriioli'  Function  die  erste  derivirte 
Function  der  ccetrelMün'n  Fuiution.  und  soll,  wenn  /{a:)  das  Sym- 
lioi  der  gegcbeueu  Function  i«t ,  durch  /  (•2.)  hexeichuel  werdeu. 
Ffir 

y(;r)  =     +  <»i -i*^ -H  ^f«-*^' +  «j>a^* -I*      +  ^ 

ist  aläo,  wenn  inun  sich,  wie  dies  in  allen  Fällen  erturderiich  ist, 
dal  erste  censt&nte  Glied  er«  unter  der  Form  m^jc*  durgeütellt  deokti 
.  die  erste  derivirte  Fanction 

und  diese  erite  derivirte  Function  ist  als»  immer  eine  ganze  ratio- 
nale algebraische  Fanction  von  einem  uro  eine  Einbeit  niedrigeren 
Grade  ats  die  gegebene  (ranxe  rationale  algebraische  Funetion. 

Die  erste  derivirte  l'iinrtion  vony'(jr),  ganz  :nif  dirsrHio  Weise 
gonoinineu  wie  vorher,  htiast  die  zweite  ih'rivirle  Function 
der  gegebenen  Function  f{a;)  uml  \vird  durch  /"'(.r)  bezrichnel. 
Die  erste,  derivirte  Function  von /"(.r)  heisst  die  dritte  derivirte 
Pnnctien  von  f(x)  flod  wird  dorob /^'(.r)  beseicbnet«  Di«  erste 
derivirte  Function  von  f"\^v)  heisst  die  vierte  derivirte  Func- 
tion von  /*(:r)  und  wird  durch  /'""(ä  )  Itezcichnct.  Ceberhaufit 
heisst  die  erste  derivirfo  Function  der  {A — Ijsit'n  derivirten  Function 
von  y(.r)  die  Ate  derivirte  Function  von /(o:)  und  wird  durch 
bezeichuet. 

§.  2. 

Lehr 9at%,  Wenn  f{x)  eine  ganze  rationale  alge- 
braische Function,  und,  indem  C  eine  beliebige  con- 
stante  Grösse  bezeichnet,  (^)  =  ^/(p^)  ist)  so  ist 
jederzeit 

Beweis.    Es  sei 

f  \a:)  =  iTo  -I-       -H  «ad?*  4-  a,d:'  -f-      -f-  «n^» 
nnd  folglich  nach  der  >  oraussetzung 

F\^»\  =  «o ^-4-  «I  Ca?"-*-  «%Ca;*  H-    Ca:'  4-  .  -|-  mmCae» ; 
«0  ist  nacb  f.  1. 

/'(jr)  =     +  -f  -  3a,**  +    +  SMW9»-i, 

also 

jP'(^)  =         H-  8sr»«  -f-  3er,^p*  -t- .  H~  iia«jr*»-l), 

nnd  folglich  offenbar 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

Lchr»at%.  Wenn  f\w)  und  ip{a:)  ganze  rationale  ml- 
gebraiscbcF'ttnctioneu  sind,  und 
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iil;  s«  ist  jederzeit 

Beweis.  Ks  sei 

f[a;)  =  ao  -H  a^a;  -f-  «Tj.r^  -f-         -i-  . . .  -|-  «^nJ^", 
y( jr)  =  Oo  +  «id?  +  a»^'  +  «» «JP*  -h  «jt^» 

wibei  wir  tonehaieD  wolleo^'dass         sei;  so  ist  oach  §,  1. 

+  «x4.ijp»-f-  («+2)  «»«^^  -4-     -h  tUhtO^K 

feil  Hon  ^ 

,   if(;r)=/(^)  +  9(.r) 

1  «4- « 1 )  ^ ^  « 2     +  —  + 

iü;  M  erlbellel  die  Richtigkeit  de«  Satm  nnaiittelbar  nittelet  §.  1. 

§.  4.  ■  • 

Ergfer   Zngfif:s,     VVeun  V'C^)»  Xi'^)  t  "•«•W. 

fanze  rutiuuale  algebraische  Functionco  sind  und 

iit;  so  ttt  jederzeit 

Vjd  der  Ricliügkeit  dieses  Satzes  überzeugt  man  sich  sehr 
lockt  durch  eine  succettive  Anwendung  des  vorigen  Lebnatus. 

f.  5. 

Zteei$er  ZmMOtM.    Wenn  f(^\  und  ganie  ratio- 

isle  algebraiselie  Funetionen  sind  vnd 

iit;  so  ist  jederiett 

Nteh  der  Voraussetzung  und  nach  §.  3.  ist  ^ 

/(*)  =  /-(x)  +  y        /-(^r)  =  /"(^r)  +  y'  (^). 

/»(*)=»/'(*)-»•(*). 
vis  Mttoptet  worde. '  ' 

^.  6. 

Lelirtatx.  Wenn  f{a:)  eine  ganze  rationaJe  el^e- 
kraiscbe  Fuuction^  und,  indem  eine  positive  ganze 
2sbl  beuiehnet,  F(a:)=^apl^  f{x)  ist;  so  ist  jederzeit 

Beweis,       sei  ^ 
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/(^)  =:  «0  H-  ^/ ,    r  +  tf,  or'  4-  <»»  ^'  -h  •••-•-<»»  'S»*» 
to  ist  nach  der  V  orauHS(>tziin^  ' 

und  folaclicli  nach  §.1.  ' 

wonmt  4er  m  beweucDde  S^ts  mmittelbar  erhellet. 

Lehn^atz.  Wenn  f{x)  und  g«Bfte  r«tioaele  «Ige- 
braisclie  Functionen  Rind,  und 

ist;  80  igt  jederzeit 

Beweis.   Es  sei 

/(.r)  =  flfo -f- +  •  • 
und  folg^licb  nach  4er  Voraussetinng 

so  ist  naeh  f.  4.,  f.  2.  und  §•  6« 

e.  B.  w. 

=  («^•  +  ^1  «*+4s,  or' +...-i-«tt  ^)  9p'(dr) 

Warans  aiitteltt  §.  1.  der  zu  beweisende  8eti  nnsiittelhar  erbellet. 

%.  8. 

Erster  Zusatz.  Wenn /X.r)  und  (p(<x)  ganse  rationale 
oigebraische  Functionen  sind,  und 

ist;  so  ist  jederzeit 

Fix)  _f(f)  ^(f) 
— /(:r)  '^^{jcy 

Dieser  Satz  ergiebt  sich  unmittelbar  aus      7.,  wenn  man  auf 
beiden  Seiten   der   dort  bewiesenen  Gleichung  durch   jfXsp)  s= 
/(jp)  Sp(a7)  dividirU 

Zu  rifer  Zi/sntz.    Weun/(^),  y(^),  /(o:),  .  .  .  gauie 

rationale  algebraische  Functionen  sind^  und 

F(af)  =/(a?)        ^(«)        •  * . . . 
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Ton  der  Richtigkeit  dieaes  iSatzes  übcrzeagt  tuan  sieb  leicht  durch 
aocMifive  Aswinduig  des  ua«itteibar  vorirai^ekeiNUB  SatMs. 


f.  10. 

ZtfArMte.  Unler  der  Voraut&etsaDf ,  daii  «  eine  pö- 
•itive  ganze  Zalil  beseiclinet,  eei  ^(dr)ss  so 
ittjederseil  >. 

Beweil.  Weil 

1  i.  in  der  eingeMrteii  BeseielmiiDg 

94«)  s  (4P  4*  ^ 
lod  nach  f.  1.  die  erste  derivifte  Fenetion  vea  ^*^m  der  Bittbeit 
gleieli  ist;  so  ist  nach  §.  7. 

5^4jr)  =5  («  -t-  «)  9i^ii-.i(ar)  H- 


Durch  anccesaive  Anwendung  dieaer  Relation  erhält  man 

yfj:r)  =      -i- =4(a^-^l»)^ 

y'a^)  =    -i-  •}  lsp'4(^)  =     + «)N 

O.  8.  W. 

Also  ist  offenbar  für  jedes  positive  giinze  » 
wie  bewieacn  werden  aollte. 

f.  11. 

Lehr9at%,  Wennyt«)  eine  ganze  rationale  algebrai- 
•  cheFunctionvon  .rist.  nnd  also  f{oP^a)  die  cfanze  ratio- 
nale iilgebraiacti  p  K  u  nr  t  i  u  n  von  x  bczeiclinct,  welche 
■UD  aus  eriiäit,  wenn  man  dr-f-«f  iur  »r  setzt;  ao 

wird  die  erste  derivirte  Function  von/'(^  +  ^)  Bexug 
•■f  4P  als  veraaderlicbe  Crrfitee  erbalten,  wenn  man  in 
der  ersten  derivirten  Pnncfcien  /*(«)  von/lor)  fttr  m  die 
Grösse  or  +  a  setzt. 

Beweia.   Ea  sei 

■id  folglich 

SMiai  wir  n«i>^jf  «|*4i)  ss9(a;),  ao  iit 
f(r)ss«,4-4ri  («4-«)+«,  («+«)» +  H  
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und  folglich  nach      4.,  §.      uod  §.  10. 

Weil  DUn  die  Grösse  auf  der  rechten  Seile  des  Gleichbeitneieheiifl 

offenbar  aus  dem  obig^en  /^(.r)  erhalten  wird,  wenn  man  .r-^a 
Bat  X  eetit,  so  erhellet  die  Richtigkeit  des  zu  beweisenden  Satzes. 

A n m o r  k  II  12:.  Vermöge  dieses  Satzes  ist  man  berechtigt,  die 
erste  derivirtc  Function  von  /{ay-^-a)  in  Bezug  auf  als  verän- 
derliche Grösse  durch /^(or  +  <3r)  zu  bezcichueo. 

^.  VI. 

Wenn 

/l(:r)  =  ao ^-+-«,  j?* -f- . . .  H- ««»«r« 

ist,  so  ist  nach  f.  1. 

/'(;r)ss:1.4it-|-^t  ir»-|-^4      -h • . •  +  ^^^W?*-*» 

/*»(jr)«  1 .  2yi,  -4-2 .  3sp,         .  4«,  o?' -4- . . .  -!•(<»—  1 

/'"(.r)=  1  .2  .3^,  -1-2  .  3  .  4flr,  .^-l-  ...  2)  (»  — 

r'\x)  =  \rl.^.lu»^-\'..^~\^Kn  —  Z)  (n  —  t)  (is—l)  is«»»«-*, 

u.  s.  w. 

/t'»~i){^)  =  1.2.3...(i»— 1)  Ä»-i-f-2.3.4.,:.Äkri»r,  ' 

woraas  sieb  zugleich  der  Säte  «rgiebt,  das«  die  late  derivirte 
Function  einer  jeden  ganaen  rationalen  algebraischen 

Function  des  «ptcn  Grades  eine  cnnst ante  Grösse  ist,  und 
alle  folgenden  derivirlpn  Ftiiiction  du  Ii  er  verschwinden, 
weil  die  derivirtc  n  F  ii  ii  c  t  lo  ii  e  n  einer  jeden  con  stauten 
Grösse  C'%  die  iituu  iiumer  uuLcr  der  Form  Cjc'^  darstellen 
kann,  natürlich  säiantlieb  Torschwlnden.^ 

Setst  man  nun  aber  in  den  sümintlicben  obigen  Gleicbnngen 
ar=0;  so  erhält  man 

/'(O)  =li»„ 

/"(0)=1.2^„  .  . 

/"'(0)  =  l.2.3«,. 

n.  s.  w. 

/(»-D(0)s=1.9.3.. .(•—!)  m^, 
/f«)  (0)  s=1.2.3.4...JMr,^ 

und  folglich 

«o— /(oj,  «»~-p,  '»^iTi»  ''•=01»  ••••"=17:^* 

Also  ist 

welches  ein  sehr  merkwürdiger  Ansdmck  einer  Jeden  gnnsen  ratio* 
nalen  algebraiscben  Function  des  «ten  Grades  ist. 
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Setzt  mm  f{x  -+-  f )  =  9(1),  aor  iaC  Meli  dem  so  eben  bewie- 
Sntze,  ^ot)  ff{t)  offenbar  eine  gMue  rationale  algebrauelie 
iiuUioii  des  «iea  €»rades  von  i  ist, 

Dnrcb  soceeiiive  ADwendang  des  in  f.  11«  bewiesenen  Salzes  er- 
küc  Ben 

y"(.)'=/^*+<K 

•U,  8.  W. 

a>W(i)  = +  t) : 

■dfolf^lieb 

Also  ist  nach  dem  Obigen 

welcbes  ebenfalls  eine  sehr  nerkwürdrge,  and  an  Folgerangen  sehr  , 
fracbtbare  Foratl  ist. 

f.  13. 

üa  eise  Anwendanc  der  Permel  II.  in  des  vorigen  Paraffra« 
pken  za  zeigen,  sei  fLv)=sjp**f  wo  is  eine  positive  ganae  Zahl 
MB  soll»  nnd  felglich  ' 

Weu  nnn  nacli  der  Voraossetsang  und  nacb  }•  1. 

/^'(*)=rji(is  — 1)  («  —  2)  Ä?»-«, 

a*  s.  w. 

iit;  so  ist  nach  §.  12.  II. 


•  ••• 


•  •  •  » 


!...(«  —  1)  1  . . .  // 

nti^  Gleicbuog'  der  analTtiscbe  Ausdruck  des  Kinomiscben 
Lehrsatzes  für  positive  guuzc  Lxpuücutuu  inL 

§.14, 

Tnter  der  Voraussetzung,  dass und  ^jp)  ganze  rationale 
^gebruische  Functionen  sind,  wollen  wir  nun  nocb  das  allgemeine 
G«ietz  der  höbern  derivirten  Fanctionen  der  ganzen  rationalen  al- 
gebrsiscben  t  uoction 
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entwickeln. 

Wendet  man  auf  diese  Function  ilie  aus  dem  Obigen  bekamten 
Regeln  sur  EatwickeliiDg  der  derifirtea  FooctioDeif  an^  so  erbilt 
■lan  Baek  Und  nftcli: 

s=/(^)y  (^)  +  9      4- V  (^)y  W  -i-/"'(^)9P(^), 

U.  8,  W. 

I  -  ' 

Deberlegt  man  nuo»  dasa 
(^-+-f)»      jp*  H- 

—       -4- 2:r« -f- 
(ät-I- <)•  =  JP» -H  2«»f 

=  Äf«  +  3^»i  -f.  iäfi^  -h  <S 
v.  s.  w. 

ist;  80  wird  mun  sich  sogleich  überzeugen,  duss  die  numerisclieD 
CoeificieDteD  der  eiotebeo  Glieder  der  Ktthrickelungen  der  deri- 
virteo  FuoctioiieD  der  Pnnetioft  JF{ar)  nach  und  Dach  gans  eben  mo 

entstehen,  wie  die  onmerischeD  Coefficienten  der  einaeloen  Glieder 

der  Kntwickelungon  der  l'ntenzen  von  .r-f-/.    Daher  sind  die  nu- 
inerischen  Coetticieuten  der  einzelnen  Glieder  der  kintwickciuug  vod 
einerlei  mit  den  numerischen  Coetiicienten  der  einzelnen 
Glieder  der  Kntwickelung  von  ^^^^  nach  dein 

Obigen  und  naeh  f.  13.  iiflTenbar 

»  ■  * 

n.  f.  w. 

^«{»-iy»-2>...t.  1 

A  •  •  •  •  X 

§.  15. 

Wenn  man  in  der  aus  f.  12  bekannten  Gleichung 
/(aH-t)  =/[ar)  + -y^  + -j^ 
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bt  MM  Mrttr  d«r  VontWMtmaf,  4aM  ■><•*)  Wt, 

Aa)  =  0,  /t»)  =  0,  /"(«)  =  0, . .  ./t— 1)(«)  =  0}  , 


id4  folgfich  die  FawtioB  /{a?)  •ffenlMr  darcli  {m-^y^  «ha»  Reit 

(lllilbnr. 

Wenn   umgekehrt  ganze  rationale  algebraische  Function 

in  Uten  Grades  durch      — ohne  Reut  theilbar  ist}  so  ist 

vo  y(.r)  eine  ganze  rationale  algehrziisohe  Funktion  von  a:  be- 
leiflmet;  und  nach  §.  14.,  f « 2.  und  10  ist  luiglicbi  weoa  DUr 
X  mckt  grösser  ab  m  ist,  * 


-*-  "^"Virf  •'"t«-i)-(«»-«+iX^-«J-'y(-^)- 

Bierettt  tiebC  nan,  daai  die  Bntwiekelungeo  der  dorlvirten 
FittclieoeD 

■  iHe»  ihre«  Gliedern  die  Grdsie  of-^  als  Factor  enthalten»  wor- 
an sich  unmittelbar  ergiebt,  disa  diese  derivirten  Functionen,  so 
»ie  die  FaoctioB /(d?)  selbst»  fBr  ofsxa  aüBmtlicii  teracliwiBden» 
t4m  dsss 

yta)  =  0./'(si)=:0,/"(«)=:0.  .../X— l)(ar)  =  0 

Aas  dem  Bisherig^en  i»rgieht  sicI)  also  der  folgende  8atz: 

Wenn,  uutcr  der  V  oraussetzung,  dass  m^l'^^n  ist» 
/(a)  =  U,  f(m)  =  0,  /"(«)  =  0,  . . .  /(—!)(«)  =  0 

'i^U  80  ist  die  Function  fi^)  jederieit  dttrcb  {x~0y^  oboe 

Htit  thrilbar,  und  umgekehrt 

Au^  diesem  Satze  ergiebt  sich  ferner  unmittelbar,  dnss,  ivenn 
A^i  durcb  keine  habere  Potenz  von  — a  aU  (o:— a)** 


^Weil,  wenn  der  Coefficient  des  höchsten  Gliedes  der  ganzen  ratio- 
lilcB  sJgebraischen  Function  /(x)  des  »ten  Grades  ist,  "welcher  also' 
nicht  Trrschwindet,  bekanntlich 1 .2.3. . -wo;,,  ond  Jsiglicb 
«u:b/(Aj(a)s  1.2.3. ..IM»  ist}  so  isft  m9jV*)ia}miiK 


Digitized  by  Google 


flicht  ancli/t")(«r)=.Q  iit 

».  16. 

Lic/irsatz»  VVeuu  die  leräDderlidUe  Grösse  ;r,  voo 
welcher  die  ganze  rationale  algebraische  Functioa  de« 
»ten  Grades  /(x)  mit  lauter  reellen  CoefficienteD  iib- 
hjlngt,  sUb  voo  m  hiu  6  sietig  verisdert;  bo  verittd«rt 

sich  die  Fnnctlun  /(x)  von  f{a)  bis  /(ft)  stetig. 

Beweis.  Dass  jede  ganze  rationale  a)L(i>bruische  Function  für 
jrtlrri  endlichen  völlisr  bcstiinniten  rcfllen  Werth  ihrer  veräniJerlicheu 
(iruhse  einen  enuiieheu  vulüg  bestimmten  reellen  Werth  erhalt,  ist 
für  sich  klarl 

Nach  der  Pornel  f « 12^  II.  iil  allganetB 

lind 

1  1.2  •  "»"La.!*  \  .,.n  * 

ist  folö^licli  t^ic  Vrrärulcrung,  welche  ,f{-r)  <*rlfi(let,  wenn  »tr  sicli 
um  i  ändert.  Bez.eichueu  wir  nuo  den  absoluten  Werth  derjenig^eii 
unter  den  Grössen 

f\x)  rix)  f'M  fi-Xx) 

1   *    1.2»  1.2.5'  ••• 

welche  den  p^rössten  nlt^iiluten  Werl  Ii  bähen*),  durch  T,  und  den 
ubäuiuleu  Werth  von  i  durch      ;       ihl  der  absolute  >Verth  voo 

1  1.2  •  1...»  • 

■nebt  grÜMer  als 

d.  i.  nicht  grösser  als  ' 

rf,(lTHi,-+-*»»-|-#,'H-...Tl-t|"->)=F  ^Höp. 

Nehmen  wir  nun»  was  offenbar  varstattet  isl,  ^,  kleiner  ala  die 
Binbeit}  so  isf 

yt-,(i-».")^  ri, 

nnd  folglich  der  absolute  Werth  Ton 

kleiner  als  r--^. 

Beaeichnot  jetat  ^  dno  beliebige  positive  Grösse,  so  ist  die 
Bedingung 

*)  Mehrere  dieser  Grossen  können  gleiche  Weith^  abo  auch  mehrere  den 
grossten  absoluten  Werth  haben. 
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jederzeit  erfiillt)  wenn  die  Bediagoug 

erfoltt  ict,  nod  diese  fiedinguDg  ist  jederzeit  erfüllt,  wenn  die  Be« 
üsguog 

<f»  oder  f,  <^jr 

utäk  ist.  Nimmt  man  also 


ni  folglich,  wie  es  sacb  dem  Obi|^a  erford^rlieji  ist,  aaeh  f  i<;l; 
loiit 

Iii  Bscb  dem  Obigen  folglich  der  absolute  Werth  too 

Udasr  als  f».  Da  mao  ono  die  Grösse  beliebig  klein  annehmen  « ' 
bis,  so  siebt  man,  dass  die  Grdsse 

toRidt  beliebig  nahe  gebracht  werden  kaoo,  wenn  man  nur  ^  nahe 
KBDOg  bei  Null  anoimmt,  und  der  Null  unendlich  nahe  lionimende 

Veränderungen  der  veränderlichen  Grösse  x  {obren  also  offenbar 
der  Null  unendlich  nahe  kommende  Verändernngeh  der  Function 

berbci.  * 

Weil  nun  jedem  endlichen  völlig  heslimmteu  riilN  n  Wertlie 
^er  u'randeriirlien  (Grösse  oc  ein  endlicher  voiliff  beslimmrer  Werth 
4er  Function  f(x)  entspricht;  weil  ferner  der  Null  unendlich  nahe 
InaModen  VeränderuDgen  der  verSoderlichen  GrÜsse  x  der  Null  nn« 
csdficli  nahe  kommende  Veräiiderungt^n  der  Function  f(ai)  entspre- 
^?n:  weil  endlich  f^»)  und  /{O)  die  WertLe  sind,  welche  die  Func- 
tioD für  juz-z.fr  und  i'—z/j  erhält;  so  isf  klar,  dass  die  Fiinrtion 
f\x)  &icb  von  /^{ft)  bis  f\l')  stetiti::  veriindert,  weuu  die  veräridt  riiche 
Grösse    sich  tou  u  itta  6  tileli^  vernudcri,  wie  hewieseo  werdeu  sollte. 

■ 

Enter  ZutatM,    Die  gaot^  rationale  nigebraische 

i^BBction 

Btt  lauter  reellen  Coeffioient^n  nähert  sich  der  Gr5sie 

ff«  ils  ihrer  Gräfize.  w**nn  :r  sich  der  Null  nähert,  und 
kiDD  dicsrr  Gräuzc  bcüehicf  niihe  i^elirarlit  werden, 
lenö  man  nur  ^  nahe  erenusc  Imm  Null  unitiuimt. 

l)t  die  gunzu  rationale   aJgehraiüche  I  unctiou  /"(or)  fiir  ^=0 
Werth  «o  erhält,  nnU  sich  nach  dem  vorigen  Lehrsätze  von 
au  stetig  feriindert,  wenn  man  aleh     von  Null  an  stetig  verftn- 
im  lässt;  so  erhellet  die  Richtigkeit  dea  8atm  mit  völliger 
I^mdicbkeit. 
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Weil  weder  ^(a)  =  Oy  nodi  JF*^{a)  =  0  iit,  so  ergi^bt  lieh  aas 

diever  Gleichuiig,  dass  auch  9>,(«)  Dicht  verschwindet. 

Nimmt  man  nun  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ist  kl«ir, 
dass  a  eine  Wurzel  der  Gleichung  5p,(.t)  =  0  ist.  dass  ahrr  diese 
Gleichung  die  iu  Uede  stehende  Würzet  nur  ein  Mal  enthalt,  und 
»uf  ganv  ähvlidie  Art  äbcrseitgt  man  sicli,  6mm  aocL  jede  der 
GriMseo  . . . .  eine  Worzel  der  Gleichoag  ^,(^)  =  d  iwt^ 

dass  aber  diese  Gleiebniig  «Jade  der  id  Rede  ateheDden  Wifrzelo  nnr 

ein  M<ii  enthält. 

Zeigen  laust  sieb  nun  auch  noch  ohne  SchwicHsfkeit ,  dass  die 
Gleichung  9),(.r)  =  0  ausser       ^,  .  gar  keine  Wurzel 

weiter  )iat.  Wäre  nämlioh  g  erae  nicht  unter  <»,  r,  </,...  • 
TorkomroeDde  Wurzel  der  Gleichvag  9ij(.r)  =  0,  und  folglich 
9»i(^)lssO)  bo  vttiate,  weil  nacJi  deai  Obigen  ... 

9ii^)  =  — #1^5 — 

ist,  offenbar  Micb 

und  folgÜrh  entweder  (f\fi!  \  =  0  oder  f\{g\  =  0  sein.  Brides  ist 
aber  nicht  nioj^lich,  weil  die  t^unetioiien  fp\^^)  und  tür  kei- 

nen Werth  von  a:  zu«"leich  verschwinden,  und 

offenbar  nicht  verschwindet,  weil  die  Grtee  g  unter  den  Gröaien 

Iff  ^1  f^'  •  •  .  •  nicht  vorkommt. 
Man  siebt  also .  dass  jede  der  Grösseo  .  eine 

W  urzel  der  Gleichung 

y,(.r)=ie 

ist,  dass  aber  diese  Gleichung  jede  der  in  Rede  stehenden  W^urzelu 
nur  ein  Mal  enthält,  und  ausser  denselben  gur  keine  Wurzel  bat« 
Die  Funettoa  iet-.  der  ^eotieot«  welchen  man  erhält, 

wenn  man  f(x)  durch  oea  gröskteo  gcmeinscliaftichen  DiviiOr  TOn 
/(jr)  und  f{ji:)  dividirt,  and  HMn  kann  aiae  naeh  den  Objgnn  nn» 
jeder  gegebenen  Gkicbnag 

immer  leicht  eine  Gleichung  ableiten,  welche  nlle  ungleichen  Wur- 
neln  dieser  GleiehUog  nur  ein  Mal,  und  ansaer  deneelben  gar  keine 
andere  Wurzel  weiter  eathält. 

Durch  Auflösunpr  der  Gleicbnng  5P,(:r)  =  0  erhält  man  nüe  an- 
gleichen Wurzeln  der  (>l(>ichung  /(o:)  =  0,  inul  wird  nun  auch  in 
allen  Fällen    durch   mehrmalige   successive  ülv^ion   mit  .-r  — 

—  ö,  w  —  Cy  jc  —  ....  in  die  Function  f{a^)  bestimmen  kön- 
nen, wie  oft  die  Gleicbnng  f(x)  =  0  jede  dieser  Wurzeln  enlbült 

Hiernach  kann  man  bei  .<ier  Antdaung  der  Gleicliuugcn  immer 
von  der  Voraussetzung  ausgehen,  dass  alle  Wurseln  der  gegebenen 
Gleichung  unter  einander  ungleich  sindi 
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B. 

Von  den  Kxcess  der  gebrochenen  ratioudleu  algebrai- 

scueo  Functionen. 

f.  21. 

Erklärung.  Wenn  die  gebrocbene  rationale  algebraische 
Fnoction  ^j^t  ^'^  yl.t')  und  ^li^v)  ganze  rationale  aigebraische 

Fnnctionen  sind,  indem  die  veräuderliciie  (jrÖ!^!^«^  /t^  sich  von  n  Ms 
b  stftig  veraiififTt,  n  !Vful  unendlich  wird  und  üuixn  von  dem  Mc- 
gatiTcn  zum  l^usiitveu  übergeht,  und  ausserdem  m'  31uI  unendlich 
wird  und  dabei  von  den  Positiveo  nun  Negativen  Ubergebt,  so 
beisit  die  Differenn  n  — welche  wir  durch  heieichnea ,  nlsi^ 
«'s^setsen  wollen,  der  £xees8;*)  der  gebrochenen  ratio- 

■alen  algebraischen  Function  ^^j^       die  Grünzen  a  und  6. 

Wenn  jk'^O  ist,  d.  Ii.  wenn  zwischen  den  Graiizcn  a,  h  die 
gebrochen«  rationale  algebraiaclie  Function  y^^^ ,  inden  dieselbe 

unendlich  wird  und  ihr  Zeichen  lindert,  inner  vom  Negativen  nun 
Positiven  übergehfj  si»  ist  E-=n.  Woon  jsr=0  ist,  d.  h.  wenn 
nriscbeo  den  Gräozeo      (t  die  gebrochene  rationale  algebraische 

Fnetiou  —\-t%  ittden  dieaelbe  unendlich  wird  und  ihr  Zeichen 
iadert,  inner  Ton  Positiven  zun  Negativen  abergebt,  so  ist 

Für  Kebrochene  rationale  algebraische  Functionen,  welche 
mischen  zwei  bestimniton  Cüränzcn  niemals  unendlich  werden,  ist 
<}fr  (üeseu  liranzrn  i-nt >prechen<lp  Fxci.s^  Null.  Für  eine  ^e- 
Druciienc  rationale  ulgt'iiruische  Fuucliun,  welche  niemals  unendlich 
wifd,  niso  n.  B.  für  j^^de  gebrochene  rationale  algebraische  Function, 
dcrea  Zähler  durch  ihren  Nenner  ohne  Rest  theilbar.  und  die  also 
figentlich  eine  '  ganze  rationale  algebraische  Function  ist,  vec- 
iäwindet  der  Kxceis  für  jede  zwei  ganz  beliebige  Gränzen* 

f. 

LeArsat»»  Fflr  zwei  absolut  gleiche,  dem  Zeichen 
nach  nber  entgegengesetzte  gebrochene  rationole  alge- 

bfaische  r  unrtionen  "^^t;*  —  (f[j:j     " gleichen 

Gränzen  cntsprerhenden  Kxccsse  jc<i<'rzeit  absolut 
£:Uic]i.  dem  Zeichen  nach  über  entgegengesetzt,  oder 
ilie  Summe  dieser  beiden  Excesse  ist  gleich  Null. 

Beweis.  Wir  wollen  annehnen,  dass  zwischen  zwei  gewis- 
sen GraozCD  die  Fitection  ^^^t  indem  dieselbe  uuendUch  wird. 


*)  Den  Attsdrack  execs  gebraucht  Herr  Moigno  nach  Starn  und  Liott« 
Tille.  Cauchy  nennt  dieseibe  Crosse  indtce  integral. 
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»  Mnl  vom  Neffativcu  zum  Positiven  und  n'  Mal  vom  Positiven 
«um  Negativen  übergebe;  so  geht ' zwischen  denselben  Gränsen  die 

Function  — ^^f^}\  indem  sie  uuen»ilicli  wird,  oifeub»r  /#  Mal  vom 

Positiven  zum  Negativen  luu!  //'  l^lal  vom  Negativen  zum  Positiven 
über,  und  nach  ^.21.  i.st  ioli:;licb  der  Excesß  der  ersten,  «' — /« 

der  Excess  der  zweiten  Function.  Weil  nun  — u  =  —  {tt  —  i»'), 
oder  (m  —  i»')  +  —  //)=0  ist,  so  erhellet  die  Richtigkeit  des 
zu  beweisenden  Satzes. 

^  §.  23. 

LeArsatx,  Wenn  £  und  JE^  die  Kxcesse  der  beiden  ge- 
brochenen rationalen  algebraischen  Functionen 

lind  rrr»  deren  zweite  das  Reciproke  der  ersten  ist,  für 
die  Gräuzeo      6  sind;  so  ist  immer 

i?-4-^'sO,  oder  ^-f-£'=:  +  l»  oder  E^E'=^h 

Jenacbdem  die  beiuen  tji r aoswerlhe    .  . ,  ^TÄT  »"woc- 

tioo  — , -r  erleiche  Vorzeichen  haben,  oder  der  erste  die- 

ser  beiden  Gränzwcrtlie  uej;ativ  und  der  zweite  posi- 
tiv, oder  der  erste  dieser  Giauxwertbe  positiv  und  der 
zweite  negativ  ist. 

Beweis.   Wir  wollen  annehmen,  dass  zwischen  den  Gräozen 

ff,  //  die  Function  indem  sie  unendlich  wird,  n  5lal  vom  Ne- 

gativen  zinn  Pu^iliven  und  n'  Mal  vom  Positiven  zum  Ne^rativcu, 

dagegen  die  Function    .      indem  sie  unendlich  wird,  i»,  Mal  von 

Negativen  zum  Positiven  und  '^lal  vom  Positiven  zum  Negativen 
übergehe:  so  ist,  wenn  wir  die  den  Gräozen  tr.  b  entsprecbeodeti 
Excease  unserer  bcideu  Functionen  durch  E  und  E'  bezeichnen, 

Esn—n'^  E'=n^—m^K 

Beide  Funtionen,  welche  ffir  gleiche  Werthe  von  ;r  offenbar  immer 
gleiche  Vorzoiriion  haben,  können  ibre  Zeichen  nur  dann  ändern^ 
wenn  sie  entweder  unendlich  werden  oder  verschwinden.  Da  nun 
die  erste  Function  ofl'enbar  immer  dann  verschwindet,  wenn  die 
zweite  uueudlich  wird,  so  ist  klar,  dass  zwischen  den  Gränzen  ö 

die  Function  indem  sie  verschwindet,      Mal  vom  Negativen 

znm  Positiven  und      Mal  vom  Positiven  zum  Negativen  fibergebt. 

Geht  aber  die  Function  zwisclien  den  Granzcn  a,  b  vom  3ie- 

<f(.r)  ^  ' 

gativen  zum  Positiven  übeiliainit  {i  Mal,  vom  i'<i>itiven  zum  \ecati- 

ven  überhaupt  /i'  Mal    über,   so   ist   nucb   dem  \ urbcrgebeudeu 

o&nbar  ' 

und  folglich 
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d.  i.  oacb  dea  Obigen 

E'\-  E'^fjL--  Ii,'. 
fiabeo  DVD  die  beiden  Gränzwertbe 

der  Function  -  '  ' ,   trieicbe  Vorzeicheu,  so  srrlit  tlieselbc  zwiscbeu 

den  (■r;in/('ii  «,  ^  oftVnbar  eben  so  oFt  vom  Xciiativeu  zum  Positi- 
VI u  u  ie  %oni  Positiveo  2Um  Negativen  über,  \vi('  augeubiickücli 
aus  Uer  bios^eo  Anscbauung  einer  Reibe  von  der  Form 


erhellet,  und  es  ist  fotglich  fAss//t\  also  oacb  den  Obigen 

=  0. 

IVeou  der  erste  U<t  beiden  (•ra!iA\\ ertlic 

■^(^  m 

der  Pnnetion  uegativ,  der  zweite  positiv  ist,  so  gebt  difse 

FanctioD  zwiscben  den  Gränzen  <7,  ^  offenbar  ein  Mai  öfter  vom 
NegafiTen  snm  Positiven  als  vom  Positiven  znm  Negativen  über» 
vis  angenbliejclich  »us  der  blossen  Anscbannng  einer  Reibe  von 
der  Fora 


crbellet,  nod  es  ist  folglieb  ^ss^'+l,  also  nacb  dein  Obigen 
Wenn  cndiicb  dei'  erste  der  beiden  Gränawertbe 

fft«) 

der  Fnnetion         positiv,  der  sweile  negativ  ist,  so  geht  diese 

Fssetion  swiscben  den  GrSozen  0,  6  offenbar  ein  Mal  öfter  vom 
Poritiven  zum  Negativen  als  vom  Negativen  zum  Positiven  nber, 
wie  aagenblieklteb  aas  der  blossen  Anscbannng  einer  Reibe  von 
der  Form 

'~{~      ~{~      "4"      H~      ~1~  "~ 

erhellet,  und  es  ist  folgHcb  uz=zfi'-^l,  also  nacb  dem  Obigea 

£4-£"=-l. 

Hierdurch  ist  nun  unser  Nutz  vollstäoilig  bewiesen. 

24. 

Wenn  zwei  Grössen  ^i,  ^  gleiche  Vorzeicben  baben,  so  sagt 
aian,  dass  ihr<*  Vnrzrichen  eiue  Foli^e  bihlcu;  wrnn  dagegen  zwei 

flrö-jsen  ^4,  B  ungleiche  Vorzeichen  liafirn.  so  sagt  man.  dass  ihre 
Vorzeichen  einpn  Wechsel  bilden.  Vnvs  vo^ans'2;esPtz^,  karm  man 
SUD  den  vorlier^ehundeu  wichtigen  Lehrsatz  auch  aut  iolgeude  Art 

aaidrlcken: 

Wenn  J^nnd      die  Bxcesse  der  beiden  gebrocbenen 

ratiuuüieo  algebraischen  Functionen  und  ^^(^y  de- 

3* 
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3Ö  ' 

reD  «weite  da«  ReciproKe  d«r  ersten  ist,  für.  die  Grin- 
sen ff,  b  sind;  so  ist  immer 

^+i?'sO,  oder  E^E'=^\,  oder  ^4-^^'=  — 1» 

wenn  ret^pective  die  Vorzeichen  von  9'i(<^)  und 

zug;leich  eine  Folge  oder  «ugleich  einen 

WeclisrI  bildi'ii;  wenn  die  Vorseicben  von  </>(«').  7,f^^) 
cini'n  Wechsel,  di  e  V  o  rzei  dien  von  rfilf)^  (f^xi^A  i  m-  I  o  I  l;  e 
bilden:  wenn  die  V  o  r?.  f  i  r  Ii  en  von  fPi{ff)     i  n  hol^e» 

die  V  orzcickco  von  ^^(^J,  ^A^)  eiucu  Wecliscl  biideo. 

Wenn  der  Nenner  der  ganzen   ralionolcn  algebraischen 

Function         von  einem  niedrigem  oder  eben  so  hohen  Grade  als 

der  Zahler  ist;  so  kann  man  mit  dem  Nenner  in  den  Zahler  dividi* 
ren.  und  wird,  wenn  mau  den  ^notienten  durch  den  Rest  durcb 
^(iT)  beseichoet,  eine  Gleichung  von  der  Form 

wo  nun  der  Bruch  aof  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichena 
eine  echte  gebrochene  rationale  algebraische  Functio»  ist,  erhalten. 

Die  Functionen  ^^^~r^  und        werden  sugleich  nnendücb«  und 

für  den  Wertben  \un  für  welche  die  beiden  in  Rede  stehen- 
den Functionen  unendlich  werden,  heoaclibarte  Wertbe  von  ist 

oiVenbar  der  absointe  Werth  der  Ftnioru)ii  grösser  aXa  der  ab- 

solute  W^ertb    der  ganzen    rationalen   algTbrniscIifMi  Function 
welche  immer  eiuen  endlicheu  Werth  hat|  äo  dass  aUo  für  die  in 

fr,    ('tf\  \lÄjC\ 

Rede  stehenden  Wertbe  von  ^  die  Functionen  '^^y  und  offen« 
bar  gleiche  Vorzeichen   haben»  weil  das  deichen   der  Grosse 

durch  ^j^y  bestimmt  wird.   Nimmt  man  alles  dieses 

zusammen,  so  erhellet  mit  viWliger  lleiitlu  bkeit,  duss  für  dieselbeu 
Grannen  die  Exeesse  der  Functionen  und        einander  gleich 

sind,  und  der  Rxcess  der  erstem  Function  also  immer  durch  die 
Berechnung-  des  Excess^s  der  letztern  g-ofuDden  werdeu  kann. 

Hiernurrh  sind  wir  berechtigt,  im  Fol  äsenden  die 
Kegeln  für  die  Rorechnung  des  hxcesses  der  g-ehrocbe- 
nen  rationalen 

f ebenen  G 
raische 

gern  Grade  als  ihre  Nenner  sind,  einsuschränken. 


ir  u  IC  ix'iecnnuog  ues  r.xceKs«*.s  uer  trenroe  ne- 
in alen  iili^cbraiscben  Functionen  zwischen  ge- 
Granzeo  auf  echte  gebrochene  rationale  alee- 
Functionen,  deren  Zähler  von  einem  niedri- 


Wir  wollen  daher  jetzt  annchmeu,  dass         ^^^^  echte,  folglich 
eine  unechte  gebrocbene  ratiönnle  aigebraisebe  Piinetieo  sei. 
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on<f  wftfleo  oben  tVw  den  Gränzen  b  cntspreclieDden  Excef8€ 
dieser  beiden  t'iuictioiieti  durch  E  uud       bezeichoen;  so  ist 

wo  i  eioe  naeb  den  in  d'eo  vorhergehenden  Pareg^aphen  gegebenen 
Regeln  immer  mit  völlifi^er  Sicln  rheit  beitinmbare  Grösse  ist. 
vidireu  wir  nun  mit  ff  (  r)  in  <f{.r)  fiin»^in.  bezeichnen  <!f  n  (Quotien- 
ten durch  fi  uud  den  uut  (■iJt<ir«geuge«>eUem  Vorzeichen  geuomme- 
Btn  Rest  durch  SPs(*^)) 

Der  Bzcew  von  ^^^4^  fiir  die  Gränsen  «,  ^  sei         so  ist 

Back  f.. 22.  der  Kzeesi  von  —        für  dieselben  Gränzen. 
Weil  uon' 

ist;  so  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragi^plien  J^=s<— nnd 
fetglick  neck  de»  Obigen 

i?,sa. 

eler  wo  JP,  JE,  die  Exccsse  von  s»»«!» 

und  f  eine  nach  den  aus  dt  ui  <)hiu:pn  bekaunteu  Regeln  jederzeit 
nit  völliger  Sicherheit  beätimmburc  Cirösse  ist. 

27. 

Nach  Voraussckicknng  dieser  Prineipien  lassen  sich  nun  die 

Regeln  7tir  Kcstimmunü^  des  zwei  g'pgphen^'n  fJränzen  ct,  d  cntsprc- 
ebeadeu  Kxccs&es  der  echten  gebrocheoeu  rationalen  algebraischen 

Pmcäon         obne  Sckwierigluit  entwlclLeln.  ^ 

Man  liiTioire  mit  in  sp(*^))  und.  bezeichne  den  Quotienten 

dorch  ii^  den  mit  entgegengesetetem  Vorzeicken  genooiBenen  Rest 
«Inck  9«^^),  so  ist 

Fprner  dividire  man  mit  in  ^pS-^^^  bezeichne  deu 

^u^'tifütcn  durch  ^,  ,  den  mit  cnfiregeugeHCtzteoi  Vorzeichen  ge* 
Duiuueoeo  Resl  durch  ^^(^^'j)  u>t 

sri(£)  ^   

Auf  ähnliche  Art  dividirp  man  mit  yj(.r)  in  nnd  be- 

leicboe  den  Quotienten  durch  (1%^  den  mit  cn^egcn gesetztem  Vor- 
wehen genommeueu  Rest  durch  so  ist 


Geht  man  auf  diese  Art  weiter,  so  wird  man  immer  endlich 
auf  emeo  verschwindenden  Rest  kommen,  und  jederzeit  eiuc  Reihe 
Meknogeo  von  der  Form 


« 
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U.  8.  W. 

wo  Qn^i  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  von  or  ist^ 
erlialten. 

Bezeiclmen  wir  jetzt  ilie>  deo  Gränzcu  ^  entspreclieadeD 
Ezcesae  der  Functionen 

fiM  y^C^c)  yw(>f)  yw-tC^) 

respectiTe  dorch 

E,  2?,,  Zij,  ^a»  •••      — 1>  ^«5 
so  ist  nach  §.  26.  uud  §.  23. 

1= — ^'/i  -I-  f  n-l  9 

wo  f,  f|,  f,,  ...  f„_i  cfewissc  mittelst  der  aus  dpm  \"(»r!ierpphen- 
den  bekaunten  R«^'jo!n  mit  volÜGTcr  Siclicrhfit  beslimmhnro  (irö«sipii 
sind.  Durch  Additiuo  der  vorhergehenden  Gieicbuugeu  erhalt  luaa 
aber,  wenn  man  aufiiebtwas  sich  anlbebeo  läast,  und  überlegt,  jiaai 
nacb  §b  U.»  weil 

eine  p-atize  raCiuuale  algebraitcbe  Fanctioo  ist,  E^issS^  sein  mnss» 
sogleich  die  tjlleichuog 

• 

und  sieht  also,  dass  zur  Berecbnaog  des  Bzcesses  E  iiiir  eine  vö|. 
lig  sicher«  mid  aiöglichst  einfiicie  Reg^  siir  BestioMiVDg  der 
Grössen  t»  e,,  f..  ...  fw-i  erforderllä  ist>  die  wir  imn  a«  Ille- 
ben vorsnr!i(Mi  wollt'n. 

Zu  dem  Ende  schreiben  wir  die  W  erthe,  weiche  die  Functionen 

9i(^)^  9%{^)>  9>i(^)»--. 

für  Jff^m  und  för  as=6  erhalteo,  in  zwei  Zeilen,  wie  folgt  unter 
einander: 

5p,(«),  y»,(»),  y,(flr),  ....^mC«); 
(2)  ....sK^),  SP,(Ä),  ....  94^). 

Betrachten  wir  iiua  snvSrderst  irgend  eine  der  Grössen  f,,^ 
•  ••^M  2)  die  wir  im  AllgeaMineu  durch  c««  heseiehaen  wolten,  so 
ist  nach  de«  Obigen 
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WO  Em  und  i^Hf^-i  Uie  l^xcesse  der  FuoctioueD 

ff  mix)  , 
iir  die  Gräazen      ^  sind.   Weil  aber 

iit,  tio  ist  nach  §.25.  der  Excess  vou  —  »  ^»     —  -^jw+l 

Utk  f.  23^,  dem  Kzcene  tod  glei^^b.  Beieiehneii  wir  «lao 

des  Excess  der  letztem  Function  durch  E'^i  so  ist  —  £«h-i=^« 
fder  Em^i^  —  ^mj  und  folglich  naeh  dem  Obigen 

^«  =  —  ^' «  -f-      oder  K»,  -I-  E'm  = 

Atäo  ibt  nach  §.  24. 

«msO,  oder  «der  1«=— 1, 

wenn  respccttve  die  Vorzeichen  von  ^mMy  Wm^\(a)  und  9>m(^)» 

7^^-if('/)  zugleich  einen  Wechsel  oder  zugleich  eine  Folge  bilden; 
weno  dir  ^orzcirfton  von  9'„<fr/),  f/^,„-f-i ffl' )  einen  Wechsel,  die  Vor- 
zeichen von  (f,„{lf),  (fm-t-ii^)  eiue  Folge  liiMrn;  wenn  die  Vor/eirhen 
fon  fm(o),  (f  m-i-iM  eine  Folge^  die  Vorzeichen  von  ^fni^),  if^^M-^-i^^) 
titea  Weclbeel  bildeo. 

Ganz  daecelbe  lässt  sich  auf  fotgeade  Art  aneh*  voa  der  Gröise 
ib-i  beweisen.   Nach  den  Obigea  ist 

— En^h^m^i  «der  Sj|...i+£x  =  «i«»i> 
WS  E^x  und  Eh  die  Exeesse  der  Functionea 

'^"^'^^  ..«,1  '/"-if-^) 

— ,  ,  und  -  -7 — ^ 

Nsd.   Aiäo  ist  nacl)  24. 

€«-.1=0,  oder        =         eder  fn— 1  =  — 1, 

vtDB  respecttve  die  Vorzeichen  von  ^n^if'^/)  .  ^n(»)  und  9>m^(^J, 

•jf^f^')  zuprleich  einen  Wechsel  oder  zmc^IckIi  eine  Folg"e  In'Mcu; 
weun  die  \  orzeiclien  von  (f„—i{a),  f/^  J^'l  einen  Wechsel.  di(  \  »r- 
zeichen  von  <p„^i{6),  (fni^^  eine  rnige  i^ilden;  wenn  die  Vorztuheu 
von  (fi^i(a)f  cioe  Folge,  die  \  orzcicheu  vou  (f^-il^))  ^»(^^) 

eiaea  Wechsel  biloea;  welcEes  Alles  ganz  mit  dem  Obigen  iiber« 
«Bstimoit. 

Scten  BDD  w  md  /  die  Anzahl  der  Wechsel  und  der  Folgen 
iz  der  Reike  (1),  w'  und  /'  die  Anzahl  der  Wechsel  und  der  Fol« 
m  in  der  Reihe  (2).   Die  Anzahl  der  Falle,  wo  einem  Wechsel  in 

der  K  er  he  (!)  eine  Folge  in  der  Reihe  (^1  entsprielit ,  sei  x;  die 
Aozalil  der  Halle,  wo  einer  Folge  in  der  Kt  ilic  {!)  ein  Wecliscl  io 
der  Reihe  (2)  entspricht,  sei  x;  die.  Anzaiii  der  Falle,  wo  einem 
Wtduel  in  der  Reihe  (l)  ein  Wechsel  in  der  Reihe  (2)  eotsnricbt, 
Mi  s";  die  Anzahl  der  FäHe,  wo  einer  Folge  in  der  Reihe  (1)  eine 
Folge  in  der  Reihe  (2)  entspricht,  sei  iT';  so  ist  nach  dem  Vorhar- 
gebeaden  offenbar 
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* 

I 

alm  E=n'-ii*  Ferner  iflt  aber,  wie  Mgleiok  erhellet, 
«od  * 

Daher  ist 

=:  «; — =  f  — /*, 

und  zur  ßcrcclinuDg;  des  Exccsses  piiut  ecliti'n  fifcbrocliPnpn  ratio- 
naleti  algebraiscbeo  Fuuction  crgiebt  üicU  iiX&n  die  folgende  Regni: 

Man  bilde,  wenn  ^^^^  die  gegebene  eeMe  gebro- 
chene rationale  algebraische  Function  ist,  nach  der 
oben  gegebenen  Anweisung  die  beiden  Reihen 

SPiW»  ••■•  W«)? 
SP(^)f  9ti^)t      •  SP^W;  . 

and  aShIe  in  jeder  dieeer  beiden  Reiben  die  Torkoniaieii- 
den  Weehiel  19,  a/nnd  Polgen dann  ist,  wenn  der 
geanchle,  den  Gränaen  ar,  b  entsprecbende  EiLcess  der 
gegebenen  Puncllon  wie  gewöhnlich  durch  E  beaeichnet 


E  — 10- 

Weil  nach  dem  Obigen 



y«(a?) 

2£(£)  _ 

U.  8.  W. 


ist;  so  sieht  man»  dais  die  Grössen 

9x(^\  ••••  SPrf*)» 

welche  im  Folgenden  Überhanpt  Divisoren*)  genannt  werden  aol- 
len, erhalten  werden,  wenn  man  auf  die  beiden  Functionen  9p(ar) 
nnd  die  bekannte  Methode  sur  Anffinduog  des  grössten  g-e- 

meinscbafliicben  Tiieilers  zweier  ganzen  rationalen  alu:ebriisrhen 
FuncHonen  anwendet,  jedoch  mit  dem  rnterschiede .  fia>'*?  wwwx  iu 
den  vurhcrgebeuden  Divisor  nie  mit  dem  zuletzt  übrig  gebiiehenen 
Keste  seibat,  sondern  vielniebr  mit  dem  Entgegengesetzten  dieses 
Resten  dividirt,  nnd  liiei^auf  alle  .bei  dieser  Oneration  gebraucbton 
Divisoren  vom  ersten  bis  zum  letzten  in  natSrueher  Folge  in  einer 
Reihe  neben  einander  schreibt,  wodurch  man  'uttaittelbar  die  go* 
suchten  Grösseo  erhält. 


Herr  Moigno  nennt  diese  Grössen,  mit  Ausnabme  der  ersten,  Rests; 
.  uns  scheint  die  obig«  Benennung  sachgemlsser. 
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Bei  der  Auifiihrong  dieser  Rechnung  kann  man,  um  numftrisclie 
Brüclie  in  den  Quotienten  zn  ▼ermcidi'n  uod  sieb  dadurch  di^  Rcch- 
oDDg  zu  erleichtern^  die  Dividenden  mit  zweckmässig  gewählten 
MsitiveB  Zahlen  multipliciren ,  weil  dadurch  die  Vorzeichen  der  ' 
iMtey  md  ftlio  anoh  4h  VonmeheB  der  «af  eiundar  folgende 
DMierai,  «nf  die  et  bler  alle»  ankommt,  keine  Aendening  eneldea. 

28. 

jetzt  haben  wir  stillscbweigend  angenommen,  dass  kein 
Glied  der  beiden  Reiben  (1)  iitn!  (2)  verschwinde,  und  müssen  daher 
jetzt  noch  seigen,  wie  mau  äich  zu  verhalten  hat,  wenn  dies  nicht 
«r  Fall  iat,  wobei  wir  jedoch  vorauaflelseii  wollen,  dais  keine  der 
beiden  Grinsen  <ar,  6  selbst  eine  Wurzel  der  Crl^ebvng  sp(a;)  =  0, 
Bid  also  weder  jp(ar)=0,  noch  5p(^)sO  iit 

Unter  dieser  TorauMetzang  kSnnen  nie  xwei  benachbarte  Glie- 
der der  Reiben  (1)  nnd  (2)  ang^eich  verschwinden,  wie  auf  folgende 
Art  leicht  gezeigt  werden  kann.  Wäre  nrimücli  z.  B.  9)4i(«FjssO 
lad  aach  y>a»4.i(«J  =  0,  so  würden  wc^en  der  iiileichuDgen 

n.  a.  w. 

9m(a:)  =  (im  yiw-w(A')  —  (f;„^{a;), 
fm^ijc)  =  Hm+i  9^(^)  —  S^»«(*)» 

n*  B.  w. 

offenbar  die  Grössen 

sammtlich  \'f>r!ichwindotT.  welches  ungereimt  ist,  weil  nach  der  Vor* 
lossetzung  ^(a)  nicht  verschwindet. 

Wenn  also  ein  Glied,  z.  B.  <pmMi  verschwindet,  so  versciiwin. 
dit  keins  der  beiden  Glieder  ^m—ii^j  und  (}m^i{a),  und  diese  bei- 
den Glieder  bnbeta,  weil  wegen  der  Gleichung 

offenbar  ytM_i(a)  =  —  Wm-i-iifi)  ist,  jederzeit  cntgej^enu^esetzte  Vor- 
leichen,  welches  Alles  für  jede  der  beiden  Reihen  {l )  und  Q)  gilt, 
wenn  nnr,  wie  immer  angenommen  wird,  keiqe  der  beiden  Grössen 
f{m)  nnd  ^{/j)  verschwindet 

Wir  wollen  nun  der  Kinfiicbheit  we^en  den  Fall  besonders 
betrachten,  wenn  in  der  Eeihe  (1)  das  eine  Glied  fmMy  in  der 
ieibe  (2)  kein  Glied  verschwindet  Beieichnen  wir  durch  «, 
finc  firitssr,  welchc  von  der  Grösse  a  nur  um  eine  der  Null  un- 
enülicb  nahe  kommende  Grösae  verschieden  ist,  so  wird  in  der 
Reihe 

(!•)  ....  9p(a,),  Va(öfi)^  9r,{a,) 

kein  Glied  versehwinden,  und,  mit  Ausnahme  des  Gliedes  sPm(«^i)»  - 
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werden  nile  Glieder  mit  den  entsprecheuden  Gheticni  der  Reihe  (1) 
sfleicho.  Vorzeichen  haben ,  deu  gesucbteo  Exce^s  der  gegebenen 
FuucUuQ  tur  die  Gräuzen  0,  6  wird  man  aber  ufl'enbar  erbalteOt 
wenn  am  den  Exeeu  derulben  für  die  Grässen  «0  ^  tvdit,  m 
dnw  nlso,  wenn  E  der  ffesttdite  Excess  ist,  und  durch  tp,  und  tp^ 
regpective  die  AnmU  m  Weduel  in  der  Reiiie  (1")  und  (2)  be* 
zeichnet  wird, 

Ez=,w^  — w 

ist. 

Tergleicbt  nan  nnn  aber  die  beiden  Reiben 

'  ttit  einander;  so  ist  am  den  Obigen  klar,  daas  in  den  Tbeilen 

9»iW»  — 

spf'^i)»  SPi(<»i)»  SPa(«iJ yw-iC^^i) 

und 

derselbeu  gleich  viele  Wechsel  vorkuiniiien.  Id'Ä&at  luan  iu  der 
.ersten 'Reibe  das  verscbwindende  Glied  ^m{a)  ganz  weg,  so  geben 
die  Glieder  ^m^i{a)f  welche  uach  dem  Obif^n  nicht  ver- 

schwioden  und  enfL^'t^Lrcn gesetzte  Vorzeichen  liaiien^  einen  Wechsel. 
Die  Zeichen  (1»t  dre  i  Icr  T//»-l(<»i)>  9m(<>i)>  9>M-f-i(«i)  der  zwei- 
ten Reihe  siud  aber  entweder 

»  oder  -|  — ,  oder  — -f--Ht  oder  —  hi 

und  bieten  duher  immer  nur  einen  Wechsel  dar,  woraus  sich,  in 
Vcrbindunu;  oiit  allem  >  urh(>rä^oheuden  ergiebt,  dass  die  Anzahl  der 
Wechsel  in  (1°)  jederzeit  der  Anzahl  der  W«*rlisol  in  (1),  wenn 
mau  bei  der  Zahlung  der  Wechsel  das  versclavirnU  iHle  Glied  «jp^iC») 
dieser  letztem  Heibe  guoz  ausser  Acht  lässt,  \<äU\«  gleich,  oder' 
dass,  wenn  w  die  Anzahl  der  Wechsel  der  Reibe  ^)  mit  ? dlliger 
BeseiCigunff  des  verschwindenden  Gliedes  SPm(«)  bezeichnet,  f9,=rf9, 
und  nach  dem  Obigen  folglich  Ez=.w  —  w  ist. 

Wenn  also  ein  Glied  der  Reihe  fl)  verschwindet,  so  kann  mau 
für  die  Gränzen  a.  h  <ien  i^xcess  VI  der  gegebenen  Function  so  be-  , 
stimmen,  dass  mau  die  Anzahl  der  Wechsel  iu  den  beiden  Keilten 
(1)  und  (2)  durch  unaüttelbare  Zählung  derselben  hestimmt,  wobei 
man  das  verschwindende  Glied  der  Reihe  (I)  ganz  ans  der  Acht 
lässt,  und  dann,  w'enn  unter  dieser  Voraussetzung  w  die  Anzahl 
der  Wechsel  in  der  Reihe  (1),  w  aber  die  Anzahl  der  Wechsei  in 
der  Reihe  (2)  ist,  E  •=  w  —  n'  setzt. 

Dass  übrigens  ein  ahnli(-li<>s  Verfahren  bei  der  Zaiilung  der 
Pol|peu  in  den  beiden  Reihen  (ij  und  (2)  nicht  angewandt  werden 
dart,  geht  aus  den  Ohlgen  unmittelbar  hervor. 

Zugleich  aber  ergieht  sich  aus  der  obigen  Darstellung  ganz 
unzweideutig,  dass  ein  pr^nz  ähnliches  Verfahren  wie  vorher  immer 
in  Anwenduiij?  trehracht  werden  kann,  wenn  beliebig  viele  Glieder 
der  Reihen  (Ij  uud  (2j  mit  Ausnahme  der  beiden  ersten  verschwin- 
den, und  die  allgemeine  Regel  zur  Bestimmung  desExcesses  einer 

echten  gebrochenen  tttionaleD  olgehnlachtii  FaMtlo«  cwkehan  ge- 
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(rebeneo  C^räoMi  wild  sich  dw  den  folgeadeD  Ansdriick  ^rin- 
m  laasen: 

Wenn  gegebene  echte  gebrochene rationnle 

Blgebrainehe  Panetlos  ist,  und  die  Greisen  ^,  welche 
licht  selbst  Wnrseln  der  Gleichnng  9(ar)=s0  sein  sollen, 
4ie  g^egebenen  CSrUnnen  sind;  so  wende  man,  nm  den  die-' 

gen  (vränzen  entsprechenden  Fxrpss  E  der  crc£rf'l>f*n  cn 
Foncfiun  zu  finden,  auf  die  bcideu  c-anzcii  ratiuuuleu 
«Igcbraiachen  FuDctiuuen^(a.*)  und  9P]Gr)  dieMctUode  des 

freisten  gemeinschaftlickcn  Theilers  an, ^jedoch  mit 
em  Unterschiede,  dass  man  in  den  vorhergehenden 
fisor  nie  mit  dem  zuletstjibrig gebliebenen  Reste  selbst, 
sondern  vieimclir  immer  mit  dem  En  teregrn  e^esetztcn 
dieses  Rests  diviUirt,  und  schreibe  alle  hoi  dirser  (>|>f- 
ratiuu  c;-e  brauchte  Divisoren  in  \  c  rb  i  n  d  u  n  g  m  1 1  il  <■  r 
Fanctioii  9^(0:}  in  einer  Ueilie  neben  einander,  wodurcb 
'  «an  die  Reibe 

9(.r),  rp,(.r),  (p^{x\  ffif^-),  ... 

erhält,  aus  welcher  sich,  wenn  man  für  a:  die  beiden  ve« 

{ebenen  Gränzen  a  und  b  setzt,  ferner  die  bciclen 
ethen 

spik^)'  'fA»)^  SPiW»  • .  • 

fif*)-^  yil^)»  SP»(^)»  SPiW»  • . .  SP«(^) 

ergeben.   Zählt  sian  nun  mit  völliger  Beseitigung  aller 

Tf  rschw!  n  d  eil  den  Glieder  die  in  diesen  beiden  Reihen 
vorkomm e.  11  ih'  11  Wechsel,  und  bezeichnet  dereu  Anzahl 
respective  durcb  w  uud       so  ist  jederzeit  E=zuf — w\ 


c. 

Bsstimmnng  der  Anzahl  der  zwischen  gegebenen  Grin«' 
ten  liegenden  reellen  Wnrzeln  einer  gegebenen 

Gleichung. 

Es  sei  jetzt  0  eine  Gleichung'  eines  bcHchig^n  Graves, 

oud  a  sei  eine  reelle  Wurzel  dieser  Gleichung,  welcoc  dlt^clbe 
^Msl,  aber  nicbt  öfter,  eutbalten  mag,  so  dass  also  die  Function 
^(or)  durch  (of — a)^,  aber  durch  keine  höhere  Potenz  von  af — o, 
Ahse  Eest  tbeilbar  ist.  Unter  diesen  VoransseCzungen  ist  nach  §.15. 

Aa)  =  0  /•(«)  =  0,  /"(«)  =  0  =  0, 

Iber  nicht  fi^)  f«)  =  0.    Also  ist  nach      12.  II. 
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uad  folgUcb 

/"(«+»•)  ^^/i^H«)  *^0«-H)/'"'(«) 

Hieraus  sieht  man,  dass  der  Bruch  -z — r~^.  fdr  i  =  0  uuend- 

lieh  wird,  so  dan  also  dor  Brach  jedeixdt  noendlich  ist  Zn* 
gleich  aber  ergiebt  sich  aus  f.  18,,'  dass  für  der  Null  naeDdlicfa 

nahe  komnicüüe  i  der  Bruch  -77  r-  oiit  dem  Bruche  *t-,  also  mit 

./(«-*-«)  i 
der  Grösse  i,  gleiches  Vorzeiclipu  iiat.  und  dalicr  von  dem  Negati- 
ven zum  Positiveo  übergebt,  wenn  i  vom  Negaiiven  zum  Positiven 
übergeht. 

Wenn  also»  indem  jehtt  s  eine  unendlich  kleine  positive 
Grösse  sein  soll,  jc  sich  von  <s— i  bis  a-H«  atetiff  ändert,  so 

wird  uuter  dt  u  gemachten  \  oraussctzungen  der  Brurli  für 

a::=a  jederzeit  unendlich,  und  gebt,  indem  er  uueudlich  wird, 
vom  Negativen  zum  Positiven  über. 

30. 

Wenn  nun  zwischen  den  i^rnnzen  a  und  ^,  wo  jetzt  m-^A 
sein  soll,  die  sämmtlich  von  einander  verschiedenen  m  reellen 
Wnneln  .a,.  a„  a,,  a«,  . . . .  i^m  der  Crieicbnng  f(jp)ssü  liegen, 

so  wird  nach  dem  vorigen  Paragraphen  der  ^^^^ 

iflpsa,,  äfzsset^^  jfsssa^^  ••••  jp^sttm 

npendlieh,  und  geht,  wenn  sieh  von  a  bis  d  stetig  ändert ^  'in- 
dem er  unendlich  wird,  jederzeit  vom  Negativen  zum  Positiven 

über.    Nimmt  man  hierzu,  duht»  der  Bruch         zwischen  den  Gran- 

zen  a  und  ^  offenbar  nur  fiir 

^lS0g,  Jt^ssU^f  Jt^sttff  •  •  JCSSCtm 

unendlich  werden  kann,  so  ist  klar,  dass,  wenn  £  den  Bzceas  der 

in  Rede  htelienden  gelirachenen  Function  fiir  die  Gränzcn  h  be- 
zeichnet, jederzeit  m'=E  ist.  wodurch  wir  unmittelliar  zu  dem 
folgenden  überaus  wichtigen  und  merkwürdigen  hatze  getubrt 
werden: 

^  Die  Anzahl  der  zwischen  den  Grinzen  «,  ^,  wo  a-^B 
sein  soll,  liegenden  von  einander  verschiedenen  reel- 
len Wurzeln  der  G leichung /'(o:)  =  0  ist  jederzeit  dem 
diesen  Gränsen  entsprechenden  Bxeesse  der  gehroche* 

nen  rationalen  alf^ebraiachen  Function  gleich. 

Setzen  wir  aber  mit  diesem  Sntse  die  in  f  9l8.  bewiesene  Regel 
fiir  den  Ezcesa  in  Vnrblbdung,  so  erhalten  wir  dna  foigende  Theorem: 
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T'm,  unter  der  Voraussetzung^,  daufl  n^^h  ist,  die  An- 
zahl der  zwischen  den  Gränzen  weiche  nicht  selbst 
Wurzeln  der  Gleickuug  /(wrj  =  0  sind,  liegenden  von 
einaader  verschiedenen  reellen  Wurzeln  dieser  Glei- 
ehnnsr  xn  finden,  wende  man  anf  die  beiden  ranzen  rn- 
tionalen  algebraischen  Pnnetienen /(lOr)  und /^(^),  deren 
sweite  jederzeit  von  einem  niorl  ri  n-nrn  dlrade  al  s  die 
erste  ist.  die  Methode  des  ffrusstcii  ge  rn  ei  n  scli  a  f  f  1  i  ch  e  n 
Tbeilerii  un,  jedoch  mit  dem  Unterschiede,  duss  man 
in  den  vo rhergeJiendeu  Divisor  nie  mit  dem  zuletzt  - 
flhrig  gebliebenen  Reste  selbstj  sondern  vieloiehr  im« 
«er  mit  dem  Entgegengesetzten  dieses  Restes  dividirt» 
und  schreihe  nllo  |> r  1  dieser  Operation  gebrauchte  Di- 
visoren in  \  erbiudung  mit  der  Function /'(or)  wie  folgt 
in  eine  Reihe: 

/(^),  f(a!),  /.(or),  /.(ar),  

Setzt  man  dann  in  dieser  Reihe  ^=s«  und  oß^b^  so  er« 
hält  man  die  beiden  Reihen 

/K  f{*\  /.(•),  /,(«).  n»\  -  A 

A6).  rm,  Aii),  /.(*),        •  ■  ■  ■  ; 

Dod  die  gesuchte  Anzahl  der  zwischen  deu  gegebeuen 
Grinsen  #,  6  liegenden  Ton  einander  verschiedenen  re- 
ellen Wurzeln  der  Gleichung /(^):=:0  ist  nun  jederzeit 

der  Differenz  gleich,  welche  man  erhält,  wenn  man  die 
Anzahl  der  in  der  zweiten  der  Ix'iden  ohig-en  Roilien 
vorkom  Uten  den  Wechsel  von  der  Anzahl  der  in  der  er« 
iten  der  beiden  obigen  Reihen  vorkommenden  Wechsel  ' 
ahiüeht,  wobei  man  nicht  zn  fibersehen  hat,  dass  bei  der 
Zählung  der  in  Rede  stehenden  vorkommenden  Wechsel 
verschwindende  Cilieder  dieser  beiden  Reihen  ganz  an* 
berü  rk  si  r  fj  f  t 'j-t  cff' lassen  werden. 

Mittel-!  (iic'.t's  in  jeder  Bezieliunu;  höchst  merkwiirdig^en  Satzes, 
dessen  Erlinder  äituriu  ist,  lässt  sich  also  die  Anzahl  der  zwischen 
jeden  zwei  gegebenen  Gränzen  liegenden  von  einander  vertchiede- 
lea  reellen  Wurzeln  einer  gegebenen  Gleichung  in  allen  Fällen 
sut  völliger  Sicherheit  bestimmen 

Hezeiehnet  man  die  Anzahl  der  Wechsel  in  den  Reihen  der 
Vorzeichen^  welche  die,  die  höchsten  Potenzen  von  enthaltenden 
Glieder  der  Functionen 

/U).  /.(*),  /.(*).  AC*). .... 


*)  Herr  Moigno  leitet  in  seiner  Abhandlung  aus  der  Lehre  vom  Excess 
der  gebrochenen  rationnlon  .ilp-ebraischen  Functionen  auch  noch  die 
Sitze  vun  Rolle,  liudan,  Fourier,  Oescartes  über  die  Anzahl 
dtr  .swiscfa«n  gegebenen  Gränien  liegtMcn  rteUen  Woneln  der  Glsi« 

ebnngen  mit  grosser  Leichtigkeit  ab.  Da  aber  diese  Sätze  nur  Grossen 
angeben,  welche  die  Anzahl  der  zwischen  den  {regebenen  Gränzen  lie- 
genden reellen  Wurzeln  nicht  übersteigen  kann,  so  gehören  sie  jetzt 
-weniger  zu  unsenn  Stwflcke,  ood  wir  werden  dieselben  daher,  um  die 

vorliegende  AhhaiuÜniig  jetzt  nicht  zu  sehr  auszudehnen,  zu  dem  Gegen» 
Stande  eines  .späterr!  <  ipnen  Aufsar/»'s  marht'n  in  welchem  wir  uns  in 
ÜeueiF  der  Leiire  %uui  iiiXcefi«  aui  den  vorUegeoden  beziehen  werden« 
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erhalten,  weun  nan  für  eine  beliebige  oegative  oikff  positive 
Grösse  setit,  respcctive  dareh  /V  and  jP,  mid  überlegt,  dasi  nacli 

19.  die  Vorzeichen  der  Grössen 

/(—  »)♦         »)»  /.(—  OD),  /,(-  OD),  A{—  OD)  ; 

/(-t-  OD),  /'(H-  OD),  /,(-!-  OD),  /,(H-  Qt),  /.(-l-  OD)  

mit  deu  Vurzeicbcu  iiirer  die  Iiüclisleu  Puteuzen  vou  —  (X  und 
tf>  enthaltenden  Glieder  einerlei  sind,*  also  die  Anzahl  der 
Wechsel  in  der  ersten  dieser  beiden  Reihen  offenbar  i\\  die  Anzahl 
der  Wechsel  in  der  zweiten  Reibe  P  ist;  so  wird  man  sich  mittelst 
des  obigen  Satzes  auf  tlor  Stelle  iibcrzeusr**»K  dass  A' — P  <li*» 
Anzahl  der  sämmtliciieu  von  eiuaudcr  \erschiedeDPii 
reellen  Wurzeln  der  Gleich ung  y(a:)  =  0  ist,  uud  also  auch 
diese  Anzahl  auf  diese  Weise  immer  mit  TÜlliger  Sicherheit  be* 
atinmt  werden  kann. 

Bezeichnen  wir  endlicb  durch  0  die  Aozahl  der  in  der  Reihe 

/(O).  /'(O),  /,(0),  /,(0),  /,(0),  .... 

vürkumuiendeu  Wechsel;  so  ist  nach  dem  obigen  Satze  A^ — O 
die  Anzahl  der  sämmttiehen  von  einander  verschiede* 
nen  negativen,  0 — /*  die  Anzahl  der  sämmtlichen  von 
einander  verschiedenen  positiven  Wurzeln  der  Glei- 
chung/(^)s=0. 


Bestimmung  der  Anzaiii  der  zwischen  gegebenen  Gran- 
zen  liegennen  imaginären  Wurzeln  einer  gegebenen 

Gleichung. 

i.  31. 

Wir  wollen  zuerst  zeigen»  dass  jede  imaginäre  Xlröeae 

ft^p  ]/  —  1,  in  welcher  iibrigens  auch  r=0  sein'kann,  wenn  q 
eine  gewisse  positive  Grösse,  o»  einen  gewissen  Bogen  oder  Win- 
kel bezeichnet,  unter  der  Perm  ff  (cos  es -f- sin  o»  \/^- —  1),  so  das« 
w-^v  \/ —  1  =  Q  (cos  (i>  +  sin  iü\/  —  1) 

ist,  dargestellt  werden  kann.  Die  vorsteheiulp  nicicbunar  ist  näm- 
lich erfuüi,  weuu  t»icU  die  beiden  Grub^eu  {j  uud  u/,  deren  er&tere 
positiv  sein  aoU»  so  bestis^eif  lassen»  dasa  zia  den  beiden  Glei» 
changen 

Q  cos  iaz=siti,  Q  sin  (tf  'ssr 

p-eniis'cu.  Quadrirt  mau  diese  beiden  Gleichungen,  und  addirt  sie 
diiuu  zu  eiuuuder,  so  erhält  man 
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WO  die  Qnadratworzel  positiv  genommen  werden  muss,  da  (f  posl- 
t\v  sein  soll.  DiFidirt  mau  mit  der  ersten  der  beiden  obigen  Glei- 
cbungeo  in  die  zweite,  so  erliäU  man 

md  folglich»  wenn  vir  dwreb  Ardug     den  der  goDionetriiehen 

TbageDte  —  entsprediepdeo  Bogen  beieicbneD,  welcher  den  kleiB- 
iten  alwolateD  Wertii  hat, 

ci>  =  Arctang  k», 

wo  jt  eine  ganze  Zahl  hexeicbnet,  über  die  nnc  noch  die  folgende 
BtttInnODg  gegeben  werden  ninss« 

Aas  der  Tontehenden  Gleichung  folgt 

cos  u>  =  ( —  l)*  .  cos  Arctaog  ~,  sin  cu  =  ( — 1)* .  sin  Arctaog 

Da  nun  Arctang  den  der  goniometrischen. Tangente  —  ent» 
fpiecbenden  Bogen  bezeichnet,  welcher  den  kleinsten  absoluten 
Werdi  hat,  so  ist  eos  Arctang  iamer  positiv,  sin  Arctang  da- 
gegen ist  positir  oder  iiegatir»  jenacbdeoi  positiv  oder  negativ 
iit  Also  ist 

die  ^nadratwnnel  positiv  genommen,  nnd  folglich^ 

cos  Arctang     =  i  ^  .  sin  Arctang  —  =   "  » 

das  ühere  oder  untere  Zfichen  ffcni)tnni(n,  jrnachdeuj  positiv 
oder  negativ  ist,  woraus  sich  ferner  uu mittel bur  ergiebt,  dass 
imer 

eos  Arctang  —  ä  db  sin  Arctang  x = 3=  ,  • 

und  lolglich 

^  COS  Arctang  »^sii:»,  ^  sin  Arctang -^=:irf» 

ist,  wenn  mau  nur  immer  die  obern  oder  untern  Zeicben  nimmt, 
teimchdem  «  positiv  oder  negadv  ist.  Folglich  kt  nach  desi 
llbigen 

q  cos  I»=s2ir(— 1)* .  fr,  q  sin  W  =  d=( — 

weiiD  mau  die  obern  oder  untcni  Zeichen  nimmt,  jcnaflidem  u 
positiv  oder  negativ  ist.   Nimmt  miiu  üuu  ui^er  nur  die  ganze  Zabl 
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sr  G^eradc  oder  allgerade,  jenaehdeia  u  positiv  oder  aegativ  ist,  sa 

ist  jederzeit 

g  cos  OJ  =  //,  ^  sin  ui  =.  e>, 

wie  es  dem  Obigen  zutolge  ert'orderlicU  ist. 
Also  ist 

itfsssArctang  ^  -fr.  «jr, 

wenn  mau  nur  die  an  sich  übrigcos  ganz  willkührlichc  £^unze  Zahl 
X  gerade  oder  ungerade  nimmt,  jenachdem  die  Grufise  *t  positiv  uder 
nagativ  ist»  wodurch  nun  sowahl  ^,  als  auch  a»,  vollkofliam  ha- 
stiniBit  Ist; 

*.  sa. 

JLe  hr  sat%.    F«?  seien  //  u  n  d      zwei  Functionen  der 
veräDderliclieu  GrüsHC        die    zwischeu    den  kränzen 
nDd«  =  #,  stetig  sind,  und  deren  jede  für  #sk 
gleiche  Wartha  erhält,  so  dass,  wenn  wir  die  den 
Werthea  der  Terändcrlichcu  Grösse  9  entsprechen- 

den Wertfie  dieser  l)ei<lo!i  Functionen  respecti^  e  durch 
«o,       und  bezeichnen,  u^z=zu^  und  t^o  =  9,  ist;  so 

ist,  wenn  wir 


fr  l/— 1  =  ^  (coB  a»  -f-  sin  o) 

satsen,  und  annehmen,  dasa  anch  derBogen  m  elna  xwi» 
schon  den  Gränzen  «  =  nnd  «  =  stetige  Function 
von  #  sei,  dio  d<'n  fl  rän z Werth en  <^  *i  od e rl i- 

c  h  e  n  Grösse  *  entsprechenden  W  e  r  t  h  e  von  w  aber  durch 
co^  und  tu,  bezeichnen,   der  den  Gränzen        und  cut- 

sprecbende  Excess  der  Function   ~  der  Grösse  — ^ 

gleich,  wo  TT  die  bekannte  Bedentang  hat« 
Beweis.  Nach  deai  vorigen  Paragraphen  ist 

V 

'  a»=Arctang—  -|- 

wo  die  an  sich  willkührliche  ganze  Zahl  *  gerade  oder  nngerada 
zu  nehmen  ist,  jenadidem  u  positiv  oder  negativ  ist.  So  lange  « 
sein  Zeichen  iiiclit  verändert,  ist  also  x  constant,  oder  kann  we- 
nipfstens  immer  uls  constant  angenommen  werden;  ändert  aber  v 
sein  Zeichen,  t»o  mu^s  jederzeit  x  um  eine  hiuheit  vermehrt  oder 
▼erinindert  werden ,  oder  naa  mass  auf  der  rechten  Seite  der  obi* 
gen  Gleichung  tt  addiren  oder  sühtrahiren ,  wobei  es  iibricc^ns  an 
sich  ganz  willkührlich  ist,  ob  naa  das  Erste  ader  das  Zweite  thon 
will. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  unmittelbar,  dass 

ai  —  o»o  =  Aretang       Arctang  ~  Xn 

ist,  wo  die  ganze  Zahl  7.  so  lange  constant  ist  oder  wenigstens 
immer  als  ronstnnt  angenommen  werden  kann,  so  lange  n  sein 
Zeichen  uicbt  arni«Tt;  ändert  aber  u  .^ein  Zeicben.  so  niuss  jederzeit 
X  um  eine  Einheit  vermehrt  oder  vermindert,  oder  luuaa  aul'  der 
lachlan  Saite  der  obigen  Glaichnag.  sr  addirt  odar  siAttahirt 
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den,  wobei  es  au  nlch  gaos  wUlktthrlicli  iit,  ob  man  das  Ente  oder 
dii  Zweite  thnt  ' 

Wir  wollen  nun  annelimeD,  dass  s  sich  von  bis  stetig 
vwindm,  fo  Teriliideni  sieb  den  gpmsebteii  Tonmssetsiiiigen  ge- 
mäss auch  die  Grüssen  ta  —      uud  Arctang  —-Arctang—  stetig. 

Da  nncfi  der  Voraussetzuog  die  Function  n  sich  stetig  verändert, 
^^.♦'nn  ^  sich  von  his  *,  stetig  audert,  sn  wird  zwischen  den 
Gr<iiizcD  s=zsq  und  #=r«j  mit  jeder  Aenderuutf  des  Zeichens  der 
Fuetion  m  ein  Dorebgang  derselbeD  durcb  Nftll  Terbanden  sein, 

ood  die  Function  ^  wird  daher  jederzeit,  aber  aucb  nur  dann, 

ihr  Zeirhen  ändern  und  durrh  r'nendlich  gehen,  wenn  7f  sein  Zei- 
ebeo  an<l»'rt.  wenn  nur  zwischen  den  Gränzen  s  ^=  und  sz=:s^ 
die  Functionen  u  uud  v  nie  zugleich  verschwinden,  welches  aber 
■it  der  Tonrnssetznng,   dass  a»,  und  folglieh  nstSrlicb  aach 

Arctang        sich  stetifi^  verändern  soll,  wenn  s  sich  von      bis  «| 

siefig:  verändert,  in  Widerspruch  stehen  wiirdo,  indem  einem  solrlirn 
gleichzeitigen  V  erschwinden  der  Fanctionen  u  und  v  der  völlig  un* 

krtiBBtc  Wettb  Aratag  o~-v«>  Aclang  ~-  «otsprecbe«  würde.  Kür 
ist  . 

V  v 
w  —       Are  taug  —  =  Are  tan  g  — °  , 

ibs 

o»*-Mo=Arct«ig  ---- ArctsDg  j*, 

oder  /.=:0,  und  diese  Gleichung  bleibt  so  lange  richtig,  so  lange 
•  lein  Zeicoen  nicht  ändert,  oder,  was  nach  dem  Obigen  dasselbe 

ist,      sein  Zeichen  nicht  ändert  uud  durch  das  Unendliche  geht. 

Aendert  nnn  aher  dns  ersfo  Mril  7/  sein  Zeichen,  oder  findet,  was 
nach  deM  Obigen  dasselbe  ist,  das  erste  Mal  eine  Aenderuog  des 

Zeichens  md  ein  Dnrebgniig  durch  das  Uoendlicfae  der  Fnnction  ^ 
Statt,  so  «nss  mnn  aof  der  reehten  Seite  der  obigen  Gleiebang  n 
iMirea  oder  subtrahiren.    Gebt  —  vom  Negativen  durch  das  liu- 

csAiehe  lam  Posititen  über,  so  springt  Aietnng  ^  mit  eineni  Male 

TOD  —  \n  zu  -\-  {n  über,   oder  nimmt  mit  einem  Male  um  jv 

gebt  dagegen  -~  Yom  Positiven  durcb  das  Unendliche  zumNe- 

gttiven  über,  so  springt  Arctang  ~  mit  einem  Male  von  +  *  tt  zu 

—  Über,  oder  nimmt  mit  einem  Male  um  n  ah;  weil  uun  w  nach 
der  Vorauiiäetzuog  zwischen  den  Gränzen  sz=zs^  uud  sz=zt^  läletig 
«isioii,  so  muss  Man  «ffenbar  «nf  der  rechten  Seite  der. obigen 
fikichnog  im  enten  Falle  Jt  anbtmhiran»  im  sweiten  l^'aUe  dagegen 
9  addirtn»  oder  es  vird 

61     0^  ^  Arctang      —  Arctang  ~  -f-  (—  Iji"».  n 


60 

sein,  wcoD  man  nur  für  /»,  eiue  ungerade  oder  eine  gerade  Zahl 

aetat,  jenacbdem      durch  das  Unendlich^  vom  Negativen  zum  Posi. 

tiven  oder  vom  Positiven  zum  Neg^ativcn  überp^eht.  Hieraus  ercriebt 
«icli  alter  selir  leicht»  dass,  wenn  zwischen  den  in  Rede  st<>!iprHl<Mi 
Gränzeo  überhaupt  i  mit  einer  Aenderung  des  Zeichens  vcrbuudcae 

Durchgänge  der  Function  ^  durch  das  Unendliche  Statt  finden,  je- 
derzeit 

Ol,  — 0»« 

SS  Aictang  ^  — Aictang  ^  -i.(-lVV.3r-|-(— l)f*».3r-|-(-l)^#.jr-|- 

...  -t-(— 1)/"«  .  /T 

oder 

=  Arctang^  -Arctang  ^  -f.|(-l)i"»+(-l)i"^(-l)/^.+".-H-l)'''> 

aeui  wird,  wo  in  der  Rdhe  f-f'ir  f*f»  f^ty  ungerade  Zahlen 

BurcbgängeD  der  Function  ~  durch  das  Unendliche  vom  Negati- 
ves Boai  Poaitiven ,  alle  genide  ZaUeo  dagegea  Duehgingen  der 
Function-^  durch  dai  Unendliche  vom  Poattiven  zum  Negativen 
entsprechen.    Itt  nun  t  der  den  Orinzen  «o»  cntsprccheude 

V 

Exceas  der  Function  — ,  so  ist  oüenbar 

ai 

( •-l)'*^  +  (-1      +  (-1)'*.  + . . .  +  (-1      =  - 1 , 

und  folglich 

6>|  ^(»9  =  Arctang     —Arctang  ^  —  Mir. 

Nach  der  Vorauflsetsiing  iat  aber  ar«  =±  «t,  er«  =:    ,  alao  na- 

türlicb  aucb  Arctang  jjj^  =  Arctang       moA  folglich 

Bezeichnet  jetzt  e  den  fixcess  der  Function     für  die  Gränzen 

und  v,.  st»  ist  nacli  §.23.,  weil  die  Grössen  ~  und  —  einander 

^'n  '  1 

gleich  siud.  alsi>  natiirlich  anch  ichc  \  orzeichen  babeu,  e-f-e=:0, 
e= — £,  und  tolgUch  w, — lu^  =;  en^  also 


wie  bewiesen  werden  sollte. 

Ztf^rtof».  Wenii«  initeai  «,  t/j  t^;  r";  tt.kw. 
Pnictioneii  von  #  sind,  welche,  ao  wie  die  a«f  analoge 
Weise  wie  im  vori|^en  Paragraphen  bezeichneten  Panc* 

ti Glien  u^  w   sämmtlieh  den  BedingniigCD 

des  vorigen  Satzes  geniigen,  und 
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^^¥1/^1=  (tH-cr)/Iä)  (i/^)/=r)  (iT^l/^l)  

itt*  di«  Atn  Gränzen      and      entspreolienden  Ezcesse 

u    ^    ^'    u'"  Ü 
der  Fnoctionen  — >  ^ ?  ^>       >  u.  s.  w.  un d  ^    aber  re» 

spective  durrfi  ^.  ^.  a^',  e'^,  D.  w«  Bsd  £  bezeichnet  wer» 
dea^ so  ist  jederzeit 

=  * -h  e' -f- €^  +     4- , . . . 

Beweie»  Mbii  letee 

^  -J-V         1  =  ^  (cosw'  H-siiXi^  V^— Ä)> 

U.  f. 

•Im»     

{uj^v      K+f^  i/^)  K-i-f^  ..... 


(cosw''-i-.sin(ii'*l/ — 1) 
ie  tit,  wie  nan  Mittetet  leiekter  Eeduiiuig  findet, 

1)  K-|-«^K~1)  

=  ^^'^".. .  |cüs(w+«'-|-(ü"4-...)4-gm(w-|-w'+w"-*-...)  i/— i  jf 
,  nd  foiglicJi,  wenn 

gnetit  wird, 

Ä  ==  ^ß'f  y .. ,  und  Ä  =s  üi-|-ci/-i-w"-4- W -H..., 

fl^oraus  sieb  nnmittclbar  crgicbt,  dass  auch  die  FuDctionen  F,  Q 
den  Bodinefiiniren  ilrs  vorig^cn  Satzes  Tollständip^  ert^njisr^f^n.  Bedieut 
Bfto  sich  Dun  äboiicher  BezeichDUugen  wie  beiiu  vurigcu  ^»atze,  so 
irt  oaeh  diesem  Satze 

»*  Jl»  »• 


Weil  nun  nach  dem  Obigen 

nd  felglich  I 

«    — **     js,   i  n  •T*'-- 

iit,seM» 

J^ss  tf  +  ^Hh«^Hh^4-  

vie  bewieseo  werden  sollte. 

4» 
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:   *.  34. 

Wir  wollen  uns  jetxt  in  einer  Ebene  eine  geschlossene  Cnrre 

'  denken,  wollen  in  derselben  einen  bpüebi^n  Punkt  iff  als  Anfangs- 
punkt der  Bugen  anndimen,  und  Wullen  ,  indem  wir  ein  beliebiges 
rechtwinkliges  tuurüiuutensysteni  zum  Grunde  legen,  die  Coordi- 
nuten  a:,  y  eines  jeden  Punktes  dieser  Carr«  ftW  FmictMtteii  Atm 
TOD  dem  Anfongspunkte  M  an  nach  einer  bestimmten  Richtung  liin 

fenommenen,  und  bei  dem'Pnnktc  sich  endigenden  Bogens  # 
ersplben  hr  trnrliten.  Der  ganze  Umfang  der  €ur?e  soll  durch  c 
bezeichnet  werden.  Ist  nun  der  durch  die  Coordinaten  ß  be- 
,  stimmte  Punkt  ^  ein  ganz  beliebiger  Punkt  iu  der  Ebene  der  Curve, 
so  sind  nach  den  einfachsten  Formeln  der  Lehre  von  derVerwand» 
lang  der  Coordinslen  of^,  y—ß  die  Coordinaten  des  Punktes  (ory) 
der  Cnrve  in  Bezu^  auf  ein  dem  primitiven  (mralleles  Coordinaten- 
ajitem,  dtsien  Anfang  der  Punkt  A  ist,  md»  wenn  wir 

«»a  =  ^co8i»,         =  ^  sin  m 

setzen ,  so  sind  w,  q  die  polaren  Coordinaten  des  Punktes  (a^)  in 

Bezug  anf  den  Punkt  Jl  als  Pol  und  den  positlren  Theil  der 
Abscissenaze  des  seenndären  rechtwinkligen  Systems  als  Aze  der 
polaren  Coordinaten ,  von  welcher  »n  die  Winkel  oder  Bogen  w 
nnch  der  Seit*'  der  positiven  secundäreii  rechtwinkligen  Ordinaten 
hin  gezählt  werden.  Bezeichnen  wir  nun,  ludcm  wir  annehmen,  dasa 
CS  sich  stetig  verändert,  wenn  #  sieh  von  0  bis  e  stetig  verändert» 
die  den  Wetthen  0  und  e  des  Bosens  s  entsprechenden  Werthe 
fon  ut  diurdi  «to'ond  is«,  so  ist  nncb.f.  32.  offenbar 

^  — «>0 

der  den  Gränzen  0  Und  «  entsprechende  Exeess  der  Function  -^ziß- 

Hierbei  ist  angenommen  worden,  dass  «  »ich  von  0  bis  c  stetig 
verändert,  oder  dass  der  Radins  Vector  q  den  ganzen  Umfang  der 
Gunre  von  JLBf  an  bis  wieder  nn  AM  durchlaufen  habe,  iJegt 
nun  der  Punkt  u#  oder  (aß)  innerhalb  unserer  Cnrve,  so  istoffDubar 

Lie^  dagegen  der  Punkt  ^  oder  (aß)  aussetkalb  unserer  Curve, 
so  ist  offenbar 

0»,  =  «»o»  w,  -r  «o  =     *  =     „  ^  = 

Der  den  CSritnaen  0  und  c  entspreehende  Bzcess  der  Functien 

ist  also  2  oder  0,  jenadtdesi  der  Punkt  (aß)  innerkalb  oder  nnsser- 
kalb  der  Curve  liegt. 

Wir  wollen  nun  annebsien,  dass  die  Gleiebung  des  «ton 
Gradea  __ 

die  m  siuuntllck  unter  einander  nngleicken  reellen  oder  imafinüieB 
Wurseln 

a^ß\/:^U  «H-rV/^l.  af»+nA3» 
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Die  den  Gränzeii  0,  c  eDtsprechendeo  Excesse  der  Functioneo 

ar  —  g     — «   07  —  «"  X  —  g*^ 

y-r'  y-/»"" 

woüeo  vf\T  durch  e',   bezeichnen,  und  wollen  anneh- 
men.  dass  keiner  der  Punkte  (a  (a'  /^'),  («"  /S"),  (a"'  /T'),  .  ... 
eio  l'unkt  uuserer  Curve  sei;  so  ist  auch  dem  V orbergebeDden 

e  =2  oder  e  =0,- 

0t  ss2  oder  «f  =0, 

^=2  oder  0»ss9O,       -  ' 

*  U.  8.  W. 

jenarhdem  die  Punkte  (a       («' /^O»  («"  i^'^'j»  ••••  »"nerval*» 

oder  auiiäerhalb  der  Curve  liegen.  Bezeichoea  wir  daher  die  An« 
nbl  der  ionerhalb  der  Corve  Hegende«  Punkte  dnieb  «i,  so  itt, 
weil  die  Kxcesse  .  1 . .  der  2  gleich  sind  oder  ver- 

ichwinden  ^  jeDachdem  die  entsprechenden  Punkte  innerhnlb^  oder 
auserbnlb  der  Cnnre  liegen»  offenbar 

8ä ^ *'^*e^*"^  *  •  •  • 

nd  folglich 

-I-  .... 

2 

Setzen  wir  nun  aber  ' 


♦  - 

dn  noch  dem  Obigen 

und  bezeichnea  den  Exces»  der  Function  ^  für  die  Glänzen  0,  c 
4ncb  i?;  so  iat  micb 

Jl?=  + e' tf^H- ^ -f*  •  •  •  «9 

■ad  nach  dem  Obigen  folglich  mzsi\E^  wotnm  aleh  der  folgende 
■eikwürdige  Sals  ergiebls 

Et  8ei/(a:-f-yV/"=n)=6  -4-F\/^=0  eine  belie- 
bige  Crleichanff  mit  lavter  ungleichen  Wnrzeln.  Wenn 
aan  in  einer  Enene  eine  geachlossene  Curve,  deren  Um- 
fatt^  c  aein  mag,  beschrieben  ist,  und  die  r ccbtwinkli- 
geo  Coordinaten  der  Punkte  dieser  Curve  als  zwischen 
ien  Gränzeu  0  und  c  stetige  Functionen  der  entspre- 
chenden von  einem  gcwiaaeo  Anfangspunkte  an  gerech* 
itten  Bogen  der  Carve  beirnehtol  werden  kOnnen;  ao 
iit  die  Aiisnhl  der  innerhftlb  dieser  GvrTe  liegenden 
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pQDkte,  deren  Coordioaten,  für  x  aad  y  in  die  €}4ei« 

ekiiiig/(a?H-y  •*^*^»  dieser  Gleii^hang  ge« 

Hägen,  jederzeit  dem  kalben  fizcesse  der  Pnnction 

für  die  GraoT^en  0,  c  gleicb,  wenn  nur  die  Curve  äu  be- 
schaffen ist,  dait  die  Coordinaten  keines  ibrer  Punkt», 

für  X  und  y  gesetat,  der  Gleieknng /(orH-^V/  —  l)sO 
genügen« 

«w  35. 

Wenn  uns  nun  die  lauter  nagleieke  Wniseln  ballende  Gleichung 

gegeben  ist,  so  wollen  wir  jetzt  zu  bestimmen  suchen,  wie  viele 
Wurzeln  dieser  Gleichung  es  giebt,  derea  reeller  Theil  zwischen 
den  Gränzea  jt«,  A,  und  deren  Fader  der  imaginUren  Grdsse 

\/  —  1  zwiseben  den  Grftnxen  jr«,  y  entbalten  ist,  wobei  wir  aber 

annehmen  wollen,  dass  «+y  V^— 1  weder  för  a?=  j?««  oocb 
ffir  ^as  X  noch  iiir  y  s=^o,  nocb  für  y=  F  eine  Wurzel  nnse* 

rer  Gleichung  wird.  Zu  dem  Ende  wollen  wir  uns  Vo  und 
A'.  y  als  die  rechti\'inklip:en  ronrdinaten  zweier  Punkte  in  einpm 
beliebigcu  rechtwinklif;!:en  CuurdiDatensy&teoie  denken,  und  wollen 
durcb  die  Endpunkte  der  den  Ordinalen  y^,  Y  entsprechenden  ge- 
raden Linien  Parallelen  mit  der  Abscissenaxe  ziehen,  so  werden 
diese  Parallelen  in  Gemeinschaft  mit  den,  den  Ordinaten  yp,  Y  eat- 
spreckenden,  nötbigenfalls  verlängerten  Linien  jederzeit  ein  Recht- 
eck einschllessen.  Die  Coordinaten  eines  jeden  Punktes  innerhalb 
dieses  Rechtecks  liegen  offenbar  zwischen  den  Gränzen  .^q.  X 
und  yo>  ^?  unsere  Aufgabe  wird  daher  offenbar  gelöst  sein, 
wenn  wir  bestimmen  können,  wie  viel  l'unkte  innerbalb  dieses 
Recbtecks  es  (^ebt,  deren  Coordinaten  fiir  »  und  y  gesetat,  der 
gegebenen  Gleicknng 

genügen,  auf  welche  Bestimmung  wir  demnach  jetzt  unser  Augen- 
merk allein  werden  zu  ricbten  beben. 

Die  dorcb  den  Endpunkt  von       gebende,  iler  Abscissenaxe 

tiarallele  Seite  unsers  Rechtecks  soll  als  die  erste;  die  dttrcb  den 
Endpunkt  von  V  probende,  der  Ordinatenaxc  parallele  Seite  soll 
als  die  zweite;  die  durch  den  Endpunkt  von  Y  gehende,  der  Ab- 
scissenaxe parallele  Seite  soll  als  die  dritte;  die  durch  den  End- 

5 unkt  von  or^  gehende,  der  OMinatenaze  parallele  Seite  soll  als 
ie  vierte  Seite  unsers  Recbtecks  angenommen  wnrden.  Für  jeden 
Pmikt  in  flnr  nratea,  «weiten«  dritten,  vierten  Seite  ist  respectiTe 

|iod  wpil  nun  nach  der  Voraussetzung  nie 

/(*-*- yi/—»)!??«. 
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sein  soll,  so  genUgea  4it  CoordinateD  keines  Punktes  in  deiu  Im- 

hart  QDsers  Rechtecks  der  gegebenen  CileicLuug/^jtH-^  V^---i)==0, 
«■4  der  üafang  dicmi  Rechtecks  knnii  also  sla  die  im  Torigen 
Pai«gra|iheii  betrecktete  geBchlosiene  Cnrre  angenoiimeti  irerdeo. 

Die  Lisgen  der  vier  Seitott  «nsem  Recktecke  seien  naek  der 
Reihe  c\.  r,.  r^.  r^,  und  f  =  r, -hc,  -♦-C4  sei  der  gense 
IlB&Dg  des  Kecktecks.  Uer  Küne  wegen  wollen  wir 

ü 

■etMB,  ud  der  den  G ranzen  m^Ö,  #  =     webei  der  Torige  Pa- 

ra^aph  zu  rergleiclien  ist,  entsprechende  Excpss  <!lrspr  Funcfiftn 
sei  A";  so  ist  nach  dem  im  rorigen  Parograplx  n  hewit  s*  ncn 
Satze  die  Grösse,  weiche  wir  sucoen,  und  es  wird  uuu  darauf 
ankomen,  sn  «eigen,  wie  der  Ezceas  JB  gefunden  werden  kann. 

Für  jeden  Ponkt  der  ersten  Seite  ist  f/  =  y^  und  folglich 
f{jr,  t/)  =  (p{ary  1^0).^  Für  «s=0  und  9=:c^  ist  respective  optszsp^ 
■od  X;  also  ist  der  Excess  von  9(49,  y)  üir  die  Gränzen 

«  =  0  und  #=:fj  nffVnfinr  dem  Excesse  von  (f{.%\  y^)  für  die 
Cränret)  x  =  jxuA  ar=X,  welchen  wir  durch  bezeichnen 
wollen,  gleich. 

Für  jeden  l'unkt  liir  iwtiten  Seite  ist  Är=X,  und  fofg-lich 
^Xytfj^  =  ^{X,  y).    Für  *  =  c^  und  *  =  r|-|-c,  ist  y  =  yo 
jrsx;  also  ist  der  Kicese  von  fp{a'^  yi\  für  die  Grftnzen 
lad  dem  Excesse  von  9>(X,  y)  für  die  CSränsea 

«=sff»  nnd  y=  1^  welchen  wir  dnrck  dnrck  jBx  bezeichnen  Wöl-  ^ 
KD,  gleich. 

Für  jeden  Punkt  der  dritten  Seite  ist  y=  und  folglich 
ff.r.  y)  =  (p(.^,  Y).  Für  *  =  r,  -f- und  #  =  r,  -f-r, -i-Cj  ist 
vr=A.  und  .v  —  ^Vq.,  also  i:&t  iler  Excess  von  ^{/v,  y)  für  die 
liriinsen  +  ^2  und  «=£fi  +  cr«  +  c,  .dem  Kxcesse  von 

9(ar,  r)  für  die  Grämen  a:=  X  und  ^=ar»,  welchen  wir  dnrek. 
S'r  bezeichnen  wollen,  gleich. 

Für  jede»  Pnnkt  der  vieptea  Seite  iat  ^a^«»  und  folgllek 

^x,  yj—rpLf^,.  7/),  Für  -4-c,-f-r,  und  #s3=c,-H:,-H?,-i-C4=:c 
ut  y=  >  und  yz=,y^\  also  ist  der  Excess  von  y)  für  die 

Cräazeu  j  =  c,  H-c« -|-<^f  und  #  =  H- c, -h  c,  4- =r  dem 
Ixcesse  von  9>(^o,  ^)  für  die  Gränzen  y=|P'iuid  y~yoi  welchen 
vir  dnrek  M^m^  beneieknen  wollen,  gleidi. 

Anf  der  Stelle  erkdlel  nnn  aber  am  dem  allgemeinen  Begri£fe 
d«  Excesaes  die  Ricbtigkeit  der  Gleicfanng 

wa 

B^^  Ex,  EfXy  Es. 
^  Bzceaao  der  Fuetionen 

fitr  die  Gräozen 

oTo,  X;  yo»  1"}  -X,  jTo;  yo 
sind,  welcbe  nach  den  in  der  zweiten  Abtheilung  dieser  Abband* 
lug  gegebenen  Segeln  immer  berechnet  werden  können. 


Digitized  by  Coc>g[e  I 


56 

Bauieknen  wir  um  aber  die  d«D  Gri&MB  m^^  X  und  y^^  Y 

eotsprechenden  Excesse  der  FuacUonen .  Y)  und  spI^o»  V) 

durch  Ey  und  Ex^\  so  crhelUt  «US  den  «Ugenemeii  ßegxiffi  des 
Bxcesses  auf  der  Steile,  dass 

ii^  imd  iiaeb  dem  Obigen  ist  folglich 

uod  also  die  ürüssC)  welche  wir  suchen, 

WO 

Ex,  iE^r«,  Ery  Ey. 
die  Excesse  der  Functionen 

fiir  die  Gränseo 

y«,  l';  yo»  1^5  «o»  ^ 

akd,  wdebe  neeh  den  in  der  «weiten  Abdbeilnng  dieeei  Anfiwtxee 

entwickelten  Reg^eln  jederzeit  gefunden  werden  können» 

Das  in  dem  Vornergehenden  enthaltene,  von  Cauchy  gefun- 
dene, in  jeder  Bezieluiiie:  höchst  merkwürdige  und  wichtige  Theo- 
rem ist,  in  Verbindung:  mit  dem  Satze  von  Sturm^  unu  den  im 
Obigen  entwickelten  aligemeinen  Regeln  zur  üercchauoff  des  Ex- 
cesaes  gebroebener  FnnetioDen;  im  eigentlicben  Sinne  als  neu  ge* 
Won neues  Land  in  der  Theorie  der  Gleichungen  zu  betrachten» 
und  wird  als  eine  der  wichtigsten  Erfindungen  auf  dem  Gebiete 
der  Miithcmahk  Hcm  gegenwärtig-en  Jfilirhundcrt  jederzeit  zur  Ehre 
und  zuui  Ruliuie  t<eretchen ,  wobei  auch  nocb  die  ganz  elementare 
DarütelluDg,  welche  man  im  Obigen  kennen  gelernt  hat,  ganz  be- 
■onden  herrot|;ehoben  sn  werden  Terdient.  Gens  rtehtig  sagt 
Herr  Abbd  Moigno  In  Eingange  seiner  Abhandlung:  ,,|jagrange 
et  Legendre  auraicnt  en  effet  eu  de  la  peine  a  croire  qu*on  arrive- 
Tait  par  des  proc^d^s  trcs  ^l^mentaires  a  d(^terminer,  {»otir  une 
^qontioD  de  des^re  quelconque,  le  nombre  des  rficincs  imaginuires 

dont  la  purtio  reelle  et  le  coefficient  de  \/  —  1  snnt  compris  entre 
des  limites  donn^esi*';  womi^  wir  unsere  Dursteilung  dieses  höchst 
wichtigen  Gegenständen  beichlicineii  wotlen.  ' 
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Urne  Beweise  einiger  SiVtze  und  allgemeine 
Bemerkungen  über  eine  in  der  Analysis  in  ge* 
wisMD  Fidleo  gebrftiiehliche  Art  der  Beweis- 

den 

Herrn   Doctor  Stern 
£u  Gofctingen. 


Bwe  ffrosie  AasaU  conbioatorischer  Lehrsätie  wird  bis  jetzt 
M  den  l.idrbiiekera  dadiirdi  hBWMSMi,  daia  mn  ik  m  die  Be* 

IracbtuDg  einer  nacb  den  Potenzen  einer  beliebigen  Gföii«  forlw 
scbreitenden  Rcihp  anknüpft.  Dahin  p^eliört  z.  fJ.,  um  nur  c^anx 
Eleoieotares  zu  envaliuen,  das  üblicbe  Vertuiircti.  wie  man  die  He- 
cursionstoriuel  für  die  Coefücienten  der  nten  Voteux.  eines  Polyno- 
BUiBs,  den  ZajiiiaioienfittDe  der  CoefücieDtea  in  der  Ex^oueatialreibe 
irnt'  Aehnllehci  findet  Aneh  die  perkwürdigeo  Uiitei^eehnigeB 
ifter  die  Tbeilon^  der  Zahlen,  welche  Euler  in  dem  16.  Qip. 
seiner  Einleitunp^  in  die  Analysis  des  Unendlichen  angestellt  hat, 
beruhen  e^anzlidi  auf  Betrachtung;  soTclier  Reihen  und  es  ist  bis 
jetzt,  so  viel  mir  bekannt  ist.  nicht  L^rlunc^en,  die  dort  g-efundeTien 
Salze,  die  eieiuentarsten  ttljgerecliuet,  ohne  Hülfe  der  Ueiheu  ubzu- 
leiten.  So'  fnththmt  «neb  dieie  Art  der  BeweiifilbniDg  iat,  in 
scheint  sie  doch  einen  wissenschaftlielen  Mangel  xit  bnliett,  inso* 
fem  sie  ein  Element  a:  einfuhrt,  welches  in  den  zu  beweisenden 
Sätzen  gar  nicht  voriLommt.  Sic  hnt  hierin  Aehnlirlikeit  mit  dem 
Terfahren  der  synthetischen  Geometrie,  die  Hültslinien  einführt, 
welche  ebenfalls  den  zu  beweisenden  Sätzen  fremd  sind.  So  wie 
et  eler  in  neneier  Zeit  gelungen  ist,  aolelie  HiUfsconstnietionen 
U&t  ffänzlieb  enibehrlicil  in  machen,  lo  scbeini  es  auch  wünschens* 
Vera,  dass  man  alle  Sätze,  die  nicht  zu  der  Theerie  der  Reiben 
ffebören ,  ohne  deren  Hülfe  finde.  Ich  hoffe  bei  einer  anderen  Ge- 
legenheit nachzuweisen,  wie  dies  bei  allen  erwähnten  Eul ersehen 
Sätzen  geleistet  werden  kaon  und  will  hier  vorläufig  nur  iiir  einen 
derselben  einen  sehr  einfachen  Beweis  geben.  Dieser  eebr  bekannte 
Snto  aagt, 

■  dass  man  alle  gansen  Zablen  «na  den  Gliedern  der 
■neb  den  Paten sen  vor  %-  fortgebenden  gneaet'rU 


Digitized  by  Google 


f 


58 

■eben  Progretiioii,  so  das»  jedes  Glied  nur  einmal 
vorkommt,  durch  Additi|in  bilden  kann  und nwar  nur 
anfeine  einsige  Weise. 

Die  Ansahl  der  Combinationen  ohne  Wiederholungen,  die  man 
ans  den  m+1  Elementen  1,  %,  2*  . .  •  ^  bilden  kann,,  ist  - 

Unter  diesen  Combinatioi|sfankien  -  Icäniwn  nie  swei  dem  Wertba 

nach  gleich  sein,  wenn  uiaD  sich  die  Elemente  durch  Addition  ver- 
bunden <lf»nkt.  f)io  r^vf»i  Formen,  welche  gleich  !^ein  solltpn, 
miiHüteo  eotweder  beide  oder  k»m^  vou  beiden  daa  l^ifmant  1  «n^ 
huilcu.   Sei  nun  die  eine 

die  andere 

wo  M  die  Sunime  der  Hlemente  bezeichnen  soll,  die  beiden  Grup- 
pen gcmeinsciiuitlicb  sind,  so  dass  also        Xr,,  ...^r*  /i?       •••  ^ 

sämmtücb  unter  einender  Tersebiedene  Zahlen  sind.  Man  hütta 
mithin 

Bezeichnet  nun  ßc^  den  kleinsten  Exponenten,  so  hätte  mun 

ms  unmöglich  ist,  da  keine  der  Zahlen  i^,-^^,,  ••-,f*77*^y 
/,  — ...  ftf^ky  gleich  Null  sein  kann.  Jede  der  3»+*  —  l 
Combinationsfonnen  muss  also  einen  anderen  Werth  haben.  Nun 
ist  der  Werth  der  ersfen  und  kleinsten  Combinationsform  =rl,  der 
der  letzten  und  ccrössten  1 -H  2  4- 2»  .  .  .  H- 'Z"»  =  2«-^-!  —  1 ; 
mithin  miisseo  die  dazwischen  liegenden  Combinationen  aile  gau- 
«an  Zahlen  sirisehen  1  und  —  1  und  s«rar  jede  nur  einmal 
geben. 

Auf  dieselbe  Weise  kann  man  auch  den  anderen  bekannten 
Sata  beweisen.,  dass  man  jede  Zahl  aus  der  naeh  Poteasaa 
von  3  aufsteigenden  ^eometriscbeu  Progression  durch 
Addition  und  Subtraktion,  und  swar  nur  auf  eine  Weise» 
bilden  Jkajin« 


In  den  Nov.  Act  Aead.  Petr.  T.  IX.  ft  44  lEadet  Bvlar  mÜ 
BiMe  der  lutogialrechaung  den  Ausdruek 

IMe  BkhHgkeit  di«ies  Ansdrucks  liest  sieh  auch  leicht  rcrmit^ 
telst  der  Tkeorie  der  Kettenbrttcbe  nachweisen.    Bs  isft  ainriieli 

1  _   1      -      7.5«      U  .  H  tlS  .  U 
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X  L 

«etc.  ^ 

Verraidelt  man  dieiCB  Ketftn]»nicii  aadi  der  bekaDnten  Metliode 
ia  das  ftsihey  m  txhSk  «an  4eD  oliii^  Antdrock. 


m 

Taraerfl  Eigengdiaft  der  augeraden  SUden. 

-BütgothaUt  and  bevMMB  wom 

Herausgeber. 


lo  der  \  ersammlang  brittisdiar  Gelelirten«  wclcfu'  im  Septem- 
ber 1837  stt  Liverpool  gebalten  wurde,  theilte  Sir  W.  Hamilton 
folcr^nde  tob  Irnrner  geftmdene  Eigenscbaft  der  nogemdeD  Zäh* 
leo  mit: 

WesB  man  die  fe^onnen  der  laten;  der  2ten  und  3teDi 
4len,  Stau  nnd  Oiod;  der  Tteo,  8ten,  >9teB  qbo 
lOten;  n.  s.  w«  ungerideu  Zabl  bildet;  so  erbält  Bau 
die  Cuhi  der  Daftürliehen' Zahlen  naeb  der  Reibe. 
Em  iit  Dämlich 

1.  =  V 

5«  s=:21 +  ^4-25  +  27  +  20, 
n.  1.  w, 

welches  auf  folgende  Art  leicht  bewiesen  werden  kann. 

Die  enteo  61ieder  der  arithmetischen  fteiben,  deren  Summen 
dnrcb  die  Cabikaahleo  1%  2%  3';,,  4«,  . .  • .  m'  dargeatellt  werden 
■ollen,  sind 

1,0+1,  2.1+1,  a.2+1,  4.3+1,  5.4+l,..*,«(ie-r-l)+l; 

welches  leicht  dttieh  den  Schlaia  von  »  anf  m  +  1  hewieaen  wai^ 
des  kann,  indem  BimUeb,  wanii  4iMei,  Geiatn  für  m  gilt,  daa 
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«nte  GIM  d«r  vitkMiifeheii  lUibe,  deren  Suirfe  meh  4mm 
Turn  er  sehen  Setie  dnrek  («e+lV  dargestellt  werden  lell,  nach 
der  Lehre  ven  den  nritbaMtischen  Fiegreinotten  effnihar 

ist^  80  dass  also  das  bemerkte  Gesetz  fiir  «s  +  1  g^ilt,  weon  es  fiir 
jt  ifilt,  nnd  daher  nllgeaeln  riehtig  ist 

Hiernach  kommt  es  unn,  nsi  den  TnmerscheB  Snte  sn  bn« 
weisen,  Uess  deienf  an,  sn  seigen,  dass 

•>  =  \m(m^l)'^l\ -I-  H»-  +  K»- l)-f-5|  -+- . . , 

ist.  Die  lleihe  anf  der  rechtm  Seite  des  Gleiehheitsseieheas  iai 
eher  eioe  gewöhnliche  arithaietische  Reihe,  deren  Snasw  he- 
kannttieh 

Ist,  welehes  heifiesen  werden  seilte. 

Mittelst  dieses  Turneivrben  Satzes  kanli  am  nnn  aneh  leieht 
die  Reihe  der  Cubikzahlen  1*.  '2\  ^\  4',         m*  sunauien« 
Nach  demselben  ist  Bümiich.  offenbar 

1 '  +  S  *     3  *  +  d  • -I- •  •  •  4-* =  i -f*  ^ -f- 5 -h  7 -I- 0 -h  •  •  • 

nad  felg^ieh,  weil 

(m-l-i)  m— 1  SS  2/-^^^ti)Ü~  l, 

also  i(is+l)«»  die  Anzahl  der  Glieder  der  arithmetlscheo  Reihe 
anf  der  reehten  Seite  des  Gleichheitnt^ichens  ut,ena€h  der  Lehre 
Ton  den  arithmetischen  Progiessionen 

1»  ,^2»        +4»  H> . .  >  4-i>*      l-^il.-hl)i>-I|  ^  ijM^ 

wodnreh  die  Snaiaie  der  dritten  Potensen  der  natürlichen  Zahlen 
gefnnden  ist. 

Als  eine  Kigenschaft  der  geraden  Zahlen  kan^  man  sich  fol- 
genden dhen&lls  leicht  sn  heweisendea  Sats  sierlKen: 

1*4-1^1(1'  +  !)»  2» 

3»-*-3  =  3(3»-hl)=  8-4-104-12, 

4«  4-4  =  4(4i»  -h  l)=  14-4-  16 -M8 4-20, 

n.  a.  w. 
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VIII. 

Eioige  Resultate  aus  verglichenen  Barometer-- 
Beabaclitmigen  in  Berlin  und  Neustadt* 

Eberswaide* 

Von  dem 

Herrn.  Pirofessbr  F.  W«  Schneider 

att  dsr  KSnifliekcin  Mhm  Fortf-Lebr^Aiiatalt  tu  Nouitadt^btifvmkl«. 


Eine  Reibe  fortlaufender  meteorologischer  Beobachtungen,  die 
nk  iB  den  und  1996  «iif  V^ranlaMWDff  des  Her»  Prof. 

EergkBOS  htesiffen  Orte  (Neustadt. Ebers walde)  sechsmal  täg- 
lieh  anstellte,  verglich  ich,  soweit  sie  das  Baromoffr  betrafen,  für 
den  Zeitraum  vom  l.Januur  bis  11.  März  IN'iö  durch  graphische 
Darstellung-  mit  den  irlf ichzeltig-en  Beobnrhtung^en  des  Hrrru  Prof. 
Mädler  iu  Kerlin.  Der  i\uilpuukt  meiueä  Buroineters  (l* i s l or'sches 
■ikreakopiiclieB  Heber^B.  Nr.  13$,  der  biengen  Künigl.  Fonllehr- 
BMtalt  gehörig)  lag  d4,89  pariser  Fuss  über  der  Oelaee  bei  Swioe- 
■tede,  ^ie  durch  einen  von  dem  K.  Ingenieurgeographen  Herrn 
Bertram  und  mir  bewirkten  Anschlnss  nn  das  ^Mvellement  des 
Herrn  Majors  Baeyer  zwischen  Swinemiinde  und  Berlin,  und  zwar 
an  die  ^tutiuu  Pimpinellenberg  bei  Oderberg,  ermittelt  wurden  war. — • 
^Die  aMtofB  Eeetinniung  für  dM  M-ft^le  riebe  Bft«e«ecer  ist  Mir 
«iebt  bekenet  geworden;  nmr  eo.  viel  ist  ffewin»  dess  eine  Höben- 
diflerenz  beider  Beobachtungsorte  vurhan&i  war,  ond  diese  wenig« 
Btens  45  Fuss  (Berlin  über  Neusfndt )  betra^n  musste.  (Vcrgl.  Ni- 
vellement zwischen  Swinemuudc  und  Berlin,  Ton  J.  J.  Baeyer, 
Berlin  1840,  Seite  112.) —  Die  Mädlerschen  Beobachtungen  ent- 
nahm ich  ous  der  Berlieer  Vossiscben  Zeitung,  wo  sie  für  l'^äk 
Normaltemperator  dei  ^ueeinilbeni tMlä  mltgetbeiit  werden, 
nachdem  ich  sie  wie  die  meinigen  auf  0^  nformaltemperatnr  reducirt 
hatte,  T>ic  Imrizontale  Entfernung  beidor  Brfi}i.-irhfun2"^orte  lirtrjig't 
ohnsrefähr  ÖMelien,  und  ihre  V erhiudungsliiiic .  vori  Hrrlin  uus 
Donlöstlicb,  fällt  in  die  Richtung  der  benrscheuden  stärkeren  Winde 
ttod  Stürme. 

Die  BerometentiUide  wMkrend'des  eben  beieiebneten  SIettrnnme 

waren  sehr  veränderlich;  Perieden  höherer  und  beber  Stände  (über 
28  Zoll)  wechselten  in  kurzen  Ucbergängen  mit  ausgezeichnet  nie- 
derem Luftdruck ,  der  einmal  sogar  unter  27  Zoll  herabging  (den 
30.  Januar  Mittags,  wo  ich  321.9^"'  beobachtete). 

Den  gleichzeitigen  Uau^  beider  Kurveu  habe  ich  auf  Tafel  i. 
in  einer  Zeiehanng  entworfen,  in  der  Art,  dnee  ibre  Minaten  din 
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Barometerholien  unmittelbar  in  pariaer  Muass  läng^  zwei  mit  2T'  nud 
HH"  bezeichneten  Abscissenaxeu  daratellen,  woraus  der  Vortheil  ent- 
steht, daM  man  den  Gang  der  barowetriiehen  Differamen  sofort 
in  damselben  Maassstabe  ernlickt,  wie  ihn  die  Scala  des  Instrumenfs 
.anzeigte.  Obgleich  der  Zeitraum  der  verglichenen  Beobachtuo^ea 
,  Tfiir  kurz  ist,  so  zeigen  sich. doch  als  deutlich  hervortretend  toi- 
gendc  Phänomene: 

1)  l>ie  Neustädter  Kiirre  UesTt  fast  tii>craii  bcilier  als  die  Berli-* 
ner,  wie  sich  ohnehin  nadi  d^  JlDheodifferenz  beider  Orte  erwar- 
ten liess.  Hur  am  17.»       19.  nnd  31;  Janaar  nnd  an»  f €i  rVÄmar 

'  war  der  Barometerstand  in  Kensiaidfc  kurxe  Zeit  hindurch  niedrigor 
als-  (Irr  in  Berlin,  aber  mit  so  crerinir^'n  Ttnterschieden,  dass  sie  bei 
dem  Muassstabe  der  Zeichnung  nicht  übcruii  sichtbar  worden. 

2)  Alle  bedeuten  den  Aufgänge  und  Niedergänge  sind 
beiden  Kurven  cremein. 

3)  Aber  das  Phänomen,  welches  ich  havptsftchlidi  hier  aar 
Spracne  bringen  wollte,  ist  die  Veränderlichkeit  in  der  Diffe- 
renz der  Baron^rtrrsfändc  an  beiden  BeohnrlitTing-sortcn,  und  dabei 
das  (lesetz  dieser  \  cnindprlichkeit  in  den  mit  zahlreichen  Wind- 
und  Sturmperroden  durchzogenen  Monaten  Januar  und  Februar: 

Bei  jedem  bedeutenden  und  plötzlichen  Niederganjg 
des  Barometers  nähern  sieh  die  Nenstädter  nad  Berlu 
ner  Kurven,  zuweilen  fast  bis  zur  kong'raenx  (s.n.a«deB 
18..  23.,  24.,  IM),  und  30.  Januar),,  bei  jedem  Anfsranfi^c  trennen 
sie  sifl»  wieder,  und  in  den  Perinden  der  hJüirren  Rnro- 
mct  ei  ätande  und  bei  m  e  Ii  r  windsli  1 1  e  r  und  1»  e  s  t  a  n  li  i  i< er 
Witterung  sind  die  Abweichungen  um  ^rüs^iteu.  Ein 
Gleiches  fiadet  Statt  hei  Niedergängen,  die  allmählieh 
erfoljren,  und  hei  tiefen  Barometerständen,'  welch«  meh« 
rere  Tage  mit  geringeren  Schwankungen  anhalten. 

Allerdings  kann  die  i>ift>refiz  der  Karomctcrbiibcn  an  zwei  Or- 
ten, die  nicht  in  demselben  iXiveau  liegten,  nicht  konstant  bleiben, 
sondern  muss  sich  vermöge  des  Mariottischeo  Geseiies  hei  niederem 
Lttftdrack  Terkl^nem;  dass  aber  diese  Ünache  nur  einen  fast  mb» 
merklichen  Aotbeal  an  dem  so  bedcnteoden  ZusaauiengeliM  der 
beiden  Kurven  in  ihren  tiefeien  Regionen  haben  kann,  ergiebt  sink 
ans  der  einfachsten  Rer^nnnir.  und  fjrdarf  keiner  Krlriutprnni!;'. 

Die  in  Nr.  '6  gemachte  Bemerkung  berechtigt  zu  folgenden 
Schlüssen : 

a)  Bei  stiinnisehem  Wetter ,  mit  welchem  ein  schnelles  Sinken 
der  Barometersänle  Terbnuden  tm  sein  pflegt^  sImI  die  LnftsthichtaB 

von  gleicher  Dichtigkeit  nicht  hortsotital ,  sondern  Ihre  Laf^e 

nähert  sirh  der  Parallelität  mit  dem  Boden. 

In  der  Richtung  von  Rerlin  her  erhebt  sich  das  Terrain  von 
100  zu  150  bis  200^,  und  lallt  daun  in  das  Fiuowthol  von  Hl  ubso» 
luter  Höhe  ab;  die  Luft  wird  also  in  ihrer  Beweguoff  von  Süd* 
Westen  her  zuerst  aufgestaut,  und  sinkt  dann  in  die  tiefer»  Gegend. 
Hiesmit  scheint  der  eben  ausgesprochene  Satz  in  ^^ans  einfachem 
Zusammenhang«  zu  stehen,  insofern  die  wellenfxirmiGre  Gestalt  der 
Erdoberfläche  auf  den  Weg"  der  hei  w  indstillem  Wetter  horirontalen 
Lnftstcbichten  von  gloich»»r  Dichtigkeit  onmöarlich  ohne  kiiuüuss 
bleiben  kann.  Sobald  aber  dieser  fciinfluss  einzutreten  beginnt,  ist 
die  Wfeiena  der  frleich8«iä|^  Barometeffstäiide  nkhfc  «ehr  eine 
reise  Function  derl^hMdiiEreoB  heider  BeohachtOBgsoitB  im  «l- 
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fentlicbeu  Sinne,  sooderu  sie  entspricht  zugleich  der  relativen 
üühenlaj^e  dieser  Punkte  gegen  den  Boden,  Der  Nuüj^uukt 
4m  luCruntfitt ,  an  wcIchfiM  iä  lo  NaoiRtodt*  beolMußhtate ,  befanl  ^ 
nch  &^  parUer  Fuss  über  den  Boden;  wenn  nun  aucb  das  Mädler-  ' 
scbe  Barometer  vielleicht  20'  über  der  Erdoberfläche  in  Berlin  be- 
fiodlieh  war,  so  ist  eben  die  Differenz  doch  uur  so  gering,  and  der 
üotcrs»chied  der  absoluten  Höhen  wieder  so  groüs,  dass  die  J%nnähe•^ 
ruug  der  beiden  Beobuciituug&kurven  mit  der  eben  versuchten  Er- 
klimag*  aalGi  Beste  ubcteiwilnHit —  AUerttings  war  das  Mäiltrselift 
BaroBieter  mit  dem  meinigea  niebt  verglichen;  da  sich  aber  bei  ro* 
bigem  Wetter  die  Diflerenzeo  des  beoMchteteo  Luftdrucks  dem  Uö- 
benunlerschiede  der  Stationen  ans'emessen  zeigten  (s.  die  Zeichnunn-), 
so  darf  daraus  auf  gute  Uebereinatimmuog  beider  Isstrum^ate  ge* 
schlössen  werden. 

A)  Wena  maa  die  Hökeadifferejia  »weier  Punkte,  die  sieb 
ia  gleicher  oder  aabe  gleicher  Balfenuag  rem  Bedea  hefiadea»  aus 
«Mer  oder  eiatgea  gleichzeiligaa  BaraaieteiibeeliacbtuDtj^en  ableitet, 

so  erhält  mao  mts  Resultat  um  eine,  weder  dorck  Rechnung  norh 
durch  Erfahrung  jemals  mit  einii^cr  Sicherheit  zu  bestimmende 
Grüsse  viel  wahrscheinlicher  zu  klein  als  zu  gross,  i^r  Fehler 
wächst  mit  der  Geschwindigkeit  des  Wiadea,  wenigstens  wenn  der 
Staidi  deaaelbea  aahe  ad^r  caos  ia  die  Verbiadangiliaie  dar  beidea 
Sittianea  fiaUt ,  und  wena  luir  Bavometergang  am  Tage  der  Beob» 
•ebtuncr  eire  srhnrllr  Bewep^iiog  aufwärts  oder  abwärts  erleidet. 

r)  Dic  Üerechnung  des  H  ö  h  e  n  u  n  te  rsc  hied  es  d  e  rse  I  hen 
Funkte  aus  den  durch  mehrjähricrc  Beobachtung  gefun- 
denen mi  ttleren  Barometerständen  giebt  um  so  gewisser' 
ftiscbe,  aänlieb  xa  kleiae  Resultate,  je^geaauer  die 
Nittel  aind,  d.  h.  ans  je  längeren  Beobachtungszeiträa» 
■en  sie  abgeleitet  wurden**).  Denn  die  mittlere  Differenz  des 
Lut'rdrucks  an  beiden  Orten  (oder  der  Logarithmus  seines  mittferen 
Quotienten)  setzt  suL  zusammen  aus  dem  Mittel  der  normalen  Dif« 
Krenzen  bei  hohem  BaromelerstaDde  und  ruhiger  Luit,  und  aus 
4itm  viel  an  kleiaeo  Differeasea  wabread  der  Starmpenoden,  Eine 
Bestätigung  dieses  Satzes  erlaube  ich  nachweiaea  zu  köonea  darcb 
4ie  Zanlen ,  in  welchen  Herr  Major  Baeyer  (^Nivellement  vwu, 
Swin^'miindc  und  Berlin.  Seite  die  Bergh a us' sehen  Berechnun- 
Lff  II  der  Höi)e  Berlins  über  der  Ostseeflärhe  zusammenstellt,  die  sich 
•dui  zwei-  Uia  neunjährige  Beobadiiuiigsreihen  in  Berlin,  Swine^ 
■lade,  Strabmad»  iKsBaig,  Königsberg,  Auenrada  uad  Altoaa  grin. 
den.  Diese  Betecbaangea  gaben  far  die  mbe  too  Berlin  (Strassen- 
pflaster  im  Thorwege  der  alten  Sternwarte)  resp.  14,74,  14,33,  14,75^ 
14,75,  15.23,  14,92,  im  Miüol  14,78  l  oisen.  mithin  sämmtlirl,  um 
ßptr^  r  Ii  tl  irhes  zu  kleine  Werthe,  da  durch  das  Bucyer'scke 
iViveiiement  dieselbe  Höhe  i=  17,37dTois.  gefunden  wurde. 

Man  kann  also  diesen  Fehler  bezeichnen  als  denjenigen,  weU 
ebeadie  aicbtbofiBaatale,  Tielmebr  der  Parailelitftt  mit 
dem  Boden  sich  aäb^rnde  Bewegting  der  Luft  bei  heft^* 
geren  Winden  It  e  fv  orhringt,  undes  dürfte  missllcli  s^iii,  den- 
selbfn  durch  eine  üorrektiaB  beseitigen  au  woileA*  die  wohi  weit 


*)  Diesen  allerdinp's  etwas  paradox,  scheinenden  .Satz  empfiehlt  der  geehrte 
Herr  Verf.  iu  eiuem  au  mich  gerichteten  Schreiben  der  sorgiaitigeQ 
Priifimg  der  licser.  6. 


Digitized  by  Google 


64 

4 

unsicherer  und  in  AUgemettieo  wsh  betiftoMicher  «Offiillen  dürfte, 
•Ks  «twa  die  Korrtldion' wegen  0iffiireDs  der  Breitea,  oder  die  we- 
gen AbimliM  der  Schwerkraft,  id  der  Richtung  der  Vertikalen.  Ich 

glaube,  man  würde  ruverlässtgere  Xivrllenieofs  ruis  Barometerbeob- 
ocbtuDgeii  orlHillrn  .  als  bl^bfr.  wenn  nmo  die  Metliode  der  vieljäb- 
rillen  Mittel  gänzlich  verliesse,  datür,  zur  Ericichteruug  der  üeher- 
Biciit,  die  korrespondirenden  Beobachtungen  graphisch  zusuiumeu- 
■teitt«,  und  aladaiiD  nar  diejenigen  Periodea  aua  den  Seaimer-  ott4 
Herbatnonaten  auswählte  und  zqr  Berechnung  der  Mittel  verucu- 
dete,  weiche  durchaus  keiae  plötaliehea  SehwaakaBgea  dea  liuft- 
drucks  g-e zeigt  hätten. 

Obgleich  ich  kaUm  d.vk  linfTcn  wage,  durch  \  erstehendes  gelehr-, 
teo  Meteorolugen ,  2U  welchen  ich  mich  nicht  rechnen  darf,  etwaa 
Neaea  gesagt  za  babea  9  ao  bedaare  ieh  docb ,  daaa  ea  mir  aiebt 
vergöaat  war,  die  graphische  Vergleiehnag  dea  hiesigea  aad  Berli- 
ner Baroaieterganges  während  eines  längern  Zeitraumes  fortin* 
aetaea.  Bei  dem  jetzigen  Stande  der  Wisspnscbaft  wäre  es  gewisa 
nicht  mehr  obn^  Interesse,  folgende  Fragen  durch  zahlreiche  kor- 
respoudirendc,  uud  übersichtlich  zusumiucngeütellte  Beobachtungen 
beantwortet  sa  erlialten : 

Wie  verhält  sich  der  gleichzeitige  Barometer^ang: 
1)  Wenn  die  Station  A  nahe  am  Boden,  die  Station  ^  eat- 
fernt  rom  Boden  (z.  B.  auf  einem  hohen  Tlmrme)  aber  in  dem- 
selben Niveau  mit  u-i.  befindlich  wäre.  Sollte  hier  nicht  bei  ru- 
higer Luft  uud  hohem  Druck  ein  gleicher  Barometerstand,  aber 
während  der  Wiadperiodea  bei  aiederem  Druck,  in  der  Sution  ^ 
da  böherer  BareaMteraCaad  ala  der  gleicbaeitiga  ia  B  aa  «rwarten 
seia?  Die  Kurven  würden  also  die  eafgegeagesetze  Erscheinna^ 
zeigen,  als  tüc  tior  iKMÜcirendon  Zeichnung,  d.  Ii.  (flc  Bcriilfrunpr 
würde  in  den  Kegioncii  der  hüben  und  läii^^cr  anhaltcudeu  niede- 
ren, die  Abweichung  in  den  niederen  von  kürzerer  Dauer,  eintreten« 
Die  Berechnung  der  Höhendifferenz  aus  den  Mittelu  ergäbe  nicht  0, 
aondern  ji  tieter  ala 

2)  Wenn  die  Stationen  A  aad  B  in  gleicher  Entferaaag  vom 
Boden,  aber  in  verschiedenen  Niveaus  lägeu  I  Ein  Beitrag  zur  Un- 
tersuchung dieses  Fallen  war  der  Zweck  des  vorliegendea  Aafisatzea 
aad  der  beiiregebenen  Zclcliniinr; , 

3)  Wenn  sich  der  Bodeu  unter  und  B  iu  demselben  Niveau 
befilaw  Hier  würdea,  weaa  ji  aad  B  verscbiedeae  absolate  Böb» 
hätten ,  aach  bei  schnell  abnebBcadeai  Laftdrack  mehr  normale 
Differeazen  der  Barometerhöhen  zu  erwarten  sein,  mithin  die  Kur- 
ven bei  den  Niederijängen  mir  gerinirp  Konvergenz  zeigen,  und 
die  Hererlmung  der  UübeDditiercnz  aus  den  barometrischen  Mitteln 
liease  die  relativ  zuverlässigsten  Resultate  erwarten. 

4)  Wie  «ateracbaidat  aieh  der  gleielfbeitige  Gang  der  Barone- 
terstände,  jeaacbdem  die  Verbindungslinie  der  Stationen  in  die 
Ricbtunjr  der  herrschenden  Winde,  oder  mehr  rechtwinklig  aut 
dieser  Richtung  fällt?  Auch  dürfte  die  Lage  des  Beobachtungs- 
ortcs ,  auf  einem  langgestreckten  Frdrückeu  oder  isoltrten  Berge^ 
welcher  den  bewe^^ten  unteren  ruttschichten  ein  Ausweichen  zur 
Seite  ^stattet,  aicbt  weniger  wesentliche  Modifik&tioa.ea  ia  di» 
Bncbeianngen  hringea« 
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IX. 

Deber  Reisebarometer. 

Hma  Proüess^r  F.  W.  Schneider 

KoiiiglidieA'  hohem  Fotst-LehiiAnvodls  iit'N«a§fia4t>&heisffilfle. 


Bekanutlich  ist  die  Rcduction  dor  Rarometerstiinde  auf  eine 
feste  Normaltcinperatur  des  Quecksilbers  eine  su  wichtige  Kurrek- 
tion, datiH  die  VerDaGliläsaigunff  derselben  barometrische  Bcobacb- 
tiiDgen  int  wiBseosehaftlielie  2if^ecke  fast  werthlos  nacht.  Man 
tenicht  desahalb  jedot  Barometer,  dai  zu  ifenaoen  Unteraachiin^eil 
dienen  soll,  mit  einem  Tbemometer,  Behats  der  TemperatDraogabe 
finrr  Mnssp  Ouccksilbcrs,  wo?f!ios  in  einer  kurzen  Röhre,  von  jflei- 
c!j«Mn  f hir  cfiiiiesser  mit  dem  der  Hiirometerröhre,  sich  so  nahe  neben 
dieser  hetindet,  dass  eine  gleiche  Temperatur  beider  vorausgesetzt 
werden  darf. 

Leider  aber  wird  iioelt  fortwührend  in  Bao  der  Barometer,  na- 

martlwfc  der  zu  Beobachtungen  auf  Reisen  bestimmten ,  ein  VeM^ 

hen  beijangen.  durch  welches  die  Sicherheit  in  der  Korrektion  der  ^ 
Quecksilbertemperatur  bedeutend  geftihrdr^r  erscheint.  Ich  meine  die- 
jenig-en  Insfrnmf'nte,  Avefche,  wie  die  sonst  so  vortrefflichen  Greioer- 
schen  und  l^istorscbeu  {»ikruskupischen  Ueberburumeter ,  mit 
einer  etwa  auf  der  Länge  fest  in  eilten  Holarahnen  teraehlosse- 
nen,  in  üebrigen  frei  dem  Luftzuge  ausgesetsten  Uuecksilberröbre 
?erseben  sind.  Bei  ier  schlechten  Wärmeleitung  des  Holzes  bedarf 
es  offenbar  einer  längeren  Zeit  (oft  sind  ^  Stunden  nicht  <-t!)s-rei> 
chend),  bevor  di»'  Temperatur  des  eingeschlossenen  Quecksiibcrs 
sich  mit  der  LutUemperatur  ins  bleichgewicbt  setzt,  während  dies 
hei  den  im  ehcren  Tbeile  und  in  kiirseren  Schenicei  enthalteneii 
llaecicsilber  viel  eher  geschehen  nuss.  Hat  man  sich  nach  einer 
in  Freien  gelegenen  Beohaehtnngiftution  hegehen,  ist  vielleicht  das 
Futteral  des  Barometers  utid  somit  sein  g"an/er  luffalt  diirrli  die 
aul ^>rai IcnHen  Monnenatrahien   bedeutend  en^'unul:  so  7.<'iL;t 

innerbaib  geraumer  Zeit  nach  dem  Autiiiiugea  des  ]n.struuieuts  das 
Thermometer  desselben  eine  um  mehrere  Grade  höhere  Temperatur 
all  die  nngehende  Lnft,  da  doch  ohne  Zweifel  derjenige  Theil  der 
Unecksilbersäule,  der  in  den  durchbrochenen  Räumen  der  Holzfas- 
sung liegt,  bereits  einen  der  Luftwärme  näher  kommenden  Grad 
angenommen  Laben  muss.  Man  hat  daher  durchaus  keine  Gewähr-^ 
sd^ft,  data  das  Huecksilber  des  Barometers  gleichtprmig  er- 

TMII.  5 
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wärmt  sei  ,  wenn  man  nicht  einem  oft  sehr  lästigen  Zeitverlast 
durch  stuudeulangcä  Warten  sich  hingeben  will.  Selbst  dann  oocli 
möchte  unter  gewiisseo  Umständen  zweifelhaft  «ein,  ob  die  Tempe- 
ratnr  der  verschiedeDen  Tlieile  der  Säule  anter,  eioiinder  und  mit 
der  Temperatur  des  Thermometers  bU  auf  Zebotelgrade 
übereinstimmen,  und  es  Mciht  eine  T'iisicherheit,  welche  der  sonsti- 
gen Rrnrichtuns:  des  Instruments  (der  mikrgskupischcn  KinstellllDg 
und  dem  Nonius  aiit  üOtcl  Linien)  wenig  angemessen  ist. 

lieim  üebrnucli  ähnlicher  ßaromcter  zu  Beohachtung^en  im  Zim- 
mer verliert  zwar  der  erwäiinte  Nachlheii  uu  Krhehlichkcit,  sobald 
van  in  ungeheisten  Zimmern  beohachtet,  we  lieh  die  Temperatur 
langsam  ändert;  in  geheizten  Zimmern  aber  iat  der  IJebelstand  nm 
grösser,  weil  man.  an  bestimmte  Beobachtungszeiten  gebunden» 
die  Ausgleichung  der  Temperatur- Differonron  u\rht  abwarten  kann. 
Es  entsteht  ulso  die  Kruge,  ob  nicht  bei  der  V ert'ecüguog  der  Ba- 
rometer folgende  Grundsätze  zu  befolgen  wären: 

1)  Die  Quecksilbersäule  muss  nach  der  ganzen  Lange 
beider  Schenkel  frei  liegen,  entweder  in  einem  durcL- 
brochenen,  durch  achmale  Metallbänder  snsammengchal- 
tenen  Gestell,  oder  vor  demselben,  und  so  weit  davon 
entfernt,  dass  sie  ringsum  von  der  Luft  bestrichen  wer» 
den  kann. 

2)  Eine  ganz  gleichartige  Lage  muss  Oupcksil- 
herrohre  haben,  lu  welcher  sicli  die  Kugel  des  iixea 
Thermometers  befindet.  ■ 

Da  es  läogst  transpurtable  Barometer  giebt,  deren  Röhren  frei 
vor  der  liolawan4  liegen ,  so  *flUt  der  Binwand  weg»  dass  die  nr^ 
tielle  Einschliessung  sur  Sicherung  des  Instruments  nuvermeidlieli 
sei^  — >   Bei  dieser  Gelegenheit  möchte  ich  auoh  noch  hshaupten» 

dass  ein  Thermometer  der  Ska!.i,  womit  man  genauere  Instni- 
miTite  XU  versehen  ptiegt^  ganz  tuglich  entbehrt  werden  kann.  Denn 
^venn  angenommen  wird,  dass  die  Läogenausdehnung  des  Ulessings 
iV  beträgt  von  der  Ausdehnung  der  Quecksilbersäule,  so  ffeniigt  ea 
aelbst  bei  den  genauesten  Messungen ,  die  Tea^mratur  der  Skala 
nur  In  ganaen  Graden  zu  wissen,  und  um  ganse  Grade  wird  daa 
Thermometer  der  Skala  nie  vom  Thermometer  des  Queck.silheni 
abweichen,  wenn  letzteres  nicht  im  Holze  eingeschlossen  ist.  Man 
kann  folglicli  die  Teoiperatur  der  Skala  vom  Thermometer  dea 
Quecksilbers  ablesen .  ohne  fürchten  zu  müssen ,  die  reducirte 
,  Biaronittterhöhe  nicht  mit  eben  so  vielen  Hnadertlbeiieu  der  mriaer 
Linie  au  erhalten,  ala  weao  man  die  Tempcntur  d^r  Skala  beson- 
ders gemessen  hätte. 
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Das  Binomialtbeoreni  fOr  positive  ganze  Exp0- 
aenten,  afe  «pedellar  F41U  «mea  ailgeneinwa 

•  Satzes  betrachtet.       i    •  ' 

.  IToiii 

Heraasgeber.  ' 


Längst  ist  den  Matbematikero  der  merkwürdige  Suu  voo  den 
■boBiml - CoMdtewtut  bekaont^  fanC  welelieii  Rnlerv.  IC^yiiar^ 

I/Hitilier,  Rothe,  Busse  und  andere  neuere  Geometer  den 
kürzesten  und  einleuchtendsten  Beweis  des  hinomischen  Lehrsatzes 
io  sriner  £rrössten  Allgemeinheit  gegründet  haben.  Nichf  so  nil^^c- 
ticiein  hekauut  dürfte  aber  die  Bemerkung  sein,  dass  in  dem  in  Hede 
stelieuiieo  Satze  von  den  üinumial  •-Coemcieuten,  wenn  man  densci- 
bea  aar  auf  eiae  swecknasiige  Weise  enraitwt,  der  KaMdselsi 
Lehrsatz  Gir  positive  gaaae  Expanenten  selbft  als  ein  specielter  Fall 
estbatten  ist,  welebes  ui  aaiyea.dar  Paa^tewaeM  dea'^iarikgendea 
bleiDen  Aufsatzes  ist. 

Der  Küne  wegen  wollen  wir  im  Folgenden  die  Grösse 

wo  u  aad  beliebige  Grössen  sein  k4fanMMi^ij^'aber  ciliar  paeiiM 
gftue  Zabi  Iteceidflieb  soll^  durch     J»ezficlineoi|  so  dasa  alsa 


UDtl  fuigiich  €ür  A  =  —  1 

4.    mp —  1  .  2  .  3  .  4  .  .  .  ;7 

iü,  weicbes  Letztere  die  bekannte  Form  der  BinomiaUCpet'lisifiA". 
ttoist.       '     '  I  '  ;  .  , 

IKacb  1.  ißt  .  , 

h(ct  -l-X,)  {n  -h^A)  ...  (w  -4- (y  —  1) k)  ' 

"   "1.2.3.4...;)  »  * 

*  fi(*r-l-  k)  (n-^ik)  ...  in  -+-J>k) 

'^'^^         1. 2. 3. 4. J)  ^ 

5» 
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und  folglich  offenbar 
Weil  DAcb  1. 

•  m 

ist^  so  uiu^ä  man,  weoii  die  Relation  3.  noch  für  /i  =  0  gelten 
sull,  ofTeobar 

aetUB,  welches  im  Polgeaden  äueh  iamer  gesdiohe»  wird. 
Nach  1.  ist  ferner 

und  folglieh,  weil  noch  dem  Obigen  offenbar 

*   {n     A )  {n  -+-  '21')  .  . .  (n  -i-  pk)  n 

int, 

weMo  Eelation  nneb  nnr  dann  noeb  CSr  piss^  gHt,  wenn 

wie  schon  in  4.  geschehen  ist,  allgemein      =  1  setxt» 
Nach  a.  ist 

v«d  Mglieh 

r  *  ■  d 

Nach  5.  ist  aber 

(it^-A)p— 1        oder  (»-f-^)p^iss  ji^  . 


Alna  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

6.  (»4-^);,-iH~(ii4-^)p==i>  •^5'=*^^^^, 


eine  für  das  Folgendr  <;p?ir  Tvictitige  Eelation»  Setit  aaa  in ;der- 
selben  X?  =  —  1,  so  erhält  man 

-1  -1  -1 

{m^\)p^i-\-(n  —  \)p  =  np^ 

worin  ein  sehr  bekannter  Satz  von  den  Binomtal- Coefficieateo  eni* 
lialten  ist. 

Nach  dieser  Vorbereitung  wollen  wir  uns  nun  mit  der  Sumini- 
mng  der  in  vielen  Bexiehungeo  wichtigen  und  merkwürdigen  Reib« 


besdiäftigen*  Der  Köne  wegen  beseiebnen  wir  diese  Snmme  dnreli 
^Xp)^  und  letsen  also 
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Die  SomiiK^  F{p)  kann  aber  aal  folgende  Art  gefundeD  werden. 
Ks  ist,  wovön  man  sich  durch,  eine  gBDs  «ialeclie  Rechniliifr  «ifder 

Stelle  überzeug-ea  wird, 


lt.  B.  W. 


Moltiplicin  mtu  nwi  W  beiden  Seileo  der  GleiebuDff  8.  mak  der 

ladem  man  dabei  für  diese  Grösse  ouf  der  rechten  Seite  des  Gleicli- 
keitszeicheos  it^  der  Gleichung  8.  ihre  ubigen  ZerJc|^Dgeii  mcIi  der 
leibe  einführt;  so  erhält  man  die  Gleichung 


fmfy-i.  .iij  -l-l„^^,^J.__ 

.  ;»        iwH-(p-2)Ar  *         *         *  n-h2k 
fmp^2'       p^l  •+" •      .  ^^i" 

U.  8.  w. 

T       •  ^  ^  1  .  -f-  «1,  .  »^»-2  .  p^i 

*  '  .    *      *         #f-h(;i  — 1)* 

^  Weil  nun  nach  3. 
*     m-^pk       *     m-^pk  p~\.  I       *         y-i- 1 

ll4'B..W. 
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und  §;ftiiz  auf  ähnliche  Art  , 

71      _  ^  *  *-   •  1 

»      n-i~k   *      n^k      2^  ^  »  2 

*     »-^2^     ..  *     n^2Jt       3  *  t 

•  —  i:  — 1)^    _p_        *  _p 

istf  80  ist  nach  lien  Obigen 

'   *  *  *         *     ;p-2       *  »  4 

•  *«  •  p^  i  3  •  *4  •  I 

^      *       .     2'    *    *      »  p 

-h  «f, .  i$p^ .  ^qpj  +  M, .      .  ^^jTj 


1 


'^M"*"  *^>qM 
  •     ■   p_±\  : 

-4-  r  —-4  -\  .J  r." 
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*.  »-  * 

So  wie  nOD  oben  io  8.  y 

*     *  * 

*      *  i      «        *   .  - 

ffsetzt  werdet! ,  und  aus  dem  \  orliergelieudeo  ergiebt  sich  daber 
ionitteibar  Uie  foigtnde  Relatiuu: 

Weil  ■««  oHeabar 

#Xl)=  «1  +    ==  j  +  Y  — -j— 

tik;  to  iai  ttatli  ilieMr  Relation 

/{a)a=j\i).*''?^       ■  ' 

I"-  ^  •   ■  i  ' 

•      II.  8»  W. 

Wie  Mail  aai  dieM  Art  weite  mulißu  kann,  ist  Idar,  und  das 
Gesetx ,  aadi  welcbfia  die  obigen  Ausdrücke  fortscbreitea ,  liegt 
Miili  Yor  Angoi.  AIm  iai  i^irftlliger  AUgeaeialieit 
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ID.  /V)==  \  i.2.3.4-..;i  

d.  i.  oacb  1. 

und  fblglleli  naefa  8. 

i  M  k  k  k  ä  t 

12.    («»-i~*)/>  ^=                     1  >  »i  -f-  ff^p~-(l  «  J»j-|»  **j  .  Hp—2 

#  .        ,  .    .\  * 

eine  auf  jeden  Fall  böclist  merkwürdige  Rclatioo.  Für  i&  s=  —  1 
wird  dieiäbe 

-1              •  ^1             .1      ^1  -1 

•13«  («Hh»)p SS iifp + •  «»I -Hm^^ • 

-i    -1  -1 
-H  «,  .  ifly»— 1  -H  Up  , 

wolchcs  der  oben  erwähnte  längst  bekannte  2!i«t£  von  den  Binooiiai» 
Coellicieoteu  lat. 

SeCyt  nim  aber  in  dfff  Gleicbnng  4^  wie  es  v«^^ttat  ist, 
itssO;  so  erbftU  man 

Weit  nun  nadi  1«  ftberhanpt 

iat;  so  ist  wegen  Torstahender  Gleichnag 

}..»p  — L^p**"  l,..{p—t)*  i  l..(|»-2)Vl.2 

und  folglicb,  wenn  nan  auf  beiden  Seiten  aiit  1...^  omltiplicirt, 


l...(/^2)  *•  *^-»"  »^-t--  1 

d.  i.  nach  1. 

—I  —1  -t 

-1  — t  -I 

in  welcher  Gleichung  das  BiaumiuliiieureBi  iür  posiitve  guiiz.c  l^jcpo. 
nenien  enthalten  Ist. 

Hierons  sieht  man  also,  das»  die  merkwürdige  allgemeine  Re* 
Intion  12.  das  Bioomialtbeorem  für  posittre  ganne  Exponenten  ala 
einett  specieiien  Fall  In  aieli  entbilt. 
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XI. 

1 

Bemerkotfg  zar  Triganometrie. 

Vom 

U«z«iii8geber. 


•   WcDD  der  Winkel  oder  Bogen  tp  mitteiit  der  Gleichung  '  ' 

n  fiideo  istf  und  der  abiotote  Wertli[  toh^  der  EiDbeit  lebr  nabe 
ioiBBt,  80  kann  ^  mittelst  der  gcwölinlicken  goiiioBetrischen  Tu* 
fela  nickt  Bit  der  erforderliekor  Genauigkeit  berechnet  werden, 

weshalb  man  aurlj  heim  trigonometrischen  rnlnii  solrhon  Formeln 
«leo  Sorju^  zu  geben  pflegt ,  bei  denen  die  gesuchten  Wickel  alle 
■itteUt  ihrer  Tangenten  oder  Cotao^enten  gefunden  werden.  Wie 
Ci  mir  lekeint,  kann  rhid  aick  aber  in  soJcfen  FällfiB  wie  die  obi- 
gen jedcncit  enf  ^fi^lgende  Art  helfen.^ 

Meli  berecbne  einte  Hiilfinmket  <9  knttekt  der  Formel 

tang^=r^,' 

welches  jederzeit  mit  der  erforderiichcu  Geuaui^^keit  geschehen 
kuB«.  lit  daDB 

cos  9  ' 
ie  iet  cee  |p  s  tMig     nod  folglich 

1  —  cos/         1  —  t.in!;^^ 

tUo  oecb  bekuDten  goviometriichen  Formeln 

ttag4^«=steDg(45<»-^),  tang^9>  =  =fcKtw»fr(«*-ö)i 

ailtel&t  welcher  Formel  (ß  jederzeit  mit  der  erforderlichen  Genanig' 
keit  berechnet  werden  kann.   Ist  dagegen 

sin  97  =  Af 

M  iit  ein  ]p  s  taag      imd  folglich 

1  —  siny         1  —  tangö  , 

l+ain^  —  l^tmge* 
»Im  aach  bekannten  goniometriachen  Formeia 


mittelst  welcher  Pomel  f  wieder  jedeneit  mit  der  erforderliebe» 
GemmiglteU  gefunden  werden  kann. 

Um  ein  Beiipiel  su  flehen,  so  sei  ans  swei  Seiten  m,  ^  einen 
ebenen  Dreieelis  und  dem  GegenwiDltel  a  der  einen  a  dieser  beiden 
Seiten  der  Gef(enwinl(el  ß  der  ap^en  Seite  ^  sn  finden«  und  es 
sei  gegeben  * 


Weil  iiun  bekaontlicb  sin  ßjsstr^  sin  ci  ist)  so  ist 

log  —  s  0,5046112 


log  sin  a  =  9,4953883 
log  sin  ß  ==  9,9999995 

Eiu  Blick  in  die  Callefsebeo  Tufelo,  deren  ich  mich  hier  be- 
dienen werde»  neigt,  dass  ß  ip  diesep  Palle  mitist,  s^nes  Sin|w 
nicht  mit  der  erforderliclieD  Genauigkeit  gefunden  werden  kann, 
weshalb  suui  nun  die  &ecbnnng  anf  fbl^ndd  Art  fübren  wird: 


lo^  täog  0  =  0,9999995 

0  =  44".  59'.  59",  88 


>  1.  . ' 


log  taM^m^T-s)  zawm 

'  log  tang(45»— 1^)  5=:  6,8823781 

:  .    ;  4a  V-^  =  0«.  .2'.  37^  39 
90^-iJ  =3  0.  5.  14,  78 
ßsfs,8».l^4S^n 


•  I 


llebrigeuü  Uat  ß  im  vorliegenden  Falle,  wo  offenbar  a<^&  ist, 
zwei  Werthc,  dereu  Summe  180^  beträgt  Der  zweite  Werth  ist 
die  Erfiränzunff  des  durcb  die  Torbergeheilde  Bedrtmng  trefandinMiA 
Wertbs  au         nämlick  9p«.     14«,  78. 


»•l.  >.  Ii 

"  !  '      .  .  . 
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XII. 

»i;.  ♦   ii     !  j 


lÜTellaiieiit  swfaMskeiy'SwtMiiitede  imd  Bertiii: 

Auf  dienstliche  Yeranlassimg .  ausgeführt  von 
J.  J.  Baeyer,  Major  im  Generalstabe.  Aftt 
emer  CebersAclitoluirte.  Beitln,  1840.  4 


aus  ztt  verschiedenen  ^iten  an^estelU^n  barMiefritfehefi 
Messons^en  unA  VcrirlcirhnTiaf^n  für  die  Höhe  Berlins  über  dem 
Meere  gezogenen  Resultate,  weiclie  der  Verfasser  in  der  Vorrede 
zo  seinem  in  jeder  Bezieliung'  höchst  schättbaren  Werke  zusam" 
meostelU,   waren  bislier  höcMf  ^tekwanlieiid, '  and  «a^' herrMlIte 

Strw6»  Mer'diMs  Bt«m«nt  ao^lb  fnmer  «it«-  gMliit#  €Bge#fotflielt; 
niB  dasselhe  bei  der  im  Friihjulir«  1835  von  Bessel  vor^^enom» 
menen  Brstimirmnc;"  der  T>rin!re  dps  SrninrtoTiprnripfs  auf  der  Brrlinrr 
Sternwarte  als  ein  wichtiges  Heductiotiselemcnt  zur  Sprache  k:ttn, 
er&achte  Alexander  von  Humboldt  den  €bef  des  ueneralstahes 
der  Armee  und  Ueueral  der  Infanterie  Herrn  Krauseueok,  zur 
CBiUiciieB  KntMbeidnB^  deri^acbe  ein  trigonometriacbei  Nivellement 
Bwiscben  der  Ostsee  und  ßerUfi  ausfithnen  ttt'mien.  '  Letsterer«  stets 
bereit  wissenschaftliche  Zwecke  kräftigst  zu  unterstutzen  und  zu  for- 
dern, srinsc  sogleich  mit  der  rrrössNn  fiercifWinigkeit  auf  den  Vorschlag 
ein,  und  ertheille  dem  Veriasser  den  Auftrair.  in  Gemeinschaft  mit 


1835  war  die  ganze  Operation  beendigt.  Die  ReeblillDgen  sind  mit 
Hülfe  des  TJeutenauts  von  HÄrner,  eines  junaren  tuätigen  und 
kenntuissreichen  OfQziers,  sämmtlirh  nach  Hessels  Vorschriften 
ausgeführt,  welcher  Letztere  sidi  der  Sache  überhau|»t  auf  dai 
Eifnrste  annahm  iwd  seinen  Rathi.iiie  iftUen  laiBS.  .'  ■  •  n\ 
iKer  jBslrameito  wMni :  1)  Kin  ThcedeHt  von  BrOel  in  Hliii- 
eben  mit  15  slilügem  Asimndial kreis  und  8  zölUgetn  Btthenkreia^ 
deren  Nonien  unmittelbar  rcspert'ur  2  und  1  Sneunden  anü^aben. 
2)  Kin  Theodolit  von  Gumbey  in  Paris  mit  einem  12zöliigeu  Azi- 
muthulkreine  und  einem  eben  so  grossen  Höhenkreise,  dereu  Nonien 
eiue  unmittelbare  Ablesung  der  Winkel  von  3  Secunden  geshitteten. 
I)  Ria  Bex-ChroBometeir  von  Tirei|«!:«iSerfiii,  and  41  em  TMcben. 
CweBometer  von  l^iede.  Mit  Nr.  1.  and  3«  beobacntete  der  Ter« 
V»  wut  Ifr.     iiBd4.  Heff  #ei«#Mi/  '  -     '1  v-.  «  i  n.  •  <  •  o 
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Die  DreiecksverbinduDg  zwiadien  Berlin  und  Swincmünde  konnte 
diir«li  Anichliefanng  an  eine  trigonoMmdie  Vemeuii&g  -der  Oder 
bewirkt  werden,  wekhe  daa  Rdnigltdie  Hinisteriooi  für  dm  flau- 
del,  die      werbe  und  das  Bauwesen  in  den  Juliren  1820  biit 
durch  den  i'remier-IJeutenant  Asmaun  batte  ausführen  lassen. 

Die  HöhenmessuDgeu  wurden  natürlich,  um  den  Einfluss  der 
StrakleBbrechung  ao  ▼iel  ala  rnüfflicb  sv  beieiti^n,  auf  bekannte 
li^ave  darcb  gleiebseitSga  Beohadtnng  g:egQnAeitigrr  ^enitbAaaten» 
zen  austi^erülirf,  und  bei  der  Hrrrrlinung  die  folgen iloru  rlnni  Wrspnt- 
lichen  naeb  Besscl  iintr^hört  udeü ,  von  dem  Verfasser  aber  in  He- 
au|f  auf  praktiscbie  Auwendnug  erweidvi^tef  und  yv^ter^^ntificl^lten 
Formeln  in , Aninrendaag  Kobracbt  i 

Die  lldben  swdW*Pniikte  J  md  B  lAef -4«iB  Meei^'l^eien 
/t  und  die  in  beobachtete  Zenithdistans  von  ß  sei  die 
gleichzeitige  in  If  bcobacbteto  Zerilthdistanz  von  sei  Be- 
zeichnen wir  nnn  die  entsfirechenden  Refrat  tioneti  durch  uud 
^ai\  HO  &iad  die  wahren  Zenitbdiatanzen  von  Ii  und  respective 
«  +  und  V+j^»',  wobei  man  nicbt  an  {Iberaehen  bat,  dnan 
durch  die  Strahlenbrechung  die  Höhen  vergrössert,  die  Zenithdistan- 
zen  also  vermindert  wrrdpn.  Olirrjoicli  mm  ein  Durcbscbnitt  der 
Vcrtikallinien  zweier  Funkte  auf  dem  Krdeiiipsoid  nur  bedingungs- 
weise, Sta^ ,  findet ,  so  wird  docib  mit  liü4^k«icbt  auf  die  geringe 
V«ricliiedieDbtit>  «ler  Lage  sweier  von  «inander  ai^tbnriA  Pnnlit» 
dftr  Fehler  unberücksichtigt  bleiben ,  und  man  wifd  alaft  den  ¥Ott 
den  Vertikallinieii  der  beiden  Punkte  und  ß  eingeschlosaenea 
Winkel  »unwohl,  als  aurb  doii  Durch scbnittspunkt  der  beiden  iu 
Rede  stellenden  Vcrtikallinien  durch  C  bezeiconen  können.  Denkt 
man  sich  neu  das  Dreieck  ABC^  so  wird  auch  ohae^Figur  auf  der 
Stella .  nrncfatlieb  aein ,  4aH  deftafw  SttiaeFO  an  A  und  B-  ind«  iler 
Snilo  Ab  liegende  Winkel  re8|»ective  2  +  n'HrÄ*'« 
innern  Winkel  dieses  Dreiecks  also  ISO**— ^n+A*!»'  18^*rK*''?HJi*») 
ttüd  C  ikiad,  welche. die  <iileiclMing 

o4er.       .  . 

;       A»-*-«'-lr         ISO» c . 

fnebt*  Setzt  man  nun  A«+A^'=<^^)  ^  Ganse  der 
Coefficient  der  Stranlenbrechung  ist,  natef  welchem  die 
frnnzösischen  Matliematiker  gew^inlieb  \h  yentehen,  so  erhalt 
man  die  Gieichnng 

Beseichnet  r  den  Radius  der  Erde,  die  wir  hier  als  eine  Kugel 
betrachten  wollen,  und  «  den  dem  Winkel  C  entsprechenden  Bogen, 
d«  h*  die  horisontale  BntÜHmmig  der  beiden  Pnnlttn  A  nnd  B^  so 
hat  «an  din  Pri^oHion 

.     ain  1"  I  : 

und  folglich 

r  sin  1"» 

oder  wenn  Ol  =  206264,8  geaetsfc  wkd, 
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wodurch  man  C  10  Seeimdeo  ausgedrückt  erhllt  P&brt  ttan  nua 
diesen  Ausdruck  von  C\%  die  obig«  GUidumg  swischen  V,  C 
«ta.       ersieht  sich 

welche  Formel  den  Coefncieoten  der  Strahlenbrechung  liefert,  ans«* 
gedrückt  durch  die  ^pgeuscitlp:  gleichzeitig  beobachteten  Zf'ni(!i- 
al&tanzen  und  die  Eotferoung  der  Beobachtungspankle.  Natürlich 
muÄS  nun  ttuch  in  dieser  Gieichnng  die  Grösse  s  +  x' — 180**  in 
S«ctiiidcii  ftVigtdrUckt  ged^ekt  werden.  Hat  man  auf  diese  Weise 
M  gefonden»  so  k«m  •iieh'^«+^«^  geHuideii  werden,  weil  nscli 
4«B  Obigen  . 


üm  nun  aber       nnd^^V  selbst  zp  finden,  ist  man  nach  dem 
jctziffca  Stund  der  Sache  gcnöthigt  A^  =  As'  zu  setxeu,  welches 
nnr  nähernogsweise,  uAd  iwnr  mif  desto  grösserer  Gennuig* 
kcit  richtig  ist*  je  geringer  der  BShennnterscbied  der  beiden*  Be- 


rn* 


erhält  man 

wodurek  nlio,  da  k  nach  dem  Obigen  Mon  bekannt  ist, 'die  Re- 
^nctionen       und  ^x'  sich  ergehen. 

Das  Dreieck  .4 HC  liefert  nun»  indem  wir  je^zf  lu  der  Re- 
stimmuDe:  des  Huheuunterschieds  der  beiden  Oeoliuchluntrsorlp  selbst 
uber^eheu.  nach  einem  bekannten  Satze  der  ebenen  Tnguuumetrie 
die  Froportion 

AC-\-BC  :  AC—  BC=Liot  \C  \  tang  ^{iB— 

•der,  weil  ofifeubar  AC=r~^h^  MCz=,r-^f^  ist, 

od  Mgltch,  weil  nach  dem  Obigen 


k-i-üfi  \C  :  tang  i(»  HP-A«"^«'  — A*')f  ' 

also 

ä-^if-sx^ril-^^^)  tMg  i€?l«ag«»-l-A*-«'-A«')> 

eder,  weil  man  setzt,  und  \n-y  nicht  üehr  beträchtlichen 

Holten  1^  offenbar  ab  eine  v.ißrschwifldende  Grösse  betrachtet 
wnpdea  knnn, 

4  — ^ssSr  fang  \C  tang  \{%  — jK), 
•der  endlich,  weil      iang  ^C=s4  geaetat  werden  kann,  . 
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g^ewiiy^^t,  welcbes  wir  hier  zum  Schluss  noch  inittheilen  wollen,  tn- 
wsm  wir  xugietch  diejeDigeu ,  welelie  ddtu  Gelegenheit  babeu ,  zu 
«liier  Dtfcera  PHttm^  ^enelbm  »«flMen. 

Dtii  flie  StralilenbreeliBD^  an  jed«n  Tage  iteii  nicht  gleich 
bleibt,  sondern  im  Alltrpoipinrn  vom  Morcr^'n  cpg'en  den  Mittag  hin 
abnimmt,  und  vom  Mittug^e  L^ri^cn  <lrii  AlxMid  hin  wächst,  ist  schon 
früher  nicht  unbekanot  geweseu.  Dies  hut  den  Verfasser  zu  einer 
Vergleichunl^  seiaar  BetlioiniüDgea  von  ßr  mit  «lea  Tageszeiten, 
walchen  dienellMO  entsprecbeo,  varaolasst,  wobei  er  von  der  Hypo« 
fhese  ausgeht,  dass  die  Wertbe  toD  A:  den  Abständen  der  entspre- 
chendeu  Tußreszciton  vom  walirpn  Mittage  proportJonnl  sind,  und 
eben  diese  H%  ji()thesc  ist  es,  deren  Wahrscheinlichkeit  er  aus  seinen 
BeubdchluugeD  darzuthuii  sucht,  wobei  er  auf  folgende  Art  verfährt. 

Cr  «Vrliekt  die  Abitünde  4er  Tegeneitea  vom  wahren  Itittage 
in  Theiten  des  halben  Tagebogena  aas,  so  doss  0  dem  Mittaurc,  1 
dem  Sonnen-Auf-  oder  Üuterg;rjnc;^p  f  nfsprirht.  Ist  nnmlicli  T*  der 
Abstand  der  Tageszeit  vom  wahreu  Ulittat^c^  und  L>  die  Tagesiänge, 
beide  in  einerlei  Zeitmaas  ausgedrückt,  so  erhält  man  den  Abstand 
der  Tagesteit  tob  wahren  Mittage  in  Theilen  de«  halben  Tagebo- 

2  T 

gens  aubgedrückt  durch  die  Formel  welche  wir  im  Folgendea 
dorch  6  bezeichnen  wollen.  lat  dann  die  obige  Hypothese  richtig, 
ao  luies  -j  eine.coMlanle  CraSiae»  oder  ea  vi«ia 

aein,  wo  a  eine  constante  6r5iae  bezeichnet  Die  Uebereinstim- 
anog  dieser  Hypothese  mit  wirklich  angestellten^  Beobachtunjraa 
wird  man  aus  dem  folgenden  von  dem  Veifnaer  mitgetheilten  Ti- 

fpirhpn  ZI!  beurtliL'ilon  im  Stande  sein: 


Ansthl 

der  Be- 
sluniuuu» 

gen  von 

X 

Zeit  in 

hallten 
Tagebö> 
gen 

/j 

Beobachtete 
Wertbe  von 
k 

Berechnete 

Weftlt*»  von 

X:  =  alt 

Fahlar. 

* 

1 

4 

'  10 
19 
15 
5 

0J7ft 

0.400 
0.555 
0,040 
0,738 
0,849 

0,0791 

0,100:i 
0.1205 
0.1M7 
0,1543 
0,1912 

0,U94 

0,2180 
0,2171 
0,2105 
0,2091 
0,2252 

0,0692 

0,0981 
0.1183 
0.i;i64 
0,1573 
0,1810 

+  0,0011 

—  0,0022 

—  0,0022 
-f-  0,0017 

0.0030 

—  0,0102 

54 

Mittel . . . 

.  0,2132  = 

a 

Onss  der  von  dem  Verfasser  aufgestellfpn   Hvjmfhese  grosse 
IV  ahrscheiolicbkeit  zur  Seite  steht,  unterliegt  hieruüth  keinem  Zwei. 
Mf  mnd  ea  ist  sehr  an  wöaachen,  dass  durch  vervielfältigte  Ueob- 
•  aehtnngen  (fieselfae  näher  geprüft  und  de(  Werth  Ton  «  geoaaer 
bestimmt  werde.  Bis  jetit  wird  man 


wM  aetaen  habtfe,  w»  6  die  «bige  Bedeutung  hat.   Bei  S^unea-Auf- 
Ditergang  ist  aach  dieser  PonMi  Ass£0^tm,  Üt  den  wah- 
ren  Mittag  ersieht  sich  nach  deraelben  i&s=s9.    Ber  eieta  Wartti 
▼on     stimmt  aaeh  dea  VaiAsaaiB  Vaisiilierwff  «lit  nehfOf«« 
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«iero  %oa  ibn  gemaehteo  BeatimoiUDgeu  sehr  nahe  übcrclu;  Ueo 
swcitoa  Werth  yov  A  Int  er,  was  freilich  sehr  <u  wiioäcüeu  ge- 
wcM  ivire  ud  udern  Beobaehtero  gus  hemiadere  eajilbbm 
werden  muss,  bis  jetzt  noeh  uiebt  «Inrck  difecl»  B«»lMichtug«ii  in 

prüfen  Celcsrcnheif  G-ehübt. 

Allen,  die  sich  für  trigonometrische  Nivclleoieots  inferessiren 
inni  nameDtlicb  selbst  dergteirhcn  Arhriten  auszuführen  beabsichti- 
iren,  wird  das  ia  jeder  UezieUung  bücbüi.  sciiatzbare  Werk  des 
mm  Baeyer  di«  vielfMhflte  Belehnmg^diivhietea  aBd.iie  hei  ihren 
Arkeitos  weteDtlich  natentiltxeD« 


XUI. 

Moarey*s  Beweis  des  Fundamentalsatzes  der 
Tlieorie  der  algebraUcben  Gleicbiiogen. 

Nadi  zwei  Abhandlungen  des  Herrn  LiouTilIe  in  dem  Journal  de  Matb^> 
pofea  et  •ppUquKes,  public  per  Jeeeph'LiouTille.  T.IV.  p*501 
,  T.V.         frei  bearbeitet  Ton 

dem  Herausgeber. 


f  1- 

Der  Fondamentiliatt  der  Theorie  der  algehrviiehen  Gleichnn« 

cen.  wplchcn  in  neuerer  Zeit  vorzUij-nrli  Gauss  und  Caucliy  xunt 
G'^L'^PDstantic  ihrer  schartsioAigeo  ilotersiicbuegeA  gCBMicbt  Lubeiii 
ist  bekanntlich  der  8atz : 

das«  jede  alsrebraische  Gleichung,  deren  Coefficien- 

Ltu  sämmtlich  die  Form  a-\-6V^ — l  haben,  wo«  und^ 
reelle  6rÖseeo  e'iDd,  die  eueh  Tersebwtoden  köBaen, 
■iadeslea's  eine  Wurael  tob  deraelhoB  Fora  hahaa 
aioss. 

fünen  sehr  einfachen  und  heaclifunerswerthen  Ucwcis  dieses  in 
jeder  Bfiiehung  höclisr  wiclitiuti)  Theorems  bat  Herr  Mourev  in 
einer  im  Jahre  IS^  unter  dem  Titel:  Vruie  thdoric  des  i|uuutttt:s 
B^gativet  et  des  quantii^  pr^teadues^  imagiBairee,  eraehiaaeaea 
Belli ilfc  gegeben.  Da  aber  dieser  Beweis  bis  jetzt  nur  wenig  be- 
kannt gewordea  an  acjn  seheiat,  so  bat  Herr  Liouville  in  den 
heidrn  nhon  crenanntcn  Ahhandlunprcn  von  Neuem  nnf  denselben 
aafmerksam  ir*- macht,  rind  hat  ihn  zugleich  in  einem  l^uokU;  ver- 
Tollständigt,  \vu  er  der  \  ervoliHtandiguug  sehr  bedurfte.  Diese  bei- 
dea  Abhandlangen  des  Herrn  Liouville  legen  wir  unserer  folgen* 
den  DantelhiBg  des  ia  Rede  stehenden  beverkcasvertban  Bawaiaaa 
dea  oWn  geaanatan  wichtigen  Satsesy-  dessen  Beweis  schon  auf  so 

II.  a 
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twle  ¥«nM&iedeae  Attea  wfn  4m  berlbflilflitoB  HatlmiatUieni  4cr 

Beuern  Zeit  versucht  worden  ist,  zum  Grunde 

Ais  bekannt  setzen  wir  bei  dieser  Darsfeiluiip^  die  folgendeo 
Satze  voratrs.  welche  in  je^UiD  etwas  voilstiUi(iigeA  Liehrbudie  der 
Algebra  hewieseu  wcrdeu: 

1.  rnter  der  V orausse tzung«  dass  jede  ulffebraische 
Gleiehonir  des  Mteo  und  jedes  niedrigrem  Grades»  deren 
hdcbstcs  Glied  di(<  Kinbeit  zum  Coet'ficienteii  hat«  und 
deren   übrige  IVK^fficicnleii   BÜnmtlich   von   der  Porp 

— 1  sind,  inindcHtons  eine  Wurzel  von  derselben 
Form  bat,  lässt  sieb  die  Function  einer  jeden  solclicn 
Gleicbung  des  nten  <>  rüdes  in  n  Factoren  zerlegen, 
welche  sämuitlich  ganze  rationale  algebraische  Functio- 
Den  des  erstes  Grades  der  unbekaniiteB  Grosse  »  der 

Gleichung  voo  der  Form  x  —  p — yl/ — 1  sind. 

2.  Jede  algebraische  Gleichong'  des  «ten  Grades 
kann  böchsteus  f*  sämmtlich  unter  einander  Tersebie-> 
dene  Wurseln  haben. 

f.  2. 

■ 

In  einer  Ebene  nehme  man  jetzt  zwei  recbffrlnklige  Airen  der 
ap  vnd  fif  an  nnd  denke  sieb  in  derselben  F^bene  eine  beliebige  vöU 
Mg  geschlossene  Curve  gezogen.  JhF  sei  ein  beliebiger  Funkt  auf 
dieser  Curve,  und  j4  oin  beHcbig»  r  innorlialh  oder  aussi-rbalb 
derselben.  nicYit  auf  iiir,  iirs:ender  Punkt  lu  der  in  Rede  stebenden 
Ebene.  V  on  dem  Punkte  ^4  aus  denke  man  sieb  eine  mit  dem  po- 
sitiven Theile  der  Axe  der  s:  parallele  nnd  nach  derselben  8eit« 
wie  der  positive  Tbeil  der  Axe  der  ar  von  dem  Anfange  der  a?y 
aus  bin  gerichtete  gerade  Tyinie  gezogen,  nnd  betracbte  alle  mit 
dieser  Linie  von  der  Linie  u-dilJ  oingcscblossenen  Winkel  ols  posi« 
tiv  oder  als  negativ,  jcnacbdcm  dieselben  von  der  von  dem  l^uukte 
Ä  ans  mit  dem  pasitiven  Theile  der  Ase  der  ar  parallel  nnd  nach  der- 
selben Seite  bin  gezogenen  geraden  l^inie an  bis  so  der  Unie.^iy  nach 
der  Seite  der  positiven  oder  nerrntiven  ?/  bin  gezählt  worden  sind. 

Dies  vorausgesetzt,  bezeichne  in.in.  nun  einen  der  von  der  F/inie 
^ifT  mit  der  von  dem  Punkte  A  aus  mit  dem  positiveu  I  beile  der 
Axe  der  ar  parallel  nnd  nach  derselben  Seite  hin  gezogenen  gera- 
den Linie  eingeschlossenen  Winkel  durch  o»»  mia  lasse  sieb  den 
Punkt  JH  auf  der  in  der  Kbenc  der  art/  gesogenen  gescblosseneo 
Curve  immer  nach  derselben  Hicbfnttg  bin  bewegen ,  bis  er  wieder 
in  seine  erste  Lüife  zurückkelirt ^  so  wird  der  \Sinke1  <ü  sicli  steiiij^ 
verändern,  und  möge  durcb  diese  stetige  Veränderung,  wenn  der 
Punkt  M  wieder  in  seine  ur8|iriinglidie  Lage  xuräckkehrt,  d«B 
Werth  0»'  erhalten.  Zwischen  den  beiden  Grössen  tu  und  ut*  wollen 
wir  nun  eine  fileicbiing  aiif^'itcbeB,  und  wollen  dabei  tu  und  ut'  als 
diireh  Kreisbogen  für  einen  der  Kinbcit  ar!eicl»en  Radius  cremessen 
anocbmen.  Wit  müssen  aber  hei  dieser  Luiersucbuog  die  fuigen* 
den  Fälle  unterscheiden. 

Wenn  der  Funkt  A  Innerbalb  der  in  der  Ebene  der  ory  sczo* 
genen  geschlossenen  Curve  liegt,  und  der  Punkt  ßf  sich  auf  dieser 
l'urve  nach  derselben  Ricbtung  bin  f»ewegt.  nach  welcber  man  sich 
bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  llieile  der  A\c'  ilcr  .7-  durch 
den  von  den  positiven  Thciien  der  Axeu  der  u:  uud  i/  eiugescliiua&cnen 


t 
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iMHm  Ifükcl  hiii4liil«fer  Aem  positi?«ii  Theilt  der  Axe  4er  y  kh 
g«liii|p6D^  SO  wird  der  Winkel       oiafC  derselbe  nun  positir  oder 

legnttr  sein,  jederzeit' sfeti er  ziTnebmen.  und  es  wird  auf  der  Stelle 
ertTellen,  deas  io  diesem  Falle  zwiscben  ut  und  ut'  immer  die  Crlei- 

wo     seine  Lekannte  Bedeutung  hat,  Sialt  ßndct. 

Wenn  der  Punkt  yl  wieder  innerhalb  der  in  der  Ebene  der  jcy 
srexogeneD  gescbloiseneQ  Curre  liegt,  der  Punkt  M  sieh  'aber  «in 
teer  Car\'e  nach  derielbeii  Eichtun^  hin  beuoui  nacb  welcher 
»an  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  Tlieilc  der  Axe  der 
X  durch  den  von  dem  positiveu  Tlieiie  der  Axe  der      und  dem  ne- 

Etiven  Tbeile  der  Axe  der  p  eiugeschlosseuen  rechten  U  inkci 
ideieli  so  den  negativen  Tbeile  der  Axe  der  y  ma  gelangen ;  so 
liid  der  Winkel  mag  derselbe  nun  positiv  oder  iiegetiT  seio, 
jedereeit  stetig  abBebmen»  und  es  wird  auf  der  Stelle  erbelleo«  das* 
w  ütaem  yalle  swiacken  w  nad  ut'  ivaier  die  CleicbDiig  > 

Iii' SSO»  —  2jr, 

w#  «  wieder  aeiae  bekannte  Bedeotnng  batv  Statt  findet 

Wenn  dar  Pnnkt  ji  anaserhalb  der  in  dar  Gbeaa  der  a:y  geio- 

pnen  geschlossenen  Ourve  liegt,  so  findet.  woTon  man  sich  so- 

fltirh  ühf^rxeuprf^n  Mird,  wenn  man  nur  diesen  Fall  an  einer  Fig-iir 
emas  näher  betrachtet,  zwischen  den  Grössen  ta  und  Ui'  jederzeit 
4ie  Gleichung 

a/=sa> 

Hiernu<i  ergielt  sich,  dasa  swiicken  den  OrViaen  AT  nnd  ja« 

derzeit  die  Gieiehung 

ai'=:itfdb29r  oder  ai'ssai 

Sutt  findet,  janncfcda«  dar'Pmikt  A  innerkaVb  «der  nvsserhalb  dar 

in  der  Ebene  der  »try  gezogenen  geschlossenen  Currc  liegt,  und 
<hi8S  mau  in  der  ersten  (iie-^er  heitU'n  (iloirhungen  das  ohcrc  oder 
Untere  Zeichen  zu  uehmeu  hat,  jeuuchdem  sich  der  Punkt  M  uuf 
4tr'  in  dar  Kbane  der  apy  gesogenen  gesehlosseaen  Curva  naeb  der« 
•sibta  Richlung.  nach  welcher  man  «ich  hewefpeo  nrasa,  nni  von 
iem  positiven  Theile  der  Axe  der  .t  durch  den  von  den  positiven 
Thptlen  der  \xvn  »ler  .r  und  ;/  einjfeschlossenen  rechten  Winkel 
iiiodurch  zu  deiu  positiven  Theiie  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  oder 
iaob  der  entgegengesetzten  Richtung  hin  bewegt. 

IKea  töbrt  aber  femer,  indem  alle  vorbergebendan  Voraniiatilin- 

BEB  auch  jetnr  noch  ihre  Gültigkeit  bebaken»  unmittelbar  im  dem 
Igenden  Satze: 

Wenn  die  h  Punkte  A^<,  A^^  A,,  ...  An—i  sHmmf Ii cb 
in  der  Ebene  der  a:y  liegen,  von  jedem  flerscihen  aus 
«ine  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  .r  parallele 
lad  nach  derselben  Seite  hin  gerichtete  gerade  Linie 
ffexogen  s^edatht  wird,  die  mit  dienen  Linien  Tan  den 
l/inien  Am^  A^W^  A^M^  A^M,  ...  An-iHf  eingeaekloaaenen 
Winkel  respective  durch  fd,  (t^j.  w,,  w , .  ...  -  i.  die  WertKe 
ätier,  welche  diese  Winkel,  wenn  »ich  der  Punkt  3i  auf 
der  in  der  £beoe  der  u?y  gescbloiseneo  Cnrve  immer 

6» 
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nac))  (lorselbeo  Richtung  liio  h\9  wieder  in  seine  or* 
Npr  ü  n  ^  1  i  c  ii  e  I^age  bewegt,  durcb  ihre  mit  dieser  B  c  w  c  . 
guDg  des  l'uuktcs  ßf  .verbundene  stetige.  Ve  ran  de  r  u  n  g, 
indem  derselbe  wieder  in  seiner  «rsprünglieben  Lage  an- 
kommt, erhalten,  respcctive  durch  o^',  t»',,  cü',,  <u',, ... mVhi 
bezeichnet  werden,  und  x  die  Auzabl  derjenigen  der 
l'unktc  via,  >^3,  ...  4„-i  iit,  welche  ionerhalb  der 

in  der  Ebene  der  .ry  gezogenen  geschlossenen  Curve 
liegen;  so  ißt  immer  ' 

W'  H-  tu',  -f-  w'j  -|-  . .  .        w'n    1  =  tty-f-W,  +  a>,-f-...-4-  Üim^i  zfc  XJt, 

wenn  man  nur  in  dieser  G  I  p  i  <•  Im  n  u,  das  o  b  i*  t-  o  oder  un- 
tere Z/^icbeu  nimmt,  jcnuclideni  sieb  der  i'uoiit  AI  auf 
der  iu  (|er  Gb^ne  deror^gr  gezogenen  gescblossenen  Curve 
Dn.cb  derselben  Riehtung,  nach  welcher  man  sieb  b«we*> 
gen  muss«  nm  von  dem  positiven  Theile  der  Ake  der  «sr 
durch  den  von  den  positivf» n  Tliciien  der  Axen  der  ar 
und  7/  eingeschlossenen  W  inkel  hindurch  zu  dem  positi- 
ven ^rheiie  der  Axe  der  y  zu  gelungen,  oder  uucb  der 
entgegengesetzten  Riebtu'bg  bin  bewegt  bat. 

Weiss  man  also,  dass  Yon  den  Punkten  ^^i^  -^mt 
....  .i„_i  wo  ni  erstens  einer  iiinerbuib  drr  in  der 
Ebene  der  :r  t/  u*/.  ()u;enen  geschlossenen  Curve  liegt,  so 
wird  mon,  wcnu  «tun  nur  den  l'unkt  jtf  auf  dieser  Curve 
seine  La^e  der  Grösse  nnd  der  Ricblung  naeb  anf  die 
erforderliche  Weise  verändern^  aueb  nötnigeafaUa  sei- 
nen Ueilauf  auf  der  in  Rede  stehenden  Curve  mehrere 
M  :i  I  V  <»  1 1  e  n  <!  r  ri  1  H  s  s  t  .  il  i  S  ii  m  m  c  uf-}-fü  ,  -f-w ^-f~ai,-f-...  -f-w^^i 
jede  lieiiebige  Ztuiiultiüc  oder  Abnahme^  überhaupt  jede 
beliebige  Veränderung  erleiden  lassen  küouen; 
welches  sieb  gant  nnmiCteftar  ans  dem  vorigen  Natse  eiviebt,  weoa 
man  nur  bei  der  Anwendung  desselben  zugleich  mt&t  aus  den 
Au'j:«""  v^r?i<»rf.  driss  sich  dif  in  Hede  siehende  Summe  so  wie  jeder 
ihrer  einzrlii«n  '1  iieile  furi wahrriK?  stftig  verändert,  wenn  sich  der 
Punkt  il^r  auf  der  in  der  ii^bene  der  a:y  gezogenen  geschlossenen 
Ckirve  ohne  ünterliriebniig  bewegt.  -  < 

Anf  diesen  wenigen  an  sich  höchst  einfaeben  Principten,  rtm 
deren  Richtigkeit  man  sehr  leicht  die  vollkommenste  Ueberzeugong 
gewinnt,  hornhet  vurziiglich  dn-  Hrweis  Herrn  Uonrey,  dev 
wir  nun  sogleich  näher  kennen  lernen  werden. 

Ee  sei 

irgend  eine  Gleichung  des  «ten  Grades,  deren  CoefEcienten  sänunt- 

lieb  von  der  Form  a-\-  6\/  —  l  sind.  F&r  m^l  bat  diese 
Gleiebong  offenbar  eine  Wnrzel  von  derselben  Forp,  and  es  wini 
ahm»  nm  das  wichtige  Fundamentaltbeorem  der  Theorie  der  Glei- 
chungen, von  dem  in  §,  1.  die  Rede  gewesen  ist.  im  Allgemeinen 
zu  beweisen,  Muss  darauf  ankommen,  zu  zeigen,  dass  dasselbe, 
wenn  es  fiir  jtde  Gleichung  von  einem  niedrigem  Grade  als  dem 
Jstee  richtig  ist,  dann  immer  nach  fttr  jede  Gleidiong  des  «tea  Gre» 
des  gelten  mass. 
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Daljer  Tvolfeo  wir  jetzt  annphmen,  dass  der  zu  beweisende  Sati 
für  jede  Gieicliuug  vuu  eiuem  utedrigero  Grude  als  dein  nlen  ffilt. 
Onter  dtewr  VonaneteuDg  tlut  tioE  naeli  4em  Sitte  1,  t»  f.  1. 

tadcrzeit  »Is  eio  aus  »  —  1  Factqrea  bestebeodes  ProUuct  von  der 
Form 

darstellen,  und  es  wird,  um  unscrn  Snti  rii  bowcisc'n,  nun  darauf 
aDkomiDeD,  dass  man  zeigt,  dass  es  imuier  iiuuüe:»tens  einen  Werth 
TOD  %  TOD  der8el]>eD  Form  wie  die  CoefiicieDteo  der  gegebeaeo 
deicboog  geben  mnst,  für  welchen 

oder 


Da.  dies  sv  heweiten»  eeti«  mmn 

BDd  stelle  sich  a:  ^nd  y  als  die  rechtwinklicceD  üoordioateo  eines 
Fanktee  Jf  in  eiser  Ebene  hi  Bezug  anf  xwel  beliebige  auf  einan- 
ier  senkrecht  stebende  CoordiBatenaxeOt  deren  positive  Thelle  Ojc 
und  Oy  sein  mögeo^  var«  Ferner  HÜm  ^^r^%%  A^^^.^A^^  die 
darcli  die  Ceordinaten  . 

^1 »       .^»5        ^tS  •  •  •  «ü-l»  ^n-l 

Sb  Bcsiig  auf  daaaelbe  Coordioatensystem  bestimmten  j»  — 1  Paokte 
in  dieser  Ebene,    m  sei  einer  der  von  dem  Radius  Veelor  OItf=:Q 

mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  r  f in'jr^'schlossenen  Winkel; 
wm  isi,  wie  sogleich  erhellen  «rirdi^  io  völliger  Allgemeinheit 

«sor+yi/  ^1  =  g  (eos  ai+sis  w,!^^ —  I). 

Sind  sna  femer  in,,  a>,,  Wm^i  die  von  den  Vectoren 
ji^M=Q,y  ^,i!/=s(>,,  ...  J„^i3f=Q„-.i  mit  den 

Yoo  de  n  Punkten  ...        i  jms  mit  dem  positiven 

Theile  der  Aic  der  jt  parallel  und  nacli  dcrseiüt'n  Seile  hin  gezo- 
genen geraden  Ltnieo  eioffescbluäseueo  Winkel;  so  ist  nach,  dea 
aiafrebiten  Fonaela  dar  Lekre  ?oa  der  Verwandlung  der  Coordlaa* 
taa  «fleakar  in  Tilliger  Allgemeiabeit 

a — I»,— ^,l/^=s.r— Ä,)lX^=^,(cos(i>j+siu  w,V/— 1), 
»---I».       l'^^sss*- «,H-(y- ^  jV/^==:^,(cos  sinw, 

«.  8.  W. 

(«©s  a*i»-4  +  sui  Vf—l); 
sad  folglieb  nack  eineai  kekaoaten'Satae  ans  der  Lebra  vaa  dea 


• 
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Weil  nach  üeui  Obiß^en  uus  ituu  zu  zeigen  (il)liou;t,  dasiJ  sich 

für  *  =  ^-^-yl/^ — 1,  wo  a:  und  y  reelle  Grusseu  aiod,  immer 
nindeiteBS  ein  Werth  abgeben  ISnt,  liir  welchen 

iit;  fo  werden  wir  jetzt  m  zeigen  haben«  dass  sich  für  or,  y  immer 
mindestenfl  ein  Sjaten  sweier  reeller  Werthe  nngebea  läast,  far 

welches 

V         •  •  •  ^«-1  |cüs  (o>  H-      +  .  .  -f-  Wn_l) 

+nn((tf  +  ((*i 

Iit.  Nach  der  Voranasetznng  und  noch  der  Lehre  voi  den  Imagt- 
nären  GrSraen  kenn  eher  immer 

—  V=R  (cot  «-4-  lin  a  |/^) 

gesetzt, werden.  Dulier  wird  das  Obige  bewie^eu  heiu,  weun  man 
■eigen  kann,  data  sieh  für  v  immer  mindesten«  ein  System 
xweier  reeller  Werthe  angeben  tösst»  durek  welches  die  beiden 
Gleichungen 

sngleich  erfSIlt  werden ,  wovon  'man  sich  auf  folgende  Art  ühei^ 
sengen  kann. 

W^  nach  dem  Obigen 

•  ^,  =  V{q  COS  w  — sin  «>  — ^,)», 

q%  =  V^(^  cos  m  —  agj*  -+-     hiu    ~  ' 

^«  ars        eos  0»  +    sin  itf  —  ^,)», 

n.  s,  w. 

=  V  (q  CO«  lu  —  »n-i)'  -+-     sin  w  —  bn^^ 

ist;  so  ist  das  Produkt  ^  ^t^»  . . .  ^i»— i»  dessen  Werth  immer  |iosi- 
tlr  ist,  f&l*  jeden  bestimmten  Werth  von  o»  eine  stetige  FondiM 
von  ^,  welche  filr  ^ssO  verschwindet  and  for^aoo  vnendliek 
wird.  Daher  muss  es  offenbar  fiir  jeden  bestimmten  Wertti  Ten  et 
mindestens  einen  Werth  Von  q  geben,  für  welchen 

also  die  ersfe  der  beiden  obigen  Gleichnngen  erfüllt  ist  Denkt 
man  sich  fols^licb  in  der  KIbene  der  a:y  von  dem  Antoge  -^  der 

Coordinatrn  aus  eine  stetige  Folgte  gerader  I,iinien  gesogen,  so 
wird  es  aut  jeder  dieser  geraden  Linien  einen  Funkt  ywcrcben.  des- 
sen Bntfernunff  vom  Anfange  der  Coordiualeo  oder  dessen  Radius 
Vector,  für  q  in  die  Gleichung 

QQiQ%  '  *  •  9n-\  =  H 
gesetzt,  derselben  genügt,  und  es  fragt  sich  jetzt  snnächst,  ob  alia 
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diese  Fiiiikte  eine  stctisre  völUg  gesell losieae»  den  Punkt  ^  uisoaacb 
«Hnn 'StiCnn  hn  ohne  Bnterbreckuiig  umgebende  Carve  bilden.  Dass 
dien  nbnr  iriiklicb  der  Fall  iat^  kmui  auf  folgend«  Art  gezeigt  ^ 


dien 
werden. 

Weil  nacb  dtm  Obigen 

«.  n.  w» 

ist,  so  ist  die  Gleichung 

•der  Tielmebr,  wenn  man  dieselbe  rntionbt  maebt,  die  Gletcbitogp 

offenbar  sowohl  in  Bezu^  auf  a-,  als  ntich  iu  Bezug  anf  TOm 
2«  ten  Grade.  Die  Gleichung  eiuer  jedeu  geraden  Linie  hat 
die  Pom 

y=X.r-4-ji*  oder  a:  =  X, 

1 

Oeakt  man  sieb  im  efsten  Falle  in  der  Gleichung  , 

far  y  deo  Au&druck  /uc-^fA'  gesetzt,  so  erhält  luuo  eine  bloss  die 
aobckanate  Greiwe  enibaltende  Gkiebung,  deren  hScbstee  Glied 
nfieobnr  (l  +  X*)»  ar^,  und  die  also  vom  £iten  Grade  ist,  folglich« 

nnch  dem  Satze  2.  in  1.  höchstens  2/i  reelle  Wurzeln  li.iben 
kann,  zu  deren  jeder  wegen  der  Gleichuno^  y  =:  ^.z- -f.  a  nur  ein 
besiimater  reeller  Wer<b  von  y  gehört,  km  zweiteu  Fulie  erhält 
■an,  wenn  was  Im  der  Gleiebaag 

Vi*  .  •  •  Qn-l*  =  ^* 

die  Grösse  jr  Ä  setzt,  liiic  filoss  die  unbekannte  Grösse  y  etit- 
hutteode  Gleichung  des  2Mtco  Ivrudes,  weiche  also  nach  dem  Satze 
2.  in  f.  1.  wieder  hdcbsteas  %m  reelle  Wurieln  haben  kann*  Hier- 
an crgiebf  «eb,  dats  von  der  dnreb  die  Gleiebnng 

charactensirten  Curve  keiue  gerade  Linie  iu  mehr  als  '2,n  i'uukteu 
gMchnilten  werden  kann,  und  das«  also  diese  Gurre  jedeefallR  nicht 
der  Gattung  der  Spiralen  angehört,  welche  ohne  jemals  in  sieh 
selbst  zurückzukehren  iu  unendlich  vielen  Windungen  einen  fetten 
Pnakt  nageben«  Bestände  aber  die  durch  die  Gleichung 

characterisirte  Curve  ans  gewissen  von  einander  gesonderten,  also 
in  keinem  stetigen  ZmaBDenhange  stehenden  Theilen,  so  ^vnrde 
TM  de»  Faakte  O  an  durch  die  Zwisebenriittnie  awischen  den 
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einzelnen  Tbeilen  biDdurrh  bis  xu  ciuem  von  Uem  Punkte  O  uneyd- 
licli  weit  entferDteo  Funkte  eine  stetige  Gunre  ziehen  können, 
auf  welcher  der  Radins  Veelor  keines  PMcles  der  Gltidiiuig 

genügen  würde,  welches  uiiL^ercimt  ist.  Denn  dicj  dem  di^se  Cur?e 
beschreibenden  Punkte  entsprechenden  Vecloren  q  verändern  sich 
stetig  von  0  bis  OD  ,  wtA  M  werden  sieb  alfa  ancb  die  eaispreebea* 
den  Wertbe  der  Grösse 

stetig  verändern.  Weil  nun  ^^1^3  .  •  •  Pn— 1  für  ^  =  0  verschwin' 
4et»  so  tat  in  der  Hübe  des  Punktes  O  die  GHisae 

ofienbar  negativ;  positiv  ist  diese  Grösse  dagccfPii  in  der  Xälie  des 
Punktes  O^y  weil  Q  Qid^  • .  •  Qn-i  für  ^  =  v£  uueudiicii  wird.  Da- 
ker  BOSS  diie  Grösse 

irfreodwo  auf  der  Curve  00^  vom  Ncg^ativen  zum  Positiven  über- 

äckeu,  welches  wegen  der  stelij^^u  Veränderung  dieser  Grösse  nur 
ann  gesebeben  kann,  wenn  dieselbe  dnrcb  Nnll  bindureb  geht» 
woraus  sich  also  ergiebti  dass  jcderseit  fiir  einen  gewissen  Ankt 
auf  der  Gurre  00 ^ 

9^,^,  — üssO  oder  qq^Q^.^.^i^R 

sein  «ttss,  welches  gegen  das  Obige  streitet  Folglich  ist  die  dnrch 
die  Gleichung 

characterisirte  Gurre  nothweodig  eine  stetige  geschlossene»  den 
Punkt  O  nach  allen  Seiten  bin  ohne  Cnterbrechoog  umgebende 
Gnrve. 

Von  (!on  Punkten       A^,  A^.   /„-  1  lieirt  immer  min- 

df'storis  f'iütTj  nfimfich  der  Punkt  iiincrliulb  der  in  VwAv  sfelifn- 
deu  Curve.  Ferner  lässt  hieb  leicht  zeigen ,  diu»2i  keiuer  dieser 
Punkte  auf  derselben  liegt.  Von  dem  Punkte  O  versteht  sieb  dien 
von  selbst.  Lü^e  aber  z.  B.  der  Punkt  A^  auf  der  Carve,  so  w9rde» 
da  für  jeden  Punkt  derselben  die  Gleichung 

•   

erfnllt  ist,  dies  auck  fiir  den  Punkt      der  Fall  sein,  weiches  aber 

ungereimt  ist.  Weil  man  nämlich  unter  diesen  Voraussetzungen 
den  oben  im  Allc^cmcinen  durch  M  bozeichnetcn  Punkt  als  mit  dem 
Punkte  A^  zusamment'ailend  betrachten  mu«;»,   so   wurde  oft'eobar 

8,^=.^i/l/'=0,  und  folglich  auch  ^ . .  .  1  =  0  sein»  da 
och  olfenbar  R  nie  verschwinden  kann,  weil  natärllcb  ü  nie  nicht 
verschwindend  aagenommen  wird.  Nimmt  man  nun  «lies  dieses  mu- 
sammcn,  so  ergiebt  sich  aus  dem  letzten  Satze  des  vorigen  Para- 
jrrMplion  unmittelbar,  dass  auf  der  in  Rede  stehenden  Curve  der 
Punkt  M  iuiuter  so  aDirenumoien  werden  kann,  dfiss  die  Summe 

t»»  4- , -4- w , -f- • . .  +  «^1 

jeden  beliebigen  Werth  erhiUt,  also  nnch  so»  dess 
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iit  Da  nnn  mmIi  d««_OI»i0«i/liir         Pjukt  UnKfer  Cam  di« 

Gicicluiiig 

«tfüllt  ist,  lo  riebt  man,  da^s  sich  auf  derselben  imnier  ein  Punkt 
Mgeken  UUwt,  darein  dessen  Cootdinatta  die  beiden  Glewhnngtii  ' 

ngleieb  crfiilll  werden  t  nnf  den  Bewein  dieiei  Sntnet  iit  nber  oben 
<ier  Bewek  des  Fimdamentalsatzc«  4tr  Tbeetin  der  nlgebraiscbev 

Gieichuog^cn  zurückgeführt  worden,  so  dass  also  nun  auck 
widitige  Fundameatalantn  selbst  vollständig  bewiesen  ist. 


lieber  eine  merkwürdige  Relation  zwiscbea 
den  reGhtwinkUgen  Coordioaten  von  vier  Punkr 
ten  in  einer  Ebene  und  den  drei  Winlceln,  wel- 
che die  vier  von  diesen  Ponkteu  nacb  einem 
fünften  Punkte  in  derselben  Ebene  gezogenen 
geraden  Linien  mit  einander  eiosebliessen^  und 
Qbeir '  zwei  vtrtcMge  geodAtiflNühe  •  Au%aben. 

> 

dem  Herausgeber. 


Fs  seipn  vier  Punkte  in  einer  Ebene,  deren 

Cuorüioaten  iu  Bezug  auf  ein  beliebig'es  rrrhtwinkliges  Coordioa- 
(easjrstcn  res^tective  or'^  yf\  a^ni/xy  ^%^y\  \  •^■«»y'i  ß®»"  mögen. 
Ks  fänfter  Pnnkt  in  derselben  Kbene'  sei' jtf,  und  ^,  ^  seien  die« 
Coordinuten  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  dasselbe  System.  Dnrcb 
dcD  Punkt  A  deukc  man  sich  ein  dem  jirimitiven  prirulfclcs  CoortU- 
natensystem  der  ^  tj  gele^,  und  bezeicline  die  Courdioatcn  der 
Punkte  A'^         A\,  A\  m  Bezug  nuf  dieses  ueae  Sjstem  rcspec- 

fire  dofch      V;       ^'i;  r„       l\y  n\\  ^P 
wMiiMi  l^mehi  der  Leine  von  der  Verwnfedlim^  der  .Cum«», 
Htm  die  folgnaden  Gleichungen: 
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=  ^ -4- =  y -f- ; 

Die  von  den  Lieieii  j4yi\  AA\.  AA\,  AA\^  welche  durcJa 
^>  ^11^3«'^*  bezeichnet  werden  sollen,  mit  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  |  eingeschlosscncD  Winkel,  welche  von  dem  positiven 
Tbeile  der  Axe  der  {  an  daroli  den  Ton  den  ^oriliven  Ti^ilca  der 
Axen  der  ^  und  ri  eingescblowenen  rechten  IVinkel  hindureh  mmmt 
nach  derselben  Richtung  hin  vou  0  bis  360**  gezählt  werden  ,  wol- 
len wir  durch  ff  ,  (f  -\~a,  y -f- ff  ~\- y  bczricliiicn,  iuücui  wir  dar- 
auf besonderü  uutmerküaoi  zu  machen  nicht  unterlassen^  dass  die 
durch  a,  y  bexeicbneten  Gröuen  zwar  nicht  iii  alleo  Fällen  die 
180«  niclit  fiberttcigenden  Winkel  JfAJty^  A'AJ* A'JJ'i Mt]btt 
sind,  aber  decb  ana  diesen  WSfilLetll'']edcrzeit  leicht  gefunden,  und 
daher,  wenn  dieselben  etwa  bei  einer  geodätischen  Aufnrihmo  ge—  . 
messen  worden  a\m\ .  immer  als  bekannt  angenommen  wcnlcii  kön* 
nen.    Dies  voruu5ge::eizt.  ihi  oäeubur  in  völliger  Allgemeinheit 

=:  ^    cos  9» ,  ff  =zq    sin  9) ; 

6'i=Ci  cm(SP  +  «)>  ii=1ix  sin(9p-|-a); 

9%=^%  coa(yH-ft,  9's=f«  «»(v-i-W; 

nnd  mittelst  der  Gletcbirageii  l.  ergeben  sieb  daber  jetst  die  fblgen* 
den  GUeiebuaipea:  ,  - 

1^  stsar-^ft  coBtp  y  ct=y-4-p  sin  5^ 

jr',  =.r-i-^i  eoi.(y-+-u),  y  ,  =y-+-^|  sin  (fp a); 
«".os^+e.  faia<9-^/),  y'.sy+f,  aiji(s^+/). 

Dorcb  Elimination  der  Grössen      Qu  Qt^      aus  diesen  ackt 
Glaicbnngcn  erbült  aian  die  fier  folgenden  Gleicfanagen: 

I.r  i>i II  7  —  //  cos  q>  ^  .ir'  sin  9  —  y*  cos  50 ; 

^  sin  {<p-{-a)  —  y  cos  (sp-h«)  =  or',  sin  (^-|-a)  —  y*»  cos(y-f-a); 
a:ein(9)+/9)-yeoa(9H-/})  =  ^s  «■»  (sH-i?)  — c©a(y-|-/J); 
*  sin  (9+^)  ^  y  cos  (9+/)  =  jp'.  Bin  (y-f^)  —  jr',  «os  (fH-r)  5 

aus  denen  sich  ferner,  wenn  man  aus  der  ersten  und  zweiten,  aus 
der  ersten  und  dritten,  aus  der  ersten  und  vierten  die  (jruj^se  y 
e]iminirt>  leicbt  die  drei  Gleiohungen 

( jrsina=|jr'isin(^H-«)— y'i<"ri'^('/-4-«)l  cosy — (jr'sing— y*cos7)cos(y-f-«), 

( jc  sin  ^^a) j:'«sin(9»-|-y>->y tC0C(9H-f ) i  eos^»— (a^sin     y'cos9>)  eos(^-f-^) 

ergeben,  dia  dMm  darcb  EüBuialtoii  van     saglekb  wä  das  baiitn 

Glaicbangen 
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sin  a  . 

sin 

•<er  , 

^1  a  taug  9^)     ,  («ot«-  toB9^)-(^>^iHin^)(c(^<>  -  tag  ^) 

ss^,(l+ cot;'  tanp^  y)  -  j^,  (cot  -  tan g 5p)~(^tangr  ^^-/X^^^^-teBg SP)  > 
oder»  wie  man  Meb  leichter  ReehDuog  findet,  xn  den  beiden  Gleichnngen 

a?',-(y',-y')cota-f-j(^,-^')cota-hy',-y'|  tangfp+^taDgy* 
=  ar',-(f/j-y')cot/?-|-  |(^,-^')cot/J-f-y'a-y'|  tanggp-4-^'  tangy* 
Äj?',-(y,-y')cot/'-f-i(^i-^Jcot;'-|-y,-yj  tongyH-^ tangy«  j 

oder,  wenn  man  io  diesen  GleichuD^en  die  Ictiten  einander  gleichet 
Mieder  anfliebtf  sii  den  beiden  Gleichungen 

=  «',—  (y',—y')  cot/9 -M(a/,—^')  cot/J-|-y,— tangy 

führen,    Ans  diesen  beiden  GleichuDgen  folgt  aber  leiclit 

1.    a:^.— j:",— (/.—y')  cot<r-f-(y',— y')  cotß 

"»"B  SP  —  (*',       J  cot «  - (a:',— ar) cot/J' 

wog  SP  —    y',— y  cot^  —  )  cot/ 


also 


7  ^1— ^i-»^)eet<r-f-(y^.~y')cot/l 

Briu&(t  man  über  diese  Cleicliung  auf  NuU,  so  erhalt  mau  nach 
einigen  leichten  VerwaudiuDgcn  Uie  lolgende  merk  würdige  Glei« 
ehnag: 

-|-|(^'— ^,)(a/,—;r',)+(y'--3^i)(y',— y,)}  cos«  siüjS  «iu/ 
+       —  j-f-Cy  —      (y.— )i  sin «  eos/? ainy 

+  I  (a/  —  jp', )  (y'  —  y', )  —  ^1 )  (y'— y , )  I  coi4»  sin  ß  ceer 
-H  {(ar"  —  a/,)  (y— y,}  —  (^'—        (y  —  y  J |  cos«  sin  hinf. 

Nadk  wvitaiar  BbfwIckaiaBg  eriiUt  diaie  filcicfaniqr 
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-H ^'i-f-y, »in/? 8in(;'— a) 

— (jr'y',— y*^,)  cog^  md  fr—«) 

—  (^V,— y^',)  cosy  sio  («—/!?) 
-I- (or'jy'j — jr%  )  sin  «  Cüü  (jt^— ;') 

'  nnd  ^i€8e  Gleichung  lässt  sicli  endlich,  wenn  man  die  Producte  der 
goniometrisrhcn  Functionen  nuf  bekannte  Weise  in  Agg^regate  von 
rosiuusst  n  Ull  i  Sinussen  verwap4clti  aock  unter  der  folgeodeo  Ge- 
stalt iiarbtelieu:  ^ 

10.  0=l(ar'-^',)(a/,— ar',H-(y-~y'J(y,-y',)|  cos (— «-{-/) -i-/') 

'  +i(^-^^)(^.-^.H-(y-y',)(y'3-y',)tco8(a-/S+/') 

|(^-^,)(y,-y',)-(y'-y;)(^^-^,)|  8in(a-/JH-r) 


llittettl  4er  .uii,  Vorhergehenden  .entwickelten  Fornein  lassen 
nell  zwei  wichtige  geodätische  Probleme,  die  in  der  Piueu  liäufif^ 
mit  Vortbeii  in  Anwenduntr  gebracht  werden,  auflösen. 

Bei  der  unter  dem  rSiameu  des  Pothenotscben  Problems 
bekannten  Anhebe  «ipd  4rei  Punkte  ibrer  Lage  nabb  gegeben,  nnil 
die  Lcige  eines  vierten  Punkts  soll  Ivotimnit  werden,  wenn  in  die* 
srni  PiJiiktr*   dif   liPtden  Wirkcl   cfnirssm  ^yt)^t^pn  sind,  welche  die 

drei  vou  demseJbeu  uucb  deu  drei  jgegebeoeu  Punkten  gesogenen 
Linien  mit  einander  einschliessen. 

Nebmen  wir  an,  dass  ji\  J\,  A\  die  drei  gegebenen  Punkte 
find  und  A  der  i^esncbte  Punkt  iit,  so  sind  die  In  Obigen  dareb 
or',  jr'i,  \  or',,  bezeichneten  Coordinaten  und  die  beiden 
Winkel  a,  ß  bfknnnt,  und  die  beiden  Coordinaten  jc^y  werden  ge- 
sucht.  Weil  Duu  uack  6. 

ist,  so  kann  der  Winkel  rp  aus  den  gegebenen  Grössen  crrfunden 
werden.  Da  uiuu  jedot'h  nur  weiss  ,  dass  dieser  Winkel  'ibO"  nicht 
ühersteij^tf  so  fragt  es  sich,  ob  man  denselben  zwischen  0  uitd-180* 
oder  xwiBcben  180*  und  360**  zu  nehmen  bat.  Eine  Enttcbtiduar 
hierüber  kann  aber  leicht  auf  folgende  Art  gegeben  werden.  NacS 
%  bat  man  die  felgenden  Gteicbungen; 


11    f.xnm  — _  ^|-^a--^y'l~y')C"t«.4- 
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I 

4eneii  neh  die  Crleicfaungen  .■.  * 

m 

ud  liieMiit  die  bet(ieB"fbI|^depi  Aotdröcke  too'  ^  ergeben: 

^       ;  •  .  .  isin «  i   .      '  '     •  * 

^  {psf—af-^  sin  (y-n/g)—  {tf—tf^  <o«^»Ht/9)  .1 

^  —  ^  «in  ^ 

Da  sae  die  beiden  Wertbe,  we1ebe9i  beben  kenn,  jederseit  VQn4er 

Fem  9  Oed  und,  m  sieht  man,  dass  diese  beiden  Wertbe, 

ftr  <jp  in  einen  der  beiden  ;  orltergelicnJen  Ausdrücke  e;esefzt,  fdr 
()  jederzeit  zwei  Wertlic  mit  cntgcjjeojjfeaetzten  Vorzeichea  liefern. 
Heil  aber  q  seiner  Nutur  nach  positiv  ii»^  so.muss  quin  für  9)  im- 
■er  denjenigen  idner  beiden- werrae  Helsen,  weleber'fiir^  einen 
aoekiren  Werth  liefert,  vnd  kenn  dse  .auf  diese  Art  immer  mit  völ-- 
liger  Sicherheit  entscheiden,  ob  mun  9  iwieclien  0  und' 180?  oder 
isriachen  180**  und  360**  zu  nelimea  bat. 

Hat  man  <jp  und  q  auf  diese  Weise  gefunden,  so  ergaben  sich 
die  gesQchtep  Coorüinatea  x,  y  mitteUt  der  ^  ans  \%,  fliessenden 
Foraeln 

14.   a:r=.a:' — ^cos^p,  y  =  y' — ^sin^); 

Dod  ^,  und       erhält  man  nun  ferner  leicht  mittelst  der  Colgendeo 
sich  ebenfalls  unnüttelbar  ous  12.  ergehenden  Formeln? 

^»       cos(y-f-«)  sin(y<-f-c)' 

'»  •  coK(y-f-/!)  sin(y~f.^)' 
Auf  dieee  Art  ist  jetzt  das  Pothenotsche  Problem  vollständig 

Eine  andere  geodätiju:ho  Aufgabe^  deren  Aiyflös^ng  sich  aus  den 
\m  Obigen  entwickelten  Glelcbnngen  ableiten  Itot,  iat  das  folgtnde 
neböne  Lambertscbe  Problem;. 

Hau  soll  die  gec^enseitigc  Lage  von  acht  Ponktott 

>^,,  ^-/j,  und  A\  A'jy  A\y  A\   bestimmen,   wenn  in 

jedem   der  Funkte  A^^  y#,    die  Winkel   i^eiat  sscu 

worden  sind,  welche  die  ^ou  diesen  Punkten   nach  den 
Pnnkten  Jt^        Jt^^  A\  gezogenen  geraden  Linien  oiit  ^ 
einander  eineeblieBaea. 

Man  nelime  den  Punkt  A'       Anfancif  der  Coordinaten  Ott}  Und 
•eise  also  ^=:0,  ^=0,  so  wird  die  (aieichnng  9.^ 

Os=(V«^,+y'«y',)aina«in(j^— "      *  / 

-4-(a?',^',+y',y',)8hiyain(a-/?)    •    •  = 
-f-  C^t^i — sin/?  cos(/— a)  • 
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Setzt  man  duu,  waa  ofieobar  vergtittet  iit»  Mch  iweli 

to  wir4  diese  Gleicljun^r 

H-«',  l«',  linfpf.«)^^,  cim(/— a)t  nn/? 
H-o?',  1^,  810(0-/?)-+.^,  cos(«— sin 
miii  folgiicb»  jftnn  man 

1«.  «^,=^^,4.* 

•ttet, 

'  +  (Vi  —  y*, ^, )  Bi n  a  co§(/»— p') 

"  -f-*',  jor',  siu(«-/?)-4-asin(a— /^)H-y',  cos(a— ^)jsin/', 
oder,  wie  man  leicht  findet,  weil 

sin  uBiü  i(i~r)  H-  &ia{i  Min  {y^u)  =  —  sin;'  sin  («— /i), 

»iDaco8(^-y)  — 8ii>/?cü8(y— c)r=:  coi;<Mii(a— /})  ' 

.        17.    0  =  (x^', -f-y'.y',)  sinasiiH^'^— 

+     y'»  «ay  cos 
-i-  af',  y',  eoir  Mn  («— 
Hh  d/,  (^,--^,+«)  «iiif  8in  (a^ß). 
Diese  Gleichung  wird,  wenn  man  der  Kürze  we^ 


setzt. 


Id.    0  = // sin  a  sin  (/? — 
+  ^si na  cos 
+  r  SM  X  ce8(a— /S} 
+  «co8;'«n(«— /9) 
+  #8iny  8iB(a— /J). 

Ueberlegt  raon,  dass  diese  Gleichung  sieb  auf  d^n  Punkt  ^ 
beziebt,  und  dass  mau  jur  die  Punkte  Jl„  ^„  otienbar  ^anx 
Unliebe  Gleichungen  bilden  kann;  so  erbellet,  datis  die  Data  der 
Aufgabe  imaer  ?ier  fSleidttagen  den  eraten  Grndee  iwiecben  ilea 

funt  uobekannfen  Grössen      7,  r,  s,  t  von  der  obigen  Form  lieferD 
mittelst  welcher  man  also  die  Verhältnisse  (for  firössen  Pt^^r  9  $ 
unter  einander  bestimmen  kann.    Daher  wird  man  *  * 

Mtnea  k«uim,  wo  U^ig^^k^A^  lidnvitelMMeB  niad.  iSatat 
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4m«  noch      =  1 ,  M  iit  «ss^g,  mtd  dl«  Glelchvngw  18.  «rbal« 
die  foigmde  Pom: 

Dies  HTnd  vier  CleicliHng^cn  mit  vier  unbekannten  GrSsieD,  die 
sieb  als»  milielst  dioscr  <■  leichnniren  bestimtnen  lassen.  Durch  Eli- 
Minatioo  vuo  y  ,,  wenn  man  uauiiich  den  Werth  dieser  Grösse  aus 
4er  dritte«  Gleicbimg  in  die  beiden  ersten  6i«iclini|geii  eioföbrt, 
«rbllt  meB  leieiit  die  drei  folgenden  GleithODgen: 

21.  (  »  —  X  j^  ', 

and  durch  filiBinntion  ?on  »  erhält  man  ferner  die  beiden  Giei* 

cbuDgea 

swieeken  den  Coonfionten       und        Ftthrt  men  den  Werth  ren 

aus  der  ersten  dieser  bei<ion  (■leichungeo  in  die  sweite  ein,  so 
«liüt  «an  för  y',  die  folgende  Gieicbnog  des  xweiten  Grades: 

»  a=(H-it,)(i6,+/f,) 

uod  sieht  nho,  da*(s  //,  im  ADcromeinf^n  zwei  Wertbc  bat,  die  aber 
aacb  beide  UDmögltck  werden  konucn.  ilut  mau  auf  diese  Art 
^fmmdtm^  sa  ergeben  sieb  a/,,  o^',,  y ,  leiebt  nitleht  der  Glei- 
eboB^aa  tt.,  21.,  16«  und  20.,  wobei  nmo  immer  fest  n  halten  hat, 
dass  jr',  =1  gesetzt  worden  ist.  Die  Coordinaten  ar,  y  des  Punk- 
tes  findet  man  nun  f<'rner  ijrnnz  .uif  <lirsi»lbc  Art  wir  oben  bei 
der  Potheoot'schen  Aulgabe  gezeigt  worden  i»r,  und  aut  ganz  ähn* 
liehe    Weise    ergeben    sieb   anch    die    Coordinaten    der  Punkte 

Alle  anbekanntc  Grössen  sind  Mor  durch  die  Grösse  o/,  sls 
EiriftfMt  ausgedrückt  worden,  und  mehr  ata  die  Verhältnisse  der  ge- 
sucliit^u  Grössen  zu  der  Grösse  als  Kinlicit  lässt  sich  auch  aus 
deo  Uatis  der  Aufgabe  in  der  Tliut  uicht  üudeo,  wcii  die  säniut- 
leben  Data  der  Aafj^abe  nnr  Winkel  sind.  Handelte  es  sieb  nn 
absolute  Grössenbestininnngen,  so  müsste  aündestcns  noch  eine 
der  in  der  Figur  vorkommenden  Linien,  ct\Ta  die  Linie 
welche  unter  den  oben  ofemachteo  Voraussetzungen  olTenbar  die  Knt- 
feruuug  der  beiden  Punkte  A'  und  Ji!x  von  einander  ist,  gemessen 
werdeo. 
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Tafel  der  pythagoräiseken  Dreiecke.  /  ' 

Tob  deii 

Herrn  Professor  C.  A«  Bretsclmeider 

SU  Gotha. 


Dass  die  in  den  Sclmlze^schen  Tnfrln  Rd.  IL  Seite  308  ff.  nnti»r 
der  Aufsclirlft  rationale  Trigouo  m  (  t  rie"  enthttltene  Tutel 
der  li^iiitttforaischeo  DreieclLt  io  eiozelocD  Resultaten  bedeutende 
Fehler  entbäU,  wird  alten  deo  Lehrern  der  IVi^nometrie  nicht  no. 
bekannt  sein,  die  diete  Tufel  lu  Aufgabe«  für  ihrr  Scliülcr  benutzt 
Laben.  Neuerdings  bat  jeduch  Herr  Professor  Kunze  in  Weimar*) 
DBcIiccewiesen,  duss  die  Menge  der  in  jener  Tabelle  rorkommenden 
Feltler  so  bedeutend  ist,  dnss  letztere  dndurcb  fast  unbrauchliar 
wird.  Da  sie  nun  gleichwohl  dem  Lehrer  eine  sehr  braocbhnre 
a^pielMoiMliing  fdr  reahtwlnkiieha  and  acbttfiriafclidw  IMaeka  datw 
biatatv  ao  habe  ich  »ich  der  kleinen  Mühe  untencogco,  sie  noch- 
mals zn  bereclirien  und  dabei  die  Winkel  bis  niif  /eluitelserundpD 
griiiiii  zu  licstimmeu.  Da  jedeti  Resultat  mitteilt  der  i'ullei'äolieii 
Tatclu  du|i|it'it  berecbuet  und  die  Winkel  bis  auf  Uuoderttkeile  der 
Sacaaden  gesncbt  wnrdeo  aiad,  wobei  die  dop^Han  Warthe  btteli« 
ataaa  aar  um  0/'04  differiroa  darften,  $m  Bttahtoa  die  arbattaiAM 
Rotvitate  wohl  voUea  Zatrauea  verdieaea. 

Bexeicbncn  daher  m  nad  n  relative  Primsablen;  voa  denen  im- 
mer nur  die  eine  ungerade  scyn  darf,  und  man  setzt  den  einen 
Cathetcn  a  eines  rerltminklichen  Dretrrkfs  jrlf^if'li  -w/^ .  so  ist  drr 
andere  Cathcte  fß  gleich  ///- — die  Hypotenuse  /i  gieicli 
woraus  sich  die  den  Catbeten  a  und  6  gegenüberliegenden  Winkel 
jt,  toad  J9  dareh  die  Gteichuagea: 

taagr  i  vrf  =  £^  and  taag  i  Ä  Ä  2^ 

ergeben.    Die  Tafel  selbst  ist  nun  folgende: 


•|  In  flcr  Vorrede  zu  Chr.  Gottl.  Tröbst  Tafel  der  Sinus,  Tangenttn  und 
Secaiiteo  etc.  Jena  It^O  bei  Hucbiiausen.   181  S.  12. 
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v8li9 

10 

3^10 

m 
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470 

93 

485 

10 
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33 
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30 
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5 
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299 

349 
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373 

11 
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203 
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13 
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17 
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35 
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70 
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305 

h 

152 
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8 
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297 
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{ 

10 
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♦ 
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14 

^% 
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<> 

10 

i  105 

617 

18 

6S4 

37 
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90 

1 

40 
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0 

3 

1^0 
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ö 

^ 

351 

449 

T 

9 
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B 

)  440 

279 
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i- 

13 

520 

231 

56^1 

17 

680 
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089 

19 

700 

39 
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2 

84 

.  437 

4 

168 

457 

8 

330 

37t 

505 

10 

420 

341 

5M 

10 

672 

185 

097 

20 

S40 

.  . 
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22 

1 
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3 
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5 
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^ 

i 
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30000 
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S97<> 
5814 

Mio 

34l>59 

'lOlOI 
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13500 
26^0 
37050 
45144 
4951M) 
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43^90 
31020 

l2tM^ 

7980 
23400 
49140 
5^) 
Oi:>80 
00000 
3774(> 
14820 

\mA 

0:iv;t> 
710UI 
02100 

mio 

K^O 

31350 

OOtH>0 
79794 

S5470 
72930 
51414 


58»42'55".8 
09  1  I,  4 
78  11  15, N 
80  18  17,  2 
1:1  -2^  8 
20  28  51^  7 
38  52  4S,  3 
50  21  8,  I 
60'»?S5  5l,  9 
70  20  0,  7 
TS  nn4l.  7 
So  31  42,  9 
6  21  '^\.  8 


31"  17'  4";2 
20  58  58.  6 
II  4^il4i^ 
•\  U  42,  8 
70  34  49,  2 
03  31  8,  3 
51  711,7 
d9  35<i»l,  0 
29   4  8,  l 

10  33  53,  3 

11  3  18,3 
3  28  17,  1 
3  38^,  2 


31;  2  5^^^^  5l;6,4 


12  30  3,  Ks 
02  51  32.  9 
71  40  31.  1 
NO  13  30,  (» 


47  29  50,  4 
27  827,1 
18  1928,9 
3  10  23,  4 


1*1  4,fll^*7  5^fe5/* 


23  ^6  38,  3 
35  3  4,  I 
45  40  2,  3 
55  31  1,  5 
Ol  33  4.  0 
72 ''46  7,  3 
SO  12  0,  5 
80  54  13,  3 
5  43  29,  3 


00  13  21.  I 

54  5r>  5.>,  9 

14  19  57,  7 

34  28  58,  5 

25  20  55,  -I 

17  13  52,  7 

0  57  53,  5 

3  5  7 

8'i  10. io,  7 


17  '3  41,  5  72  5018,5 
48^  3|M  2511,7 
48  27  19,  7 

■  >  (  4  I  U  ,  < 

06  2  51,9 
80  43  44,  0 
87  3  44,0 
l^*to5Ö.  4 
21  34  0.  9 
\\  1-2  :V2.  1 
50  55  30,  1 

7  4  30  28,  i 
8f%20,l 

5  12  18,  4 
15  31  49,  2 
25  30  30. 
35  18  0,  9 
44  29  53,  0 


41  32  iH 
32  22  42,  3 
23  57  8.  1 
9  1015,  4 
2  50^5.  4 
79   7  9,6 
08  25  53,  1 
48  17  27,  a 
39    4  23,  9 
15  23  31,  ö 
I  47^%  7 
81  47  41,  6 
74  28  10,  8 
64  23  29,  3 
54  41  59,  1 
- .  ,  45  3^  1,  0 

030,4  28  50  29,  0 
08  34  25,  5  21  25  34,  % 
75  23  I  S,  5  14  30  41,  5 
81  37  18^  0    8  22  11,  4 


87  20  8,0 


2  39  52^  a 
;  ..T 


Digitized  by  Goqgle 


1 


m 

1  " 

1                       1  ■ 

▼ 

.1  ^-j: 

4. 

*i 

-  Olo 

^  o 

.>33 

fe  9711 

« 

593 

d29 

o«k> 

0/3 

«Soo 

786 

1  f2 

1  o 

Ott«» 

8B3 

929 

IUI  X 

AK 

1013 

9A 

1 

4o 

577 

K 

9 

wl 

001 

i 

KOT 

8B8 

1  1 
1  1 

455 

o97 

1 

f »—  I 

4U  < 

/  i.> 

1*7 

1  IT 

,  937 

47 

11119 

9 

t»29 

% 

-1 

ouy 

Ol  I 

1 

O 

öo9 

♦>U1 

400 

•IVI 

12 

600 

481 

769 

14 

700 

429 

881 

10  i 

881 

18 

900 

301 

049 

22 

1100 
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24 
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49 
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24T50 
17196 
6SQ;V4 
85560 
98670 
106200 
107226 
10046^1 
84870 
59350 
22770 
13800 
60190 
88588 
120120 
120981 
117096 
980i0 
25944 

60900 
8K:{50 
U220O 
144300 
188150 
147600 
135450 
77550 
29400  I 


9«56^2'',1 
19  43  53/8 
29  14  30,  3 
38  8128,8 
46  59  49,  7 

55  6  20.  2 
62  39  20.  0 

69  36  5<»,  3 
76  538,7 
82  1  5, 4 
87  2714,  2 

\  46  I  S,  N 
23  3211, 
32  31 13,  5 
49  14*9,7 

56  .V?  9^1 

70  37  20,  8 


76  44  5,  9 
87  33  44,  1 

9  852,3 
18  ro  50,  0 
26  59  •2<>.  \ 
35  29  21,  0 
51  16 
58  2951^  5 
65  14  18,  6 
71  30  28,0 
82  41  41,  0 
87  3942,2 


80"  3'37"9 
70  16  6,  2 
60  45  29,  7 
51  38  31,  2 
43  010^3. 
34  53  39,  8 
27  20  33,  4 
20  21   3,  7 
13  5  i  2L  3 
7  58  54,6 
2  32  45,  8 
13  41  2 
61.  27  48,  3 
57  2^  46,  5 
40  45  10,  3 
33   6  50,9 
19  22  S9,2 
13  15  54,  1 
2  26  15,  9 
.SO  51  7,  7 
71  49 10,  0 
63   0  30,  7 
5i  30  38,4 
38  -43  4,  8 
31  30  8,  5 
Vi  4541,4 
18  2932,0 
7  1816,0  * 
%  8017^8 


•  J^'"*  ^n"**!?  ^•'f  ^'»«H"n§r  «««er  Tafel  nit  der  »cliulzesciieii 
xeicrt  ntin  allerdings  so  . r  viele  und  zum  Theil  bedetttä^  R e c h - 
nyop:stel.ler.  IVr^  crf.rf,c.er  d«r  Tafel  hat  uqt«r  200Of5Jäe; 
■■cht  weniger  als  08  iireiea«  4«ppeit  bcfecboet,  weil  er  vwSISS 
ka,  ^  die  Wertbe  t>Dg  ^A^f^^u^  ^Dg^Är^^ 
selben  Dreiecke  preböre..  Von  «Meo  68  Droteckei.  •infwiederum 
U  f.l.rh  h.rerhnet,  wahrend  unl»r  den  64  Dreiecken,  welSe  wiS 
e»amal^vorkon.meo,   9  grös«f.nH,.iU  total  falscbe  sich  bt^nS^ 

«i«  1«  Dreiecke  vorl.anden,  b  wo": 
dieo  4ie  Winkel  g^red,  ««  V5  zu  gross  oder  zu  kh.n  InZ^^l 
•nd,  8«  dai.  d«»nacb  auf  132  iriAfek  Yon  einander  verschifdene 
T>re,.rk.  32  ^anx  falsche  und  18iiogen.oe,  zusamnea  alio  50  fehli 

haüe   kommen.    Für  diejenic^en    Vlche  die  ScJ^^^^^ 
bt..Ue«     falgen  d.e  nöfbigeo  Verbeä-erungei.  k^bJÄSS 
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anstatt  (0sss|iamiuAiiMi 


.  ö«43'  58  ' 

12  1  4 
n  40  50 

13  5i5  10 

15  11  04 

16  16  24 

17  Ä8  35 
17  56  44 

13  38 
33  55 

23  45  23 

24  32  14 

25  35  25 

26  59  25 
33  23  54 
35   2  4i 


6»43'59" 


21 
21 


12 

i;i 

15 

16 

17 

17 

21 

21 

23 

24 

25 

26 

33 

85: 


1  5 
W  \9 

U 
1121 
15  37 
29  32 
56  43 
14  22 
34  7 
46  38 

;ii  46 

36  31 
59  29 
23  55 

2  4 


ausr.itt  (i)  =  1 

38«21'28" 

38"21'29"  - 

50  41  33 

50  41  32 

55    6  2 

55   6  20 

61  10  29 

61  '9  3a 

61  55  57 

61  55  39 

64  56  32 

6i  56  33 

68  4r>  V} 

68  45  38 

72  56  16 

72  56  IS 

70  39  21 

70  37  21 

74  48  38 

74  48  39 

75  45  5  i 

75  45  0- 

78  12  44 

78  11  16 

79   S  50 

79    7  10 

79  35  56 

79  36  40 

81  12  2 

81  12  9 

81  40  43 

81  49  44 

Cliler  den  DrcleckMeileo  befinden  sich  folgende  Fetüer 


1-  :  y  aattatt 

muss  fioii) 

perp. 

hyp. 

hyp. 

bap. 

'78 

76 

308 

317 

308 

Ol 

*»> 

.  33 

203 

207 

183 

193 

929. 

949 

4t6 

468 

01  = 

12»  V  4* 

"  .  -  .  13  41  8 
30  30  37 
^  44  28 
60  30  46 

70  30  28 

71  40  81 

Ttitf  r  der  Rubrik  enaiicii  „taog  ^  w  iö  DecimttUheilen"  siud 
lotgende  Fehler  gctuuden  worden: 

anstatt 


teng 


0,2608691 
0,2941179 
0,3076938 
0,3157363 
0,5909001 
0,6086965 

0,695'>v:r> 

0.7058823 
0,7619047 
0,9523809 


muss  sein 


0,2608696 
0.29  U 176 
0,3076923 
0,3157895 
0,5909091 
0,6686957 

0,69r)n5^>2 

0,7058824 
0,7619048 
0,9523810 


In  der  oben  stehenden  ueu  bcrechoeten  Tafel  ist  die  soletftt 
erwähnte  Cotvmiie  der  Scboheselieii  Tafel  weggelassen  und  dafür 
eine  CotnaDe  fiir  die  Flächeninhalte  der  PTtbagorSischcn  Dreiecke 
beigefügt  worden,  da  die  letzteren  dem  I.phrer  nHf bisher  sind  als 
der  Werth  von  tanj^  |  in  Decimaltbeilen.  Die  Hinrichtung  dor 
Schulxeschen  Tafel  »ber,  welche  die  Dreieckswiukel  ^  und 
ArffUDienten  hat,  ist  gänzlich  verlassen  worden >  weil  'Vi»^  wie 
H»r  Professor  KoBie  adur  liebtig  besMrkl»  bestiiMito  Dreieoke 
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w«oiger  uacii  dem  WiokeJ,  als  vielmehr  nacli  den  besfiiaBiteu  und 
beatiMAicudeii  Verljältiiii>«eo  van  nlm  uulzu^ucLtfu  püegfc.  .^Die  Ta« 
firii  f^ewjMiit.  bei  ihß^r  y«irüB4eruug  zugleidk  .den .  Vortbeii^  dm 
sie  jeden  AujireDblick  weiter  fortaeUen  kann,  obne  aie  völliff 
nBordnen  xu  müBiicü,  \v»s  bai  dervooSc^ttlft«  getmfcMiifiiiiricli- 


XVI 

Deber  die  Terwandlmig  eines  gewObnilt^beo 

Bruches  iu  eiueu  DeciiuulbruclL 

Von  den 

Herrn  Doclx>r  .1.  A.  jl^rndt,  , , 
Smhnctor  und  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  am  Gymnasium  au  Torgau. 

Das  Verfaliren  selbst  ist  bekannt ,  ebenso ,  duäs  zuweilen  ein 
gewöhnlicher  Bnicli  aicb  vollkmnmeD  in  einen  Dedmalbrneh  ver- 
wandeln Insst,  zuweilen  nur  näherungaweise,  und  dass  im  letzteren 
Falle  eiiu>  Periode  ent>teht .  welclie  nie  mehr  Ziffern  haben  kann, 
a}*^  d<>r  Nenner  drs  Hrnrltps  Einheiten  enshiUt  vrenig^er  eine«  Hier 
sollen  die  Fragen  bcauiwürtet  werden: 

1.  Wano  entsteht  eine  Periode,  Wann  nicht! 

%,  Wann  fängt  die  Periode  sui^leieh  naeh  demKomnin 
AB,  wann  nieht? 

Der  in  einen  Decinalbroch  lu  verwandelnde  gewöhnliche  Bmch 

sei      '•>  ^  werde  angenonoien,  er  sei  «nf  seine  kleinste  Benennung 

gebracht,  ebenso,  er  sei  ein  ücbter Bruch,  indem  die  nnicbten Bruche 
aeflleich  in  vermischte  Zahlen  verwundelt  werden,  die  Gnnnen  nber 
■einpn  nnheröcksichtigt  bleiben  können. 

Da  bei  der  Verwandlung  den  Brnches  y  in  einen  Deeinialbmcli 

der  Zähler  den  Brnches'  nach  und  naeh  Immer  mit  10  muItipUcirt 
■nd  dienes  mrodnct  dnnn  dnrcb  den  Nenner  dividirt  wird,  so  kenn 
tfe  Division  nnr'dnnn  anlkeben,  wenn  der  Neuner  p  in  10  oder 
einer  Pofpnz  von  10  autgeht;  nun  ist  iiber  10  oder  eine  Po- 
tenz von  iO  nur  durch  %  und  5  tUeilbar  ,  es  kann  daiier  der  Bruch 

—  aar  dann  TViUkonmen  in  einen  Oecimalbrneb  verwan* 

Seit  werden«  wenn  der  Nenner  keine  andern  Primfa^to» 
res  eatkftlt,  nla  %  njid  <k  Aaok  läMt  aiek  durch  die  Zeflegnng 
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des  Nenners  in  seine  Pfiinfactoreii  leiclit  beurtheilen ,  wieviel  Deci- 
mulsteiieu  der  Deoioiaibrucli  haben  werde;  p  muss  nämlieh  eine  von 

kiemer  «der  böcbflieiM  =»  Mi»*aell* 

Von  uelclier  F'orni  der  Nenner  p  aber  auch  sei,  imaer  wird  er 
in  2'» .  5"  —  ^2  .  5)»  =  10«  ,  nicbt  aber  in  einer  niedrig-eren  Pnten« 
Ton  10  autkeuen«  Man  miiss  denmucb  den  Zähler  des  Bruches  mit 
10m  nnltipliciren ,  damit  die  DivinoD  durch  den  Neener  p  aufgehe, 
woraus  iiDBittelbar  folgt,  dam  der  ^otieot  dieeer  Difision  aus. « 
Ziffern  bestehen,  der  üecimalbmcli  alio  m  Decimalstellen ,  d.  h.  so 
viel  Decimal.st<>llen  haben  müsse,  al-s  der  höchste  der 
beiden  Expoueiiten,  mit  weiciien  nach  derZerlesi^ung 
deä  iNeunerB  iu  seine  Priiut'actu re u  die  2  und  5  verseben 
■ind,  Binheiten  enthält. 

fliernacb  geben  die  Nenner  2, 5,  10  einen  Decimalbrucli  mit 
einer  Oecinialstelle,  die  Nenner  4,20,25,  50,  lÜO  mit  zwei  DccU 
mulftellen,  die  ISeuuer  8,40,  125,200,250,500,  1000  mit  drnl  De- 
cimaUtellen,  die  Nenner  16,  80,  400,  625,  1250,  2000,  2500,  5000, 
10000  mit  f  ivf  DeeieialitiUea  u,  a.  w. 

Entliält  der  Nenner  des  Bruches  andere  PrimfactereB  als  2  und 
5,  so  kann,  wie  ouh  dem  Vorigen  erhellet,  da  diese  andern  Prira- 
factoren  nicbt  in  10  oder  einer  PtjJen?.  von  10  aufgehen  würden, 
der  Bruch  nicbt  vollkommen  in  eiiim  DfM-iinalbruck  verwandelt  wer- 
den, sondern  iuua&  einen  periodiscbeu  gehuu. 

Hierbei  lassen  siek  swei  fälle  unterscheiden,  jenachdcsi  der 
Nenner  p  gar  keine  2  und  5  unter  seinen  Primfactoren  enthält  oder 
nicht.  Im  erstem  Falle  fängst  die  Periode  soglelck  Dack  deM 
Komoia  an.   Die  Form  der  Rechnung  sei  diese: 

/ilrOiO,^^,^«^,....^ 


r.O 
P9t 


rt 

an  dass  also  —  =  0,  y  yi      ^,  • . .     . . .  •  ist. 


Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  unter  den  Resten  r, ,  r,,  r,, ... 
rkf  ri  keiner  <dier  wiederkehren  kann,  bevor  nicht  einer  srleich  de« 
^iÜliler  gewurduu  ist,  dass  also  rt  weder  =r,,  uuclx  =^  r„  noch 
«ssrs  JB*  nottk  s=  ri  sein  kdmie.  Nack  der  rfatar  disr  Beck^ 
nnng  ist 


*)  'SetsC  map  jNcsO,  so  hat  man  sh  besondelre  PlUe  übr  die  SeMeD 
.  letstem  'Vohnen  die  beiden  eiwlsn  Femisni' 
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m 

r%  =s  10  pqy 


»f.*»**  .'|, 
•  •      •      •    •  • 


•1 


,  fg  W=r  lii^  r/  -r  pff 


*  • 


W|Lj;e  nun  r/  z.  B.  gleich      ,  so  mnsste  luicii 
la  r/  —  pg/  =  lü      —  /»^,fc,  .aUo 
lOr/«*  lOrA  ==1»^/  — l^^i  oder 
W  (r/  -«.rjk)  es  |i  (^/—  ^)  ieltt. 

D»     nicbt  Iii  10  aufgeht  nnd  antÜ  niett  In  ly— faidea 

iy>  und  n  kleiner  als  p  sind,  so  kann  eBAncli  iiiclil  in  ^{ff — f^Ji 
d«  h.  io  der  linken  Seite  der  Gleichung  ^  '* 

JO  (//  —  7  /; )     .  ,  ^  .  j 

 ^-^          nicht      ^  —     sein,  da 

^^"^^ — '-^  keine  ganze  Zahl  sein  kann,  ^/  —      aber  eine  ganze 

Zahl  sein  muf^s.  Ks  kann  dcmiHtoh  iiiclit  10  (r/ — r;t)  = />  — Ok^ 
d.  b.  ri  uicht  gleich  rg  ^tiu.  l>u  «bor  nothwendig^  eine  von  den 
Zahlen  r,  rj,  r,  u.  s.  w.  wieder  alti  Rest  er8cheiueu  luuss,  so  kann 
die»  Dar  die  ernte  «*,  d.  b.  der  Zihler  det  Brachen  Min;  dann  aber 
kehrt  aneh  der  ^^uotieni  y  uqd .  dpe  auf  ihn  fol|^Bden  nach  der 
Reihe  W!<*<lor.  Es  fUn'j;t  also  dir  l*crio<lp  s<>ir1''i<'h  nach 
dem  Komma  an.  wmii  der  iNeoaer  gar  keine  2  oder  5  un* 
ter  seinen  Frimtacturen  enthält. 

Enthalte  dud  p  unter  leinen  Primfiictoren  ansser  andefen  ancb 
t  mid  5  nnd  sei  i.  B.  ;r  =  2^  .  5»  .  ^  oder  ==  2'"  .  5«  .  wo  it 
nieht  kleiner  als  m  sein  sojl  und  #  eise  HMht  dnrah  %  ader  5  kheil» 
bare  2abl  ist;  man  bat  demnach 

NoB  iet  |0»  louner  dvrcb  2i»,S»*  md  durch  ^.S»  tbeilhar  und  der 

Quotient  ^       oder  ^^"55  werde  durch  v  bezeichnet;  dann  ist 


r,p 


Der  Bruch  ~j-  giel^>  da  i  kmna  2  und  5  als  l*rluifuclureü  cüt- 
hält,  einen  periodischen  Decimalhruch,  dessen  rcriodc  sogleich  nach 
dea  KoniM  'beginnt)  «an  ama  aber  ^  «ach  dflieh  10»  dit idirt, 
daa  KoMH  jfJpp  1»  SSiarii  luidi  der  Unkei)i;Hand  hin  gerfiekt  wer- 
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4«ii|  M  wird  d«h«r     eintin  DediMlbrueH  gelten »  deiieii  Periode 

erst  Dseli  m  Ziffera  4.  b.  iiaeb  so  viel  Ziffevo  anfängst» 
der  höcliste  der  beiden  Bsponenten,  mit  weleben  nach 

der  Zerloufnnrr  c1f>g  ^'eaners  i ti  seine  Primfeetorea  die  2 
Mfid  5  verteilen  Bind,  Einheiten  entliält. 

Fu:iät  luaa  Alles  zmiaaiineo,  so  bat  maD  folgende  BestiminuDgeu: 

1)  Ein  Binob  tiMt  eieb  vetlkeeimei  in  einen  Deeiaelbraeli 
verwandeln,  wenn  der  Nenner  desselben  zu  seinen  Prirnfnctoren 
nur  2  und  5  entliält ,  und  7^^■•^^  Ist  die  Anzahl  der  Derinialstellen 
immer  dem  höchsten  der  beiden  Exponenten  gleich,  mit  welchen 
nach  Zerlegung  des  Nennen  in  seine  Primfactoren  die  2  und  & 
Tenehen  sind. 

2)  Ein  Bruch  gtebt  einen  periodischen  Oeeinalbrneb,  wenn 
der  Nenner  nicht  bloss  2  und  5  zu  Primfaotoren  enthält  und  zwar 

a.  die  Periode  fäng^t  so^rleieh  nurh  dem  Komma  an« 
wenn  der  Nenner  zu  Pnnitactore»  irar  kcino  '2  oder  5  enthalt. 

b.  die  Periode  taugt  uicbt  |tleicU  uucb  dem  komma  an, 
wenn  der  Nenner  nasser  andern  Primfitctoren  aueh  noch  2  unll  5 
enthält,  und  zwar  ist  dann  die  Anzahl  der  der  Periode  vorherge" 
hcüden  Zifterti  i,'Teirh  dorn  höclisten  der  liridcn  Exponenten,  mit 
welchem  noch  Zerlegung  des  Meuocrs  in  seine  Priml'actoren  die  "Z 
und  5  versehen  sind. 


xvu. 

Uebuogsaul^aben  fltf  Scbttlen 


(Der  OwauaedMe  bütal  vm  leeht  «teUbahe  HktbsUiing  wMifit  Aufga- 
ben m  möglichst  grosser  Mannigfaltigkeit.  Es  kann  seiner  Meinung  nach 
«•Hier  solchen  Mittneilung  nlrht  unbedingt  der  Umstand  rntgegen  iitehen, 
iiaits  hich  die  Aufgaben  «chou  anderwärts  gedruckt  tiiulen,  wenn  dieselben 
nur  weniger  bekannt  sind  nnd  in  irgend  einer  Beziehung  eill  besonderes  In- 
teresse (larl)ieten.  Au»  h  könnrn  späterhin  licsonders  elegante  Auflösunpen 
in  dem  Archive  mitgetheilt  werden.  Die  folgcuden  Aufffaben  sollen  nur  ein 
Versuch  sein,  den  Artikel:  „Uebun^sauf gaben  für  9cbülar**|  bei  des- 
sen Ueberschrift  man  es  flbri(feDS  nit  dem  ZAisatze  für  Schüler  nicht  all- 
zu genau  nehmen  muss,  zu  einem  stehenden  in  dem  Archive  zu  machen,  und 
der  Herausgeber  holt't  in  dieser  Beziehung  Torzfiglich  auch  auf  Unterstüuuug 
durch  seine  Herrn  BUtarbeiter.  Die  folgenden  Lehnatse  sollen  natürlich 
immer  bcvrieseii,  die  Aufgaben  aufgelöst  werden,  worüber  eine  besonders 
Bemedkung  spät4M:hia  nidu  weiter  gemacht  werden  wird.) 

1«  Wenn  aWei  gerade  Linien  aiili  netter  Winkeln  von  60*  in 

einem  gewissen  Punkte  S  schneiden,  so  ist  der  geometrische  Ort 
der  SpUien  aller  gleichseitigen  Üieieeke,  deren  ttrondKnien  «wf* 
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icheft  den  t^ifekttkcltt  4mt  im  Bede  stehenden  Winkel  rou'^ößi  vaA 
derea  Spitzen  anf  derselben  Seite  ihrer  Grundlinie  wie  der  Punkt  S 
liegten,  eine  durch  d^n  Punkt  jS*  gehende  und  gegen  die  beiden  gc- 

Jrebenea  geraden  Lanien  ooter  Winkeln  Ton  geneigte  gerade 
^ioie.  ' 

Dieser  Seti,  weleher  sa  TeracliiedeoeD  ^oBtttrisekeD  Beteacli« 
tnngen  Veranlassung  geben  kann,  soll  bewiesen  und  Mittelst  dea- 
■eila»>dhB|i  dwislfeade'Aafg^be  aafgelöst  werden. 

'  '>  %'n  '6IeteliBeiH§|e  ÜMicckt  sa  bese1irellr«n,  dfiflni  SpftsMi  ia  drei 
gsgakif^aa  daw^  ai^B  Papkt  ftkeadi^a.  (ar^fii^UaiMi  liegen« 

9k  Wenn  man  ein  Recbt«ck,  deisen  längere  ^^il^e  sich  zu  sei- 
aer  kirafra  wie  d.h.  wie  die  Diagonale  eiaes  Qeadrats  aa 

täner  S^ite  verhält,  diirch  eine  mit  seinen  kiirzern  Seiten  parallele 
gerade  Linie  balbirt,  die  erhaltene  H&lfte  nnf  ähnliche  Wer!5e  wi»- 
der  halbirt ,  und  diese  Operation  in's  Tncndliche  fortsetzt ,  so  er- 
hält maD  eine  Reibe  von  Rechtecken,  die  säinuitiich  einander  ähn- 
llck  iiad,  and  der^a: Hltigere' Veitea" siek  wia  '  -  \  *- 

'  *    '     f.i.-i-. J_._L.-L,. 

tu  eioauder  v.erhaltea.      !  ^  ' 

\.    Es  ist  ein  Kreis  und  innerhalb  desselben  sind  zwei  Punkte 
gegeben;   man   soll   durch   diese   beiden  gegebenen  Punkte  einen 
kreis  dergestalt  heschreiheu,  da&s  die  gerade  Linie,  welche  seine 
beadea  Durekickaittspaakte .  ailt  das  gegekekea  Kfein  varkiade^ 
^  duek  daa  tfittalpaalü  dep  ipegabappa  SjEeises  gekt. 

5.  CJaker  zwei  ffe^nüh^rstehcnden  Seiten  eines  Vierecks  als 
CraadJiaien  find  swef  einander  gleicke  Dbeiecka  coastrairt,  derea 
Spitma  in  denselben  Paakt  fiillea;  üaii-  soll  dea  geom^lsckea  Ort 
diasea  Pamklas  bestiiuaaa. 

d.  Dia  fotgtodea  goaiaaiefrisebea  Poraida  sind  aa'  bewefaea. 

zsz\H\Qa  siup'  bin/, 

CMi(aH-/'— r)H-€as(iH-r-/0+«««(^^-.«)+<^(«4^H-r) 

sss  4     a  cas^cos^ 

l\  «ang(a4-iM-y)+tang(aH-iJ^y)+taDg(a— iJ-+-y)+fg(-o^ 

*  4  eo«2creas2^  ww  2f  ^eof -4«-H«08  4/f -f>eo*4}f  • 

i  .  4 hiu(a-i-i?-*-/^)  bin  (a-i-i?—^)siu sin  (—a-h/?-hy) 

=  2co82acos2/¥co82/  — cos '2a'  — cos  2/9»  —  cos2/^-f-i, 

4cos (»-|-/H-y)  cos  {u-\-ß—r)  cos  (a—ß-hr)  cos  (—a-^ß-i-y ) 

s  ScosSacoB%Seo82r  +«^2a*+cos%}*-|-eos2|r» — 1, 
8sia4(«HHM^--^Mn*{<H-/»-/4<)riDi(«--^ 
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—  CO««— -eoi/?— 'Cft»^'— eoi^ 

cos  «-f-/M-H^ 

-f- cos  a-f- cos  ^-h  cos^'-f- ro8<R,  • 

=2Ilrl^eo«(«~/qio8(a-/)co8(^-^)|^ 
-U".  cos(a— ^J»-|-co8(o— y)»-|-co8(/9— i')» 

t=l-H2cos(«— /9jcos(a — x)co8(/J— y), 
12».  C08i(il-HM^)*H-«08^(i^^-^)?-^€4Mi(4(— ;  , 

aB5d(l-Hnii«MD*/riiB9'),.  /  ' 
■iBi(iH-/M-y)'+»iDi(aH-/J-rt»-^iinf  (aHM-;1» 

s=2(l — siif  asin/^sia/'), 

7.  Ein  drcisoitig'Ps  Prisma  mit  einer  Khetii'  so  zu  dorctMCänoi* 
dcn>  da»»  der  ^cbi^ut  etu  gleiciiüettigeii  Dreieck  wird. 

» 

,  8.  Zu  finden,  »n  wcIoIk'd  Tag-m  dos  .lalir»  die  Sonn^  zweien 
Oertern ,  deren  Längen  und  tireUeu  gegeben  siud»  in  demselben 
Augenblicke  ftof*  «4er  uotergeht. 


•)  Die8e  gonioiuetrischen  Fomirln  luulon  sich  nebst  nnrh  Tiden  andern 
auf  einem  unter  den  l;*ajpiereii  des  Ter^torbeoen  Profei»üvr$  Moihve  ide 
Ikfiodlicfaen  BUUe  Veneichnet;  Aus  der  Ifsnftsdirirc  lIsA  Mk  Jedödi 
fl|{t  voHtgerfiiflkesIleit  «ricepfeii^  d«tt  diBselben  toh  de«- «benfalla  -ver- 

sturbenen  PrQfe«ior  Buzeugeiger  in  Frei^ntr'^r  herrühren.    Der  zw 
'  Crübe  Tod  dieser  beiden  treulichen  Männer  wird  von  den  Mathematik 

km  ttit  ftedn  «ehrnsnüclBt  eui^feiita  «nd  M^i«i^  j  O. 


,  i  -  -  • 


(^4- Vi 
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XVIU. 


iscelleit 


Von  fi^m  kinireh  vcrsfor>>f»n<»n  berühmten  fratwBsisrhfn  Ma- 
tbcm.it i kcr  Poisson  erzählt  man  ti^ln-errfif'n  Zu^.  Im  Jahre  1802 
kam  eiQ  Rekrut  zu  ihm,  gub  nich  iür  seiueii  Patken  uus,  und  er. 
flitkt«  iho,  ihm  eine  SoMine  yoii  ÖOO  Prenes  Bofeaketon;  koM»e  er 
ui  Kriege  am,  eo  flolle  sie  seiner  Schwester  sugehören;  bleibe  er 
aber  am  I.rhrn.  so  werde  Cr  das  Geld  selbst  wiiuler  abholen.  — 
.,G;in/  rr(  ht,  meiu  Kreund  *"  antwortete  P o  i s s o  n  ,.lesrt  es  nur  dort 
bin,  und  iai»st  mich  arbeiten,  denn  ich  t^be  viel  %u  tbun.'*  Der 
Kekmt  legt  den  SASfk  aiit  den  5(N>  Frai^el  auf  ein  BückercestelL 
«od  Poissoo;  legi,  am  iko  vor  Besuchenden  nickt  seken  XQlii$sen^ 
einen  Band  iies  noraz  darauf.  Zwanzig  Jahre  später  kommt  ein 
Mann  mit  soihm  orbranntcm  f^csiclit,  iitHlyrHangt  seine  500  Pranrs 
züriirk.  Poisbon  kann  sich  nirlit  erinuem;  Jonrr  srhwfirt  Stoin 
und  Beiu,  dass  er  ihm  das  Geld  zugestellt  habe.  jjWie*"  tra^ 
cndliek  Poieson  voll  Wutk  ,Jkr  kXttet  mir  die  8n«ffle  in  die 
Hände  gelegt?"  —  ,,r"fein**  erwiedertc  der  Soldat  ,,aber  auf  jenes 
Bürlicraresteil ;  Sie  spüist  Tiabeii  dieses  Buck  darauf  j^elpcr^  '*  Rf^ 
dipsrri  Worfrii  lu  ht  er  den  Klassiker  auf,  und  findet  hinter  dem 
be^taubieu  Octavbaud,  zu  seiner  nicht  geringen  Verwunderung,  den 
Seck  mit  den  500  FVnnea  lo  wieder,  wie  er  ikn  vor  swaiuig  JA- 
nn  liin^legt  bitte. 


Der  berühmte  englische  Physiker  und  Chemiker  Micbael 
Faradaj  ist  der  Sobn  eines  i^wöhnlickeo  Grobsebmiedes,  der  ikn 
sn  rinett  Itlelnen  MchkiAder'  in  Londen  1«  die  Lekr»  Chat,  «la  er 
«ret  nem  Jdhro  oM  war,  bei  dem  Pnradny  bis  zu  aoioea  «mtbI* 

aadzwanzigsten  Jahre  blieb.  Die  UmsfSnde,  welche  Teranlasateq, 
das«  er  dio  Ruchbinderwerkstntt  mit  df>m  chemischen  Laboratorium 
vertuu.Hi b(e,  werden  auf  fnlgi'ude  >Veise  erzählt.    Ned  Magratk, 

i'etzt  5ekretair  hei  dem  Atheuäum,  kam  vor  etwa  tuuf  und  zwanzig 
lakren  so  den  Bnekbinder  Ribenn  vnd'  rab,  dais  einer  der  €le- 
seilen  eifrig  in  einem  Buche  studirte,  das  er  einbinden  sollte.  Er 
trat  näfipr  und  sah,  diWBS  e'?  riti  Bnnd  d^^r  Fnrvrlo|>aedia  britannirn 
war,  autfl^escklagen  bei  dem  Artikel  El  e  c  tricUät^  Er  Hess 
•ick  mk  dem  eitrige»  Buckbindergßa^leo  in  ein  Gespräch  eiu^  uud 
mmdeite  äkkMwM  wenig  i;  bei  dei|i»4bOft  .Wcb^^gejtMige  <;l^nuiebe 
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Kenntpisse  zu  finden.  Er  gab  ihm  darauf  eine  Eintrittskarte  zu  den 
^'orlesung'eu  Davy^a  in  der  Roval  1  ii  stitutian ,  und  hier  konnte 
man  nun  jeden  Tag^  den  Buchbiudergescllen  dem  V  orleseiidea  ge- 
genüber, mit  der  gespanntetiten  Aufmerksamkeit  zuhörend  oder  hia- 
wetleo  sehrabeiid,  sitsen  sehen.  <^Dif  VArlesaDgen  oabneD  ein  Ende» 
aber  Faraday's  Geist  hatte  einilii;,nMeB  Autoas  hekommen,  d«r 
nur  durch  die  grösstp  Nf)th  hatte  tinwirksam  gemacht  werden  kön- 
nen; dies  wurde  jedoch  durch  die  Ji^creitwiiligkeit  verhindert,  mit 
welcher  Davy  dem  verwandten  Geiste  zu  Bülfe  kam.  Er  ernannte 
Faradaj  xti-  aeioen  Gehfilfen  in  dem  Laboratoriom,  oad  nach 
swei  bis  drei  Jabren  konnte  er  ibn  als  Sekretair  gebrauchen.  Jetzt 
steht  der  ehemalige  Buchbindergescil  an  der  Spitze  der  Chemiker  in 
England.  Diese  wenig  oder  gar  nicht  bekannten  Notizen  sind  einer 
Schrift  enliehnt,  in  der  mna  sie  nicht  suchen  seiUe,  aamlisb  Ar<« 
uetl  ä  üistory  oi  buuk- biuding. 


In  der  Eloge  de  Lambert  in  drn  Xouveaux  Memolres  de 
rAcadnnir  royale  des  scicnces  et  heiles- lettres.  1778.  p.  84.  wird 
]bei  Gelegenheit  der  Berufung  dieses  herühmleu  Mutbemutikers  nach 
Berlin  m  folgende  characteristische  Zug  von  demselben  erzählt: 
L«  Roi  le  fit  appeler  a  Potsdam  an  mois  de  Mars  (1764).  C^toit 
Dne  eonjoncture  bien  erttii|ne  puur  le  sort  de  IH.  Lambert;  et 
d^abord  eile  parut  d^ider  pour  la  negative.  Le  ton  tr<iMrhant  de 
ses  repoii^^f's.  russurance  avec  laquelle  il  r^pondit  sans  hesiter  a  1» 
quesliou;  ,,Uue  aavez  vous?"'  —  „Tout,  Sirc'*  —  et  h  i  ia- 
atance  „Commentravez-Tons  apprisi"  ,,De  nioi-tt6nie*% 
en  frappant  des  oreillcs ,  pen  faites  a  ce  langage ,  pouvolent  faire 
juger  quc  la  pl^nitudo  dp  son  cenrüu  en  avoit  altere'  quelques  rcs- 
sorts.  L'entreviie  demeura  donc  infructueusp  rt  paruissoit  devoir 
Fdtre  sans  retour;  mais  le  Roi^mis  uu  fait  de  la  siuguiarite  de  ce 
csractere,  qu'uD  de  nos  dignes  Confreres,  hooord  des  entretiena 
jonmaliers  de  S.M.  hm  assura  ressembler  a  eelni  de  La  Fontaine« 
ne  voniot  pai  priver  son  Acad^mie  d*uo  Membn  dont  eile  avoit 
tanf  h  sc  promettre.  II  y  fut  donc  aggr^g^  aver  uno  jtension  ,  et 
pronontja  son  disconrs  de  nVeption  dans  rAssfintiirc  publique  du 
mois  de  Juu vier  1705.  Depuis  ce  teins-la  le  Koi  lui  u  donoe  des 
marqoes  frcquon^  et  distingudes  de  son  estime»  en  le  pla^unft  dans 
la  Commiasioadeoiioaique  de  PAcad^mie,  et  danale  ddpartoaent  des 
Batiinens  nver  }p  litre  de  CaniaaUer  snpdfieup,  et  en* angnentaafc 
caaaidärahlemeat  sa  peDs^ona 


.'I 
1 

Man  habe  n  beliebige  Pankte  y^,,         ,  , ,  An  im 

Ranme.  "W^'nn  mm\  diene  Punkte  in  einer  beliebigen  Ordnnn^ 
nimmt,  und  von  dorn  Isten  iiarli  drtn  2te«,  von  dem  zten  nach  dem 
3teD,  vou  deia  äteu  uuch  dem  4teU)  u.     w.  von  dem  (it— Ijsten 
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nach  dem  ivteo,  von  dem  nten  Dach  dem  Isten  gerade  Linien  zieht«  , 
so  wallen  wir  den  ganzen  auf  di«se  Weise  erbaUeoen  Zug  eine 
PttlfgoBlioie  Beomo,  und  man  Iuwd  biib  fragen,  dareh  wie  Tfele 

TCTBcluedeoe  Polygönlinien  die  gegebenen  n  Punkte  sich  mit  ein- 
Ipder  verbinden  lassen.  Dio  Antwort  anf  diese  Frage  kann  leicht 
jorf  folgende  Art  gegeben  Avcrden. 

Da  d^e  Anzahl  der  Permutationeo  der  gegebenen  «Punkte  be- 
k^antl^ch^^  1  'S' .  .  »  i^t,  so  giebt  es  natürlicii  üperhaupt 
tr^'B'«  S .  .  M  Polygonlinien,  und  es  eotsteat' jetzt  bloss  die 
Frac^e,  ob  diese  Polygonliniou  sänimtlicb  von  einander  verschieden 
sind,  oder  oh  unfrr  (lor).s(>ll)<>n  sich  nicht  vielleicht  einige  identische 
finden.  Vm  hierüber  zur  Gewissbeit  zu  kommen,  denke  man  sich 
eine  beliebige,  aber  bestimipt^  Permutation  der  n  gegebeueu  Punkte, 
t.  B.  die  PenaotatioD  '    C   .  *  *V' 


t    II  .! 


Non  erhellet  zunächst  anf  der  Stelle,  dass  alle  ans  den  folgenden  Per- 
Botationen  der  n  gegebenen  Ponl^e  entspringenden  Polygönlinien 
nter  ainandeir  identiich  sindi:*    ' ' 

^%    ^%  ^4   •  •  •  •  -^M  \  • 

•  •  •  •  -^H  -^l  '  " 

■^f  -^4  •  •  •  •  -^n  -^i 
•  •  •  a  ^% 

^tfjf  ^%  •  •  •  •  %!> 

Pcmer  gd>eir  aber  oAeabar  aneb  aHe  die  PeramtatioBen .  watdia 
tos  den  vorh ergebenden  entspringen,  wenn  man  die  Buchstaben  in 

umgekehrter  Ordnung  schreibt,  ganz  dieselbe  Polygoolinic  wie  die 
TorbergebendeD  Permutationen ,  und  es  erbellet  also  hieraus  nun 
■it  völliger  Deutlichkeit,  dass  unter  den  1 .2  .  3  ...  i»  Polrgonli- 
■iea,  weicbe  es  fiberbaupt  giebt,  eine  jede  Botbweadig  2«  Mal  yor- 
keaat,  so  dasa  man  also,  waa»  die  Ansabl  dör  sämmtlich  wirklich 
TOD  einander  Tanehiedenen  Polygönlinien  dnreb  p  beieiebnat 
die  Gleiebung 

^24^==!  .2.3..* • 
bat,  ans  der  sich  '  ' 


1.2.S...fi       1  •2.3 ..,(»— J)  «• 


iigkbt  Pir  «=akt  B.  B.  I»  SS 


.  m'  .    '  ■  ...  •    .  .  4 


1.2.3.4 

,   :ir-'-.  _ 

tcnltate  kann  san  aieb  )ei^t  anf  piiiktMiiiB.  Wege  flhanMagan. 


FIr  p^}^2jLjL9B\X,  i^ 


I 
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.  j.  >    ,  . . . .  • 

Aiaf  der  dlitrilllcjke  eloi»*  tCugcl, ,  d<fi*eD' BaltimHKcr  Wir  «ter  Eii^ 

facliheit  we^n  dor  EiDlieit  gleich  setz'cu  woll\Bn,.-'8ei  ein  spliärisches 
Dreieck  ./  ISt  beschrieben,  dessen  Seiü  n,  so  wie  sie  deii  Wia- 
kcln  /?,  gegcnfiberstehen,  wie  gcwöliniich  durch  /r,  r  be- 
zeichnet werdeu.  Durch  die  Punkte  C  ziehe  maiii  nun  an 
die  f^eiteu  des  Dreiecks  C  sechs  Tangeoteii,  bezeicbue  die 
IhircliscIiiDittiipunkte'  4er  'lifeideo'  ao  die  Seiten  ^,  ^,  c  gczogeneo 
Tangenten  respective  durch  i?,,  C, ,  und  verbinde  diese  drei 
Punkte  durch  gerade  Linien  mit  einander,  so  eriiält  man  cirt  pticnes 
Dreieck  -df,  /r,  r*, ,  dosseu  drei  ^Seiten^  80  wie  sie  den  \S  inkeln 
Cx  gegeiiiiberstehcnk  re;$üectivc  durch  a^^^  Z?,^,  c^  beze^dti- 
net  werden  ■ofleo.  Die  Seiten  und  Windet  dte^e*  -ew^Bü  Dreieeka 
jtt  iff,  f\  wollen  wir  nun  durch  die  Seiten  den  spbäriachen  Brei- 
ecks ABC  auszudrücken  susfien. 

Zuvörderst  ist  nach  hekannfceu  Foimeln  der  ebenen  Trigono* 
metrie,  wie  sogleich  erhellet, 

'  =  tang i  ^'  Hh  taug  i  ^'  —  ^  ^»"g  ^  ^  t«ög |  c  cos 

6,?  =  tnng^tf*     tnng-^  4i*  —  %  tnng}>0  tnng^  «eon 

'  s  tnng 4  a*  +  tang  |  d*  —  2  tangp  ^i»  tang4  ^  coa  C. 

Weil  nun  nach  ein^r  bejuMnA^ii  Formel  d?r  tphärim^n  Xngone»- 
>i'etria 

^    eos  «  —  cos  Ä  cot  6 


sin    sm  c 

ial^  an  im,  «ria  jann  ieialifc  lindati,  iraiin.  aian 


sin  j  b  ^  »mjc 

tan  i  o  === 7-7,  U«fr  i  p  5» . 
■  K     €08^0*      o. cesjr^ 


und  ^      .    .  •  I 

aiB^=3ain|^  oaniil&,-  iinvss^aini^  caale 

setzt, 

,       2810^^  tros^^-pgtms  f  ^  siTi|c*~(co&  ^*rCOS  b  CQg  c) 

Setzt  man  nun  ferner  v         .  !  ■ 

Cosa  —  C08Ä  cos c  =  Cosa  —  («oa-^^*  —  8in|^')  (coa^*— ain^«*), 
ao  erhält  man  nach  einigen  lekhteii  Rednetionen'  * 

V        2  C08^'  C08  |C*  €08^4*  ClM^*^ 

*nnA  fölgticli,  ang^eicb       gehöriger  Tertanacbnng  äer  Boebatabeii 

'«-—cos^ceala»      ""coal«  cea^ii»  eöäSTeerp* 
Ava  diaaes  drei  Fomahi  «rhilt  mm  laicht 
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,        '   «in  a  -f.  sin  Z*  -f.  sin  g 

«,  -h  ^1  -I-  f  I  —  2  cos  ia  cos  \b  cos  ic' 

-  sin  Ä  -f-  üin  c  —  sin  a 

*i  -T-*i  — *t  — 2  cos  \a  cos  4^  cos  Ic' 

*  _        sinr-|-sina  —  siuiJ» 

^»  — Ä|  —2  cos      cos  \b  CO«  ic* 

-  sin  a  -\-  sin  ^  —  sin  g 

•  2  cos  4«  cos  4^  cos 

bt  ^1  der  Fläcbeuinlialt  des  Dreiecks  C^y  so  ist  bckaiintiich 

u4  folglich  naeh  den  Obigen 

.     i^(»ip<H-sini&-i-sinc)(siiii^MiiH>-^iiMr)  (sine^-aimt-tiDiXsiim+siD^-siiM:) 

15eoftj«*  cos^Ä*  cos^r» 

Aach  ersieht  sich  bogUicL  die  folgende  Relation 

sin      siii-JA    1(111^4''  tang4^  tanglg 

•i  *!  ^1       j-ojj        cos,        coü  4<;'  cos      COS  4^  cos  \c 

Nach  der  ebeneo  TrigonoDictrie  ist  bekanntlich 

cot  ^          ^  .  - 

nd  folglich,  wenn  man  die  oben  gefundenen  Ausdrücke  von  /»j, 
j,,  r,  einführt,  nach  eiui(<eu  leichten  VerwaodluDgen»  zugleich  mit 
geböriger  \  erluuschuog  der  Buchstaben, 

■        sin  Iß^  -i-  sin  c*  —  sin  a' 
cot  ^,  —  -  — ^mi"^  » 

_       lin  c*  -f-  sin     —  sin  ^* 
eol       =  2sinc  sin« 

^       ^     -f-  s'P     —  sin  c* 
CM  C|  «         2sina  sin^ 

Die  weitere  Verfolgung  der  VergleichuDg  der  beiden  Dreiecke 
B  C  und  mit  einander  iibcrlaaaeo  wir  de«  Leser, 

„jeai  wir  diesen  Gegenstand  als  eine,  wie  es  uns  sciieint,  zweck* 
■ittige  Cebuag  fiir  Sclitiler  in  der  ebenen  nnd  aphinschen  Triga** 
ataetrie  hier  nur  haben  andeuten  wollen* 
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XIX. 

BeitrSige  zur  Wahrsdieinliehkeits  -  Rechniiiig. 

.  Von 


HeiTJi  Professor  Dr.  L.  Oettinger 

zu  Freiburg  i.  Br. 


I. 

per  Werth  der  Brwertung  in  Verbältnisa  sn' der  Art» 
die      wagende  Sname  antkiietaeo. 

* 

A  will  die  SnaiBe  rm  wegen.  Die  Wahndieiirftdhkiit  «i  ge- 

Winnen  ist  ,  die  «u  verlieren  ist  .    So  oft  A  erewinnt, 

erbäit  er  den  Kiosatz  ^  mal  als  reiacu  l^eiviun.  Es  fragt  sieb: 
Soll  A  die  Summe  ra  lo  einem  Versuche,  soll  er  sie  io  r  kinter- 
tbtsder  folgenden  eder  gleicbxeitigen  Versuchen  wagen f 

ÜB  die  vorliegende  rraji^e  zu  beantworten,  iit  der  Wertli  der 
Irw^rfTinp^  zu  bestinimrn ,  dte  Jemand  (laf.  wf>nTi  er  die  Summe  ra 
in  einem  Versuche  oder  die  Summe  tr  in  r  \  er-^ucben  aussetzt  und 
die  erbalteuen  Kesultute  siud  unter  sich  zu  vergleichen.  «  * 

0)  Sctnt  A  die  Sumse  in  einem  Versuche  aus,  so  ergicbt  slck 
Wkanntlich  der  Werth  seiner  Erwartung  durch  das  Product  des 
Gewinnes  in  die  Wahrscbf-Inlichlceit  diesen  Gewinn-  SB  erhallen. 
Der  gesuchte  Werth  ergiebt  sich  hiemach 


b)  Die  p'^nannte  Summe  rrirtl  n^if  r  hintereinander  folgende 
Versuche  vertheiit  und  i»  jedem  die  Siimmc  a  auggesetzt. 

Folgende  Fälle  können  eintreten:  A  gewinnt  in  allen  Versuchen, 
•der  in  (r— 1)»  oder  in  (r— 2),  oder  in  (r — 8),  ...  oder  in  2, 
oder  in  einem  Versuche.   Uicdurch  sind  alle  für  den  Üoteroehmer 
uostis^en  Fälle  er8chü[>rt    Der  Gesammt  Werth  der  Erwartung, 
er  sich  hierauf  gründet,  wird  gefunden,  wenn  drrjcnigc  der  cin- 
zeloea  Fälle  bestimmt  und  die  Summe  aller  ermitteit  wird. 
TMII.  8  ' 


lU 

Die  WahtseheiBlicbkelt,  in  allen  Vertnclien,  zn  gewinnen,  ist 

In  dieaem  Falle  gewinnt  ji  die  Sninme  ^ .  r».  Oer  Wertk  der  Er- 
wartung iet 

an 

(»#        ?j>jr  T 

Die  Wabradioinlichkrit.  in  (r  - 1)  Versuchen  za  trcwinncn,  setzt 
voraus,  (lass  eininul  verliere.  Die  Wulirscheiiiiichkeit,  dasft  beide 
Ereignisse  auf  die  geaunute  Weise  eintreteo,  ist 

. — — - — —  — 
•  (/// -f-fi)^— I  •  »i-i-«* 

In  s(  in  Falle  ofowinat  A,  die  {üuinme  (r  —  1)^4I«  Oer  Wertk  der 
En^urtung  ist  dauo 

Die  Walirsclielnliclikeit,  in  (r— 2)  Versuclien  zn  fccwiiitcn,  setzt 
voraus,  diiss  dus  entgci(engcsetztc  Ereigniss  zweimal  tiotreten 
werde.  Die  WalirsclieiolicblLeit  hiefür  ist 

r ,  (r 1)      iw»^»  ft* 

]d  diesem  Falle  gewinnt  A  die  Summe  (r — •j^«'«  Der  Werth  ier 
Erwartung  ist 

Werden  die«e  Schlüsse  fortgesetzt,  eo  ergiebt  sich  dorcb  Analjae 
sänmtliclier  Cur  A  günstigen  Fäile  6ir  den  GesamvfWertb  4^  Gr- 
wortung  folgende  DareteHaag  : 

m     p  r —  1      w— 2 . 71 

(r->  1)2  -1       »1^3  yt»  fr  — 1  Hl"         ^r-l  -| 

HIA     •  (e»^if  jr-t     —  if-4|i  '{fi^^ny^J 

rn       {m  -\-  w)^— l 

alio 

Dns  jyloichc  Rp'iulfat,  wie  nnf^r  2)  ergiebt  sich,  wenn  die  Versurlie 
gleichzeitig'  gemaclit  werden.  Die  Verglcicluinsr  von  1)  und  "2.)  tiilirt 
in  Fol}2^e  der  eben  angeführten  Beoierkung  lm  tilgendem  Satze: 

S)  Der  Werth  der  Erwertung  öder  der  matbemiitiscben  Hoff* 
nnng  bleibt' derselbe*,  »lan  majg  eine  zu  wagende  Snmme  in  einem 
VrrsiirliP  ndrr  irleirliheitlich  aut  mehrere  Versuclje  aussetzen,  voraus- 
t<:e>e!/j  (ias4  die  Wabracbeioücbkeit  zu  gewinoea»  in  allen  FolIeoL 
gleich  gross  ist. 

Hierher  gehurt  auch  folgender  iPall,  der  eine  besondere  Art 
van  Versnehen  in  sieb  begreift^  iiSmlicb  diejenigen,  wori«  l^eine 
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WiedcrltoIuDgpn  «^intrefen  können,  wie  si«  bei  dem  eben  betrachte- 
Ua  F»n  v(»rausc;est'tzt  wurden. 

la  eioer  true  siad  m  Kugeln,  die  otit  den  Zahlen  1,  2,  3, 
4  ....  M  Wteicbnet  sind.  Ks  werden  p  Kug^eln  binteretniinder 
gezogen  und  nach  geschehener  Ziebnng  lusammen  in  die  Urne  zu- 
rück tje  wo  rfon.  Jede  Zahl  kann  mit  einer  brliohi-jcn  Summe  be- 
s<*t/t  \vrr«loii.  Ersrlipiiit  die  besetzte  Zahl  unter  den  gezn'^cupn, 
ii>  wird  der  fc^iosutz  yui«*l  als  reiuer  l»ewtno  liexahlt.  A  wiii  die 
fiamne  wagen.  voH  er -sie  avf  eine  Zahl  selten,  oder  nnf  r 
Ziblen  in  einer  nnd  derselben  Ziehung  gleichheitlich  yertheilenf 

Auch  hier  beruht  die  Beantwortung  der  vorliegenden  Frage . 
anf  zwei  Fällon  ihm!  os  ist  der  Werth  der  Erwartung"  zu  Iio^flm- 
uien.  weuii  die  ganze  Muuiuie  »ul  eiue  Zahl  gesetzt,  oder  Si^ieicb- 
heitiich  aut  uidirerc  Zahlen  derselben  Ziehung  vcrlheilt  wird. 

«r)  A  seist  die  Kumnie  rm  auf  eine  einzige  Zahl.  In  diesem 
Palte  gewinnt  er  den  ^  fachen  Eissats.  Die  Wahrscheinlichkeit» 
dsn  Bich  die  besetzte  ^alil  unter  p  |pexogenea  befinden  wetde»  int 


^—P' — IS^i —  =  «• 

> 

Der  Wsrth  der  Erwartung  ist  fUr  diesen  Fall 

6)  Die  Rrmittelung  des  Werthes  der  Frwartnng  reu  A  für  den 
Fall,  dass  die  ftiumme  ra  gleicbheitlich  auf  r  Zahlen  einer  Ziehung 
vcrthetit  wird,  beruht  auf  der  Untersuchung  folgender  Fälle.  Alle 
ksptzfpn  Zahlen  crücheineu;  r  —  l,  r  —  2,  r  —  3,  •  • . .  3,  2  oder 
1  besetzte  Zahl  erächeint. 

Die  Wahrscheinlichkeit^  dass  aHa  besetzen  Zahlen  eracheinen 
werden,  ist 

in  diesem  Falle  ist  der  reine  Gewinn  f  .r^i.  Der  Wertb  dar  Er* 
Wartung  ist  sofort 

ür  =  5SHi  9  • 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  (r — 1)  von  den  besetxten  Zahlen 
srsebeinen  werden,  ist 

la  diesem  Falle  betrSgt  der  Gewinn  (rr*!)/«.  Der  Werth  der  Er- 
wartung int  aofort 


Die  WahradkeialiehlBeit,  dass  <r*— 2)  Zahlen  ersebeinen  werden»  ist 

ir^aii  •  SR^l-A 

Der  Gewinb  ist  in  diesem  Fall«  (r— fliemaeii  ist  der  Werth 
^  Brwartaag  '    ^  "    > . 

8* 
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-ßr-« —  12 1 1  mp\-t  (r— -Sj^Ä. 

Verden  diese  Betncrkuiiffea  weiter  lurlgcseUt,  so  crgiebt  sich 
für  dea  Gesain mtwerth  der  l&fvartui>g  folgende  Darstellung: 

«^.Hi  SH=i  ^ 

-t-^:  fw^i^i  f^-rl — j—  •  ^ 

Werden  die  jedem  ,GIicde  gemeinscIiaftliclieD  Grüssee,  und  wird  fer- 
ner die  Fakaltftt 

— r);>-'^l-l  =  (iw  — r)  («»  — r— 1)  (w  — r--2) ...  (/w— /^-f-l) 

Misgestosscn,  üü  gelit  diese  Darstellung  ia  folgende  übu: 

(,._l)2i-l 


12  Ii 

r-1 


1)1-81-1  (iw— -h 


Die  iu  den  Klamaicrn  eingeschlossene  Reil)«'  lasst  sich  bekauDtr^h 
auf  den  Ausdruck  {m — Xy—^^--^  zurückfüiireo.  Uiedurch  geht  <^e 
Torstehende  Gleichung  in  folgeode  über; 

^(«»-y-H-i        iwHias^y^^  -  T'^^ 

oder 

Ans  der  Vcrgleicbung  tob  4)  nnd  5)  crgieht  sich  der  Schluss, 
dnss  atirli  unter  den  eben  grnnnnfen  ItedingfUDgeil  der  Werth  der 
En\;ut  it?g  in  beiden  Falten  jBfleM  h  pTfjss  ist. 

Inu  unter  4)  und  5)  gctundeueu  Resultate  wurden  unter  der 
Toraussetzuug  gewonnen,  dass  r  kleiner  oder  hdchttene  so  gross 
ald  p  ist.  Sie  gelten  jedoch  auch  noch  dann,  wenn  r  grSsser  ein 
p  wird,  und  dann  tritt  eine  Art  von  Paradoxon  ein.  Ist  nämlich  r 
grösser  als  die  AnzaM  «I't  Knebeln,  welcbe  in  einer  Ziehunnr  p^e- 
zugeii  werden,  so  können  linriislens  ^  von  den  besetzft  ti  Kugeln 

Sewinnen,  und  dann  kann  Tfcnn  er  auf  r  kugeln  je  eiuinai 
ie  Summe  a  setzt,  im  frlüeklicbsten  Fall  den  Gewinn  p  .  qa  er« 
halten^  whbrend  er  hei  Kesetsung  einer  einnigen  Zabl  im  glück« 
Hellen  Fiill  die  Summe  r  .  qa  crbaltcn  kann.  Docb  dieser  Wider- 
spruch löst  sicli  dudurr!i.  daiss  der  Wertli  <!er  Krwartuug  den  mitt- 
leren oder  Durcbscbnitts- Werth  für  uUc  mogiiciie  Gewinnste  an- 
giebt,  und  dass  dieser  Durchschnittswerth  einer  bestimmten  Summo 
gleiebkonmen  kann,  ohne  dass  die  einifloen  Gewiooste,  wodurch 
er  beding  ist,  zu  einer  solchen  Hlihe  nnwochsen»  als  dieas  in  einm 
andern  Falle  statt  finden  kann. 

üntersucbt  man  nun  die  möglichen  Fälle,  worin  A  gewinnw 


Digitized  by  Google 


117 

kann  TrenTi  r^p  ist,  so  ergeben  sich  folgende:  Voo  den  besetz- 
ten Zahleu  gewinnen  p,  otltr  ;>— l,  .  . . .  3,  2,  1.  WW 
der  Werth  der  Erwartung  für  jed«!  einaelBen  Fa  1  nach  der  TOrliiA 
•nffcffebewii  Methode  bestimmt,  so  ergidbruch  folgeode  DartteUang 
Ar  den  Gesaantwertii  jler  Erwartimg: 

,    .  -H  ^ .  -^r/".:'"^  -  »>  ^- 

•  •.•-*-"wIT*         iSF»         *4'»-«-        a,;,!-!  » 

^g't i  ""         1>^^'~^  («•— 4-  

Wird  die  u  Klanovsm  eingeichloiaeiie  Beibe  wie  vorhin  behandelt, 
80  eingebt  lieb 

Der  Cakal  kennt  also  zwiscbcn  4,  5,  6  kcinm  tTntrrschied. 
Oer  unter  %  aufgestellte  SaC/  ist  bekannt.  Er  findet  sich  nnter 
Indern  in  Lttcroixl  Lehrbuch  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  («ber- 
T  rnjrer)  75.  bewiesen.  Die  unter  4,  o  nnd  e^autgestell. 
Jen  kt^e  *^od,  wie  man  aieht,  eine  Bmeiletnog  diese.  SaUe.  Sie 
lerden  hier  eine  Stelle  um  ao  eher  Ünden,  weil  sie  nicht  gekannt 
r.  »rii  «Seinen  und  sogar  Gauthier  .!  Hanteserve  in  seinem  1  rait^ 
Ilr^s  "«bab.  Pf  Ohl.  XVII.  P.  77.  derbe  Verfitosse  dagegen  gc- 

••''^DoK 'findet  iich  nämlich  folgende  Aufgabe:  A  will  mit  ^  Fr. 
.   ?»     luUii    Soll  er  aie  ant  eine  Nummer,  oder  auf  drei  Num- 
ÄÄe  in  ein^rTdd  derselben  Zi.  huW  o.ier  Endlich  auf 

eiup  Nummer  in  drei  verschiedenen  Ziehungen  setzen? 
^      Gauthier  iMHl.t        Werth  der  Krwartung,  wenn  er  3  Fr.  auf 
.1.,.  Nuromer  ..  t/i.  uubei  er  den  Salz  14 mal  als  reinen  Gewmn 
">  .    daceiren  bei  einer  Vertheilung  auf  drei  Num- 

eini  nlV  2,5464    ,  Fr.;       den  Fall  d.ss 

«  sie  hintereinander  in  drei  verB.liiodenon  Ziehungen  vertbeilt  2,Ö0L 
ikt  letzte  Metbode  wäre  demnach  die  V  oriheilhntleste.        .  ^ 
nTtP  Hr  G.  d'Hauteserve  richtige  Schlüsse  gemacht,       W««  f 

^uÄ^^bÄ  ü-ulu.  2,5464...  ein  Druck-  oder 

■J^knniiinrfchlrr  fin-^rsclilirlion  zu  liabcD. 

Scklüsse  ,riU  X  bcsouders  auffalle.*  i«.iri«e»  ».«fl« 

ist  namiiLii  uio   fl;  meint,  so  -n  rc  hiernach  die 
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und  jeder,  der  18  mal  auf  eine  Nummer  in  deu  vefscliiedeneQ  auf 
eiDiitider  to1fC«ii4«a  Zlebiui(i^ii  4w  L«ttot  \seltt»<y  nibsto  nach  der 
Ansiclit  des  Hrn.  G.  gewinnen,  was^  offiinbar  ^Iscb  ist.  ■ 

Wir  schliessen  mit  der  Bemerkung*,  diiss  die  oben  uoter  l  hisG 
aufgestellt pt?  Sätze  nur  von  <\vm  objectiven  VVcrflio  der  Krwar- 
tuncf,  niciii  aber  von  dem  huiij*  ctiveii  oder  irulividuf llcii  AVerth 
derselben  gelten.  Um  letztem  zu.  ermitteln  t»'Hid  üudere  Schlüsse 
zD  naclkeii. 


II. 

Verhältniss  der  Ordnung,  in  welcher  die  Tlt  ei  1  nehme  r 
zum  8[)iele  gelangen,  %um  Wcrthe  der  ll)r\vurtung. 

In  v'\\\rr  Vrm  sind  n  Loose  ciilliiiltrn .  und  darunter  zwei 
Treüer  und  //  —  2  MeU-n.  Der  eine  TreÜcr  ^cwiout  die  Summe  a, 
der  andere  die  Sumiue  Die  beiden  Gewinnste  sollen  unter  n 
Personen  ^i,,  . .  , ,  ji„  durchs  Leos  vertheilt  werden.  Jede 
Person  kommt  in  der  genaniiteti  drdoaDg  tum  Loosen  aoA  sielit 
dann  ein  Loos  ans  der  Urne.  Wie  gross  ist  der  Werth  dtr  Kr- 
Wartung  fiir  jede  einzelne  Person  vor  dem  Anfanpre  der  Ziebung? 

Um  ilie  vorliescende  Fraire  zu  beantworten,  i.st  zu  be.'ic}i*en, 
fiass  die  beiden  Gewiuuste  lu  der  angegebenen  oder  iu  der  um- 
gekehrten  Ordnung  erscbeioen  kömen.^  Hrseheinen  sie  in  der  ai- 
gegebenen>  so  können  folgende  Falle- eintceten: 

4r)d.GewiiiDst.fal].a.d.  lt9a.Ste»  Iteiktte,  lteii,4te.^.lti>iviitePera. 
5)  -      -        -  -  -  2te  -  Sie,  2te  -  4te,  9(e  -  5(o...jSfin  -.nte  - 
c)  -      -        ^  ^  .  Sie  -  4Pte,  3te  -  5te,  3te  -  6t€....3te  -  M  - 


n]  die  fieuinnsLc  lallen  auf  die  (/* — l)te  und  ifle  Person. 

Diese  Zusammenstellunjr  umfusst  alle  möglichen  Fälle.  Sie 
stimuieu  wit  den  Zerstreuungen  von  zwei  l^iementen  iu  »  Fäclier 
fllief«ln  und  sind  deswegen  inrer  Zahl  naeh  (s.  m.  Comb.  Lehre  ')) 

— ^ — — .   Jeder  Thcilnehmer  hat  die  Aussiclit,  dass  sich  das  Loos 

in  {n — 1)  Fällen  günstisf  für  Üin  enfsrliciilf.  Fiir  jeden  einzel- 
nen Fall  mU8S  der  Werth  der  Krwartuoi^  bestimmt  und  sa  niiiiliciie 
Wertbe  müssen  zusumtuengeibahlt  werden.  Die  \\  abräcliuiulicbkeil 
ist  für  jeden  einselnen  Fan  Terinderlieb. 

Geht  man  zur  Werthbestimmung  der  einzelnen  Fälle  über,  ao 
setzt  die  Xatur  «fes  Tintrr  rr)  aufa^eziiliUcu  Falles  voraus,  dri.ss 
und  gewinne,  oder  dass  uud  i^cwiunc,  also  für  A^  eine 
Kicte  erscheine,  doss  A^  und  A^  gewinne,  also  für  A^  und  A^ 
eine  Niete  erseheintt  a.  s.  w.  Dieae  Bemerkongen  fuhren  w  fol- 
gender Dantellnngs 

^  Die  Lehre  von  den  Combinationen  naeh  einem  neuen  Systeme  bearbeitet 
und  erweitert  von  Dr.  JL  Oettinger.  Freibang»  IM.  9».  Seite  M.  6. 
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n-2 
n  —  1 

/I  —2 


n  —  2 

n  —  Z 
n  —  2 


h 


«-—3 
n  —  4 


u  —  \  '«~2'«  — 3*1»  — 4 


n  '  n  —  1 

a  h 

n  '  n  —  1 

n  b 

»  '  *8  —  1 

a  b 

n  *  1 


^    ft  —  2    71  —  Z    n  —  4  8     1.        a  b 

Wendet  man  die  eben  gemacliten  Bemerkmigeii  such  auf  die  anter 
6)  aufgefübiteo  Fälle  au,  so  gewinnt  onui  folgende  Zuiaaimea« 

Stellung': 


'  n  —  l  '  n  —  2 
a      n  —  3 


2 

7t  n  —  \  '  71  —  2  /1  —  3 
n — 2       a      n  —  3    /i — 4 


i  '  n  —  2*«i--3  *  i»--4 


'  ,~  n  '  «— 1 
n  *  »  —  1 


fi  —  2       a       7t  — Tt    M  —  k    » -~5         ^    1_  A       —  ^ 
«       «—1    w  — 2    w  — 3    fi— 4          3     2  n    i»— 1 

Für  die  upter  c)  aiigefiüirten  Fälle  ergiebt  sich: 

9t — ^2    7t  —  3       ab.  ab 


'  n  —  1  '  M  —  2  '  n  —  8 


n- 


n  —       

n     '  n-—l  '  n  —  2*?j-»-3*'/*  —  ^ 

7f  —  2    7t  —  3       a       7t  —  4    7t  —  5 


— 1*«  — 2*/i  — 3  *J»  — 4'»— 5 


n  *  J»  —  1 

Jti  *  #•  —  1 
_  a  b 


2       — 3 


»  —  4    «  —  S 


2  1 


ü  l    »-2    «--3    /<-4  3*2*'' 

!•  0.  w«  Der  letste  Fall  giebl  folgende  Beitimaiimg: 

n  —  2    f»  — 3    «  —  4 


b 


3^    2^    J_    j»  .   

4     S     2  « 


die  Gewinnste  in  vagekeluter  Ordnung,  so  treten  aueb 
dafilr  die  elMA  wtef     ^»  •  enfgefdIirteB  FiUe  wieder 
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•b.  Sie  fuhren  nach  4e&  bnig«filgton  Bemerkungen  nn  folgenUen 
Dnrstellttngett: 

h_  »«^  g      n  ^  m 

n  '       1  '  » — 2  n  *  j»  —  1 

£    n — Z  it— 'I  nr  ^  i      a      ■  - 

« 

fi   »— l  «—2  fi— I  »—4  m  «—1 


»^2        .«   w^4  2^   J_    *^  • 

»         1  •  «—2  '  it->S S  •  2  •  —  •'n-^r 

'     #•    '  « —  l'n  —  2  n 

w  — 2       b      w  —  3      «»  ^ 

jf      «— 1«  —  2w  —  3  « 

•  - 

M— '2       Ä       n  —  3    n  —  \  a  h 


1 

a 

91 

I 

n 

n 

i 

1—2       h       n  —  Zn  —  4«  — 5'         2     1  /; 


n,  n-a  n-i  «-*  ••••  3  •  2  •  *^  Ä  »-1 

n*  1.  w.  Bndlieh 

^>   I»  'ii-i-it-2 — *  •  4  •  » /T*       »  •jr::^- 

Die  HoffouDff  für  den  Gewinn  a  zu  erhalten  ist  in  1)  an- 
gegehen.  (« — l)  Pille  elnd  für  ihn  günstig,  die 'itoeitlich  einan- 
der gleich  sind.  Ihre  Suninie  iit  hiemnch 

Nnn  hat       offenhnr  nifr  auf  einen  Gewinn,  and  in  dieiea  Fall 

auf  den  Gewinn  a  Anspruch.   Der  Qejwinn  6  filllt  iofbrt  einen  der 

ülirisccn  Theilnehmer  zu.  Dieser  Gewinn  ist  von  dein  vorstehenden 
Resultate  zu  trennen.  Der  Wcrih  der  Erwartung  fiir  hiaaicht- 
lich  dea  Gewinnstes  a  iut  hiernach 

In  5)  ist  der  Werth  der  Erwartung;  für  ,4 ^  in  Beziehung  auf  den 
ilewiun  6  ausgegeben.  Die  Wiederholung  der  gemaciiten  Hemer- 
kungea  hinsichtlich  des  Gewionstei  6  giebt  hiemach  für 
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Der  CIciaBatwerdi  teioer  Brwartang  ist  sofort 

Alf  g»iu  äbnlicbe  Weise  bestimmt  sich  der  Werth  der  EirwBftnng 
6ir  2^,   Nach  2)  giebt  es  für  ihn  günstige  Fälle,  den  Ge« 

wion  a  iu  erhalten,  während  r»in  späterer  Thiilnehmer  den  Ge- 
winn 6  erkalt.  Nach  5)  hat  er  noch  clmiuil  Huiiuudir  rtuf  denRolbeo 
GewioD,  während  den  Gewinn  ^  erhalt,  liiernuch  i&t  der  \V  ertb 
idaer  Enrortaog  tn  BeiiekoDg^  auf  m: 

= 

Auf  gleiche  Weise  ersieht  sich  dec  Werth  seiner  Erwartung  in  Be« 
ddiung  auf  den  Gewinn  6»  Er  ist 

Der  Gesammtwertb  seiner  Erwartung  ist  also 

*  n 

Wird  dic&e  Entwicklungsweise  weiter  fortgeführt,  so  ergiebt  aieli 
in  Werth  der  Erwartung  für  A, 

■ad  allgemein  der  Werth  der  Erwartung  für  den  Theiloehner  Ak 

8)£.  =  ^-  +  A.      „  ...  ■ 

Dieis  führt  zu  dem  Schlosse: 

9)  Sollen  xwei  Gcwinnstc  a  und  //  durch  das  Loos  unter  n 
TLeilaebraer ,  die  in  einer  vorgcaehriebenen  Ordnung  zum  Loosen 
gelangen,  auf  die  oben  bezeichnete  Weite  ▼ertheilt  werden,  so  ist 
der  H  ertk  der  Erwartung  für  jeden  TheUnehmer  vor  den  Beginne 
der  Verloosung  gleich. 

Gebt  rann  von  der  oben  vorgeschriebenen  Ordnung",  in  welcher 
die  TbeilDchmcr  zum  f.ooscn  gelangen,  ab  und  legt  eine,  ander« 
n  Grund,  HO  bemerkt  wun  leicht,  daiiä  sieb  die  oben  gemachten 
Schmisse  diirebavs  nicht  ändern,  und  sich  leicht  auf  die  neu  ge- 
wählte Ordnnnff  übertragen  lassen,  dass  sofort  der  Werth  der  Br« 
Wfirtnnsr  vor  dem  Beginne  der  \  rrlDosun^r  für  jrdrn  Theilnebmer 
naverandert  bleibt.    HiertKicli  recht  fertigt  sicli  der  Schluss: 

lOj  Süllen  zwei  Gcwinüsic  a  und  &  durch  das  Loos  unter  #> 
Theilnebmer  auf  die  oben  ungegebene  Weite  vertheilt  werden,  so 
in  die  Ordnung,  in  welcher  die  Theilnehmer  nom  Loosen  gelangen, 
fiianz  gleichgültig  nod  der  Werth  der  Brwaf;tung  ist  tot  dam  B»- 
ginae  der  Verloo<*nng  für  alle  Tbeilnchmcr  gleich. 

Alles  bleibt  wie  oben.  A:  Nieten  sind  s:ei:ogen  worden.  Wie 
i;ro8S  ist  der  Werth  der  Erwartung  fiir  jeden  einzelnen  der  übrU 
RM  ThaUnelimarf  * 
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Sind  K'  Loose  gMopjen,  so  sitk!  aur!i  k  Theiloehmer  ausgetre- 
ten und  noch  [n  —  k)  I^ooso  in  der  l;roe  nebst  deu  Gewionsten 
a  und  ö  zurück^  woraal*  n  —  k  Personcni  Aospnich  haben.  Der 
▼orlieffeDde  Fall  ist  ^ans  nacli  der  vorhio  aogeg^ebeoeo  Weiie  so 
behandeln.  Die  verminderte  Anzahl  der  Loose  ändert  die  Schlnss- 
folffe  nicht:  Der  Werth  der  ErwartttDg;  für  jeden  einseloeit  der 
ttooi  iihrif  ea  TJ^eMnehoier  ist.     •    .  . 

'  n  —  K      U  —  k 

Ist  schon  ein  Gewinn,  etwa  or,  gesogen^  »o  ist  der  Werth  der  Er* 
Wartung 

Wir  kehreo  xn  der  oben  anfgestellten  Pmge  xnrack  nnd  ver- 
allgemeinern. 

In  einer  Urne,  die  n  T.ooso  ftitlifilt,  befinden  sich  drei  Treffer 

1111(1  (  //— 3)  Nieten.    Sie  sollen  unter  //  Personen        -i,,   An 

durcliä  Loos  so  vertheilt  werdeiu  dass  diese  in  der  geuauulen  Ord> 
nung  zum  Loosen  gelangen.  Wie  gross  ist  der  Werth  der  Br* 
Wertung  für  jede  Person <.tror  dem  Beginne  der  Verlfsosungl 

Die  Gewinnste  können,  in  folgender  Ordnung  erscheinen: 

Für  jede  Ordnunv  kSnne«  folgende  Fälle  eintreten. 
Die  Gewinnsle  fallen  sns 

«)deinlft.,3tn.3t.;  lt,2t.n.4t.;  lt,2tn.5t»^.lt,(ii-l)tn.'«t.TheiU 
i)  *  St>3tn.4t.^2t.,3tn.5t.$2t.,at.n.6t......2t,(/<-l)t;U.i»tnelifliw 

e)  -  3t,dt.n.5l.;3t,4t.ii«<lt;3t,4tn.7t,.^,.3t,(i»-l)t;i.iifo  . 


m)  dem  («i^2)ten,  («  — l)tett  nnd  «ten  TheUnehBier. 

Dieses  Schema  fallt  mit  den  Zerstreuunffen  von  drei  Elemeoten  in 
M  Fächer  insammen.  Es  gilt  Itlr  jede  einielne  GewinnrertheHnnr. 
Biernaeh  Ist  die  Zahl  aller  mSgliehen  Fälfo 

»Iis— 1) 

Unter  diesen  Fallen  sind  1.2 — — - — ,  worin  jeder  Tlieilnehmcr 

in  BeziebuMtr  auf  ji  den  eiuzdiuen  Gewinn  eia  £Ur  sieb  güuaiÄges 
Resultat  erwarten  darf. 

Die  Werthe  der  EriKafitaog^  die  liir  das  ehen  an%ieetellte 
Miemm  za  hertimmen  eiind,  ergeben  sich  aus  folgenden -DMEatellH»- 
geu  nnd  «war  der  Eeihe  nnch  nir  die  Fälle  si^  ^ 
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Wird  €10«  andere  Ordnong  im  ErscheiDeD  der  Gewinnste  «r, 

€  gewählt,  so  ist  in  ll>.12y  und  13  die  reränderfe  Ordnung  bin- 
sicbtlich  der  Buchstaben  m^  hf  e  einsufuhren.  Die  übrigen  Gebilde 
bleiben  unverändert. 

Um  nun  den  Werth  der  Erwartung  fiir  -/j  Linsicbtlicb  des 
Gewinnstes  a  zu  ermitteln,  ist  au  bemerken,  dass  er  ilin  in 

1 . » .  ^^xfr^  PÜlea  «fMtei  bann,  werin  jedeeh  «Mer  Iba  bm4 

swei  «ndere  Tbdinebnwr  aicb  in  die  Gewinnate  ^  und  -e  tbeilen. 
Die»  filbrt  xn  der  BeitiinnMing 

Anf  gleicbe  Weiffe  beatimnit  sich  der  Werth  der  Erwnrtnng  toh 
Jlx  ^  Besielning  auf  den  Gewinn  h.  Er  iet 

SbcB  80  in  Besiehimg  «af  de»  Gewbn      Br  Ut  , 
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Hieroach  ist  der  Werth  der  Erwartang  für  io  Beiiebuog  auf 
alle  Gewinnste 

Die  nämHcIieii  Kemt^rkungen  führen  zur  UetitiminuDg  des  Werthe« 
der  Erwartuug  lur  ^-i, : 

UieraDa  folgt  endlich  der  Werth  dcf  Erwartnng  für  ^it: 

Mao  iit  Bofott  sn  den  Schlüte  gelangt,  dass  ancb  In  den  vorließ 
Inenden  PaAe  der  Werth  der  Bnrartnnff  filr  alle  T'heilnehmer,  die 

111  der  vor^c8cliripb«nPn  Ordnung"  zum  Loosen  ffelang^en,  gleich  ist. 
Hieran  kimuft  sich  nun  die  weitire  Folgerung  leicht,  dass  zugleich 
die  Orduung,  in  welctier  die  TheiUicLuier  zum  f^oosen  ffelaogeo, 
ff  leichgültig  ist,  da  die  Darstellungea  11,  12,  13  für  jeoe  andere 
Ordnung  des  oben  aufgestellten  Schemata  gelten. 

-  Die  hier  angegebene  Entwicklungsweise  hat,  wie  sich  deutlich 
xeitrf^ ,  einea  allgemeinen  Charakler.  Sir  h!pil)f  dipsclbe,  wenn  die 
\erthcilung  von  vier  und  mehr  Uewinusteu  unter  n  Personen  in 
Frage  kouiuit.  ^ 

Sind  tonn  die  Gewinnite       a:^,  <r,        «r  unter  n  Peno- 
auf  die  .oben  angegebene  Weise  dnreba'Loes  zu  vertheilen, 
und  fragt  man  narli  tlcm  Werthc  der  Erwartung  für  die  ein/j'lnpn 
Theitnebnier  vor  dem  Ueginne  der  Verloosung>  so  ergiebt  sich  für 
jeden  ohne  Unterschied 

'  n  * 

Hier  gilt  die  üediogungsgleichung,  daaa 


Dir  Clrirfiuntr  1*1  Liilt  riir<^nt!irfi  unfrr  der  Voraussetzung,  daaa 
sÜmnitUcbe  Tlieiluehiner  in  der  bestimmten  Ordnung  ,  .-/j ,  . ,  . -<^n 
aum  Loosen  gelangen.  Ks  liegt  aber  deutlich  vor  Au  gen  ^  dass  sie 
oacb  den  oben  nngeAlhrten  Bemericnniren  noch  immer  gilt,  wenn 
irgend  eine  andere  Ordnung,  worin  die  Theilnehmer  inm  Loosen 
gelangen,  gewählt  wird.    Diess  rechtfertigt  folgenden  Satz: 

16)  Wenn  r  Gewintiste  unter  //  Personen  durchs  F.oog  ver- 
tbeilt  werden  sollen,  so  ist  der  Werth  d«r  Erwartung  vor  d«»r7i  Re- 
ginne der  Verlosung  für  alle  Tbeilnehuier  gleich,  unid  die  Orduuug, 
worin  die' Theilnehmer  snm  Loosen  gelangen,  ganz  gleichgültig. 

Die  gleichen  Gesetze  gelten  bei  Vertfaeiliing  der  Lasten  durch 
dn<?  Lnos.  Diess  hr^  pist.  fi;i<<?  (l;is  \  t  rfrtlir^'n  ,  welclies  a^e^viihnlich 
bei  \  ertbciluug  der  (H  winuste  oder  Lasten  durch  tias  Loos  antrc- 
wendet  wird,  ganz  im  Rechte  begründet  ist.  Mau  i$t  gewi^scr- 
masseii  einem  instibctartigen ,  natürlichen  Gefühle  gefolgt,  und  hat 
recht  gehandelt,  ohne  sich  der  Gründe  delttr  bewusst  zu  sein,  llir* 
geiids  ist  üKmlicb  der  vorstehende  Sali»  so  viel  mir  bekannt  ist, 
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mit  Hultc  (irr  Matiieinaii k  Ix  gründet  wordeu ,  und  doch  hifdpt  er 
einen  der  erstco  Eleoientursatze  in  der  Lehre  vod  dem  Hcrtiic  der 
BrmrtDDg'  oder  der  aatfaenifttisebeB  Hoffhong,  wenn  dieser  Am- 
^niek  der  moralischen  Hoffnung"  zur  Seite  gestellt  werden  darf. 
Selbst  die  Bercchnuo^  der  durcbschnittlicheo  Wertbe  von  zu  hof- 
fenden Vortli^-ilen,  wie  sie  in  der  WahrscKeinlictikeitSrerlirninc^  so 
bauli"^  vorkomineu,  gründet  äicii  auf  den  Satz  iCi,  denn  c.>$  ist  nirlit 
Bogiicl)  deu  BrwartuogswerUt  für  irgend  einen  Theilnehmer  xu  be- 
tfiaaeo,  weoA  nicht  eine  bestimmte  Ordnung  gilt,  oder  oicbtj  wie 
bier,  Torlier  nachgewiesen  ist,  dies  die  Ordnung  in  welcher  die 
Verloosnng  n»ek  der  -MgegebeneB  Arl  ver  sidi  ^eli^i  gleiebgüU 
lig  ist. 

Sind  mehrere  TOO  den  bu  vertheileoden  Gewinnsten  einander 
gleieb»  so  ändert  diess  die  obiffe«  Bestimmuugen  .nidif.'  Di^ 
viekbnsg  16)  gebt  dann  in  folgende  über: 

'  17)  E^^'^'      p^a^-{-p,a,  H  prtfr 

JS 

Wibei  /»j         -|-|»t  4-  '^pr'^it  ist. 

Sind  h  Nieten  gezogen,  ebne  dun  ein  Gewinn  erscbieaen  ist, 
m  lodert  sieb  -natürlicb  der  Wertb  der  Erwartung  nnd  es  ist  ans  17) 

Ktr  moM  ' 

^4  + -4r /» » +  •  •  • /'f  5  •  ^  * 

Min.  pie  Art,  wie  die  Verloosiing  aiisznfübren  ist,  gehört  nicht 
liffber. 

Sind  die  ßedingongen  der  Verloosnng  soders,  so  werden  ancb 

die  Resultate  irranflprt.  Writorp  liiebcr  gehörige  üntersuchungen 
bbp  ich  in  (Ich  Abhaudlunscen  der  matlicmntisch  -  physikalischen 
Classe  der  Kooigl.  Baierschen  Akademie  der  Wisse uschatieu  2.  tid. 
Hiteben,  Itö?.     24a  mitgetbeilt 
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Ableitung  der  Sfttze  von  Rolle,  Fourier  und 
Descartes  über  die  Anzabl  der  zwischen  gege- 
benen Granzeo  liegenden  reellen  Wurzeln  einer 
Qtlgabraischen  Glaiehnng  aus  der  Lehre  vom 
Exeess  der  g^broebenen  rationalen  algebrai- 
schen Functionen.  Als  Fortsetzung  zu  der  Ab- 
handlung No.  Y.  in  diesem  Tbeile 

Heraaageber. 


f.  1.  :    •  ^ 

Das  Theorem  vuu  Rolle  kuaa  uui  £ulg«Dde  Art  uusgc- 
•procheo  werden: 

Die  Attiahl  d«r  swinchea  swci  beliebigen  gegebe- 
nen Griinien  lietr^Midcn  rt- eilen  Wiir/ ^In  diT  fileicliung^ 
y(.jp)  =  Ü  i«t  nie  irr«  SS  er  als  die  um  eine  Kinlieit  ver- 
mehrte Aniahl  der  zwiscben  denselben  Granzeo  Hegen- 
den reellen  Woraeln  der  Gleich  eng /X^tr)=sO. 

Cm  diesen  merkwiiiidigen  Sets  se  bewciicen,  ««^ten  wir  die 
beiden  gegebenen  (>rauteo  dnrfb  ü,  6  bezeicbnea,  und  wollen,  wae 
offfTibar  verstattet  ist,  annehmen,  dass  a f>  sei.  her  den  Grrin- 
zcQ  a,  b  entsprechende  Excess  der  gcbrocbenca  rationalen  aige* 

fix) 

braiaeben  Fanction         sei  £,  nod  die  Ansal^i  der  xwiacben  den 

Gränzen  a,  h  liei^oiitlcti  yon  einander  verschiedenen  Wurzeln  der 

Glriclmnu:  /*(./  )— 0  sei  m\  so  ist  mich  «lein  in  \.  §.  -iO.  bcwiosc- 
nen  ftiatze  m=E,    Ist  nun  E'  der  den  Gränzen      6  ents|ti-rrlieade 

Eiceta  der  gebrochenen  ratioDalen  algebraiicben  Function  y^—;  ao 

iat  nach  dem  In  V.  f.  23.  bewieaenen  8atze 

i?  +  J^=e  oder  ^=2--£'4-f, 

wo  entweder  e  =  0  oder  £  =  =L1  sein  kann,  und  es  ist  folglich 
nach  dem  Vorhergebenden  « 

m=.  —  £'-+.«. 


*)  Man  TergU  die  Note  auf  S.  Vi, 
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Naeb  d«ni  aus  V.      21.  bekannteo  aiigemetneu.  Begriffe  des 
cwisseo  gegebaaen  (Maaea  eotsprecbaDdea  EacttMi  ciaer 
roebeaea  lalianalen  akrebraiMbea  raaetioo  ist  aaa,  weaa,  iaaeai 

fi.r) 

u.-  bitli  vou  a  his  b  fA^i\\r  ändert,  die  Function  2,7—7  #»Mal  unend- 

lieh  irird  und  dnbci  von  dem  Nes^ntiven  zum  Positiven  übergeht, 
und  m'  31al  uDeodlich  wird  und  dabei  von  deui  Poüitiven  zum  Ne- 
gatiTea  öberffcht,  E^^n—jif  oder  — E?=i^^t$^  vad  fblglicb 
■ach  den  Obigea 

fix) 

Wird  aaa  die  Faaction  'tttA  zwtscbea  den  Graacon  a  nad  i 


fiberbaapf  ap'Mal  naeadlicb  and  ftudert  i6r  Zeichen,  10  ist  w^=, 
aad  falglicb  aSeabar  mer  «i'^a^  — 1»^  also  av'*^e^is^— is-H^ 

d.  i.  aadi  daai.  Obigen  «p^+c^at  adar  as3ai^-4««» 

I'ieaeicbaet  jetst  m"  die  Aasabi  der  swi»chen  den  Gränzen  a 

Bod  6  Hegenden  rrollen  von  einander  vcrscliiedeuen  Wurzeln  der 
Gleichaog  /'(^*)  =  0^  welcbe  nicht  zugleich  auch  Wurzeln  der 

Gleicbang  /(^)sO  aiad|  10  iat  efflbabar  iMiaer  mf^mf'^  ^Sitn 
m  -J^i^m"         und  tulgiicb  nach  dem  Vorhergehenden  imoier 

Liegen  aber  zwischen  di-n  (irnnzen  a  und  b  noch  m"'  reelle 
TOD  einander  verschiedene  Wurz<'iu  der  lileicbung  y^^)  =  0, 
arelcbc  zugleich  aacb  Wurzeln  der  Gleichung  /'(.r)=:0  gind,  so 
ist  wif -^m^sTzm^  die  Aasabl  aUer  swisebea  dea  Gränzea  a  nad 
6  liegenden  reellen  von  einander  verscbiedeo^a  Warzeln  der 
GtMirltiinL*-  /'(r)s=0^  uad  £olgUcb  ml'=sm^ — also  nach  den 
Ohlgen  iinuier  ' 

m  ^  ///i  f. 

Bevor  wir  jetzt  in  dieser  Betrachtung  weiter  fortschreiten, 
\vi»Ucu  wir  zuvorderst  völlicfer  Denllichken  wegen  dea  li»lgendeu 
Satz  von  den  Gleichungen  in  der  kürze  beweiben: 

Weaa  die  Gleicboog  f(a:)  =  0  aicbt  nebr  nad  alcbt  weaiger- 
als  k  Wurzeln  hat,  die  sänoitlich , s=  a  sind;  so  bat  die  Gleichung 
f{jr)  —  {i  nirbt  mehr  und  nicht  weniger  als  k — 1  Wurzeln,  die 
sämiutlich  =  tt  sind,  wobei  sich  voa  selbst  versteht,  dass  k  nicht 
=  0  ist.  .   .  ..  ■'  •  ■ 

Weil  aünlieb  aaeb  der  TamssetnM'dia  CHalcbnag  /(^)  ssO 
aicbt  mehr  and  niefat^  ivaQtger  ala-ib  Wartala  bat,  die  aänntlieli 
^»  siady  aa  kaaa 

1---        .  '  /(a?)  =«    — f<»)>        ;  I  ---  ^^ 

wa  9^;r)  eiae  fdr  ap=sa  aiebt  Terscbwindeade  ganse  rationale  al«* 

gdbraiscae  Function  \on  bezeichnet,  gesetzt  werden.  Nimnt 
Buin  Dün  nnch  V.      7.  mul  §.  10.  auf  beiden  vSeitr  n  der  votstebca* 

dea  Gleicboag  die  dehvirten  FuBCtianea^  so  ecbäit  nun 
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oder 

/'(ar)  =  (^  — a)^~i  |(ar  — a) 

woraus  wich  unmittelbar  ercriebt,  dass  die  Gleichunor  y'(^)  =  0  je- 
derzeit X:  —  1  Wurzeln  bat,  die  säramtlicb  =«  sind.  Dass  aber 
diese  Gleichung  auch  uicbt  mebr  als^  A: — 1  M  urzuiu  iiubeu  kaai!« 
die  eäfliaitlich  =±a  stBd,  erhellet  eben  so  leieht.  Sollte  diwelbe 
nämlich  k  Wuncelo  hahen,  deren  jede  =a  ist;  so  mäiitC^  — Ci 
offenbar  in  der  ganten  rationalen  algebraisdien  Fanction 

aufgehen,  und  diese  Puoetioa  also  ^r  je=a  venchwiodev,  woleboa 

nicht  möglich  ist,  da  dieselbe  für  diesen  Werth  der  Grösse  a:  den 
Werth  /(/(«)  erhält,  und  nach  dem  OhiL'-pr«  weder  X:  =  0,  noch 
^{u)rz=.<)  ist,  wodurch  nun  unser  ubiger  eingeschalteter  Sats»  der 
sich  offenbar  auch  umkehreu  läst»t,  bewiesen  ist. 

Wir  wollea  jelit  anneliaieo«  dass  dioGtoichnng  /(.r)s;0  xwi- 
•eben  den  Gräasen,  m  und  b 

^IJ  ^J»  ^4J   •  •  •  •  ^Jt» 

von  welchen  Grössen  eine  jede  grösser  als  die  Einheit  sein  soll, 
raolie  WoReln  habe,  die  sümmtliä  respeetiv«  den  CMiMeB 

«I»  «ai  ««»  «4»  .    •  •  «A 

gleich  sind;  so  hat  nach  dem  so  eben  bewiesenen  Satze  die  Glei- 
chung/"'(u;*)  =  0  zwischen  den  Gränzen  a  und  6 

roeUe  Warzeln,  die  säoimtlich  respective  den  Grössen 

Ol,  a^i^tts»  •4t  ••••  *Jl 

gleich  sind«  und  andere  einander  gleiche  Wurzeln  kann  diese 
Gleichung  nach  dem  in  Rede  stehenden  Satze  udenhar  nicht  haben* 
Da  nun  nacli  dem  Obigen  m  die  Anzalil  der  Kamnitlich  von  einan- 
der verscbiedeueu  reellen  Wurzeln  der  tileicliuug  /"(.«:)  =  0  zwi- 
schen den  Gränsen  a  und  b  ist:  so  ist,  wenn  die  Anzahl  aller 
reellen  Wurzeln  der  GleicbVing  /(^)sO  swischen  den  GrSosea  4S 
und  h  beseicbnet,  offenbar 

^  =  iwH-(Xr,-l)^(X,-l)-h(^.-l)-|-...-h(^A-l) 
oder 

Weil  ferner  nach  dOM  Obigen  4i|  die  Apzaht  der  sämmHich 
von  einander  verscliiodenen  reellen  Wurzeln  der  (»leichnnir  f{,T)-=^\ 
zwischen  den  Gränzen  a  und  h  ist;  so  ist,  weoa  ^,  die  Anzahl 
aller  reellen  Wurzeln  der  GieicbuDgy''(a7)  =  0  zwischen  den  Grän- 
sen m  und  h  beceiebnet,  wie  eben  so  leicht  erheüon  wird, 

oder  r 
>,=,.,-(Ä,-.2)-(^.^2)-(il,-Ä)--...-(JlÄ-2). 
Weil  Diia  Meh  don  Obigett 
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«»  ^  *»j  —  € 

ist,  so  ist 

und  folgUdb,  wie  sich  hieraus  gogleich  ergiebt, 

\ach  dt'in  OhiLr^'n  ist  /«"'  Anzalil  der  von  einander  vcr- 
bcbiedeocn  reetien  Wurzeln  der  üicicliuug- y(;r)  =  0  zwischen  den 
Graozen  a  ud  welcbe  sogleieb  Wurzeln  der  Gleichuug  /(^)=z=0 
ibiit.  üeberlegt  man  nun,  duss  nach  den  vorher  bewiesenes  Sijatae 
jede  Wurzel,  welch«  die  Gleichuujjf /(jr)  =  0  mir  ein  Mal  enthalt» 
Dicht  auch  C'inc  Wurzel  der  Gleirliinta-  f\x)-=.^  sein  l.;;im:  so 
wird  auf  der  Stelle  criiellen,  daää  immer  s»"'=:it,  und  iolglicb 
nach  dem  V  urhergeheudcu 

icis  «088.  Well  ferner  na^b  de«  Obigen  i«ner 
ial^  80  ist  nn  so'  «ehr  Immer 

•»  ^  «4  H-  €. 

Well  nun,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  -4-1  der  grSsste 
Werth  ist,  welchen  s  haben  kann,  so  ist  immer 

3 /i|  +  1  und  »  ^  i»i  +  1 » 

woraus  man  siebt,  dass  das  Theorem  von  Rolle  nicht  bloss  von 

allen  zwiscben  den  Gränzen  a  und  L  liegenden  reellen  Wnneln 

der  Glficliungen /T^)  =0  undy'(.r)  =  0  vondern  auch  von  allen 
zwischen  diesen  Gränzen  lieg^cnden  sänimlhch  von  einander  ver- 
schiedeDen  reellen  Wurzeln  der  beiden  lu  Hede  stehenden  Gleicbua- 

^1»  Ä^t»  *4t  Ä»>  •  .  .  .  «9 

V 

die  sämmtlichen  von  einander  verschiedenen  reellen  Wurzeln  der 
Gleichung-  f'{.c)'=^,  und  diese  Wurzeln  nach  ihrer  Grösse  auf- 
steigend Gfeordnet  sind;  so  lieijt  zwischen  — X  und  <jf,  krluo 
Wurzel  der  Gleichung  /^(.a?)  =  (I,  also  ncich  dem  vorhergetiendcu 
Satze  höebstelDs  eine  Wursel  der  Gleichung  /(a.-)  =  0.  Zwischen 
er,  nnd  liegt  keine  Wurzel  der  Gleichung  .r(;r)  =  0,  also  nach 
dem  vorigen  aatse  höchstens  eine  Wurzel  der  f>]eicliurig /(^jsdD. 
Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar.  Zwischen  «r^ 
und  -I- X  lieoft  keine  Wurzel  der  Cleiehunij  /*'(.r)=0,  also  höch- 
stens eine  Wurzel  der  Gleichung  y|a.-)  =  0.  Hieraus  sieht  man 
ielglich,  dass  es  hdcbstenB  eine  reelle  Wurzel  der  Gleichung 
/(jr)  =  Oy  welche  kleiner  als  m^t  hdohstens  eine  reelle  Wurzel 
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dieser  Gleichung'  ccpben  kann,  welche  fi^össcr  als  ag  ist.  Ferner 
kann  nur  cinr  reelle  Wurzel  der  (ileichun^  ^/"f  r)  =  0  zwischen 
17,  und  r/3,  nur  eine  reelle  Wurzel  dieser  (sleichuntr  zwischen 
und  tf,,  u.  s.  w.,  nur  eine  reelle  Wurzel  derselben  Gleichung  zwi- 
scbeD  a^t  liegen. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  /^.v)  eine  ganze  rafiiniale 
algehratscbe  Function  des  Mten  Grades  von  ^*  sei,  und  vvoilen 
dareh  succenive  Entwiekeliiogr^  der  derivirteo  Fntictioiien  sech  den 
ans  V.  A.  bekaonteti  Regeln  die  Reibe 

/(^),  /{a:),  ruh  r\^), . . .  /f-K^) 

bilden.    Setzen  wir  in  dieser  Reihe  für       die  Grössen  a  und 
WO  wieder  a-^A  sein  aoll;  so  erbolten  wir  die  beiden  Reiben 

(1)  fU).        r»»  ....  /f-H-»); 

(2)  /(^).  fv^h rv^h rw,  '"•  /H^h 

in  denen,  wie  ^\\v  ietzt  annehmen  wollen,  koin  f^lifd  verschwinden 
soll.  Ferner  wollen  wir  unnehmeo,  duss  zwischen  den  Gräoseo  4* 
und  ^ 

'  Ml»  •  •  • 

reelle  Wurzeln  der  Gleichungen 

/(a:)  —  0,  =  0,  /"(.r)  =  0.  rUr)  =  0.  ...  ß-^j;)  =  Q 

liegen»  und.  wollen  überhaupt  in  liezug  aul  die  Functionen 

/(^)  und  f{a:U 

fXofi  und 
a.  a.  w. 

/(*-«(ar)  und  /t^Har)  • 

dnreh 

•»  •«»  •••  fn^t 

Dniielbe  begeicboen,  wai  im  vorigen  Paragraphen  in  Reivg  auf  dia 
Functionen  /{a:)  nnd  /'(.r)  dorcb  <  beteichnet  wordea  ist}  so  ist, 
wie  wir  in  Torigen  Foragrapbeo  gesebea  haben, 

H-f> 

U.  B.  W« 

und  fulglich,  wenn  man  auf  beides  Selten  addirt,  nad  aafliebt,  was 
aicb  autlieben  läast, 
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Da  aber  nach  der  Vornussetzonff  /(t)  i^ine  s^nnTP  rationale  alge- 
kraisclie  Function  des  /iteo  Grades,  also  nach  V .  §.  12.  hokanntlich 
/(")(<r)  ein  constante  nicht  ?erscb windende  Grösac  ist;  su  sind  die 
fir9MeB^<^(«>iiDd  eiB«i«ler  |;leich  md  ▼erschwiuden  nicht, 

«artus  sieh  unmittelbar  ergiebt,  diist  sirischen  den  Gräosen  0wäA 
l  keine  reelle  Wurzel  dir  Gleichung^  yt«)(^J  =  0  liegeo  kapp, 
Mflkk  /i»sO,  «od  daher  nach  dem  OUgan  jedeneit 


Nach  y.  §.  24.  ist 

f  =  0,  oder  f  =  -f-l,  otitr  *  =  —  1, 

Rpnn  rpspective  die  Vorzeiclicii  von  f{a),  /'{rr)  und  y(^),  zu- 

fleich  ciuc  Fulge  oder  zugleich  einen  Uecbsel  bilden;  wenn  die 
orzeichen  Ton  f'{«)  einto  Wechsel,  die  Vorzeicben  von 

f\P)>f{f*)  eine  Fulge  bilden;  wenn  die  Vorzeichen  voo /'(«) 
eine  Folge,  die  Vorzeidicti  von  f(lf),  f\ff)  einen  Wcciuei  bilden^ 
Md  etwas  ganz  Aehnlicb<'s  aür  von  den  (.Vossen       fj?  ^s»  •  •  ■  f/t— i. 

Seien  nun  w  und  f  die  Anzaiil  der  Wechsel  und  der  Folgen 
u  der  Reibe  (Ij,  t//  uud die  Auzabl  der  Wcohscl  und  der  Fol« 
fCB  in  der  Reibe  (2).  INe  Ansabl  der  FSÜe.  wo  einem  Wechsel 
io  der  Reibe  (1)  eine  Felge  in  der  Reibe  (!^)  entspricht,  sei  k\  dia 
Aniühl  der  Fnllc,  ^vo  einer  Folge  in  der  Reibe  (1)  ein  Wechsel  M 
der  Hoihc  (2)  (ril spricht ,  sei  k\  die  Anzahl  dpr  Fälle.  w»>  rlnom 
Wechsel  io  der  Ucibe  (Ij  ein  Wechsel  in  der  Reibe  (2j  eoLspricht, 
Kl  die  Ansaht  der  rille,  wo  einer  Folge  in  ,der  Reibe  (1)  ciue 
Folge  in  der  Reibe  (3)  eotspiichl,  lei  so  iit  nach  Vorhergehen- 
fai  offenbar 

■ 

Ferner  ist  aber,  i»ie  sogleich  erbelTet, 


od 

ilio 

nd  folgiicii  naeb  dem  Obigen 
Weil  nnn  immer 


^  ^  «  -h  «1  H-  f ,  -F- -J-  ...  -F- 
war,  so  ist  immer 

— oder  f*^/'— / 
f  3. 

Im  \  orltergeheaden  haben  wir  angenommen»  daw  kein  Glied 

uer  beiden  Reihen 

/V),      rv), ....  /t«W5 

/'W,  -TW,  /'W  .  -  • 
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verBchw'irulot.    liidpm  wir  nnn  xa  dem  Fnll(»  ii)>pr5reben  wollen,  wo 
diese  \  nruusset/tiiii;-  nicht  ertulk  ist  ,  müssen  wir  zuvörderst  tiie 
folgcDÜeii  Betruciituuffeu  vorausschickeu. 
^  Wir  volleo  überhaupt  die  Reibe 

/(«),  /'(«),  /"'{«),  . . . 

welche  die  Functiuueuroilie  geiifioot  werden  soll,  betrachten. 
Die  Reihe  der  Vorzeichen  «ier  einzelnen  Glieder  derselben  wag  die 
Zeichenreibe  f^enannt  und  der  Kiirxe  wegen  durch  («)  beteieb-* 
net  werden,  wobei  wir  sugleieh  bemericeo,  dam  in  derselben,  wenn 
ein  t»lied  der  ruiHiionenreibe  versrliwindet ,  an  die  enfspreeliende 
htellc  jederzeit  0  <;esrliriel»en  werden  soll.  Durch  i  soll  im  Fol- 
genden immer  eine  unendlich  kleine  jjositive  Grösse  bezeichnet 
werden,  und  wir  wollen  nun  zeigen,  wie  ans  der  Zeiebenreihe  {u) 
immer  die  derselben  auf  beiden  Selten  nächst  benucbbarten  Zeicbeo- 
reiben  (a  —  /)  und  abgeleitet  oder  gebildet  werden  können. 

Zu  dem  En^ie  wollen  wir  zuvörderst  annehmen,  dass  ein  belie- 
biges Glied  y^^H")  Functiüueureilie  nicht  verschwindet,  also 
auch  das  diesem  Gliede  entsprechende  Glied  der  Zeichenreihe  (cx) 
nicht  0,  sondern  zb  ist.  Nacb  V.  f.  12^  ist 

ttnd  nacb  V.  §.  18.  laast  sieb  I  immer  so  klein  annehmen,  A»s  das 
Vorzeichen  von /l'>(ee^  mit  dem  Vorzeichen  des  ersten  nach  der 
Voraussetzung  nicht  versctiwindenden  Gliedes  der  Grösse  aaf 

der  rechten  Sc'ito  des  Gleichheitszeichens  in  obiger  Gleicbunp:  einer- 
lei ist,  woraus  su'b  unmittelbar  orc^iebt,  dass,  wenn  zt  düü  dem 
Gliede  /^^\u}  der  Functioneureibe  entsprechende  Glied  der  Zeichen- 
reihe {u)  ist,  dann  mit  Bexiehnng'  der  obern  und  untern  Zeichen 
auf  einander  immer  auch  =1=  sowohl  das  entsprechende  Glied  der 
Zeiebenreihe  (« —  i),  als  aiii  Ii  das  entspreelieiule  Glied  der  Zeichen- 
reihe (« -J- /)  ist.  Also  bat  man  bei  der  Bildint<jr  oder  Ableitunoj' 
der  Zeichcureihen  {a  —  f)  und  (a-H'J  aus  der  Zeiebenreihe  (a)  für 
jedea  nicht  verschwindende  Glied  der  letztem  das  sich  in  demsel- 
ben findende  Zeiebeti  unverändert  beizubehalten  ond  in  die  beiden 
'  entern  gesuchten  Zeichen  reiben  einzuführen. 

Ferner  wollen  wir  jetzt  annehmen,  dass  die  den  Gliedern 

/(*)(«),  /<*+«(«),  /!*«)(«),  .  • 

der  Fuuctiooenrcihc  cntsitrcclieoden  Glieder  der  Zeichenreihe  (aj 

0  0  Q  .  .  .  Orb 

sind:  so  ]:'^^t  sich  na« Ii  V  ^.  12.  und  W  §,  18.  die  Grösse  i  immer 

so  klein  autiehmen,  dass  die  i/rössen 

respective  mit  den  Grössen 

P>-(«>.  i^/'-^'C).  ^/^H«), ...  ^/t-^'W 

einerlei  Vorzeichen  haben. 

Hieraus,  in  Verbindung  mit  dem  Votbergehenden ,  ergiebt  sich 
nun  aber  unmittelbar  Folgendes. 
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•  « 

Die  deo  €lie4«ni 

000... 0:&. 

der  Zeicbttnrtihe  (a)  entsprechenden  Glieder  der  Zeicbenreilie  (of^i) 
liod  jederselt 


.      db(-)»,  =f(-)'.  =fc (-)»,...  =F.  ±5 
so  due  nümtich  in  diesem  Tlieile  der  Zeichenreihe  (a^i)  die 
Glieder  vom  ersten  bis  zum  letzten  Gliede,  welches  mit  dem  ent- 
spreriicnden  Gliede  der  Zeichenreihe  (a)  einerlei  ist,  fortwährend 

abwerhseln. 

Die  den  Gliedern 

0  0  0...  Ort 

(^or  Z<>i'rhenr('ih('  (a)  entiprechenden  Glieder  der  Zeichenreihe 
i)  bind  jederzeit 

d=  db  db  .  .  .  zt  zfc, 

so  dnss  nämlich  in  diesem  Tbeilc  der  Zeichrnreibe  (« -f- /)  alle 
liÜpdJT  vom  ersten  bis  zum  hMzten  Giiede,  wlrlios  mit  d«Mn  «'nt- 
spreclicudcn  Gliede  der  Zeicbeureibe  (ci)  eiuerlei  ist,  einander 
gleich  sind. 

Aas  dea  Vorhergehenden,  wobei  es  nicht  überflüssig  ist,  noeb 
IQ  beverben,  das>s,  weil  nach  der  Voraussetzung eine  c^anze 

r  iflnnale  algebraische  Function  des  /ifen  (Urades  \  oii  .z*  ist,  /^"''{a) 
iiieuiaN  verschwinden  knnn,  ergiebt  sieb  nun  unmitlelbur  die  ful- 
geude  Regel  zur  Abicitung  der  beiden  Zcicbcnreiben  (a  —  /)  und 
faH-')  nm  der  Zeichenreihe  (o),  bei  deren  Anwendung  wir  die 
Zeichenreihe  (a — i)  über,  die  Zeichenreihe  (a  +  <)  unter  die 
Zeicbeoreihe  (a)  sclireihen  wollen: 

Uebcr  und  unter  jedes  Glied  der  Zcich<'nrcihu  (cc), 
welches  nicht  0  ist,  schreibe  man  dasselbe  Zcicbeu,  wo* 
bei  man  jederzeit  bei  dem  letzten  niemals  verschwin- 
denden Gliede  anfänct.  Dagegen  schreibe  man  über  je* 
des  G  lied  der  Reibe  (a),  welches  0  ist,  das  entgegeoge. 
setzte  Zeichen  von  dem,  welrhes  in  der  Reihe,  (a  —  i) 
nach  der  rechten  Seite  hin  uuuiittclbar  t"olii;l;  unter  jc- 
•  des  Glied  der  Reibe  (aj,  welch esO  i^l,  schreibe  luan  über 
ein  den  in  der  Reibe  +  nach  der  .rechten  Seite  bin 
■■mittelbar  folgenden. gleiches  Zeichen. 

Das  foIe:ende  Beispiel  wird  zur  hessern  ErläuterunsT  dieser  Re- 
itpI  dienrn.  wobei  wir  noch  hemcrkfti.  düsis  man  der  kürze  wegen 
die  Zeil  henreiben  (« —  i)  und  («4-/)  jfanz  zweckmässig  gewöhn- 
lich bloss  respective  dnrch  (<^a)  und  (^a)  zu  beseicbnen  pflegt: 

«a)...-4  1  1  1  h-h-l  1  1  1  1  

(«J...H  0  0  0  0  0+  0+-h  0  0  0  -  00  0  0-1  H 

(>«)  ...H  —  hH-++H  H 

Aus  einer  nähern  Betrachtung  dieser  Kejfel  g-cht  hervor,  dass  die 
Zeicbenreiben  (a)  und  (u  i)  immer  eine  völlig  gleiche  Ansäbl 
▼en  WecbtelD  eDtbalten,  wenn  man  nämlieb  bei  dem  Zählen  der 
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Wechsel  der  Reihe  (a)  die  verscbwindeDden  Glieder  gmi  Mfter 
Acht  Uisst  und  als  ^nr  nicht  vfjrlifindeo  betrachtet. 
Aehiueu  wir  iiuu  an,  daaB  die  Reihen 

.       (!)  •••  /(«).  /'(").  /"(").  /"'(«),  . . . 

./(*).  m  /^*),  /"(*),  • .  •  /^m 

beliebifi^  viele  Tenchwindende  Glieder  enthalteu,  und  beieichnca, 

unter  der  Voraussetzuncc*  dass  man  bei  dem  Zählen  der  in  diesen 
Reiben  vorkummcuden  Weclisel  die  verschwindenden  Glieder  ^anz 
ausser  Acht  läüät  und  als  gar  nicht  vorhanden  betrachtet,  die  An- 
zahl der  Wechsel  in  der  Reihe  (l)  durch  w,  die  Anzahl  der  Wech- 
sel in  der  Reihe  '(2)  diireh  «/;  so  ist  nach  dem  Vorhergebeaden  w' 
auch  die  Anzahl  der  Wechsel  in  der  Reihe  (a  +  t),  und  ta'  die 
Anzahl  der  Wechsel  in  der  Reihe  (//-f-?)  Bezeichnet  jetzt  fi  die 
Anzahl  der  sämintHrhen  zwischen  den  (-r.inzeu  a  und  //  liegenden 
reellen  Wurzeln  der  Gleichung  y(^)  =  Ui  so  ist,  unter  der  \or- 
•  ansaetzung,  dais^^  aicht  selbst  eine  Worael  der  Gleichont^  /(x)=:0 
ist»  eise  /'(^)  nicht  verschwindet»  offeabar  fi  auch  die  Anzahl  der 
sämmtlichcn  zwischen  den  Gränzcn  «-f-/  und  wo  f  immer 

die  i!im  oIumi  beigelegte  Bedriiftnig-  hat,  liegenden  rcpllen  Wurzeln 
der  Gleichung /*(ar)  =  0,  und  tuigiich  nach  dem  vongeu  Paragra- 
f  bea  jederzeit 

Hiernach  läset  sicb'jetst  das  Theoren  von  Fourier  auf  fol> 

Inende  Art  aussprechen : 

Wenn  a<ib  ud<1  f>  keine  Wurzel  der  Gleichung 
/■(^)  =  0  ist,  also  f\li)  nicht  verschwindet,  und  die 
Anzahl  der  sämmtlicheu  zwischen  den  Granzen  a  und  b 
Helfenden  reellen  Warsein  der  Gleiebnng  /(jr)=sO  be- 
aeicbnet;  so  ist»  wenn  man  die  Antabl  der  in  der  Reihe 

/'(«),  /"(«),  /"'(a),  . . . 

▼orkommeudea  Zeichenwechsel  durch       die  Anzahl  der 
in  der  Reihe 

/w,  f(f*).     /'"{fA. . . .  p^m 

vorkonimeuden  Zeichenwecbse i  durch  w'  hezeiebnet,  wo 
het  der  Zählung  der  Wechsel  in  den  beiden  vorstehen- 
den  Reiben  alle  in  denselben  Torltommende  yerschwin* 
dendc  Glieder  ganz  ausser  Acht  ipelassen  ttnd  ala  gnr' 
nicht  Torhaaden  betrachtet  werden,  jederaelt 

Um  nun  auch  noch  das  beräbmte  Theorem  von  Deacartea  ans 
dem  ^'orhergchendea  «binlelten,  wollen  wir  überhaupt  die  Gleichnng  - 
des  Ilten  Grades 

hetraehtan,  wollen  aber  jetit  annehmett,  dam  keiner  der  Goe0^ 
eienteo 
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> 

^9  ^t»  •  -  •  ♦  -4» 

fcnebwinde  vod  der  Coeffiefont  Am  des  kfiehiteii  GliedM  der  Fone- 

tion  /(a:)  positiv  lei,  welches  Letztere  offeobÄr  inner  verstattet 

ist.  Etitwirkplt  man  jctxt  die  dcrivirten  Functionen  von  y(^),  und 
setzt  sowohl  iü  denselben,  als  auch  in  der  Fooction  celbat 
ir  =  Uj  so  üodet  mim,  dass  die  Grössen 

A^h  fm>  /"(O),  rw>  -  • .  /^m 

MfeetiY«  nii  den  Coefficieoteo 

^9  ^1»  ^tf  •  •  •  •  Am 

gleidM  Tofieiebett  liaben. 

Laeeet  wir  imd  dea  Avadmek 

(0)=^      A^A^  An 

\m  Foli^ndea  bloss  bedeuten,  daaa  die  Glieder  der  Zeicbenreibe 
(0)  mit  den  Vorseieben  der  Coeffidentea  A^  A^^  A^^  ^„  ...  Am 
einerlei  aind;  so  haben  wir,  wie  unmittelbar  aus  dem  in  V.  4.  lOL 

l)exvie<;encn  Satze  nnt!  den  fetrht  zu  enwickelnden  derifirieo  FttBC* 
tioneu  von toigt,  die  iulgeuden  Zeicbenreihen : 

OD)  =  =*==f:=t^.,.  h 

i!S\=A  A^A^A^...A^Am 
(H-QD)=++  +  +...+  + 


Die  ADsabl  der  Wecbaei  in  der  Reibe  i'^^)  ist  offenbar  «,  mid 

die  Anzahl  der  Wechsel  in  der  Reibe  (-^  Qt)  ist  0.  Die  Anzahl 
der  Wechsel  in  der  Reibe  0  sei  Wy  und  die  Anzahl  der  in  dieser 
ftcihe  Torkomincnden  Folgen  sei^  Die  Anzahl  der  negativen  reel. 
len  Wurzeln  der  Gleichung =  0  sei  «»,  die  Auzuhi  der  posi- 
tiven reellen  Wurzeln  dieser  Gleichaog  sei  p.  Weil  die  sämmt» 
lieben  neontlTeB  icellen  Vlhurzeln  swSaohen  —  OD  und  0  liegen,  lo 
Mt  nach  den  Toiigen  Paragrapben 

An  iat  aber  offenbar  w-^/^n^  und  folglleb  n— tps/*,  nlao 
nach  den  Vorbergebenden 

Da  lamer  die  stnaidlebeii  noaitifeB  reellen  Wnneln  swisebeii  0 
ittd  +  OD  Hegen»  ae  iat  nnen  den  vorigen  Peragrapben 

■ad  ea  iat  «bo  jederieit 

Bat  die  CUeicbung  /(a^)=sO  lauter  reelle  Wnneln,  ae  iat 
nd  felgiieb 
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Wäre  nun  p  <;  lo^  so'  wKre  ««{ffen  dieser  GleiclinDg  m^fy  wel- 
ches gegen  das  Obige,  da  uätolicb  immer  m~^f  '\sXy  streitet.  Also 

kaDB  niclit  f'K.w  sein,  und  es  nns»  folglicli,  da  immer  f'^io  uit, 

pssiw  sein,  woraus  dann  wegen  der  GleichuQf  />  -h  «•  =  -+-/" 
unmittelbar  «1=/ folgt.  Wenn  also  die  Gleiäang  lauter  reeile 
Wurseln  bat,  so  ist  immer 

In  den  Torbergehenden  AnsdrSeken  ist  das  hinreichend  scboii 
aus  dcD  Elementen  der  Algebra  bekannte  Theorem  von  Descar- 
tcs  oder  Harriot  in  dem  Falle,  wenn  kein  Coefßcient  der  Glei- 

cbunsT  vcrsrhwiDdet,  ofT»'nbar  enthalten.  Der  Ausdruck,  auf  welchen 
(■aus 8  dieses  Theorem  iu  dem  allacrmeinern  Falle,  %vpnn  beliebig 
viele  Coefücienten  der  Gleichuug  vergeh windeu,  gebracht  hat,  und 
der  schöne  von  Gauss  gegebene  Beweis  können  hier  als  völlig 
bekonut  vorausgesetzt  werden.  Unsere  Absiebt  War  hier  vorsnga* 
weise,  die  Fnichtbarkolf  <lf>r  !,cliro  vom  d<»m  Excess  der  gelirocbe" 
neu  rationalen  algebraischen  Functionen  zu  aeigen. 


XXI. 

lieber  eine  geometriache  Aufgabe. 

Vom 

Herausgeber, 


In  den  Lehrbüchern  der  analytischen  Geometrie,  wenigstens  in 
den  mir  bekannten,  fehlt  bis  jrtzt  noch  die  folg»'n<li'  Aufgabe,  Tür 
welche  ich  daher,  weil  sie  uiir  iu  mehrfacher  lieziebuug  vou  In- 
teresse und  mancher  Anwendungen  fähig  zu  sein  scheint,  in  diesem 
An&atse  eine  Auflösung  su  geben  versuchen  weide. 

A  u  f  sr  a  b  e. 

Die  Cilcichungen  oiuer  trcraiNn  T.init'  tu  finden^ 
welche  vier  gerade  Linien  im  Ruuiuc,  deren  Gleichuu - 
gen  gegeben  aind,  sehneidet. 

^utliKsuntf. 

Die  Gleichungen  der  vier  gegebenen  geraden  Linien  im  Räume 
seien 
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seien  die  Gleidiungen  der  gesuchten  geraden  Linie,  von  welcbe^ 
Alf  vier  gegebenen  geraden  Linien  £^csclinitf<>n  Avrrdcn  aolien,  w6 
die  Grössen       B  und  91,       zu  bo^tiuimeo  siod. 

Za  dem  Ende  bezeichne  man  die  ioordinat^n  der  Punkte,  in 
deDen  die  vier  gegebenen  geraden  Linien  von  der  gesuchten  ge- 
mkn  Linie  gescbnilteii  werden,  rafpectire  durcli         y,,  s,; 

y«»  'a;  •^99  ^t»  'si  ^4»  »4%  so  mtin  nach  dem  ObU 
gen  »ir  Bestinimung  dieser  iwölf  Grössen  und  der  vier  <vr$8S6D 
Jy  Sj  9,  SiS  die  aecbzebo  folgenden  Gleiclinngen: 

-i*^4=«4*4-i-^4»   y4==  «4*4 -♦-/?•; 

Äf,  =s       -I-      y,  =x  9(s,  4-  ® ; 

^,  =  J»^  -I-  //,  ^3  —       +  85; 

*4  =  -<^»4  +  -ö,  y4=3U4-i-a3. 

DnrHi  FriminatioD  von  .rj.  .r^,  .r,,  und  y,,  y,,  y,^  y^  er- 
iialt  man  aus  diesen  Gleichungen  ohne  nlle  Schwierigkeit  die  acht 
felgend(  II  <>leiebuogen: 

/0  =  (a,— —      0  =  (a, -25; 

SM  denen  sich  ferner  durch  Elimination  von  «i,'»} «4  die  vier 
folgeadMi  CUekliiiBgtn  ergebea: 

l(-r,  -  A)  (ß,  -     =      -  -  /?), 

aas  denen  nun  die  vier  unbekannten  Grössen  ji,  B,  S3  be« 
itionnt  werden  mtissteo.  Wir  wnllpn  jrdodi  die  weitere  Vrrfol- 
gSDg  dieses  Wej^s,  oba^leid»  derselbe  zu  uicht  uuelegantni  Ki  siil- 
Uten  fuhrt,  dem  Leser  überlassen,  und  wollen  hier  ein  anderes 
Veifiibren  in  Anwendung  bnngen,  durch  ivekhei  wir  ««.einer  ein- 
bcben  Anflitang  gelangen  werden. 
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Ans  den  Gleichungen  4.  ergeben  sich  nämlich  durch  Elimi- 
BatioD  der  Gröueo  ß  und  ä3  leicht  die  tolgeudcn  GletekaBgeiit 

-»-(«I  -«)».  =/?»+K-«)*.=^. -*-(••  -^)«» 

s/»«  +  (a«— «Ks 
aus  denen  man  durch  Elimination  von  »„        «♦  fenier  obne 

und  hieraiit 

\*>  "~  a,a^— ö,«4-|-(«i  —        — («1— «4M 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen 

«t<>9*  *I  •»  Ä  — («1  — «»)} 

=«,«4  — Ä,04,  ^,=a,— #4»  (»I— «4)} 

gesetzt  wird,         •  ,      ,  o,  ^ 

oliilt 


oder 
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Diese  drei  Gleiehniigeii  briDgpt  man  aber  lelch^  auf  die  Porm  • 

und  ^in!  nun,  wenn  man  aus  ilonsrlbpii  die  Grössen  >-/  und  91  eli- 
roinirt.  die  bloss  die  eine  uabeJLaonte  Grösse  »^  eothttUeode  End* 
g^ieicliung^  erhallen. 


Ob  diese  Bliiniiiatioii  mit  aiSrlicbtter  fieichtigkeit  anszufübreD, 
w*ll«ii  wir  die  drei  vorLerffeheoden  Gleicbungen  nach  der  Reihe 
■it  den  drei  unbestimmten  Faktoren  /^,,  i^,  multipliciren,  nad 
dieselben  dann  so  einander  addiren»  wodurch  wir  die  Gleichung 

eriiahen  ,  und  wollen  nun  die  anbestimmtm  Fal^tofen  jF,»  ^% 
s«  bcstimmca»  dass  sie  den  beiden  Gleichungen 

fenügen.  Elimiuirt  man  zuerst  /^«^  dann  so  erhält  mao  die 
eiden  Gleichungen 

d.s.)  f/u,— — (7.,—^,»,)  (/i,  —  f,«,)}/'^ 

nd  kann  also  offenbar 

-^i=(^,  — <^i«i)  «1».)  — (^t  — 0^1— 

J!,=(A,— d,s.)  {^,— ^s,)  — — (T,«,)  (/»j  — t,,,), 

aetecn,  wodarch  man  nun  in  Verbindung  mit  dem  Obigen  nomtCel« 
bar  zu  der  folgendcu,  bloss  die  eine  unbekannte  Grosse  «,  ent- 
haltenden Gleichung  gelangt; 

14.  a=(A,->;^,n.)  K^s*-<'t«i)0»s'*^s»iM^s— <'*«i)(P«-**t«i)( 

-+-(^1— 1(^1— <^t»i)  (Xj— <^,a,)  (^,—f,s,)|, 

mit  deren  weiterrr  Entwicke Iiiriir  ^vir  uns  jetzt  beschäftigen  Wüileu. 
Zuerst  erhält  man  oLue  Scliwierigkeit 

*^*''M-((A,.,-4...)+(*.,.,-*.M.)I».H-(*.«,-*.«,)«.»» 
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welches  offenbar  eine  Gieicliuog  des  liritteo  Grades  ist,  in  der 

den  Coctlicieuten 

oder 

bat.  Diesen  CoefGcieoten  wollen  wir  nun  etwas  näher  betrachten, 
iwdideiii  wir  ihn  xurörderat  auf  die  Fora 

gebracht  haben«  Nach  11.  ist 

— (a,^««)  «,a,)  («,--9.)— (a,«,— 4s,o,)  («,  — a,)! 

i=  — —  «i)  !«,(««  —  «,)  4- flr,(a,  —«4) +  «4(0, 

—  Äj (a»  —  «,)  I « ,  (a,  —  a^)  +  «,(a^ — o»)  +  a«(a,  —  a J ( 
— #»(ag— «4)  t«i(«,  —a,) —  a,)+4i,(o,— a,)| 

=— «i»xU«i-«2)  («4-ai)  +  («i-«3)  («a-«4)4-(«|-a4) 

"WO  man  nun  durch  leichte  Rechnung-  findet ,  dass  die  letzte  Grösse 
Terschwrndi't.  und  fal^itch,  wenn  man  zugleief)  den  bier  betrachte- 
ten Coetlicieuten  noch  auf  andere  Weise  ausilruckt, 

ist. 

Bieraus  ergieht  sieb  ako  daa  wichtige  Rcaultat,  das«  die  olien 
gefondene,  nur  die  eine  unbekannte  Grösse  eatbaltende  End« 
gl/eichung  nicht  toib  dritten,  sondern  bloss  vom  zweiten  Grade  ist. 
Fiifwirkclt  iTiHn  nun  diese  Gleichung  geböng,  so  erhält  dieselbe« 

wenn  der  kürze  wegen 

=A,,f,  — A,f„   i,  =d,«,  — «^a«,» 

=^i«t  —Ml»         S=5^i«|  — ^.«tl 
=Ml  —^i«»>  •»  =s^s«i  — ^I«» 

geietst  wird,  die  folgende  Geatnlt: 


15. 
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-  Wr»  H-Ar.       + fei  +      + («^. + A,)^, 

Bezeichne n  wir  die  drei  Coefftcienten  dieser  Gleiclinog  durch 

M,       und  setze n  also 

17.  0  =  /^  — ir«^+Axi% 

so  erhalten  wir  nach  der  in  dem  Aufsätze  III«  8.  18»  entwiekeltett 

Auflös nnjrsniethoHr  (^er  quadratischen  Gleichungen  zur  Berorlirmnir' 
der  beiden  Wurzeln  der  obiges  Gleichung  die  fo^geoden  Formeln; 

1«.  cot  (;ir-f-/,)=^^.cos(;i:-/,)=:^^^8in(;i:-f-;if  J,  a,=:j*^^°||  . 

Findet  sicli  mittelst  der  zw  eiten  dif'sor  Formeln  der  absolute  Werth 
TOD  cos  {x~^X\)  grösser  als  die  hiniieit,  s»  hat  die  (lüpicbuna;'  17. 
iwei  imu^iuäre  Wurzeln,  und  die  Aufgabe  iüt  aUu  uumuglich;  in 
Men  andern  Fell«  Iwit  die  in  Rede  atmende  Crleiehnnff  s^rei  reelle 
Wtrzelii,  and  die  Aufgebe  iit  im  Allgemeinen  nweier  Anfloran* 
gn  fähig. 

Hat  man  gefunden,  so  ergeben  sich  A  und  H  mit  feist  der 
folgeodeji,  leicht  aus  den  Gleichungen  13.  zu  erLuiteuiien  Ausdrucke: 


19. 


md 


u.- 

(^^  — 

'^5-1)  — (^I  - 

-  >'i3i  •  Uj  — 

-  di»,)  — 

— r  -i)  ("2 

— f%,)  — f^. 

av 

— y,af,) 

-d,aj  (^,- 

«2*.)' 

(k. 

Die  Grössen  B  und  ^  erbält  man  «-denn  endiicli  initteUt  der 
Fomeln 

Die  Coordi.nntcn  n„  ji,,  ««'  erhalt  »an  oittelat  der  Fonneln 

b^  —  B  Ä,-» 


« 

!jn4  die  Coordinafen  ini4  ^f,»  ff«,        |f4  weidw 

ntUtelst  der  Glcichuugeo  3.  gcfiindcD. 

Hierdurch  ist  nuQ  unsere  Aui'gabe  vollständig  aufgelöst.  Das« 
dieiettie  iittlieatuiBt  werden  moM,  wenn  die  vier  gegebenen  gei»», 
den  Linien  in  einer  Ebene  liegen,  fällt  sogleich  in  die  Augen. 

Man  kiinri  von  dirsrr  AiitV.tbe  eine  Anwendung  2ur  atm  ififTn- 
c!nn  HpstiiiuiMiiJij;:  der  Cuuietcubahnen  machen,  worüber  wir  nur 
guuz  lu  der  Kürze  Folgendes  bemerkefl  wollen. 

Den  Mittelpunkt  der  Senne  wellen  wir  nie  den  Anfeng-  einen 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  J?,  f,  x  annehmen.  Die 
Ebene  der  Kkliptik  sei  die  ^bene  der  ort/,  und  der  positive  Theil 
der  Axe  der  soll  vom  Mittelpunkte  der  Sonne  nach  dem  Früh- 
ling-spuuktc  hingerichtet  sein;  den  positiven  Tlieil  der  Axe  der  y 
neliuieu  wir  so  an,  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven  Tbeile 
der  Axe  der  of  nn  durch  den  rechten  Winkel  (.ry)  hindurch  na 
den  positiven  Tbeile  der  Axe  der  p  na  gelangen,  gan  nach  der« 
selben  Uiclituncf  hin  bowcp^en  mtiss,  nnclt  wrlrlifr  von  d^m  positi- 
ven Tiieile  der  Aie  der  .r  an  die  helioceutrischcn  Längen  genom« 
men  werden;  den  positiven  Theil  der  Axe  der  x  nehmen  wir  end- 
lich auf  der  nördlichen  Seite  der  Ebene  der  BlKptik  d;i.  der  Ebene 
der  a:i/  an.  Ferner  legen  wir  zu  einer  beetMaiten  Zeit  durch  des 
Mittelpunkt  der  fe)rde  ein  dem  Svsteme  der  a:y»  paralleles  Coordi» 
natensvstem  drr  .r,y,3,.  R»'zcic)»ncn  dann  für  diese  Zeit  o,  ß  und 
Q  rcspcrtive  die  geuceutriscbe  Länge  und  Breite  eines  louietoQ 
und  dessen  sogenannte  curtirte  Entfernung  vom  Mittelpunkte  der 
Erde;  ao  aind  offenbar  in  rölliger  Allgeaieinheit  ^  coa  a,  q  ain  et, 
Q  tang  ß  die  Goordinaten  deaCometen  in  dem  Systeme  der^,y,a,« 
l)'tr  dpirliungen  der  von  dem  Mittelpunkte  der  Krde  nach  dem 
Cometcn  gezogenen  geraden  i^iaie  im  ü^ytteme  der  JCiyg*i  haben 
die  Form 

und  ea  iat  folglich  nach  dem  Vorhergrehenden 

Q  coa  az^Aq  tnng     ^  ain  a=sBQ  tang 

uIbo 

A  =  cos  a  cot      JSs^  sin  a  cot  ß. 

Folglich  sind  die  Gleichungen  der  vom  Mittclpunl<te  der  Erde  nadb 
deai  Cometen  gezogenen  geraden  Linie  im  S^sleaie  ih  r  CiffiXi  ' 

23.        :;=«,  cos  a  cot  ß^  y,  rrrs,  sin  a  cot  ß. 

Bezeichnet  0  die  geocentriscbc  Länge  der  Sonne  und  Jl  deren 
Ehitfernung  von  der  Krde  zu  der  in  Rede  stehenden  Zeit,  so  sin«! 
oflfenbar  in  völliger  Allgemeinheit  /l  eos  0,  /t  sin  0  die  Coordi- 
Duten  der  Sonne  im  Systeme  der  wobei  sieb  von  selbst 

versteht  V  daaa  die  dritte  Coordinate  der  Noll  gleich  geaetxt  wird. 
*  Alao  hat  man  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordina* 
ten  zwischen  den  roordniMfeii  (>inr>s  und  desselben  Punkten  in  dun 
Systemen  der  o^yx  und  die  üleicbungen 

dTi  =  it  eoa  ^ y,     il  ain  @  +  f^»  «t  ss« 

oder 

^  =  J?,  —  Ä  coa  0,  y=s  y,  —  H  ain  0,  ji  = 
nud  die  Gieichiingott  der  von  den  Mittelpunkte  der  Erde  nudi  itm  . 
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Goneten  gezogenen  geraden  finio  in  Hytitum  der  «yir  lind  «Im 
laeb  des  f  orhergebeodea 

Jt  coe  S:=s»  cos  a  cot     y-f-it  sin  Ossa  sin  a  eot  ß 


35. 


34.    !ar=»  cos  üe  cot  /? — Ä  cos  0,  y=»  »in  «  cot  ß-^R  sin  0. 

Hat  man  nun  vier  aus  Beobachtuntcen  abg-eieitete  Q^eocentn<;f>be 
Längen  und  Breiten  a,  a\  a",  a"  und  /J,  ß",  /J',  ß"'  eines  Cometeri; 
SO  Konnl  innn  die  Lage  von  vier  too  de«  Mittelpunkte  der  Erde 
naefa  don  Goneten  gezogenen  geraden  Linien,  deren  fileiehungen, 
wenn  die  entsprechenden  geoeentrischen  I^ängeu  und  Kiitfernun^cD 
der  Sonne  von  der  Erde  durch  d,  ö",  und  R,  R\  R!\  ÜT" 
bezeiciinet  wenleo,  nach  '24. 

ofssssi  cos  »  cot  ß^R  cos  0,  y=sn  sin  a  cot  ß—R  sin  9{ 
I  ^==n  cos    cot  ß^^Rf  cos      yssn  sio  o'  cot  /P-^iT  sin  ^; 
co8a"cot|J^-.Ä»co8©^,  7/=»arn«*cot/?*— iTsin©«'; 

US  Cosa'" cot cos 0"',  y^^^^in a'" cot/?'"— Ä'^sinö** 

find.  Wenn  nun  die  Zwischenzeiten  zwischen  den  Beobachtungen 
nur  klein  sind,  b»  kann  man  das  Stück  der  Cooietenbahn,  auf 
veicbei»  sich  dieselben  bezieheu,  näberungsweise  als  eine  gerade 
Linie  betraciiteny  nnd  wird  seine  Lage  offcobar  noch  der  oben  auf* 
geiSsten  Anfgabe  bosliaiMea  können,  wenn  man 

=r cos  «  cot  ßy  =s;         cos  0% 

iv,  =  C08  a!  cot  /S',  b^z=i  —  R'  cos  0'j 

a,  =  cos  a^'  cot  /9",  =  —       cos  0"; 

=  cos  Ol"  cot  jJ'",  ^4  =  — -ß"'  cos  0'"; 


21. 


n/sssin  a  cot  — it  sin  0$  > 

a,  =sin     cot  ß^,  ß^  =s^R^  sin  &i 

a,  =8in  o"  cot  ß",  /?,  =  — Ä"  sin  6>"i 

=  sin  u'"  cot  =  —  /T"  sin 

setzt.  Freilich  aber  wird  in  jedem  Falle  eine  besondere  Beorthei- 
Ions  nötbig  sein,  welch«  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung,  auf 
welcbe  die  obige  Aufgabe  führt,  man  zu  nebmeo  bat  Weil  die 
Bbeoe  der  Conetenbahn  dnreb  den  Mittelpunkt  der  Sonne  gelit,  so 

wird  man  nun  offenbar  auch  deren  Lage  bestimmen ,  und  hierans 
f^rnpf  die  «^rimmtlichen  Flemmte  der  C^meteubabn  £nden  können^ 
wie  iü  ti*r  Astronomie  austiihrlich  ireTfele^t  wird. 

Olbers  urthcilt  iu  seiner  Abbuudluug  Uber  die  leichteste 
«nd  beqoesiste  Metbode  die  Babn  eines  Cosieten  aas 
einjagen  Beobachtungen  zu  berecbnen.  Weimar.  1707. 
S.  27  iihrr  f!ie  vorige  Methode,  die  Cometenbahnen  zu  berechnen, 
öut  tolü^endc  Art:  ,,Weun  die  vier  gegebenen  geraden  i^iuieu  nicht 
in  einer  Ebene  liegen,  ,  so  ist  die  Lage  einer  fünften,  die  von  ollea 


wen  gescboitten  werden  soll,  an  sich  bestimmt,  ohne  auf  die 
«biftäian  te  Absebnitle  m  neben.  Man  künato  also  bloss  aut 
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der  Voraussetzung,  ^ass  das  Stuck  der  Comctcnbahn  zwlsclien  den 
vi^T  Reobachtuiitron  e'^radp  soi  ,  aiisrcirlien ,  ohne  auch  die  glcich- 
furmi|^e  Geschwindigkeit  uuzuueüiiii'u,  vveuu  man  die  ßreiten  mit  in 
Betracktuug  ziehen  wollte.  Die  Läse  dieser  fünften  geraden  Linie  wird, 
iiidess  nicht  durch  eine  lineariscne ,  aondein  durch  eine  Gleichan|^ 
dta  achten  Grades  und  eine  ziemlich  verwickelte  Formel  ffefundea 
werden.  Audi  iviirdfTi  Imm  dipspr  Aut'ir.tix»  ähnliche  Kinschräukun- 
geil  wie  bei  der  liuug-uprschen  Statt  linden,  ob  man  irleich  sonst 
viel  weiter  damit  reichen  würde.  Deuu  die  Gcächwindigkeit  des 
€oineten  iat  gerade  dann  am  üngleiehförmi^pten ,  wenn  seine  Be- 
wegung sich  am  »lehnten  der  seraden  Linie  nähert,  und  nnig^ 
kehrt. Wie  Olhers  zu  der  Weinung-  kommt,  dass  dir  c^rratfe 
Linie,  welche  die  vier  von  der  Erde  nach  dem  (  ometen  c;p/()L!:t  - 
nen  geraden  Linien  schneidet,  durch  eioe  Gleichung  des  achten 
Grades  bestimmt  werde,  ist  nicht  abzusehen,  indem  wir  vtelmehr 
ans  dem  Obigen  wissen,  dass  die  Ijage  dieser  geraden  Linie  blosn 
darcb  eine  Cäeicbung  vom  «weiten  Grade  beitimmt  wird. 


XXIL 

Die  verscbledenen  AufllVsiingen  des  Sternsdinap- 
pen- Problems,  aus  einem  allgemeineu  Gesiclits- 

pimkte  dargestellt 

Von 

dem  Herausgeber. 


(Diese  Ahhandlunc^  hat,  wie  schon  ihr  Tifrl  n;  Vntrt,  deo 
Zweck,  die  vprsrltirdenrii  Ansichten,  nach  denen  man  bis  jetzt  das 
Sternschnuppen- Problem  behandelt  hat,  den  Lesern  des  Archivs  in 
einem  xusammenbänffenden  und  syatenatiscben  Ganzen  ynr  di« 
Augen  zu  führen  und  unter  einem  gemeinschaftliehen  Gesichtspunkte 
darzustellen.  Späterhin  werden  ausführliche  und  vollständige  Rela- 
tionen über  die  neuesten  wichtiapen  Arheiien  von  Bessel,  Kr- 
man  und  andern  Mathematikern  und  Physikern  tiarhlolgen,  um  in 
dem  Archive  Alles  aufzubewahren,  was  über  den  in  Kede  stehen- 
den wichtigen  nnd  interessanten  Gegenstand  der  Fhysiii  in  theoretU 
scher  Rflcksicht  gearbeitet  worden  ist  und  noch  gearbeitet  wer- 
den wird.) 

§.  1. 

Bs  liegt  in  dem  Zwecke  dieser  Zeitschrift,  aneh  TOlhtiadiM 
Darstelinngen  der  Tenehiedenen  AnflöMngen  oder  Bawaiie,  waIcSa 
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für  besonders  wiclitit::^  Probleme  oder  Tlieoremo  s^egebea  worde.n 
sind,  zu  liefern.  Da  nun  zu  den  Problemen  der  uiathematiscbeii 
Physik,  welche  das  Interesse  der  Gegenwart  gans  Temliglicb  in  An« 
•amcb  nehmen,  mit  Recht  das  Sternschnuiipen-Prohleai  gehört,  se 
gloube  ich  den  Lesern  dieser  Zrltsclirift  einen  anir-cnchmen  Dienst 
zu  leisten,  ^venu  ich  versucbe,  in  diesem  Aufsatze  eine  vollstauditre 
Darstellung  der  verschiedenen  Auflösungen»  welche  für  dieses  wich- 
tige und  interessante  Problem  gegeben  worden  sind,  in  der  Art  an 
Itefem,  dass  ich  mich  hemiihen  werde,  alle  dieae  AuflÖsnngen  aus 
einigen  allgemeincD  Oniodform^ln  abzuleiten. 

lieber  die  Art,  ^\^c  Sternschnuppen  beobarlitet  worden,  schicke 
ich,  um  dus  VersN  ln  n  der  analytischen  Entwit  kt  liiugen ,  welche 
den  Hauptgcgenütaud  dieses  Aufsatzes  ausmucheu,  zu  erleichtern, 
hier  die  folgend^  kurzen  Benerkungea  voraus.  Jeder  Beobachter 
ist  mit  einer  nach  der  Zeit  seines  fieohachtnngsorts  grebenden  Uhr 
und  mit  einer  Sternkarte  versehen.  An  der  l'br  brobacbict  er  die 
Zeit  des  Erscheinens  einer  Stcrnsebnuppe,  wo  möglich  die  beiden 
genauen  Zeitmomeote  des  Knt.stchcns  und  Erlöschens  derselben, 
und  auf  der  Sternkarte  xeichnet  er  mit  einen  Bleistifte  so  genau 
als  irgend  möglicli  den  ganzen  Weg  der  Stemscbnuppe  von  seinem 
Aalangspunkte  bis  zu  seinem  Endpunkte,  indem  er  zugleich  durch 
^\npn  rt'cil  oder  ein  anderes  passendes  Zeichen  die  Richtung  an- 
hiebt, nach  welcher  bich  die  Sternschnuppe  bewesfte.  Aus  der 
Merukarte  kann  man  nachher  die  wahren,  d.  h.  auf  den  Mittel- 

{unkt  4er  Erde  besngenen  Reetascensionen  und  Deelinationen  der 
'unkte  den  Himmels  nehmen,  in  denen  die  Sternschnuppe  dem  Be« 
obachter  zu  entstehen  tnid  /u  crlöscbon  schien,  und  bat  auf  diese 
Weise  nun,  wie  im  Folgenden  prezei^t  werden  wird,  alle  Data, 
welche  nöthig  sind,  um  durdt  (iombioation  au  mehreren  Oden,  de- 
ren geograpfiische  Positionen  bekannt  sind,  angestellter  Beobach« 
luagen  dieser  Art  die  Bahnen  der  Stemsebnuppeh  beatimsMu  sn 
können,  insofern  es  nämlich  verstattet  ist,  dieselben  während  der 
in  rtTlen  Fällen  immer  nur  sehr  kurzen  Dauer  der  fiUchtbarkeit  der 
Sternschnuppen  als  gerade  Linien  zu  betrachten, 

♦•2. 

Zuerst  wollen  wir  jetzt  die  Gleichungen  der  von  einem  Beob* 
ncbtun^-sorte  nnrb  einem  beobarbtefen  Punkte  der  Bahn  einer 
Sternschnuppe  gezogenen  Gesirhtsliiue  entwickeln. 

Zu  dem  Ende  nehmen  wir,  um  die  grösste  Allgemeinheit  zu 
erreichen,  den  Mittelpunkt  der  üonme  als  den  Anfang  eines 
rechtwinkligen  Cnordinatensystems  der  Aryx  an.  Die  Ebene  der 
Ekliptik  sei  die  Ebooe  der  .ti/.  Die  von  dem  Mittelpunkte  der  » 
Sonne  nach  dem  Frübling^punkte  gezu^^ene  gorndf^  TJnic  sei 
der  positive  iTieil  der  Axe  der  a:.  Der  positive  Tbcil  der  Axc  der 
y  werde  so  angenommen,  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven 
Tbeile  der  Axe  jp  durch  den  rechten  Winkel  hindurch  su  dem 
pesitiven  Tbeile  der  Axe  der  v  gelang«* •  Pecb  derselben  Rieb- 
ttmir  hin  bewegen  muss,  noch  welcher  von  dem  positiven  Tbeile 
der  Axe  der  a:  an  die  heliocentriscbcn  Längen  von  Ii  bis  .100'»  ge- 
zählt werden.  Der  positive  Theil  der  Axe  der  s  liege  auf  der 
Säte  der  Ebene  der  nuf  welcher  die  positiven  heliocentrischen 
Breiten  genommen  werden. 

Ferner  nehmen  wir  den  Mittelpunkt  der  Erde  als  den  Anfing 

IM  I.  10 
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eines  rechtwinkligen  roordinatcnsTstcras  der  .r,  y,  »,  an.  Die 
Ebene  des  Arquators  sei  die  Ebene  der  Der  positive  Theil 

der  Axe  der  sei  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dein 
Frütilingspunkte  bin  gerichtet.  Der  positive  Theil  der  Axe  der 
werde  to  angeoommeD,  diass  man  fick,  um  von  dem  positiven  Theil« 
der  Axe  der  durch  den  reckten  Winkel  (^ijf,)  hindurch  zn 
dem  positiven  Thrill  «Icr  Axo  der  zu  gelangen,  nach  dersolljon 
Rtchtunof  hin  hpwe  jcn  thiiss,  nach  welcher  von  dem  positiven  Tlieiie 
der  Axe  diT  au  tiie  Rectascensionen  vou  0  bis  300°  gezählt 
werden.  I>er  positive  Theil  der  Axe  der  %^  liege  auf  der  Seite 
der  Ebeae  der  ^1^,9  auf  welcher  die  positireo  Declinatioiiea  ge* 
BOaininn  ivprdon. 

Endlich  \oir(*  mau  durch  den  Alittelpunkt  der  Krde  ein  dem 
Systeme  der  ayz  paralleles  Coordinatensystem  der  ^t]^. 

Die  dem  Bioraeat  der  Beobachtung  entsprechende  ffeoceotrhche 
Länge  der  Sonne  und  deren  Entfernung  vom  Mittelpunkte  der  Erde, 
Welche  aus  den  astronomischen  Tafeln  oder  den  Ephemeriden  zu 
pphiDon  sind,  seien  A  und  o;  Roerhellet  miftelst  oiner  sehr  eiiifarhen 
lietraclilunp:,  dass  alli^omi'in  P.dblSO*  die  dem  Moment  der  lieobach- 
tUDg  entsprechende  lielioccntri^^clie  Läu^c  der  Erde  ist,  und  folglich 

Q  COS  (P-drlSü^J,  Q  sia  (ildblSO"),  0 

oder 

cos  jt,        sin  X,  0 

die  dem  Moment  der  Beobachtung  entsprechenden  Coordinaten 
des  Miltelpttnkti  der 'Erde  in  dem  Systeme  der  a:yx  sind. 

Daher  hat  man  nach  der  Lehre  von  der  V  erv^andlnng^  der 

Coordinaten  zwisiVon  den  Coordinaten  der  holden  Systeme  der' 
jpy»  und  |f2^  die  folgenden  ganz  allgemein  gültigen  GleichuDgeu: 

1»  ^'s= — Q  cos  I  +  — ^  SMi  X^iit  «»C 

•der  * 

%    ^  =  Q  cos  X-H-or,  ij=p  sin  A  +  y,  f=». 

Bezeichnen  wir  nun  die  Schiefe  der  Ekliptik  durch  so  ist,  wie 
leicht  erhellen  wird,  all  gemein 

und  nach  den  bekannten '^Formeln  der  Lehre  von  der  Verwaodlong 

der  Coordinaten  liat  man  also  zwltechon  iIph  Courdinatea  d^r  Sy- 
steme der  Xiifi»i  und  ^JiC  die  folgenden  Gieichiingeo: 

3.  195=:^^  cos  sin 

(t=s— tili  Oh- s,  cos  ©5 

oder  umgekehrt 

y,  =  1^  cos  0  —  C  sin  0, 
«,  =S9  «in  B-^C  CM  0. 
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Also  hat  tt^n  nach  1.  und  3.  zwischen  den  toordioaten  derSvAtema 
4er  a:y%  und  a:,y,x,  die  folgrenden  Gleichungen:  ^^«J««»« 

ia^^  —  q  cos  A-j-^j, 
5.  jy=  — ^  siu  A-hy,  co8  O-f-x,  ain  ©, 

•der,  tne  mati  Lieräns  leicht  findet,  angekehrt: 

y,  =1^  sin  A  cos  6>  +  y  cos  0  —  *  sin  0, 
=^  sin  X  sin  6i-|-y  siu  Ö-^*  coa 
Der  nach  dem  Beobaclitunn-'^orfe  getogenn  Erdradius  md:  die  eeo- 
eentriscUe  «reite  des  lieohaclitunffsorts  seie«  r  und  «.  umI  T  ><ii 
«e  gteniseU  der  Beobachtung;  so  sind       •  V»        /  «ei 

r  cos  9)  cos  15  T,  ,  ■ 

r  coa  jp  ain  15 
,  r  ain  9 

ilie  Coordinaten  dei  BeobachtimntfortB  im  Hontent  der  Beobachtunff 

—  ^  ctDa  cea  9»  cos  15  T, 

—  ^  sin  A  +  r  (ain  ©  am  9  +  coa  0  cos  y  sin  15  T) 

r  (cos  ©  sin  r/)  — sin  Ö  cos  9  sin  15  T) 

jjie  Coordinaten  dei^  ^obacUtungsofta  im  Mament  dar  Beobacbtouff 
«  oviteBe  iier  xipt,  ^ 

Darch  den  Beobdchtungsort  legen  wir  nun  ein  dem  Systeme 
^  y.^,  fHiralleles  CoordiaatensystcA  der  a:  y  ^  -  so  ist  narh 
Lei^e  von  der  Verwandlung  ^  ^^si^^^A^Z^  ^ 

(      =r  sin  SP  -I-  Äj. 
fcil      ^-Si®»^«»?        Beclioatiori  des  beobachteten  Punktes  der 
Jmsten  eines  beliebigen  Pnnktea  in  der  von  dem  licobuchtunirsorte 

m  =  f  cos  tt  cos  J, 
A  sc  i  sin  a  coa  if, 
,  k^i  ün  «Ti 

»•bei  man  nur  nicht  lu  Übersehen  Iiat,  da«  dSa  in  RmI»  .f^K.^j^ 
tslioie  nnd  die  vom  Mittelpunre'deTErdTnach^ÄVÄ 
»weUbem  d»e  Sternschnuppe  dem  Beohnchier  am  Hi«IerenSieB 
«  pndlel  zu  bcti^acblen  sind.    Sind  nun  «racnien, 
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die  Gleielmiigeii  der  in  Itefle  itehendea  GericshtoliBie  in  toi  SyiteM 
der 

i  €0a  «  eoi  Js:  t  Jlf  rin  ^»  ^  iin  a  cot       I  rin 

aod  folglich . 

äi  =  co»  o  cot  J,  A=sia  u  cot  d. 

Also  siad 

8.  dr,  s«s  cos  a  cot        ssm^  sin  a  cot  J 

die  Gleichuno^cn  der  von  dem  Keobacbtnogsorte  nach  dem  beobacli- 

teten  Punkte  der  liabn  der  SternscbDuppe  p-ezoirenen  GosichtsUnio 
in  dem  Svsreme  der  r.y.^,.  nnd  mitteLit  der  Gieipliungen  7,  er» 
giebt  sieb  üiHi  iVrncr  leicht,  duss 

4?i — r  cos  g>  cos  15  T=:{s^  — r  sin      cos  a  cot 

^1       cos-))  sin  15  Tssz{%^  -—r  sin  9»)  lin  a  cot  ^ 


9. 

» 

oder 
10. 


n. 


or,  =  Xi  cos  a  cot  d+r  (cos  5p  cos  15  T — cos  a  cot  S  sin  9), 
=«1  sin  a  cot  d-|-r  (cos  9  sin  15  T— sin  «  cot  d  sin  y) 

die  Clclcbungen  der  voo  dem  Henhaelitung^sorte  nach  dem  beobüch« 
teten  Punkte  der  Bubn  der  6teruäciiou]tpe  gezogenen  Gesicbtslinie 
in  deni  Systeme  der  JP^y^Xi  sind. 
Noch  0.  und  9.  sind 

Q  cos  31  — r  cos  y  cOi  15  TH-jr 

=  {0  siu  k  hin  O — r  sin  gp-f-y  sio  cos  0}  cos  a  cot  <f, 

1^  sio  l  cos  0  —  r  cos  y  sin  15  T-^y  cos  0  — »  siu  0 

sin^  «in  0^  sin 9H*ir ein cos 0)  sin a  cot d 

die  Gleiebnngen  der  von  dem  Beobachtnagsorle  nach  dem  beobaeli* 
teten  Punkte  der  Bulin  der  SiernscJinnjipe  gesogenen  Gesichtslinio 

in  dem  Systeme  der  .7^fp. 

Um  diese  (ileicliunj<en  noch  anders  niisziidrücken,  seien  /*,  k 
nnd  y,,  ^1  die  Cuurdiouten  des  Beobacbtungsortcs  und  des 
beobacnteteo  Punktes  in  der  Balm  der  Stf  rnscknuppe  in  den  Sj^ 
Sterne  'der  nnd 

seien  die  Gleicbungen  der  durcb  die  beiden  in  Rede  stebendeu 
Punkte  bestiinniten  Gesicbtslinie;  so  ist 

IT  =  Af~\-  n,  h  =       ^5    =J/,  -\-  Ii,  //» =     +  23» 

und  folglich 
nnd 

e-g,=  A(f-A),  *  -  *, = «(/■-/,), 
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Nack  den  Obigen  Ut 

y^ss-^Q  cos  A*|-r  cos  9  cos  15  7, 

^a=— ^  litt  A-hr(sio  0  sin  90  + cos  9  cos  9  sia  15  ST), 

Ai=s  r(cas  0  flio    —  sin  O  cos  9  sin  15  T). 

Ferner  ist,  wcon  jetzt  wieder  i  die  ButfemuDg  des  beobachte- 
ten Punktes  der  Bahn  der  $»terBSC]inBp|>a  ron  dem  fteobecJUnnjpi« 
•rte  bezeicboet,  nacU  5.  und  7. 

yjS=— ^  cos  A-f-r  cos  5p  cos  15  T-f- «  cos  a  cos  d", 

^«  8—*^  sin  l*+r(siD  S  sin  ^-f-cos  0  cos  9  sin  15  T) 

<(siB  d  sin  d+<ios  0  sin  «  cos  d), 

jl,  s  r(cos  0  sin  j^^sin  <9  cos  9  sin  15  T) 

H-<(cos  <9  sin  d — sin  ^  sin  a  cos  d);- 
dl  i.  X 
/■gÄ^-l-i*  cos  a  cos  d, 

ssg''^  i  (sin  0  sin  d+cos  O  sin  a  cos  d), 

if 2  ss=>l-|- f  (00s  9  sin  d  —  sin  0  sin  o  cos  d). 

Polglicb  sind  nacli  den  Obigen 

y-l-^  sin  A^ffsln  0  sin  jp  +  cos  0  cos  9  sin  15  7) 

sin  0  sin  cf-4-cos  9  sin  a  cos  ä  .     ,  ^  1  v 

=  eos  g  CO»  d — ^  ^'"^  cosA-^  cos  SP  cos  15  T), 

s— r(eos  O  sin    — sin  9  cos  9  sin  15  T) 
c«s0  sind— tin9  sin«  eosd  ,    .         «  ik  ^ 

aie  Gleichnngen  der  von  dem  Beobachtungsorte  nach  dem  beobach- 
tilen  Punkte  der  Bakn  der  Sternschnuppe  gezogenen  Gesicktilinio 
in  dem  Systeme  der  Jty%. 

Diese  Gleickungen  sind  ancb 

aad  folglich  nach  dem  Obis^en 

Jf^Q  cos  X  —  r  cos  SP  cos  15  T 

=  — zr^— 7-~  n   r  [a— Kcosdsinm— sin#coiflpsinl5T)| 


12 


IJJ 


sin  X  — r(sin  0  sin  jp  +  cos  0  cos  SP  ain  15  T)  . 

r      smösintf-f-rosf^sinwcosff ,        .     ^  .         .  .   i-rr,. » 

=  — :s~= — r — •  — r(cosC/sioa> — siu&cosg)sta  i«>/^)i. 


ScCal  MB  der  kftrxe  ivegen 

i^sscoa  a  cos  d» 

^aaia  #  aia-  d«t*eoa  <9  sin  «  eoa  d^ 

|C  =  cos  0  sin  d — sin  0  sin  a  cos  d,  . 

=€08        COS   15  T, 

/?,  =:8in  0  sin  SP  +  cos  0  cos  y  siu  15  liT, 
sscoa^  ein  9— aia  0  cos  SP  ain  15  T; 


14. 
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•o  werd«!!  tfie  Gleidumgeii  13. 
15. 


a!-=.-^  %  ^r-l-^l,  r  —  q  cos  4^ 


17. 


%  ^r-Y-B^  r  —  Q  sm 

uud  wenn  man  die  Hülfswinkel  mittelst  der  Fotmiehi 

16,   t«Bg  ^  =  iio  a  cot      tang  sin  15  X*  cot  <p 

berechnet;  so  hat  ma«  für  die  Grttwen  ßy.C^  die 
folgenden  Angdrücke: 

\A  =eos  a  cos 

,^      sin  cf  sin  (6  -f- 

j   sin  cT  OOS  (Sh- V>)  \ 

cot,  '    ,  - 

L/j  =3  cos  ^  cns  15  7,  . 

«   sin  y  «n  (9-t-v>^)  i 

I     » cos  Vi  * 
^       iln  y  cos  (Oh- ^i) 
*  cos  V'i  , 

.3. 

Wir  "Wüllen  jetzt  die  Bodinp:t!ngi!£!fleichun!r  anfsurli«Mi,  welche 
erfüllt  sein  mu^s,  wenn  zwei  ans  vtrschipilencntn  IJrobachtunapsor- 
ten  nach  heobacUteteu  Sternsclinu^pea  gezugeuc  deiiicliUiiaieD  sich 
schneiden  sollen.  v     ..  • 

Nach  den  Gleichungen  11.  im  vorigen  Paragraphen  haben  die 
Gleichungen  der  beiden  in  Rede  stehenden  O^sichtslinien  im  Allge«» 
meinen  die  folgende  Form:  ^ 

q  cos  % — r  cos  y  cos  15  Th-^? 

s=s     sin  X  sin  <9 — r  stn  gpH-  ^  sin  cos  (9)  cos  «  cot  ^, 

(  sin  X  cos  0  — r  cos  y  siu  15  T-\-y  cos  0  —  a  sin  0 

sin  "k  sin  0 — r  si^  jp+y  sin  0+^  cos  0)  sin  a  cot  J 

vnd 

cos     — Tx  cos  9,  cos  15  7*,  -h 

sinA»!  siB0— sin^i+y  sin0-fsi«M9)  cos««  .coi^at. 
9,  sin      cos       r,  cos  9,  sin  15  T, coe  9— n  sin' 9 

==(^i  siu  Ä|  sia0 — r,  ain9>,+^  ätu  0~f-;s  OOnd)  sinu,  cotd,. 

Ellmiuirt  man  nun  aus  diesen  vier  Glfirhnnjren  die  drei  Grössen 
;5,  so  wird  mau  offenbar  die  jfcsu(  Lto  Uoilingnngogleicbung 
erhalten.  Zieht  man  aber  die  dritte  GicichuDff  von  der  ersten,  die 
vierte  von  der  xireiten  nb,  so  erbKlt  oinn  nndn  einigen  leichten  Re* 
dnctionen  die  beiden  folgondea  Gleinbimgnn: 
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#  cot  k  —  g^       X|  — (r  coi  9  «oi  15  T— r,  cos      gm  Vi 

—     sin  A.  siu  C^  —  r  sin  gj)  coa  a  cni  <) 

-f-(^,  flid  A,  sin  ("> — r,  sin  f/>,j  cos  Oj  cot  4j 

=  (€08  a  cot  <^ — cos  u^  GOt  (f , )      sln  G-i-M  cos  0), 

«B 1— f  t  sin  Jt,)  cos  S — (r  cos  9  sio  15  7^— r,  cos  9,  sin  15  T^) 

— sin  X  siD  d — r  sin  9)  slo  a  cot  ^ 

■4-((>,  shi  A,  «in        r,  m  9,)'8iii  «,  cot 

—  (siu  a  cot  d — sin  «j  cot  J, )       sin  cos  0), 

An^  dif^^rn  beiden  füpichoncri'n  kiinn  man  mm  sehr  leicht  die  Grösse 
V  sm  i:^ -i- z  cos  (')  cliinioireu^  und  erlralt  nach  einigen  leicliteu 
Re4iictioneii  dto  folgend«  Clleiehung: 

18.   0={(^  siü  ^—Qi  sin  A,j  biu  G — (r  sin  (f  —  r,  sin 

sin  (a  —  «,)  cot  <f  GOt  (f, 

**|(^  cos  it~-^,  cos  Ai)  sio    —  (9  sin  A  — ^,  sin       cos  a  cos  0 

cos  9  sin  (o«— 15  7*)  +  r,  co«  9,  sio  (a  — 151\)|  cot^ 

+  ((^  cos  X — ^1  cos  ^t)  sio  «,  — (g  sio  X — ^,  sin  X,)  cos  a\  cos  ^ 

— r  cos  9  sio  (a,  -^15  Tj-f-r,  cos  5p,  sin  (a,  — 15 T,)}  cot  Jj, 

welche  die  gesuchte  BedingUDs^sgleicliuDjg  ist.    Urinfft  man  alle  die 

Eoeeofrisclicii  Breiteo  9  und       der  beiden  Beobacbtangioite  ent- 
Itettdeo  Glieder  auf  eifio  8eire,  sot  nisinft  ilie  vorstclioiide  GloU 
ckisg  folfODde  Gestalt  an: 

19.  {q  COS  X—ift  cos  X,)  (sin  a  cot       sin  cot 

sin  X— ^1  sin  X})  |cos  0  (cos  a  cot  S — cos  Oi  cot  Si) 

-J-sin  0^  sin  (a  —  «,)  cot  6  cot 
=    r  cos  9>  |siD  («  —  15  T)  cot  S  —  sin  (a,  —  15  T)  cot  | 

* 

— C0S91  |sm  (a — 15  7\)  cot«^ — sin  (a|<— 15  7\)  cot  dj^  ' 

—  (r  iin  9— :r,  sin  91)  sin  (a— oj  cot  d  cot  S^, 

Noch  etwas  einfacber  kann  man  die  beiden  yorbergebenden 
filcicbvngcD  unter  der  folgenden  Gestalt  darstellen: 

,  20.  €b={(^  sin  X^^,  sin  X,)  sin ®^(r  sin 9— sin  </),)|  sin  (tt— Oi) 

—  {($  eos  X  —     cos  X,)  sin  ««^(^  sin  X— '^t  sin  X,)  cos«  cos  <9 

—  r  cos  </)  sin  (a — Tj-f-r,  cos  (fi^  sin  (a — 15  T,)}  fang  J, 
+  t(^cosX — cosX,)  Staat — (q  sio X — sinX))  cos«,  cosQ 

cos  9  sin  («i— 15T)+r,  tos  9,  sin(a|-— 15X'|)|  taog^ 
ssd  • 

21.     coa  X— cos  X,)  (sin  a  taog  ^1     sin  «1  tang  i) 
— (^änlr-f ,  sinX,)  jsta8sin(a— a,)4-cos0(cosatg^,— Cosa,  tgJ)t 
SS    rcos  ff  )sin  («— 15T)  tang  ^,  —  sin  (a^ — IST)  tang  ^| 

—  Tj  C0S9,  jsin  (a — 15  T,)  tang — sin  (oj  — 15  Tj)  tang  cJ| 

—  (r  »in  9  —      sio  y,)  &iu  (u  — u^). 
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Oiaie  leteC«  Glcieliung  kami  noch  aof  folgend«  Art  gvtclirie- 
ben  werden: 

'  7^,      ces  l — Qg  eoe  A,)  (ein  a  tug  ^,  —  sin      fang  ^ 
— ilnX^Qi  sin       1  sin  (9ipin(a eiM@  (cosa  tong: 

—  cos  fit,  tang  (^)( 

=s     (sinataQgdi — siu«,  taugJ)  (rcosycoslS T— r,  cos(jp,  €08157*1) 
— (cosatnng<fi — COS<i|  tang<J)  (rcosy^sin  l^T-^r^co»^^  sin  15 T,) 

—  (r  lin  9  —  r,  sin  f^)  sin  («^«i). 

Sind  die  geogmpliischeD  Längen  der  beiden  BeobacU« 

tungsortc^  so  hat  man^  wie  man  diircli  eine  einfache  Betrachtung 
lindet^  für  die  Ciileiclizeitigkeit  der  BeobacUtungen  die  Bedingung»» 
glciciiung 

(/,-z.)-i5(r-r.)=o 

oder 

— 15  (  T—r.)  =db360*, 

jenachiiem  die  Grössen  //  —  //j   und   T — gleiche  oder  un- 
gleiche Vonciehen  hahen,  wobei  zugleich  su  bemerken  ist,  dass  in 
der  zweiten  der  beiden  Torstehenden  Gleichungen  das  obere  oder  • 
nntere  Zeichen  genommen  werden  rauss^  jcnoebdeai  £t — I^i  eine 

positive  oder  eine  negative  Grösse  ist. 

Flir  gleichzeitige  Beobachtungeo  is>t  aber  q  =  Q^^  A,=:A,^  also 

Q  cos  ?.  —      cos  X,  =0,  Q  sin  k  —  Q^  sia      =0,  ^ 

und  die  Gleicbnogen  21.  und  22,  werden  also  in  diesen  Falle 

23.  (r  sin  9*-^r,  sin  9,)  sin  (a^a^) 

=    r  eos  (p  jsin  (a  — 15 T)  tang  6,  — sin  («,  — 15  T)  tang  6\ 

—  CiiSffii  jsiu  (a  —  ^^T^)  tung     — äiu  (a^  — 15  7',)  tuug  J| 
nnd 

^  24.   (r  sin  y  —  r,  sin  5p,)  sin  (a  —  m,) 

s=(8inis  teng(f, — ainOi  tnag<f)  (r  cos  9  co8l52r— r,  eos^i  eos  157V) 

(cosa  teng^i— cos«,  tangd)  (r  eosjp  sin  15 T—r«  cosg»!  sinlST,). 

FSr  rs=r,^  d.K  wenn  sian  auf  die  sphilroidiscbe  Gestalt  der  Brde 
keine  Rücksicht  nimmt,  können  diese  Gleichungen  aueb  unter  der  • 
folgenden  Form  dargestellt  werden: 

25.  2  sin  (fit — a,)  sin  \  (7^91)  eos  |-  (9>H-^i) 

sas  |cos  9  sin  (a— >15  7)  —  cos  9,  sin  (a — 15T,)|  tang  ^, 

—  jcos  y  sin  {a^  —  15  7}  —  cos  y,  sin  (a,  —  15  7,){  tang  d 

und 

2Ö.  2  sin  (tt— a,)  sin  4  (9— jpj  cos  ^  (y  +  9i) 

—  (sin  m  tang  ^,  —  sin     tang  ^  (eos  9»  cos  15  7*-^  cos  ^  eos  15  T, ) 

*-*  (cos  a  tang  ^,  —  €os«i  tang     (cos  9p  sin  15  7*— cos     sin  15  7*,), 

Die  Gleicbnog  23.  oder  24.  kann  noch  auf  einen  andern  bemer- 
kenswertben  Ansdmck  gebrachr  werden.  Die  GleidinngeD  der  die 
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l^ideu  üeobacbtUDgsorte  mit  eiottoder  verbiadeodcu  geraden  Linie 
ii  4im  Sjilene  der  teien 

so  ist  oach  2. 

r  eM^  cos  15  T=K  r  lin  94>£^«r  c*«^  ain  15  T=^M  r  liii  f^N\ 
tt4  die  CrleicJiiiDm  der  in  Bede^  stebeiMktt  Linie  siod  also  offenlwr 


17. 

38. 


f  co<  y  cos  15  T—r^  cos  qp,  cos 
"  r  sia      r,  8in>i 

 r  cos  y  «in  IST— r,  co.s      sin  15 

^' r  Mny-f-ri  sin  y^  *' 


4ie  GleichuDgCD  der  mit  der  ia  Rede  steheoden  geraden  Linie  durch 
k»  AnfeDf^  der  €oovdiDateii^  d.  i.  durch  den  Mittetpankt  der  Brde^ 
Mrallel  gezngenon  f^eradcn  Linie.  Bezeichnen  wir  den  180**  nickt 
ibtnteigeDdfn  Winkel,  welch rn  der  nuf  der  positiven  Seite  der 
Aip  der  ^r^  liegende  Theil  der  Projectiun  der  in  Rode  stehenden 
geraden  Linie  auf  der  Kbene  der  .TjVi  mit  dem  [»ositiven  Theile 
2er  Axe  der  J?^  einschliesst,  durch  lo  ist  nach  den  Princifiien 
Mt  nanlytiichea  Geoaetrie 

•Q    *       £     r  ce» y  «Ibtt T-—ri  coa y ^  th  15 
ZV.   tBBg     —  r  cos  f»  CO«  15  T^rl  cos  f  l  eot  15  T^' 

vcil  nach  28. 

«A  r  cos  y  sin  IpT — ^^  cos  y,  sin  157^1 

-    •       "~  r  cos  y  cos  157*— ri  cosy,  coal5T| 

die  Gteicbuug  der  iu  Rede  stehenden  Projection  ist. 

PerBer  sei  D  die  DeclinatloB  des  Pnoktes  der  Sphäre^  ib  weU 
ehern  dieselbe  von  dem  Tbeile  der  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde 
Bit  der  die  beiden  Beohaclitungi^ortc  verbindenden  geraden  Linie 
jparallel  gczo£;cnen  geraden  f-inic,  dessen  Projection  auf  der  Kb»'nc 
der  auf  der  po^iitiven  »Seiten  der  Axe  der  ar^  licgt^  gcschiut« 

tea  wird;  so  ist^  wenn  oji,  y,,  die  Coordinaten  eiues  beliebigeB 
IPonkles  ib  diesem  Tbeile  der  in  Rede  stehenden  durch  den  Nittel- 
pinkt  der  Erde  mit  der  die  beiden  BeobechCungsorte  mit  einander 
fcrbiodfndrn  sTcraden  Linie  parallel  gesogeneB  geraden  Linie  siad^ 
•ffesbar  in  völliger  Allgemeinheit 

■■d  ibiglicb,  weil  nach  dem  Obigen 

tang^  =  ^  ' 


$ 

4 
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das  Zeichen  so  i^enofunea^  dass  timr  P  mit  eioerlel  Voneieben 
erbilt.  Nun  iib«neiigt  msii  sieb  «ber  durch  ein«  guns'  einfach« 
Betrachtoni^  sehr  leicht»  dnss  unter  den  gemachten  Toraussetzungea 
uu(!  TOS  A  inmer  gleicbe  Vomrahen  baben^  und  folglicb  Im 
f  eiliger  AilgemeuiheU  ■  , .  •  . 

fang  Ä  =  ^  CO»  - 

lOfo  naeb.Sa.^ 

r  tipy — r,  siii9tj   .  - 

ai.    tang  D^^^^^  ^^^^  m ce» lir. 

sn  setzen  ist.  ^ 
Nach  29.  und  31.  ist  nun 

r  ces  9  im  15  T—r^  cos  ^|  ein  15  jT^  ' 

-sstr  eoa  9  cos  iSTr*«*!  cos  <)p«  cos  15  7\)  tang  udf, 

r  si  n  9— r  1  si  n  9  ^  =  ( r  cos  9)  cos  15  T^-^i  cos  9 ,  cos  15     )  secitf  tang  O  \ 

und  fulglicli  nach  2^.  '    '  '     •  ' 

sin        ^»,)  scc  A  taug  sin  a  tang  6^^  —sin  a,  tang  <f 

— («««Ätiing^i--i»««<jt«ig^)to*j|W^» 

öder,  trie  man  hteraiiB  leicht  findet«'  '  *  ' 

32»  uii(o-*ai)  tang/>;:^8in(4p*-^)  tang sin (a|—^)  tang^ 

oder  "  *         '    •        •  • 

33.   sin  (tt, — A)  tßiifir  (J—sin  (a — A)  tana: <J,-+-sIü(a— a,)  Uug l)—^^ 

Auf  diesen  Austlruck  iiat  zuerst  Beisel  die  Bedino^ungsglei* 
chung  t'iir  das  äicUueiden  zweier  Gesichtslinien  gebraciit.  ' 

Wenn  die  Beobachtungen  für  zwei  Beohachtungsorti;  gleichzei- 
tig sind  und  die  Bedingungagleichung  23.  ertüllt  ist^  so  wird  inuii 
die  lJp(»!>arl)(un«4-en  als  einem  und  demselben  Punkt*'  der  Hahn  einer 
und  derseli»en  Mernschuunpe  eutsprechend  bcilraeliUn  können^  uud 
|iicb  uun  die  Aufgabe  vorlegen^  die  Lugu  dic^e^  L'uuktcs  im  Räume 
SU  bestimmen^  welches  die  Ansicht  ist,  von  welcher  Olbers  *)  bei 
seiner  Auflösung  des  !!iternscbnup{ien -Problems  ausgegangen  ist, 
und  die  auch  wir^  weil  sie  in  der  Tbat  die  einl'acbstc  ist,-  von 
.welcher  inuu  auscrclien  kann^  iiier  zuerst  verl«)lgen  wollen. 

1:),»  livgt  iu  der  Natur  der  Mache,  duss  wir  unter  den  gemach- 
ten Voraussetzungen  das  Spatem  der  a:^y^%^  zun  Grande  legen 
können.  Bezeichnen  nun  m^»  y\t  X|  die  Uoordinnten  des  beubach- 
teten  Punktes  der  Sternschnuppen -Buhn;  so  haben  wir  nach  10. 
swiscben  denselben  die  fioigenaem  Gleichongen: 


*)  Bensenherg  fihar  die  Bestimmung  der  geographischen  Lauge  durch 
Sternschnuppen.  Hamburg.  \W2i.  —  Gehler  physifcaliscbss  Wörter* 
buch«  Neue  Ausg.  Aru  Feuerkugel.  S.  211. 
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dr,=s«|.ciii-a.  cot  ^-i>r  (isoi  f  cos  15  7 — co^  a  cot  S  sio  f}, 
3r,s«i  lin  a  cot  d-^r  (com  ^  nn  15  T— lin  a  col  <l  mn 

ir,=St  cofa,  eot^, +ri  (co8<jP|  eoslS -rcos a,  cot^j  Bintp^)^ 
y^z=^Sf^  sin  «1  cokcJ, (cos^g  sioteT*!  —  aipa^  cot^i  sio  9,); 

TTolri  woM  knum  besonders  firmerkt  2ti  "wcr<!rn  !trfi!trlit,  dass  sicli 
eine  dieser  beiden  Systeme  von  Gleichungen  auf  den  einco^  daf 

andere  auf  den  andern  der  beiden  Beobacbtung^ortc  beziebt.  . 
Au  der  €nrB|«i  und  swelte«  «iid  aus  der  drilfen  imd  Tierldii 

«iCMr  vier         nngen  erhält  aum  dnreh  Bltoiiiiatioii  Ton  " 

sin  u — yi  cos  a=r  cos  <p  sin  (a  — 15  7^, 
/r,  sia     — cos  a|=r|  <oa      mil  (a, -^15  T,); 
■ad  folglich  ' 

«,110(0— ai  )ssn»a]P«oaciy  »0(0^15  7)— «^i  coi)^coia»aiii(ai*15  ar«  )^ 
jfi  mi(a— a,  )=rcoa^  aittv,  8iD(a— 15  TV^r « cos^P  1  ailwriaiCtei  —157*, } ; 

r  cosy  Cosa,  sin  (a  —  lbT) — r,  cosyt  cos«  «in  (ctj  — IS  J*!)  ■ 


•  sin  <«—«,) 


35- 


r  cosy  sin  c,  sio  (a— 15X')  — r,  cos»,  sin  <y  sin  («,  — 1&7\),.' 
"  sin(«  — «,) 

Ans  der  ersten  und  dritten  und  aus  (h  i-  z^wcitep  und  vierten  Glei- 
cliuDg  erbält  man  durcb  Eliminutiuu  von  und  y,  für  js,  sebr 
ieidit  die  beiden  folgenden  Ansdrückes  ' 

r(co6ycosi5y'Coi>«cotcr»iii7')-r,  (rnsy  ,rf)8l57\-cosa,|CotJ^sinyi) 
'     *^  cos  «  cot  J"— cos  «,  cut  cf,  * 

f(cosy  sinl5r~ainirrot(^.*'in7 )  -r ,  (rosy ,  sinlST^t-sinOiCOUftSiny  |) 
,        sin  «  cot  cf— J.J«  a,  cot<f| 

Man  knnn  nhcr  ffir  nocb  nnrlrro  Ansdrürke  finden.  Ans'  der 
(r<ii  II  und  rwritpn,  und  aus  der  dritten  und  vierten  Gleicbung  er- 
halt man  nämiicb  leicbt 

jr,  cotaH-y,  i|inci=:«,  cotd-l-r  |cos9  coi(«'^152^—  ■iagp'fotdl, 
«i««i'h-l-yi««"«i=»i«>*'i-H'i  [«oa^iOoaC»,— 15T,)— »iD5>,cotd^,  J 
•der  *  ' 

JTj  <  osü4-y,  siDa=(3, — r  sin      cot  <f-f-r  ccw  y  cOB(fl»— I5T)s  * 
4P,coaa,-t-y»  8ina^z=(Ä^ — »i*^i)cttt<f|-+-r|C08jp,  co»(o,'«— IST,). 
Nach  34.  iat  aber,  wie  man  leicbt  findet, 

rcoi»cosUt->^,)aip(<ifnl5D-"r,  cosy,  ain(ar,— 15r,> 

^,  cosa4-y,  sina=---3:  '       '   ^^i^kA  ^  » 


ttd  folglich  Bach  dem  Obigen  ' 
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» ■  I 

; 

I,       ,  r  coay  ain(a,  — lSr)--r|  coay,  sin(g|  —  ISTi) 
s ,  =s riin Si» H  :  sin  (cr-a,)  eot  «f     ^  !"* 
r  cot  y  ain  («— 15y)~r,  cos  y,  &in  («—151*1) 
»,=sr,  iin^.H  ^  sin  (a-(c.)  eot  <r,  * 

Bexeichneii  wir  jetzt  die  dem  Moment  der  BeobuclituD{;ea  enC- 
s^irechende  Stcrnzeit  des  Punktes  der  Krdoberflüche ,  in  welchem 
dieselbe  von  der  yon  de«i  Mittelpunkte  der  Erde  nach  dem  heoh- 
achteten  Punkte  der  Sternschniipiieu  -  Bahn   gezogenen  geredeft 

Linie  (ypsclinittcn  wird,  durch  T',  un<l  setzen  der  Kürxe  wegen 
J—\y*T\  so  ist,  wie  leicht  erhellen  wird,  in  völliger  AUge- 
meiniicit  * 

37.  tang^=:|j, 

■it  der  BesdmBiiDg,  das»  io  de«  Falle,  we  a^i  nnd  y,  ffleiehe 
Vorzeichen  haben,  ji  zwischen  0  und  90*  oder  swisehea  180^  nad 

270"  nfrnumnjF'ii  worclnn  muss,  jcnachdcm  die  rTrössm  .7',,  y, 
beide  positiv  oder  beide  negativ  sied;  dnss  dagegen  in  dem  Kalle, 
wo  or,  und  .uogieicbe  Vorzeichen  haben,  Jl  zwischen  90'  und 
180^  oder  zwischen  270'  ond  900*  geaenmeQ  werdea  muss,  je- 
oachdem  negativ  and  jfi  positiv,  oder  d?,  positiv  nad  ae» 
gativ  ist. 

Ro7('irlinen  wir  die  geographische  Länge,  dos  in  Rede  stcbcn- 
deii  Punktes  der  Erdoberfläche  io  Bezug  uiit'  den  einen  der  beiden 
Beobuchtungsorte,  weichem  die  Steruzeit  T  eotsprecbcQ  mag,  uls 
Aafaog  der  Lttagea  dnrch  Z/^  so  ist  offeabar 

£/=n{T'  —  T)  oder  X'=3Ö0^-f-15 (T'— T), 

jenuchdem  T' — T  positiv  oder  negativ  ist,  nnd  die  grcographischc 
Länge  des  in  Rede  steheTulcn  Punktes  der  Erdoberflärhe  ist  nun, 
wenn  JL  die  geographische  Lange  des  Beobacbtuugüories,  welchen 
die  Steraaeit  T  entspricht,  bezeichnet, 

oder  /*4-Z,'— 360% 

leaachdeH  L^l!  kleiner  oder  grosser  als  360^  ist.    Dass  moo 

hier  an  die  Stolle  des  Beobacbtungsorts ,  welchem  die  Slernzeit  T 
entspriclit,  auch  den  Beobaclitutigsort ,  welcheai  die  Sternzeit  7\ 
entspricht^  setzen  kuuu,  versteht  sich  von  selbst, 
liach  34«  vad  37.  ist 

33»'  tan         '    rcosy  sin«!  sinf«  — 15y)--r|  cosf^,  sin n  sin(ft|  —  li^T^i) 

watans  laicht  die  Gletchung  .  . 

30.  reo8SPsia(»*'lS3)fin(«|— '^#)qsr|C0S9).sln(tt^— 15Tiyaui(»-*^ 
oder 

  cos  y,  sin  (re,  —  IST',)  sin  ja—A) 

J  r,         cos  ^  sin  («  —  157  )  siii(a,  — 

*  ]  ri           cos^  sin  (f^— 157  )  r=Sxi  (n y  — 

r  '     cos  9,  sin(a,  — li>i  j  j»m  (« — J) 

erhalten  wird.  Also  ist  •  '  * 
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cof  f  sin  («I  —  IST)  —  ~  cüs  5f  ^  bin  (a,  —  15 T,) 

»io  (a,  —157^  Bin  (a— ^) — sin  (« ~  IST)  «in  («,  — ^) 

—  cof  9»  «i«  («— 151*)— coi  SP,  Bin  («—15  T,) 

^'  tin  (tf,  — 15  r, )  sin  (cf  —  //)  —  M n  (V r  -  T  5  7", )  si n  (g ,  ^  ^ . 

oder,  wie  man  leickt  fiodet» 

nnd  lolglich  nach  36.  ,       .  .  > 

|«in  9  sin  («-~^)-j-co8  y  tanp    sin  (yl  — 157*) 
8in(«-yf)  * 

Berechnet  mau  tiie  Hültswinkel  ""'l  V^i  mittelst  der  Formela  - 
•o  iat 

sin  (7  -f-*^)    sin  (y  ,-^i/.,> 

43.    *i  =''"^cos       '      — cuj^V'i  * 
Mittelst  der  Gleichaiigeo  34.  and  40.  erhält  man  auch  leicht 

coa(»cos/rfsin(g— 15D    cosy  i  C08^sin(tt|--t5ri) 

eosy  .sin  J.sin(ft~15?')  ,     casy,  .sin^ gin(<g, --15r,) , 

**•   yi   sin  (a-^)         »  sin  («,  * 

*  I 

alfo 

liezt  idincn  wir  die  georentriscbe  Brritc  des  Punktes  der  Krd-  • 
Oberfläche,  in  welchem  dieselbe  van  der  von  dem  Mittelpunkte  der 
Erde  nach  dem  beobachteleu  Punkte  de!'  Stei^ie1inupi>cn.Baliii  ffe- 
zogenen  geraden  Linie  geielinitten  i^ird,  doreh  Bi  ae  ist  alfentar 
in  Tttlliger  Allgemeinheit 

47.  tang  j..  >  * 

d.  L  MdL  41«  «ttd  46. 

I tang  V  sin  {a  —  A) -i- tang  &  tt\ti  {jf—ttiT) 
tang  Ä  =  :i=   ^ui  («-*l5r)       !  ^* 

laBgir=:=k  -n  .•ui(«i-^l6ri) 
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das  Zeichen  jederzeit  sa  genommen,  daBs  tang^  B  mit  s,  einerlei 
Vorzeicheu  erhalt,  d.  b.  so,  dass  tauir  B  positiv  oder  neirativ  wird« 
jctaehdea  di«  GrilMen  ^  ^  * 

sin  (a— uaU  sio      sin  (a— w4)+co8     tong     sin      — 152) 
oder  ♦     •  ,  '  ' 

9ik{«t^J)  und!  stD9>,  mfm^-^^y^eQS^^  ♦angcT,  sin(^— 15T,) 

gleiche  oder  ungieiclie  Vorzeichen  haben.   Af^ck  ist 
« 

d^B  Zieicken  so  p:eDonuDen,  dass  tang  B  mit  einerlei  Vorteichea 
/rhält  Nun  erhellet  aber  leicht,  dass  ofi  und  cos  ^  jedeneit 
gleiche  Vorzeichen  haben«  Folglidi  ist  in  volUger  AHgOMniiihcar 

Bezeiehoet  man  durch  E  und  die  Bntfeninngeo  des  beob- 
achteieir  Punktes  der  HternschmippCD  -  Bahn  Ton  den  beiden  Beob» 
a^htungsorten;  80  ist   ,  .  ,     •     ,  . 

^^V<'(^,— rcosycosl5  rcosff  sin  I5r)»-i-(i^^äipy)%  • 

^i==*^(;r^-r,csy4C»l52,)»4^yi-r,cs9»,sinl5yj»-+-(»,-r»sitt9j»; 

und  folglich, . wc^l  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  liudet, 

>  ^ t K  .^1  rc«y«n(«.-l»D-r.  «o. ». »i..(..-15r. ) 

y.   rm  T  rin  1f  T-  .in  «''(''^-KT)~r.  cos,,  riofa,-liirr^ 

^       ...         sin  (a-«i} 


und 


Pi — r,  cosy,  cos  1^7.= Cosa.  — — — ■  r^, — ■  U. — )ll — lHii. 

'  sm  («r*-«t)  * 

ist) 

'^osy  sin  («,— l&ri—rt  coayi,  sin  J5r,) 
I  <  «in  (d^a,)  cos  d  * 

*     ^     ,        '    •  sin  («— cos  d",  .    ,  » 

die  Zeichen  so  ffenonmeD,'  dass  die  Grössen  nnf  den  rechten  Sei« 
ten  der  Güeirhbeltsietcbeii  (tositiv  werden«  MIttdtt  dieser  FomelB 
crhätt  man  lerner,  veil  Meh  dem  Obigen 


Digitized  by  Google 


19» 

cos  9  sin  (a,— 157^ -•  •^  cos  9^,  sin  (0,  — IST,) 

"  sin,  (a  — i^)  * 

^  €0«  9  nn  (a— 1517— CO!      sin  (a^l57\) 
*  ,      •        •   ^  «in  («^»0  wo  (^*^15r») 

iit^loicht 

^     „  ,     cosy  sin        15r>   r»  ___L_     cos  y,  sin  (/^— 157^^ 

J^—^r    «^rf4i„(„_^^   »  .^1  »•»    cos  Cf,  MM  (a,  — ' 

<lie  Zeichen  50  p:pn(>mnicn ,  dass  die  Grössen  onf  den  roobten  SeU 
ten  der  (jlleichlieitszoiclion  positiv  werden. 

Bezeichnen  wir  die  fcintfernung  des  beobachteten  Punktes  der 
Sternschpuppea-IMii  tou  lUtM^Sakte  der  Efdo  diirdt.il|  iio  ist 
olFenbar   

Jt  CO.  -P=lk^.'-t-y.'.  Ä=^^^i5!i!,  ■■■ 
und  folglich  oack  46. 

fco     >>      ,     cos»  sin(«-^t»r>   ^  ,      cosy,  sin  i.5r,) 

dio  Vorseiebeo  so  genommen,  dass.di^  Grossen  auf  den  rechten  Sei« 

ten  der  Gleiclibeitszeichen  positiv  werden. 

Man  hat  also  jetzt  zur  Ijori'clinun:^  a!lrr  auf  die  fjnijr  des  be- 
ohnrliteton  Punktes*  der  Sirrnscbnuppeu  -  üsbB  im  JUuttiie  Bezugs 
liubeudcu  (Frössen  die  tolgendcn  Foriuelu: 

^      r  cosy  sin  «1  sin  («  —  157^) — r,  cosy,  sin  k  sin  (rei^— 157*1 ) 
*     "    r  cos  7  TOS«,  sin  («  —  157*)— r,  co.s  y,  tos«  sin  («|  — 157*1)'  ' 

  cosy  cos  .7  sin  (a  —  l^T)\        COS  y,  cos  A  sin  (fr, — IST^i) 

"  ii(fr  — *"*  .sin  * 


  cosy  s\u  A  mn  (c-iSy^        .  .cos  yy  sin  ^.  sin  (rt,  —  ISTi) 

"  ^             sni  («  — ^)       '       ^  ^*  ,  (<<a — ■«) 
 «in  (y-t-^^>)  sin  (y,-|-V'4) 

•  COS  ^  ■         CUÜ  ^1  ' 

tang'  jf^Ä^f»  cos  itf» 

jy       I     COS  y  sin         157*)    —  '    '  1      cos  y,  sin  (/^  — 157*,) 

—  cüs  d- sin  («— .iy~'  '*'»'^™*«    cüsd,  sin(«i— ^  » 

jj,  cos  y  sin  (« — 157*)        «       cos  y,  sin  («,  — 157*1 ) 

—  cos .sin  («  — ^)  i"^*'*»     cus sin  («,— ^)  » 

in  den  AundrUckrn  für  E^,  ft  die  Zoiclien  so  gcnomo^en,  dass 
die  Grössen  aui  den  rechten  Seiten  d^r  Gleichheit sieicbea  positiv 
werden.  *  '    '  *  T 

Den  Aiiidiiicken  ?on  £  nnd.j^i-kann  man  nach  die  folgende 
Goatnlt  gehen: 
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Verliiiigl  ma*K  di«  CkiordinateD  nicht  zu  keDtten,  lo 

«teilt  nan  die  Forneln  am  besten  unter  der  folgenden  Cestolt  dar: 

.r  cos  y  sin«,  «in  (« —  IST)  — ri  cosy,  Bing  ain  («i  —  IST^J 
lang  A^—  ^      ^  g^jg  ^|u_|5j»^^^^  ^^,1,  ^  gi„  j)» 

j-       .    sin  («— ^  sin  (y-i-^)       .    >ln  (tt|  —  ^)  sin  (y,-»-tAi) 

.     cos  y  sin  (tr^-lST)        ,      «osy,  Inn  («t  —  IST,) 

Mi^^r  ^^J^     (ft — J)  — ****    eosjr  Hiiiftf,^^)  * 

In  tien  Ausdrücken  von  tang  //  müssen  die  Zeichen  so  u:riiommpn 
werden,  dass  tunfC  ^  posiliv  oder  negativ  wird,  jenjuhdem  die 
Grössen  cos  sin  (y-h^)  oder  cos  Vn  »»n  (SPi-HVi)  gleiche 
oder  ungleich«  Vorseicben  haben. 

Ohne  Schwierigkeit  kann  man  nuch  nach  den  folgendOD  sieb 
leidit  aus  dem  Obigen  ergebenden  Formeln  rechnend 

r  cos  y  sin      —  157^— r,  cos  y ,  sin  («i  —  ISrO 

»in(«— «0  • 
oTj  =M  COS  cos  y>  COS  157^ 

STM  Sil!  a-^r  cos  <ß  sin  IST*, 
«1  Ä»  tang  sto 

tnn^^^^coa^. 


cos  7»  sin  (.-/  — 157*) 


cos  <f  sin  (« — J)  ' 

_           ,       cos  y,  sin  (.4-—  IST*,) 

^*  cos  (/,  sin  («,— ^> 

,      ros  y  sin  (rr  —  I5r) 
— "==*'~^rÄ^in  (a— ^)  » 

oder  auob  nach  den  folgenden  Formeln: 

r  co^  »  aio  r,  cos  y,  sin  («—151*1) 

sin  (o— «i)  * 

iTiS«!  cot  »i+rg  COI      coi  lS7t» 

sm,  sin  »iH*i»t       H»!  «"  15 ^'i» 

x,=iSj  taug  <Ji-Hrj  sin  5p,, 

taog^=^, 
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t»a^       =  ^  COb  .i, 
^  ^    cos  y  sin      — 157^ 


cos  y,  sin     — ISyj 


•  .  »— j_     CO»  yi  «in  («1—15^1) 

Die  TotselelieB  in  des  Aasdrfieketi  von  E^y  H  m&amA  im- 
■er  so  g«BOAiMeii  werden,  dm  die  In  Eede  Btebendcn  Grössen  po- 
sltiv  wenlcn.  ' 

Auch  bei  Beobachtungen,  die  sich  ab  gleichzeitijB^  erwiesen  ha« 
ben,  vrM  woM  fest  nie  der  Fall  eintreten,  das»  die  Bediogungs« 


gleicbunp^  23.  genau  erfüllt  ist,  sondern  dies  wird  immer  nur  nilbe* 

nini*"'<weisc  Statt  finden.  Dadurch  ist  Brandes  •)  vernnhisat  wor- 
den, bei  der  Auflusung-  unserer  ATifc;"a!tp  von  einer  andern  Ansiclit 
auszugeben,  indem  er  uämiich  auf  den  beiden  Gesichtalinien  die 
beiden  Pnnkte  bestimmt,  deren  Entfernung  von  einander  ein  Hini- 
ninm  ist,  und  in  der  Grösse  dieser  Entfernung  zugleieb  ein  Krite- 
rium für  die  Genauigkeit  der  ßcnbacbtunc^eD  lindet. 

Die  Gleicliuns^en  der  beiden  Gesichtslinieu  in  dem  Systeme  der 
^1^1*1*  weicbes  wir  bier  wieder  zum  Grunde  legen  kooueu,  sind' 
nach  10. 

^i=«,  cos  a  cot  S-^r  (cos     cos  15  7 — cos  a  cot  S  sin  9), 
yis=n,  sin  a  cot  J«|-r  (cos  y  sin .  15     •  sin  a  cot  ä  sin  y) 
nnd 

ae^  s«,  cos  a,  cet  ^|  +r,  (cos  9,  eos  15T*|— eos  cot  ^,  -sin  ^p,-), 
y^=%^  sin  Ol  cotd, (cos  9i  sin  157*, sin  a,  cotj,  siny,). 

Die  Coordinafrn  der  hriden  Punkte  dieser  (.inicn,  dereo  Ab- 
stand von  einander  ein  ^Minimum  int,  seien  resiiective  X,  Z 
und  X',  y,  Z\  und  der  AbsUnd  dieser  beiden  Punkte  von  einan- 
der sei  Si  so  bat  «an  die  folgenden  fSnf  Gleicbnngen: 

CX=Z  cos  a  cot  d-t-r  (cos  ^  cos  157— cos  a  eot  3  sin  9»), 


Z  sin  CS  cot         (eos  ^  sin  157— sin  a  cot  d  sin  jp); 


^  fJK^Z'coso,  cot<f,-4-r,  (cos9)|  cosl57,'-*co8ttj  cottJ,  siD9j, 
^F'sZ'sina,  (otJ.-f-r,  (cosy),  sin  157, — sina,  cotJi  sinjPi); 

55.  Ä»=(ji:— x)»-4-(y— r)»+(z-z')». 


*)  Brandes  ünterbattungNl  f&r  Freunde  der  PbysilL  und  Astronomie. 
Leipzig,  1820.  Hcft  l.  Die  tod  mir  im  Folgenden  entwkkeltea  Formeln 

durften  u1}r!geiis  Tor  den  von  Brande»  gegebenen  Formeln  wesent- 
liche Vorziipe  hal>en ,  so  wie  denn  iiljorhaupt  die  von  mir  ange%vantlto 
Aualyaiü  von  der  steh  im  Geiste  der  äiteru  geometrificbea  Analysis  bal- 
tendon  Mschode  von  Brandes  gsas  venchiedcn  ist» 
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Nach  den  BcdjB^unsrf*"  tlcr  Aufgabe  mUs<?en  X,  Y,  Z  und 
X',  Y*y  Z'  so  bestimmt  witrileu,  dass  S  ein  Minimum  wird.  Man 
kann  abrr  oiTeubur  S  aU  eine  Fuuciiau  der  beiden  Von  etuaoder 
niiabliftpgig^en  Teräodcriielieii  Grdtsen  Z  und  betraehten,  nod 
bat  also  Dach  deo  PriDcipien  der  DiffemtialreebDung  die  beidea 
folgeDden  GlcicbnngeD: 

»•  ö=«.  (§)=«- 

wo  die  Diflereotialquolienten  [Kirti^llo  ni(T<reiitia!quo11rntc»n  sind. 
Aus  der  Gleichung  o5.  erhält  muo  aber,  iudem  inuu  nur  uberlegt, 
dm  X  itttd  Y  btoaa  von  Z ,  X'  und  F  blota  von  2^  «bbäugeo, 
■ogleicb 

iind  luit  also  nacb  56,  die  beiden  folgenden  Bedingungsgleicbtisgva! 

p  4 

Mucb  53.  und  54.  Ut  aber  i 
^  =  eol  a  eot  0,^=111111  cot  o; 

.     m       dY'    *         •  '  .  * 

^  =  COS      cot       ^  =  810  a,  cot  o.; 

snd  folglich 

f(JC— A')  cos  a  cot  ^H.(l-y')  sin  <|  cot  ^H-Z-Z'=0, 
'\(X-X'J  €o«a.  cot«r»-|-(y-y')  «na,  «otd.-l^Ä-Z'csO; 
oder 

f(X-X')  cos  a4-(F— F)  sin  a-|-(Z— Z')  tang  ^=0, 

X)  cos  a,^(Y—Y')  sin  «,-4-(Z  — Z')  tang  =0. 

Aus  diesen  beiden  Gleiehuns-PD  und  den  vier  Gleicbungcn  33.  und 
54.  sind  die  sechs  Coordinaten  Al,  y,  Z  und  X\  Y^,  Z'  xt^  Ue«> 
stimiiicn. 

Aus  den  Gleichungen  S7.  erhält  man!  ebne  alte  Schwierigkeit 

(X — \')  (cos  u  cot  J — cos  ttj  cot  — i ')  (sin  a  cot  J  ■ 

—  sin  ttj  cot  d()=0 

und 

(X— X'J  sin  (a— cot  J  cot  <J,H-(Z— Z)  (siu  acot 

— sin      cot  ^,)fsO, 

(y— iT)  sin  («— aj  eot  ^  cot       (Z— Z')  (cos  a  cot 

— eos«!  cot4F|)fi=0; 

also 
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Y  -  s«"  fr  fot  cT— sin  er,  cot  cT, 

-^r^-*-"^"^  sin  («-«,)  «ot  iT.cot  (f.    i-^— -^J» 


60. 
•der 


i^,  cos  ff  cot  cf — cos  ft,  cot  cf, 

^"^^  jin  cot  <r  eo$  rf,  j 


sin  la— «ij  ^  " 

Ol.  »  .  ' 

Setet  naa  der  Kürse  wegen 

^^CA^r  (ein  )p  cos  157— eoe  a  cot  ^  sin  y), 

^.^i=r|  (cos       coi  15^,— cos      cot      sio  9),) 


and 

(B  =  r  (, 


i^  =  r  (cos  9  sin  157— sin  a  cot  J  sin 


(cosjpi  sin  15T|— siii  if|  cot     sin  y,); 

so  ist  nach  53.  und  54. 

64.    X=Z  cos  a  cot  d-k-Aj  Yz=Z  sio  ce  cot 

X'=i^  cos  «1  cot     -4^..i|,  If'ssZ'  sio  u,  cot  ^i  +ü, 
«nd  folglich 

JC— JK'ss.^— ^i+Z  cos  a  cot  0 — Z*  cos  «,  cot 
r—  TsstB^Bi-JhZ  ein  •  cot  ^—2^  ein  cot 

Führt  man  dies  in  die  filrichutigen  57.  ein,  so  erbäU  man  die  bei- 
(ieti  folgenden  GleicliUDgro  zwisclien  Zt  uod  Z': 

\{A^A^)  cos  U'^^B'^B,)  sin  a(  cot  d-H^  oowc  d* 

•  >  i-Z'  d  cot  d,  I  =sO» 

\{A^jiü  COi  «|H*'(i'^^r)  «fi»  «li  cot  df^0^  CMC 

+  Z  jl+cos  (a—a,)  cot  d  cot  d,  1=50; 

aus  denen  sich  auf  dem  VVes^e  der  gewohnlicheo  £iimiaation  ferner 
die  beideo  fulgeudeo  Gleiebungeo  «rgebeo: 

*66.   cot  d  cosec  d,*  \{A — Ai)  cos  «+(^7 — B^)  sio  a\ 
— €otd,fl+cos(a^a|)cotdcotd,  1 ^,)cosa,-|^il— ili)sinii|| 
= — Z  Icoeec  d*  cosec  d, '  — (l-hcoa  (a— a,)  cot  d  cot  «^i)*!! 

07.   cot  d,  cosec  d*       — Ai)  cos  «!-!-(/? — /?,)  sin  «t) 
— cotd  jl-f-cosf«— a,)  cotdcotd,  j  |(^— ^^,)  rosa — J?,)8ino{ 

=  Z'  {cosec  d'  cosec  d|' — (1+cos  (a — cot  d  cot  d|)'|» 
Am  dleaeii  GletchnogOB  «rgiebt  ifeh  dmrck  AdditUn  and  Sabimdiim 
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+cot^cot<f,  }cot4l-€os(aHs,)eot^,  |  \{ji~Ai)coBai^-{B^B^)mna^  \ 

=— (Z— Z')  fcosec^'  coseccJ,  ^ — (l  +  cos  («—«,)  eotS  cot^,)*|, 
69.  cotd  jl+cüsec  rf|*-+-cos  («— «j)  cotd  cottf,  |  \{A — cos« 

-♦-(Ä  — BinoJ 

ss—iZ-^Z^  {coiee  ^  eos6c  ^,*-^(l-|-cos  («r^a,)  cot   cot ( ; 

oder,  "weuu  oiuu  auf  beiden  Seiten  der  vorhergebendeu  und  dieser 
Gleidiungen  mit  sin      sin  nnitiplieiit: 

70,   — Z  {1  —  (sin  <T  sin     HHcos  <f  cos      cos  (a — «,))*) 

=  sin  6  cos  <f  K-'/  — ^i/,)  cos  u-\-(B — Zf  j  sin  uj 

■^«iiJcos«^!  jsiodsiiK^A+cosdcoftfft  cos(a— »i)!  K^^f— .^,)  coa«! 

+  sin  a,}, 

71.   V  {l^(slii  d  M  ^i+coB  6  cos  ^1  cos  (tt— a.))«} 

=  8111      COS  d|  |(-^— cos  aj4-(Z? — Ä,)  sin  «,| 

— cosJäiuJj  jsindsiü JjHhcos(JcosJj  co8(o — a,)|       — yjf,)  cosa 

sin  a\ 

Uüd 

74^.  — (Z — Z')  {l — (sin  d  sin  tJ,  4-cos  J  cos  cos  (a — e,))'| 
s=€Osdcos^i  |sin<f  cosd|— eo8(f sindj  cos(a — a,)j  ^,)cosa 

^(B^B^\  sin  a) 

+coB<^coo<F,  |coidsife^|-^siii4fcooJi  «iot(a — {{A^A^^twa^ 

73.  —(Z-^Z')  |1— (sin  d  sin  «Ij+cos  d  cos  cos  (« — «i))*) 
s=scos^  {sin  J-|r9in  J|  (sin.<^  sin  J, -f-cos    coscJ,  cosf« — 

MA—A^)  C08a+(iir— Ä,)  8ina( 
— coffif,  isiB^i+«iii(f  (sinfT  «■  J|«^«osif  oo#^,.coo  («— «i))} 

cos  »1  H-Ci^— iffl>MII  (Kl  }• 

1f  nch  61.  ist 

lind  folglich  nach  55.,  wie  man  leicht  findet, 

jiTt-  <y  sin  cf,  4-cos  J  cos  ff,  cos  («-"at)p 

cos  cf»  cos        sin  (a— «,)»  ^}  * 

odor   

74.  S=:zh:lZ  y^-k^"  ^       ti^i-hcos     cos  d\  cos  («^^:J{» 

^  OOS  ^  «09     sin       «i)  ' 

das  Zeichen  inmer  so  gcnomncD,  dsss  S  positiv  wird. 

'  Wir  Jiobon  wün  oUo  inr  BciadiBMg  von  JIL|  JT,  ^  ud 
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X't  y,  ^  uod  S  nÖ^iffCQ  Fomeln.  Durch  Eioführuog  zweier 
Hilfinvittkel  kasii  wum  lich  jedoch  4ie  EtehnuDg  noch  bedeutend 
erleichten.  ^  Weil  utolich 

t&n  $  mn     -f-coi  ^  cor     eos  (a— >a,) 

=  aiü  i)  jaia      -4- cos  dg  cos  (a  —  a,)  cot  6\ 
ist;  ao  ist,  wenn  man 

75»  cot  £;^coa  (u— o^)  cot  4 

eetst, 

sin  (J 

76,   sin  J  lin  <Jj-i-co»  <^  cos  rf,  cos  (a — (*^* — 

Auf  folgende  Art  kann  eher  leicht  geieigt  weiden,  daes  tthef- 
baapt  der  »Mokite  Werth  tob 

coe  er  ce«  ^+aiii  m  sie  ^  coi  C? 

nie  ffrSsaer  eic  die  Bioheit  iet,  was  auch  a,      C  sein  mög^n. 

Sowohl  der  abflotnte  Werth  van  cos  a  cos  ^,  als  auch  der  eb- 
solate  Werth  tob  cib  m  «in  S  coa  C  iit  Bieewla  grosser  als  die 

Eiabeit 

Haben  also  die  Grössen  cos  a  cos  &  und  sin  a  sio  b  cos 
entgegengesetzte  Vorzeichen,  so  ist  offenbar  der  absolute  Werth  TOB 

cos  a  cos  ^  4- Bin  0  sin  ^  cos  C 

nicht  grosser  als  die  Einheit. 

Haben  aber  die  Grössen  cos  a  cos  ö  und  sin  a  sin  ^  cos  C 

ß eiche  Vorseidient  so  seien  dieselben  saerst  beide  positiT.  Daan 
t  effenbaiv  weaa  sia  «  sib  ^  positiT  ist, 

CM  m  co&^-f-sia  «  sin  ^  cos  C^eos  er  cos  ^-f-sia  «  sin  ^, 

coa  er  cep  ^«t-sia  er  sia  ^  eos  C^cos  (a^6), 

woraus  das  zn  Beweiseade  lolgt  Weaa  aber  sia  «  sia  6  negatir 
ist,  so  ist  offenbar 

coa  er  eoe  ^•f^ila  •  ein  ^  eos        oee  «  coe  ^^eia  er  sia  4 

d.  i. 

cos  a  cos  ^-|-sio  a  sin  ^  cos  C^eo»  («r  +  ^), 

woraus  wieder  das  zu  Beweiseade  folgt. 

Wenn  ferner  die  Grdssen  cos  a  cos  l  und  sin  a  sin  d  cos  C 
beide  negativ  siod;  so  siud  die  Grössen  cos  (\HO°-^a)  cos  d  und 
sin  (lS0*-4-a)  sin  6  cos  C  beide  positiv»  und  nach  aem  Vorher- 
gehenden ist  folglich 

eoe  (180* «Her)  cos  d-l-sia  (180«H-er)  sia  ^  cos  C^l, 
4.  i.  _ 

—  cos  a  cos  6—* sin  a  sin  d  cos  C^l, 
Es  ist  aber 
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«»CM  'er  eoi  d—n»  m         tom  C 

der  absolute  Werth  von  * 

cos  a  cos  ö  -\-  »in  a  stn  ü  cos  6^, 

nnd  hierdurch  fo]2:1i<'h  auch  in  diesem  Falle  unser  Satz-  bewiesen, 
so  dnss  derselbe  also  jetzt  all^emeiD  bewiesen  ist. 
Dass  auch  der  absolute  Hcrth  von 

cos  a  cos  1/  —  sin  a  sin  b  cos  C 

niemals  g^rösspr  als  die  Fin^ipit  ist,  ergiebt  sich  aus  dem  Vorher- 
gehenden unmittelbar,  wenn  man.  was  verstaUet  ist,  — a  lur  0  setzt» 
Dass  auch  der  absolute  UVi  th  vou 

sin  a  sin  ö  ziü  cus  a  cos  b  cos  C 

niemals  g^rösscr  als  dio  Einheit  ist,  folö^t  ans  dem  Vorherg'ebeoden 
sosrieich,  wenn  man  für  a  und  b  respective  00*— a  und  90*  —  b 
setxt.  '  '  ^ 

'  Weil  also  biemacli  der  oBsolttte  Weiili  von 

sin  d  sin  dj  -f-eos  <J  cos  iF»  coa  (a — «Jsss^^  eoi  (^i  —  9 

nicht  grösser  als  die  £inbeit  ist,  so  kanu  mau  den  HUlfswiokel  ^ 
mittelst  der  Formel 

77,  coaV'=Si-|C08(d,^i) 

liererbnen. 

All  PS  dieses  vornn^orsetzt,  liahen  wir  nnr  zur  RercchnuwcT  der 

fcsuchten  Grössen  die  toigendeu  aus  dem  Ubigeu  sich  leicht  ergor 
enden  Formeln: 

A=.r  (cos  5p  cos  15 T— cos  d  cot  S  sin  <jpj, 

B^r  (coB  SP  sin  15T — sin  a  eot  <f  sin  9)), 

Ai^r^  (m      eoa  157,  — ifos  i)(,'c0t  ^,  >in 

i9,ss=rj  (coa  9,  ma  H7,  — «ioiltt^  ain  «^), 

K=z{A^J,)  cos  a-+-(Ä— i^i)  it«  «», 

.   A",  =f^  —        coü  a, -f- (Z?  —  Z/,)  öio  «1, 

—  Z  sin  1/'*  =  sin  S  [K  cos  6  —       cos  <f,  cos  V)» 

m         TO  4,  (Ä",  coa  4,  rr-Ä  coa  d  c^a,  V)» 

X=s^-|*  Z  coa  a  cot  d, . y=sil-^ Z  «o  a  cot 

X'^A^-^V  eaa      cot  dt',,  T  :9i'^t  -f-  zi  liii  cot 

eos'  1^  SOS  viM«-^)*  r;j;;^*'^'..';'' 

wo  in  der  letzten  Formel  das  Zeichen  immer  so  gpenommen' wenden 
moaa,  daaa  8  poaitiF  wird*  ; 

Was  man  nun  noch  zu  wissen  verlang,  lässt  sich  mittrist  der 
durch  (Ho  vorherg'elienden  Formeln  bekannt  gewordenen  (Jrus.stü 
mit  Halte  der  bekunoten  Formeln  der  analytischen  Geometrie  im- 
mer ohne  Schwierigkeit  finden.  Bezeicbneu  wir  uämlicll  l«  B. 
durch  If  nnd  L*  die  gcoceotriidieD  Breiten  der  Pittlkte  ^er-  Erd» 
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Oberfläche,  io  deDen  dieselbe  von  den  vod  dem  Mittelpunkte  der 
Erde  steh  d«B  Punkten  {XTZi  mnA  XTEf)  geiogeaen  gemte 
Lioien  geschoitteo  wird^  und  durch  Mi  md  1^  die  EDtfernuDgea 
der  Punkte  (XYZ)  ii«4  {X'Y'Z'y  vmn  Miltelpinkto  der  firdei 
ist 

78.  to.5£«p,=^,t..sZ'=j73=^  • 


^—     ew/;    »  Ml        '  . 

Mbr  Mcb  4mi  Votk«rgelira4M 

t'm  sich  die  Bereebnimg  von  JL  und  2^'  mittelst  der  Formeln  78, 
sn  erleichtern^  berechne  nnn  swei  HUliinrinkel  B  nnd  eiittelit 
der  Formeln 

Y  Y' 
81..  taug  0  =  ^,  tüng  0'=:-j;j 

dnnn  iit 

Z  7>' 
82.    taiig  Z<=rdb"^  cos  0,  taug  //  =:zf::  -£;  coa  (:> , 

WO  die  Zeichen  immer  so  zu  nehmen  sind,  dass  tan^r  L  und 
Inng  Lt  respectife  mit  Z  und  Z'  gleiche  \  orzeichen  erhalten. 

Sind  E  und  E\  ilie  Entfernunp^eii  der  Punkte  (XFZ)  und 
(X'Y  Zd  j  \üa  den  beiden  ßeobachtuugsorteo,  deren  geueentriscbe 
Bftiten  9  nnd  f»,  eind;  «•  inl 

-*^=l/(X-'rcosycosl5r)»-+-(y--rcos9P8ialurj=H-(Z— rsin«p)% 

-«i'saW'Xi^^^e^Ittnp*^^ 

and  folglich»  wie  .«an  mittelst  dee  Obigen  leickt  findet^ 

83.  ^  ^.=±^'-r';^ 

mn       '     *  sui  v^i 

die  Zeichen  so  genommen,  daes  die  CfrSnen'  E  nnd  JE^'  poaitiT 
werden. 

f.  6. 

,  In  oeaester  2^it  haben  Quetelet*)  und  Bessel  "*)  eine  an- 
dere BercchnangMirt  der  Stemachnuppeo  in  Voracblag  gekracht,  hei 


•)  Corresnondance  matbem.  et  physique  publiee  par  A.  Quetelet.  Tom*IX» 
Bruxolics.  18^7.  p.  189.  Uebrigens  ist  dl«  iblgende  Analjals  nebtldatt 
Formeln  Ton  der  Herm  %uetelets  ganz  Terschieden.  » 

••)  Schumachers  nstronoinisrlie  Narhrirhtcn.  Band  XVI.  Altona. 

S.  221.  lieber  diese  wichtige  Abüanillung  wird  späterhin,  wie  schon 
eben  «wihnt  worden  itt,  eine  awdnhrliäie  Rdauon  in  dem  ArehiYo 
geliefert  werden.  Hier  mag  nur  erwihnt  werden,  dass  sich  Bessel 
durchaus  bloss  der  sphärischen  Trigonometrie  auf  eine  äusserst  «le* 
gante  Weise  bedient,  und  zu  höchst  eleganten  Formeln  gelangt. 
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welcher  angenOBiiiieii  wird,  dass  die  Bahn  einer  Sternschnuppe 

w'flfircnd  der  immer  nur  sel»r  kurzen  Dauer  ihrer  Sichtburkeit  eine 
tC(  rade  l/uiie  ist.    Ziii^leich  setzt  dipse  BerecbnunG"srirt  voraus,  dass  . 
au  jedem  der  beideu  Ueobacbtung^uiie  sowebl  der  l'uukt  des  bat- 
stehenil,  eis  euch  der  Pnakt  des  Brlüseheos  der  Steroscbnuppe  be> 
obacbtet  worden  ist,  so  dass  man  also  aa  jedem  der  beiden  Be- 
obachtungsorte   <^ie  Rcctriscrnsinn    und  Decnnation  dieser  beiden 
Punkte  erhält    Die  immer  st  lir  kl(  ine  Zwischenzeit  zwischen  dem 
Entstehen  und  Erlöschen  wird  unberücksichtigt  ffelassen  oder  als 
tersehwiadend  betraclitet,  nad  daher  die  Brde  während  der  gausen 
Dauer  des  Phänomens  als  ruhend  im  Raune  aDgeBommen»  weshalb 
wir  also  auch  jetzt  das  Coordinatensystem  der  JCiy^Xi  werden  zum 
Grunde  legen  können.    Durch  jeden  Beobachtunjrsort  und  die  bei- 
den von  demselben  nach  der  Sternschnuppen •  Baun  gezogenen  Ge- 
sichtslinien  wird  eine  Ebene  gelegl.  und  die  Sternschnuppen  -  Bahn 
als  die  Dnrehscbnittsitnie  der  beiden  auf  diese  Weise  erhaltenen 
Ebenen  betrachtet.  Diese  Bereehnnagsart  hat  ofTeabar  den  Vortbeil, 
dass  bei  ihr  nicht  anirptiommen  wird,  dass  die  Sternschnuppe  von 
beiden  Beobachtern   s^leicbzeitig  entstehend  und  ccleicbzcitier  er- 
löschend gesehen  wird,  eine  Annahme,  die  allerdiugs  nur  uuler  der 
Toranssetsung  eines  ganz  plötsliehen  Bntstebens  and  ErUtachena 
der  Sternschnuppen  sdässig  ist,  gegen  deren  Ritbtigkeit  nament- 
lich Bcssel  sehr  gegründete  Zweifel  erhoben,  und  eben  deshalb 
die  vorher  in  kurzeu  Umrissen  dargelegte  neue  ]{(  recbnungsart  in 
Vorschlag  gebracht  bat,  die  allerdings  auch  geonictrisch  cenao  ist, 
insofern  man  die  Bahnen  der  Sternschnuppen  während  wer  Dmner 
ihrer*  Siehtbarkeit  als  geradlinig  und  die  Zwischenseit  zwischen 
den  Momenten  des  Entstehens  und  Erlöscheos  als  verschwindend , 
die  Erde  also  wühread  dieser  Zeit  als  rahead  lsi  Räume  betrach* 
ten  darf. 

Indem  wir  uuu  deu  so  cbeu  iu  der  Kurze  vorgezeicbneten  Weg 
elww  weiter 'verfalgen  woliea,  beseichnen  wir,  alle  Ihrigen  im 
Torhergeheaden  gebrauchten  Symbole  auch  jetzt  beibehaltend,  die 
RcctascCDsion  und  f>crHn;»tio!i  der  Punkte  des  Entstp!ien8  und  Er- 
löschens an  dem  einen  Beobachtungsorte  durrh  rt^  d  und  o'»  an 
dem  andern  Beobacbtuogsorte  durch  a,,      und  a/, 

Fassen  wir  innichst  bloan  den  ersten  Beobaiditniigsork  in'a 
Auge  and  setsen  der  Karte  wegen 

cos  a  cot  6  sin 
ahi  m  coi  4^  sin  9)» 
•  eoi     cet  &  sin  9)» 
'  slo  tt'  eot  ^  sin  y);  - 

so  sind  nach  10.  die  Gleicliungen  der  beiden  na<;b  dsr  Sternsehnup- 
pen-Babn  fezogenen  C«esicht»linien 

85.  jPi  =;s^  cos  a  cot  y,  =:;Sj  sie  a  cot  c^4-  <tf 

osd 

86,  ^^si,  cos  0^  eot  i^-^A',  y,  ssXi  sin  st'  eot  <f  H-/^» 

Die  Gleichung  der  doreh  diese  beiden  GesiehtsIlBien  beillmmtfa 
Eheiie  sei  % 


j4  =  r  (cos  SP  cos  15  T — 
ßssr  (cos  tp  sin  15T— 
\A'^r  (eos  9  cos  157*-^ 
JB'sssr  (cos  9  sin  15 T— 
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10  iit  Dick  85.  UBil  8(k  für  jeikä  ««  . 

(Conra  «oi  ^-«/^  si»«  cot  ^  »t^jtC'^BD-^JfssOf 
{€  cos«'  «oi^— 1»  giiic^  cot^^^  Xi+^C^-^^i^il^-i^ssOj 

und  foIgUcb  ^  ' 

C  cos  a  cot  —  siD  a  cot  (I  —  ^=0, 
C  cos  a'  coi  ^  — XI  sin  o'  cot  d'-^-^ssO 

und         •  ' 

Äläo  ist        '  ' 

(cos  a  €ot  — cos  cot  <r)  C—  (sin  «  cot  if — sin  a'  cot  i^ssO; 
nd  foigUcb  .  ' 

^      A  —      Css^'  ^'  "  ^""^     —  i'.os  «'  rot  ^  £j  * 
B^tf     ^  sin  «t  cot  4 — sm  a'  cot  ^     >  . 

FofDOr  Jadot  m«  leicht 

jp      sin  (««»iO  cot  J  cot  ^  ^ 
snl  «  cot  ^••sin    cot  ^ 

^(^sig  tt  cot  J — sin      cot  <f)  —  ^(cos  «  cot  cf— "COS  cot 

sin  a  cot  cT  —  äin  o'  cot  ^* 

JDober  kann  man 

sin  a  cot  <^  —  f io  o'  cot  <f / ' 
i^s  OOS  a  «ot       coi    cot  1I9 

BOtsen. 

Sotit  inui  also  Jotst  fikr  don  .oipon  Boobocbtongsoit 

Ä^=zr  (cos  9>  cos  157*-^ cos  a  cot  ^  sin  9p), 
iÄ=r  (cos  9  sin  15T —  sin  a  cot  J  sin  y),  " 
U4'  =  r  (cos  y  cos  15  2^ — cos  a'  cot  «J'  sin  y), 
S8.  ^iB'sr  (cos  9  sin  157*«  sin     cot  9  sin  9)» 
Csssin  II  cot      »sin  of  cot 
^üscos  «  cot       cos     cot  ^9 
^=:sin  (a—  a'J  cot  <f  cot  9  - 

nnd  for  den  andon  iKoobnclitttgsöH  ' 
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=r,  (cot  5p,  cos  IST, —cos      cot      siu  yj, 
iff,  =Är,  (cos  y,  Bin  157^1  —  sin  a,  cot      sin  5p,), 
L^i'ssr,  (cQ»  Jpg  cos  IT)?^!  —  cos  a,'  cot       sin  <jp,), 
[iV/ssri  tcoi  9>t  fli»        ^  «n  a/  eot  4«'  «ie  y,)» 

s  no      tot  St  —  lin      cot  ^i'»  ^  . 

Z>,  rsscoi  a,  cot     »eoo  a/  eot 
iF,  =sin  (a,  — «,')  CüL  (),  cot  J,'; 

SO  sind  die  Gleicliungcn  der  beiden  durch  die  Keobachtaogaorio 

uod  die  entsprechenden  Gesichtsliuien  gelegten  Lheueu 


90. 1 

oder 

91. 


Ca:,  —  jDtj,  —  £"5,  —  JC-h  BD  —  0, 

fe,  * 


und  diese  Gleichungcu  sind  also  auch  zugleich  die  Gleichungen  der 
DnrehiclmittiliBie  der  beidea  in  Rede  tteliendeo  EbeiMo,  £  i.  die 


Gleichungen  der  SternacbDiippen-Bftlin.  Elimioirt  man  aus  diesen 
Gleichungen  nach  der  Reihe  ff,»  eo  eriiilt  ■«!  die  drei 
folgenden  Gleichungen: 

iA,C,^B,D,}E^O, 

UCD,  -  C,D)a;,  +         '•B,E)%, -(AC^BD)D, 

•^{A,C,^B,B,)C=Oi 

welche  die  Gleichungen  der  Projectiouen  der  Sternschnuppen  -  Bahn 
auf  den  drei  Coordinatenehenen  sind.  Die  Gieirhunirpn  der  Fro- 
jectionen  einer  durch  den  Anfang  der  Coordinaten,  d.  i.  den  51iU 
telpunJLt  der  Erde,  gelegten*  der  Sternschnuppen •  Bahn  parallelea 
gereden  Linie  sind: 

i{CE,-'C,E)a:,—{DE,—D,E)fj,  =0, 

^i.hcjJ,  —  C, D)x,  ^  (DE,  —  Z? ,  A  )3 ,  =  0, 

[{CDt  —  CyD)y^^(CE,  —  ^7,iE'j»,  =0. 

Rezeichnet  /{die  Rectnscension  des  Punktes  der  Sphäre,  in 
welchem  dieselbe  von  dem  auf  der  positivm  Seite  der  Eben*'  der 
liegenden  Theile  der  in  Rede  stehenden  Linie  geschnitten 
wird;  so  ist,  weil  - 


ist,  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie  ^ 
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wobei  man  zu  beachten  bat,  das«  A  uaimu  poiitiv  and  offwbar  hlv 
grösser  als  180°  ist. 

Ferner  sei  ^  die  Declinätion  des  iPapktea,  in  welchem  die 
SpliKre  Ton  dem  anf  der  posHiven  Seite  der  Bbene  der  lie- 
genden Tlidile  der  dnrch  den  Anfang*  der  Coordinateü  mit  der 
Sternschnuppen -Btthn  poraüel  gezogenen  gr^^rri den  Linie  u^pschnitten 
wird,  wobei  man  nicht  zu  übersehen  hat,  class  positiv  odpr  ne«. 
gattv  ist,  jenajcbdem  der  iu  Keile  ^telieuUe  Tiieil  der  durch  den 
Asfwg  der -CoordimteB  nit  der  Sieragdinuppen^Behn  parallel  (re> 
zogenen  geraden  Linie  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der 
Ebene  der  ^i^t  »egt,  ao  ist  naeli  den.  Fjittoi|d^  der  analytiachen 
Geometrie        ^  ' 

:  '        •    '      '  ■  {CD,-t\D)^  

sin  '^{fip^^CJ>)^-k-^Bx^C^ß)^-^{fiB^'-D^E)^\ 

«■drl»ig^idi    /     .  r.      -  • 

•Iso  nacli  M.-,  wie  m^f  Ifii^         ,  \    .  .  v 

«fö.  lang      =  (^g^'^i  .  cos  -  ;  ' 

Nach  98.  IsV  ♦  v\ 

die  Gleichuug  der  Projection  der  dui;ch  den  Aofaog  der  Coordina- 
teü mit  der  Sleraaebiiuppeti-Babii  parallel  gezogenen  geraden  Llniin 
nnf  der  Ebene  der 

Ist  min  rüvördcrst  >?-^i>0"',  also  fns  /?  positiv,  so  ist  offen- 
bar A)  und  folglich  auch  tang  positiv  oder  negativ,  jeuachdcm 
in  obiger  Gleichung  jc^  und  «i  gleiche  oder  angleiche  Vorzeichen 

baben«  d«  i.  'r*  oder  *  *  '    *  '  '     '  -  - 

CT,  —  e,Z»  ■  *  :< 

positiv  oder  negativ  ist,  nnd  folglieb  nack  95.  In  diesem  Pallp 
offenbar,  >  ^ 

;  '  '  ;  CD,-C,D 

iang  b.^- BB^^Djß  ™  ^' 

Wenn  ferner  /^>90*,  also  cos  R  nep^ativ  ist,  so  ist  offenbar  A» 
uod  folglich  auch  taug  positiv  oder  net^utiv,  jcoachdem  in  obiffer 
Gleichung  a7|  und  a^  ongieicbe  oder  gleiche  Vorzeichen  haben,  d.i. 

^  oder      -  *  *       .  ^.^  -  \  j     r..  \  •  ■  * 

negativ  oder  p6sitiv;^at|  ^nnd  nnek  05.  lat  also  in  diesem  Falle 

offenbar  wieder  >  '  * 

t\     i  -  \     ■  i 
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IMer  iit  in  väUiger  AUgfiiWiBhi^it  i 

Bezeichnen  X,  K  die  Coordinaten  des  Durchschnitts^nnkte«  der 
Sternschnuppen -Hahn  mit  der  Ebene  der  Jf^i$fi  oder  nut  der  Ebene 
des  Aequatorsj  ao  iat  auch  Ui. 


in. 


^™  CD^—CyD  » 

' —  cn,—t\D  * 


und  dnrch  die  Formeln  94.^  1H>.  uuü  97.  ist  nun  offenbar  die  Loge 
der  SteroschDUppen-liahu  iui  Kauine  vollständig  bcätioiinU 

Zur  BesHiuiung  von  X  und  Y  erhilt  mn  mieb  ene  des 
Gleichungen  90. »  wcDii  maii  in  demelben  jc^bX^  p^issY^ 

Also  ist 
■al  folglich 


oder 
ab» 


KBd  MglMi 

(X-^s=^-^,-(ff-ff.)  Ij, 



1  B-B. 

mt  tMUk 

X^A^iA^A,)  ^7^'^^'. 


•der 
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Die  Glitte  T        mlKa  ^innftnur  auMtt  der  AiiMdw 


99. 


Bereeliiiee  m  4le'H81&wiiikel  |,  ^,  %  mittelil  der  Fomeln 

SB  D  D  * 

ode^ 

■■d  folglicli 

r=Ä-.M-^.)  — cot  v^, 

d.  I. 

•  JA       ^  ^         ^  V   COS  T/>  COS  (f-hlAt) 

cos  {  sin  (V-^.r 

Daher  bat  aen  jelit  tmr  Berediiiiiiig  toii       V  die  Formela 

^  COS  {  Mn  ^,)* 

r  * 

■eliit,  die  ForaelD 

101.    X'saA^K  m  %  rasB^Kem  ^. 

Die  kärzestc  Eotfcrnung^  P  des  Mittelpunkts  der  Erde  von  der 
Steroscbouppeo-Babii,  oder  die  Länge  des  vod  dem  Mittelpunkte 
der  Erde  ew  die  StenMcbaeppea-fialiD  geflUltea  Perpendikels  kttoa 
Man  auf  f ulkende  Art  findeo. 

Die  Gleichnng  der  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  durch  den 
Ddrrhsrbnittspunkt  der  Stcrnschnuppeu -Babii  mit  der  Ebene  des 
Ae<iuators  gezogenen  geraden  Linie  ist  nach  dem  Obigen 

jr 

oder,  wenn  wir 

103.  lang  42=]^ 

«eisen»  so  sind  vielnebr 

104.  y,  8«,  fuigil»  SiSsO 

die  leiden  CNeiekumi  der  Ib  Me  «tehenden  IM«.  Weil  ftnor 
■Mk  M.  ud  90. 
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i^t;  so  siud  nach  93,      '  ~ 

«Aw  i  n  taut:  A 

105.  y,  =5»,  teB^  Ä,  «,  =  —  y^.  ^.  * 

die  flleicliiiiic:<'n  dfr  dnrrh  dm  Mittelpunkt  dor  Krde  mit  der  Stern- 
8cbDuppeD>liuiiu  purulici  gezogenen  geraden  Linie.  Bezeicboen  wir 
nun  jeden  der  beidep  180*  nicbt  Qbersteigendcn  Winkel,  welche  di^ 
Stemicbnuppen-Bahn  mit  der  durch  den  Mittelpunl^  der  Erde  und 
ihren  Durclischnittspunkt  mit  der  Kbene  des  Aequators  gnegenen 
Linie  einschli(*sst,  durch  0;  so  ist  vprmöirc  (I<'r  Gleichungen  104^ 
and  105.  nach  den  Principien  der  anaiyfischeo  üeoipetrie 

III,       '   '  l-t-ungAunga 

und  folglich,  wf^D'finii  iiik  Zahler  und  Njenner  mit  coi  ü  cos  i2 
midtiplicirt, 

Anf  der  Stellf  erbeUet  iiaa  aber,  dasa 

P=  siü  e  =  =fc  X  sin  0  l/l  +  Lixixg^Ü^, 

und  folglich     '  *^    .    * ;  * 

107.  JPfazfc^  X    - :  i 

CCS  Sl 

ist,  wo  (!n^  Zeichen  immer  so  genommen  werden  mtas,  daaa/'por 
titiv  wird.  .  « 

Die  Gleichungen  02.  der'  Stemt^nnppea-Bahn  können  nun 
auch  auf  folgenden  einfachem  Ausdmck  gebracht  werden. 

Zuerst  erhält  man  aua  08^  and  07.  anf  de»  Stelle  die  <UeU 
cbnngen 

y^ef'lal''blieb^  Ol'^n^d '06.  -  ^-    ' ;  \ 

/^JPj - —  C,/))  cos /«  cot 
ttad  folglich  ^ 

CE^  —  C.i&sa:— «»,  -Ä*r         ein  B  cot 

Führt  man  diese  Ausdrücke  tob  DE^-^B^E  xmü  CE^  —  C^E 
nun  ia  die  obigen  Gleichungen  ein,  so  erhält  man 

jr,  —  X—  «1  coa  ü  eoe  A^^>  f\     y— *i  oio  /I  cot  A  =0 
oder 

108.    .2;,  =  Xh-ä,  cos  /l  cot  ^,  y,  =  y-f-JSi  sin  Ä  cot 

welches  die  Gleichungen  4er  Skonoicbuuppen-Balui  liad.  .  Ao«^ 
hält  man  leicht  .  . 
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(jf,  ^  X)  mn  Jl  83  (3^1  —      eot  /I 


oder  ' 

,  -  I. 

109.  or,  sin  coe  il'aX  aiii         Fcea  it. 

Die  GleichuDgeo  der  vuu  dem  Beubaclitungsorte,  dessen  geo« 
eeDtrische  Breite  9  ist,  nach  dem  Puokte.der  miäre^  dcMeo  Reist-, 
aaceDiion  und  Deciination  wir  durcb  a  und  0  bezeiebnet  babea, 
gesogeoea  Geaicbtslinie  sind  nach  H&» 

ar|S^+«i  eo«  o  cot'd'»  y,  ss^+jIi  sin  a  cot  ^. 

BesdcbneD  wir  min  die  Coordinaten  dea  Bttrcbicbntttapaiilctes  die- 
ser g«raden  Linie  mit  der  Sternschjinppen-Bahn  durch  ^,  17,  ^;  so 
hnVrn  wir  7Tir  Bostimmung-  dirser  Grossen  ttoch  den  Vorhergeben* 
den  die  foigendeu  Gleichungen:  ' 

|^=:^  +  (^  cos  a  cot  cf,  sin  «  cot  d;  • 

'  )|ss:X-|-C  cos  it  cot      ?s  r-l-l;  sill  it  cot 

ans  d«nen  sich  leicht 

*   *         eot  «  eot  <f— cof  Jl  cot  -fein  «  cot ^ — sfn  iC  eot  A 

ergiebt.   Diese  Ausdrücke  reichen  in  Verblödung  mit  den  Formeln 

$  =  eoi|  a'icot  J=  j|CHh.i;  coa  iS  cot  A, 

^a^^oC  sin  a  cot F-hC  sin  il  cot  A 


112. 
oder 


V  ^  JC  coa  «  cot  ^'^A  coa  it  eot  A 
00a  «  00t  ^«^coa  ii  cot  A  * 

'  1      ''^  ahi  «  wtt  ^-i-jy  ein  ü  cat  A 
shi  a  cot'if^Mn  iC  cot  A 

snr  BestioiaiUDg  der  (Koordinaten  ^,  tj,  ^  hin, 

Beteicha^n  wir  die  Reotasceoiiwn  und  geoeeutrische  Breitie  des 

Punktes  der  Erdoberfläche,  in  welchem  dieiielbe  von  der  voa  dem 

3lif tplpuiikte  der  Krdc  mich  dem  Punkte  (^rit)  Stcrnsrlirmppen- 
I^cilin  n;f7.ogenen  sr^raden  Linie  {resrlmitten  wird,  Uurch  ia^  und/*, 
SU  ist  uüeubar  lu  vulliger  Ailgemciulieit 

114.  tnng  15fa-|-, 

jnit  der  Bestimniung,  d«ss  in  dem  Falle,  wo  ^  und  t]  plcifbe  Vor- 
zeichen babcu,  15/  zwischen  0  uud  90"  oder  zwischen  ISO''  und 
270*  genommen  werden  muss,  jeaacbdem  die  Grössen  £  und  1;  beide 
positiv  oder  beide  negativ  sind;  dass  dagegen  in  dem  Pulle,  w»  ^ 
ünd  rj  untflelc'hc  Vorzoiclien  haben,  15/  zwisclien  90*^  und  ISO" 
oder  zwischen  270"  und  300^  geuoinmeu  werden  muss,  jeuochdein 
^  negativ  und  11  positiv  oder  ^'  positiv  und  tj  negativ  ist. 

Bezeichnen  wir  die  f^eograpbische  Länse  des  in  Rede  stehen- 
den Punktes  der  Erdoberfläche  io  Bezog  auf,  den.  Beobacbtungtortt 
dessen  geocentrische  Breite  9  ist»  als  Anlang  ^er  Längen  darch 
2,  so  ist 

XsmlHT*^4)  odnr  A na: 310^ +19(7—1), 
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jeDacbdem  T-«|  MHritiT  oder  negstiv  bt,  und  die  geographische 
Länge  des  in^Rtoe  stebendeo  Punktes  der  Brdobeflllelie  iit  Billig 
w«DB  L  die  geographische  Läoge  des  Bcobachtosgiorte,  denen 
geoeentrische  llreite  9  ist,  bezeicDDet 

Z-l-it  oder /r-l^i— 300«, 

jefieehdem  X+9t  kleiner  oder  grösser  als  360**  ist 

FerDer  erkellet  aogleick,  daae  in  TÖUiger  AllgeaMiaheit 

«nd  folglicky  weil  f -niid  coa  15^  oileDbar  waer  einerlei  Voneicken 
kahen,  tnng  /».nber  imner  daaaelke  Toiseicken  wie  C  hat, 

115,  tang  /»^-i-  cos  15lL 

Dnae  ninn  pns  iUmHehe  Fonaeln  aneh  för  die  Punkte  der  Stern» 
achmippen-Baiin,  welche  den  nach  den  Punkten  der  Sphäre,  deren 

Rectttscpnslnnrn  n\  6'  und  a,,  S^]  «/,  6/  siod,  vön  den  Kcobfirh- 

tungBorten  ffezogeoen  Uesichtslinien  entsprechen)  entwickein.  iLapn, 

versteht  sich  von  selbst«  ,      "     •    '      •  - 

•  ♦ 

Mao  kann  das  StcrnscbnuppeD  -  Problem  noch  aus  einem  ganz 
andern  Gesichtspunkte  auflassen,  und  dieser  Gesichtspunkt  würde 
eigentlich  der  strengste  und  ailgemeioste  sein,  von  dem  man  über- 
haupt ausgehen  kann,  weil  derselbe  gar  keine  uu dere  V  orauüsetzuog 
als  dasa  der  Weg  einer  beol»aekteten  Stemachpuppe  liir  die  iMer 
nur  sehr  kurze  ifauer  ihrer  Sichtbarkeit  geradlinig  sei,  in  Ansprnck 
nimmt,  worüber  wir  hier  nur  Folgendes  in  der  Kürze  und  bloss 
ganz  im  Allgemeinen  bcmcrkeu,  weil  tbeils  im  Obigen,  theih  in 
dem  vorhergekendeo  Aufsätze  (Nr.  XXl.j,  schou  Alles  eothuiteu  ist, 
waa  xnr  AnsfÜlirnD^  der  Reeknnngen ,  die  wir  jetzt  nndenten  woU 
len,  erforderiick  sein  dürfte. 

Wenn  mnn  sirli  durch  die  nahe  Gleichzeitigkeit  clor  Beohach- 
tunc^en,  wobei  3.  zu  vergleichen  ist,  die  t'eherzeuguiig  ver- 
schufTt  hat,  duss  in  einem  jeden  von  vier  Beobacbtuogsorten  eine 
und  dieselbe  Sternschnuppe  wenigstem  ein  Mal  keohaelit^t  worden 
iat;  ao  kennt  man  die  uleieknagen  der  vier  von  diesen  Beobaek« 
tnagaorten  nach  der  Sternschnuppe  gezogenen  geraden  Linien  ent- 
weder nach  ir>.  in  Bezug  auf  das  ^$J8tem  der  .ryat,  dessen  Anfang 
der  Mittelpunkt  Ucr  Sonne  ist,  wenn  man  auf  die  Beweguns^  der 
Erde  um  die  Souue  während  der  Dauer  des  Phänomens  gehörig 
Micksicht  nehnen  will,  wie  es  in  der  That  erforderlich  ist,  wenn 
man  die  gr^sate  Strenge  zu  erreichen  heabsichtigt ,  oder  nach  10. 
in  Beznsr  auf  das  System  der  .r,y,s,  ,  dessen  Anfang  der  Älitfel- 
punkt  der  Krdc  ist,  wcnu  man  die  BewepuriLr  der  lürdc  um  dio 
Sonne  wäbreud  der  immer  nur  sehr  kurzen  Dauer  des  Phänomens 
nnberücksichtigt  lassen  will,  nad  die  Lage  der  Sternschnuppen« 
Bahn»  als  eine  die  vier  in  Rede  stehenden  gegebenen  geraden  Li- 
nien sclineidendc  grrade  Linie  hrtrac litrf.  wird  nuu  mittelst  der  im 
vorii^en  Autsntre  toüsfändig  aufgelösten  Aufirahe  hestimmt  werden 
kÜuQcn.  Ks  ist  uucli  hinreichend,  wenn  mau  aus  einem  jedcu  vou 
nwei  BeohachtHBgiOfflm  .«ine,  «HS  einm  dritten  fieobachtungsurte 
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dugcgea  zwei  BeobacbtUDffen  einer  vSternscLnup|ie  hat,  und  die  ^  , 
Lage  der  lUlui  würde  aucli  in  dem  Fülle  i  wenn  mau  aus  einem 
jeden  von  swei  lleii]w€btUB||^rteD  xwei  BeobncEitangeD  einer  Stem- 
nebouppe  hat,  mlttebt  der  iin  Torigeo  Aufsatxe  oufjrelösten  Aufgabe 
zu  bestimmen  sein,  wenn  man  auf  die  Bewegung  der  Krdc  um  die 
Sonne  wMhrend  der  Zwischenzeit  der  Beobnciittutg^en  gehörig  Rück- 
sicht nehmen  wollte.  Freilich  iässt  die  im  vorigen  Aufsatze  aiifofe- 
lÖ8te  Aufgabe  immer  entweder  zwei  Auflösungen  oder  gar  keine 
zu  \  jedoch  wird  man  gewisi  in  jedem  einxelueD  Falle  aus  den  bei 
demselben  vorkommenden  beson((ern  Cmstäaden  xo  beurtbeilen  iqi 
Stande  sein,  xvolche  der  beiden  Aiifliisunsr^'" ,  wenn  die  Anfg^abe 
überhaupt  mticrlich  ist,  diesem  Falle  entspriclir.  Diese  wenigcu  An- 
deutungen werden  hinreichend  sein,  um  unsere  Ansiebt  *)  Uber  die- 
ses Gegeaatand  dcnUieh  datxnlegeD. 

Wir  wollen  nun  noch  zeigen,  wie  man  für  einen  i^unkt  der 
Erdoberllache  die  gcocentrische  Breite  y>  und  die  Länge  des  nach 
diesem  Punkte  gezogenen  Erdradias  r  aua  der  Polhöbe  w  des  in 
Bede  iteheBdeB  Punktei  der  Erdoberfläche  nach  «nierer  Ueberxea- 
gttog  aaf  die  einfachste  Weise  finden  kann,  da  diaae  beiden  Ele* 
■ente  im  Ohinr-en  hRuilcr  gebraucht  worden  sind. 

Der  Ualbmesser  des  Krdäquatora  «ei  a,  die  halbe  Erdaxe  sei 
^}  so  ist 

die  Gleichung  des  durch  den  in  Bede  stehenden  Punkt  der  Frdober- 
fläcbe  gelegten  Erdmeridians,  wobei  ohne  weitere  Erläuterung  so- 
gleich erheilen  ivird,  wie  das  Coordiaatensysteai  der  ary  angenom« 
BMn  werden  ist. 

Bezeichnen  mm  jr.  -r/  die  Coordinaten  des  in  Rede  stehenden 
Punktes  der  Erdoberiläciie ,  so  i»p  oacb  den  PriDGi|)ica  der  bähern 
Geometrie 

117.  «-y=-^(fi-;r) 

die  Gleichung  der  durch  diesen  Punkt  gezogenen  Normale  de» 
Erdspbäroids ,  und  folglich,  wenn  wir,  was  offenbar  verstattet  ist, 
annehaien,  dua  die  Coordinaten      y  .beide  positiv  aind, 

db 

118.  tangiiiss»^. 
Nnn  iat  aiiar  offenl»ar 

119.  tateg<)P  =  ±|-, 

ludem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenacbdem  der 
Punkt  der  Erdoherflärhe ,  dessen  gcocentrische  Breite  93  ist,  in  der 
Durüiichen  oder  südlichen  Uälfte  der  i^doberfläcbe  liegt.  Also  ist 
Bseh  dem  Torhergeb^oden 


*)  Diese  Ansicht  würde  nur  erst  dann  vielleicht  weiterer  Berücksichtigung 
Werth  sein,  wenn  es  möglich  geworden  ist,  den  Beobachtungen  der 
ScemMhna|ipsn  ein  bfihein  tod  von  Gensoiglisii  m  geben. 
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Differeiitiirt  man  aber  die  Gleichung  116.,  so  erhält  man 

Also  iit  nach  120. 

«A«     lang  9>       •         ,  I  ^*  . 

Setzt  man  die  sogenannte  Abplattung  ^~^=n,  so  ist  "^==1 — »» 
und  folglich 

132.  taug  9  sss  ^  (1    •)*  tang  a», 

immer  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenachdem  der 
Punkt  der  Erdoberfläche»  dessen  geoeentrische  Breite  y>  ist«  in  der 
nördlichen  oder  südlichen  Hälfte  der  Erdoberfläche  liegt. 

Den  nach  dem  in  Rede  stehenden  Punkte  der  Vrdoherfläche 
gpzogenen  ErdradiiiB  r  kann  man  nun  anC  folgende  Art  linden. 
Weil  nach  119. 

ysssdbjr  tang  f 

iit,  ao  Ist  nach  11^ 
und  folglich 

a^A*  cos  7' 
n»  tang  9*-f-A*         sin  ^'-f-i)'  cos  9* 

Nnn  ist  aber 

r*s=^*-4-y*=s^*(l^-taBg  aee^9*.  " 

Also  ist 

V^«»  sm  cos  9» 

Aacb  ist 

 2!  

cos         j5  sm 

l^ach  121.  ist  aber  . 

#*  ^ng         j^cos     sin  tu 

(6«""     lang  fp  sin  91  cos  w' 

■nd  folgiidi 


cos  y  -i-Tj  fi»n  9^  =         (cos  9)  cos  cü  2=  sin  5p  sin  wj, 


d*  i. 

Also  ist  nach  dem  Obigen 
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das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen ,  jenarhdcm  der  Punkt 
der  KrdobrrBncho  dessen  geocentrische  Breite  €p  ist,  in  der  Jlürd« 
lieben  oder  südhchen  Uäifte  der  Erdoberfläche  liegt. 


xxm. 

Deber  das  vollständige  Yierseit  und  vollstän- 
dige Vieredi, 

,  Von  dem  , 

Hemi  Doctor  Rftdell 

lü  Berlin« 


la  Lebnätze.  o.  Sind  zwei  (krade  nach  vier  Punktenpaarrn  pro- 
jectivittcb  und  Lleiljeu  aiü  auch  projectivisch ,  wenn 
men  in  der  einen  Geraden  4w  Reihenfolsre  der 
PnnlUe  unverändert  lässt,  während  man  in  der  aiH 
deren  Geraden  zwei  nicht  uumittelbnr  nolirn  rinaTi- 
der  liegende  Punkte  vertauscht,  so  sind  die  vier 
Punkte  in  der  einen  und  anderen  Geraden  bame« 
■lieh  liegende  Pookte. 

p.  Sind  zwei  Strablenbiischel  nach  ?ier  Strahlen- 
paaren  projectiTisch  und  bleiben  sie  auch  projecti* 
visch,  wenn  man  in  dem  einen  Büschel  die  Reihen- 
folge der  Strahlen  unveräudert  lUsst,  während  man 
in  dem  anderen  Büschel  zwei  nicht  unmittelbar  ne- 
ben, einander  liegende  Strahlen  verteoicht,  so  aiail 
die  vier  Strahlen  in  dem  einen  und  anderen  Strah- 
lenbüschrl  harmonisch  liegende  Strahlen. 
Beweise,  a.  Sind  dio  Geraden  ^  und  yi'  in  Beziehung  auf  die 
Punkte  a  und  a\  b  und  b',  c  und  c',  t  und  b'  projectiviscu ,  su  ist 

$  :  ~  =8.4?;  4rr  Sind  femer  dieselben  Geraden  A  und  in 
ao   CO      fts  CD 

teiabuf  auf  4ie  PnalUa  a  uad  f',  b  nad  b^,  c  aad  a'i  b  nnd  & 
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projectiTiich,  to  ist  raeh  ^  t     =s      :  Hieraus  folgt 

«V    c'b'       Cb'    a'b'     ,      j     ,   m  »•  r   *•      z«*^'^»  /^^\. 
?F  •  7F  =  ?F  •  W»  Mutiplication  (^.)*  =  (7p)». 

also  auch  a  b'  :  aV  =  cV  :  c't>'  d.  h.  a\  b',  c*,  t>'  und  folgUcb 
sind  auch  0,  b,  c,  b  bsmoDiscIi  liegende  Pniikte. 

8.   Sind  die  Strahlen büscbel  fo  und  S3'  in  Beziehung  auf  die 

Strahlen  /7  iird  a\  h  und  ff\  c  und  c',  */  und  d'  projectivisch,  und 
legt  muu  durch  deu  ersten  Büsclicl  die  Gerade  ^4.  wetrlie  die 
Strahlen  desselben  respectiTe  in  den  Punkten  a,  b,  c,  ^  äcliiaeidet, 
dareh  den  Büschel  MP  aber  die  Qende  weiche  die  Strablen 
desselben  respective  in  den  Punkten  a',  b\  c'»  b'  schoeidet,  so  sind 
Auch  die  Geraden  A  und  A'  nach  den  Punkten  n  und  o.\  b  und  b', 
t  und  t\  b  und  b'  projecti?isch.  Sind  nun  auch  die  Strahlenbtt- 
schel  ^  und  S3'  nach  den  Strahlen  a  und  c',  ^  and  ^,  «  und  a\ 
ifnnd  1/'  projcctivisch,  so  sind  nach  die  Geraden  A  und  A'  nach 
den  Punkten  a  und  c',  b  "nd  b',  c  und  n',  b  und  b'  projectiviscli. 
Hieraus  folirt  nach  (aj,  dass  die  Punkte  a,  b,  c,  b  und  b',  c',  b' 
zwei  Gruppen  harmonisch  liegender  Punkte  bilden:  folglich  sind 
auch  die  straUen  ^,  </,  so  wie  ^,  r',  d'  haroioniseh  lie- 
gende Strahlen* 

».  Lehrsätte«   ot.    Die  Endpunkte  einer  jeden  Diafronnle  eines  votU 
ständic^cn  Vicrseits   bilden    mit  den  Durclisclinitts- 

£ unkten  dieser  Diagouale  und  der  beiden  »udcren 
liagonalen  dea  Vierseits  vier  harmonisch  liegende 
Punkte,  und  zwar  sind  die  beiden  ersteren  und  die 
beiden  letzteren  Paakle  haraonisch  zngeordoete 
Punkte. 

ß.  Je  zwei  gegentthentebende  Seiten  eines  vollstän- 
digen Vierecks  bilden  mit  den  Verbindnngslinien 

des  Durrhschntttspunktes  dieser  beiden  Seiten  und 
der  Durcb.sclinittüpunkte  drr  hcidcn  anderen  Paare 
gegenüberstehender  Seiten  dc^  vollständigen  Vier- 
eeks  harmonisch  'liegende  Strahlen  nnd  nwar  sind 
die  beiden  ersteren  Sellen  und  die  beiden  letzterem 
Verbindungslinien  harmonisch  zugcordm-tr  (rerade. 
Beweise  a.    Betrachtet  mau  in  dem  Vierseit  I  11  III  IV  (Tuf.  II. 
Fig.  1.)  die  beiden  Dingonalen  a  b  c  b  und  a'  b'     t',  so  sind  sie  > 
nach  den  Punkten  a  und  a',  b  und  b',  c  nnd  r'9  b  und  V  perspectivisch» 
weil  sie  ihren  perspectifischen  Mittelpunkt  in  S3  haben.  Dieselbett 
Diagonalen  sind  aber  auch  nach  den  Punkten  a  und  c',  b  nnd  h\ 
c  und  a',  b  und  tu'  perepectivisch,  weil  sie  für  diesen  Fall  ihren 
perspectivischen  Milfeipnnkt  In  ^  haben;  folglich  sind  a,  b,  c,  b 
und  a',  b',  i\  t'  harmonisch  liegende  Punkte  (l.  a).    Auf  dieselbe 
\\  eise  lässt  sieh  aber  der  Satt  auch  für  die  dritte  Diagonale  be* 

weisen. 

Betrachtet  mau  in  dem  Viereck  i  II  III  IV  (Taf.  II.  Fig.  2.) 
die  Strahleeböscbel  a  h  e  ä  nnd  &  d\  so  sind  sie  nach  den 
Strahlen  a  nnd  o',  b  und  L\  c  und  c',  //  und  p'er$pe<  tiviüch, 
weil  sie  ihren  f>ersfiectivischcn  Durchschnitt  in  A  haben.  Diesi  Iben 
Strahieubüüchel  sind  aber  auch  perspectivisch  nach  den  Strahlen  a 
und  b  und  L\  c  und  a\  d  und  a',  denn  sie  haben  fttr  diesen 
Fall  ihren  perspectivischen  Dttrehschnitt  In  A'\  folglich  sind  die 
-  Strahlen  d  nnd  ar',      e^,  tf'  harmonisch  liegende  Strah- 
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len  (1.        EbenfQ  lU9t  sieb  dies  iiir  das  dritte  Seit^npaar  ha. 

weiseD. 

Anmerkuug.  Der  unter  (1)  mitgetb eilte  Satz  dürfte  um  so  be- 
■erfceaswertber  sei«,  da  er  ganz  allgenein  das  Verbältotss  anhiebt, 
welcbes  den  barnioaiscb  liegenden  Funkten  und  Geraden  in  Be* 
ziebuug  auf  die  projectivisdien  Punkte  und  Strahlenbiischfl  zu- 
kommt. Kr  fülirt,  wie  wir  c^psclicn,  zum  einfachsten  Beweise  des 
Lehrsatzes  (2)  und  weist  diesem,  welcher  in  der  neueren  Geometrie 
eiaa  sa  beaeuteade  Rolle  spielt,  seiae  eigentliebe  Stelle  in  der 
letstaraa  An. 


XXIV. 

Von  der  Projecttob  der  Figurep  ia  einer  und 

derselben  Ebene. 

Von  dem 
Herrn  Doctor  Rädel  1 

stt  Berlin. 


Paeeelet  bat  in  aeiaea  berfihaiteB  Werke  Propri^t^s  pro» 
jectives  des  tignres  nach  Moqge*»  Vorgang  die  Projection  der 

Figuren  dazu  anirewaodt,  unregelmässiffe  Figuren  atff  regelmässige 
zurückzuführen  uud  die  Eigenscoaften  aer  ersteren  aus  den  leichter 
zu  entwickelnden  Bigenschaften  der  letzteren  abzuleiten,  indem  er 
B.  B.  aus  den  Eckea  einer  beliebigen  geradiinigten  Figor  nach  ir. 
oaDd  einem  Punkte  ausserhalb  der  Ebene  gerade  Linien  zieht,  die 
ondurch  entstandene  Pvrnmide  durch  eine  neue  Ebene  dergestalt 
schneidet,  dusä  der  Schnitt  eine  einfachere  Figur  wird,  aU  die 
ursprünffliche,  ttad  nun  die  Beziebungea  dieses  Vielecks  aas  den 
Eigenscnaften  des  Durcliscbnitts  ableitet.  Wie  laan  sieht,  werden  , 
hiedurch  stereometrische  Betrachtungen  eingeführt,  welche  der  ur- 
sprünglichen Fignr  und  ihren  Eigenschaften  an  nnd  für  sich  fremd 
sind,  und  es  schien  mir  nicht  uninteressant  zu  untersuchen,  ob  der 
Darchgang  dnrcb  die  Stereoaietrie  nicbt  cana  and  gar  renaieden 
werden  könnte.  Die  Möglichkeit  ergab  sieb  daraus,  dass  die  zu  pro- 
jl<  ir<  tido  Ehenc  und  die  Projectionschene  jeden  helicbigen  Winkel 
mit  einander  bilden  können  und  dass  man  dieselben  also  nur  um 
ihren  Durchschnitt  zu  drehen  hat,  bis  beide  Ebenen  auf  einander 
fallen.  —  In  der  Tbat  babe  icb  nelnen  Zweck  nnf  einftebem 
Wqpe  erreicht  und  Resultate  gewonnen,  deren  Entwickelung  icb, 
ivaan  sie  nneb  niebt  neu  sind,  wenigstens  nocb  nirgends  so  elementar 
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'  fffileien  babe.  Da  sieb  dieier  Tbeil  der  Geometrie  ttberdies  von  der 

Ueometric  unserer  Zelt  ganz  ubuf»nderD  lasst  und  in  seinen  Be- 
trarlituna^en  eben  so  einfach  ist,  als  diese  letztere,  so  halte  icTi  ihn 
um  SU  mehr  für  geeignet,  hier  mitffetheiU  xu  werden,  als  sich  da- 
durch naueber  Lebrer  bewogen  fühlen  dSrfte,  Temitlelst  desielben 
üeine  Schüler  mit  deo  bauptiäclilicbsten  Resultaten  der  neueren 
Oeometric  bekannt  zu  niacbcn.  Man  ben;reit"t  leicht,  dass  st<  Ii  nicht 
alle  Anwendungen  dieser  F^ehre  hier  ausgeführt  finden,  der  Sclbst- 
iernenden  willen  glaubte  ich  aber  in  der  Eotwickeluog  der  Priuxi- 
pien  etwai  «iiifilbriicber  sein  vi  dürfen. 

Von  der  Projeciian  der  g^eradlinigten  Figuren. 

1.  Erklärung.  VVcua  irgend  eine  vielseitige  Figur  a  b  c  i> 
dergestalt  -  gezeichnet  ist,  dass  ibie  Ecken  in  den  Strahlen  eines 
Strälenbäscbels  a  If  c  d  zu  liegen  kommen,. so  sa^t  man^  die  Fi- 
gur und  der  Strablenhiisrhel  liec:;en  perspectivisr h  und  jede 
Ecke  der  Figur  entspreche  demjenigen  Strahl,  in  welchem  t>ie  liegt, 
jede  Seite  der  Figur  aber  demjeuigen  Wiokel,  wclcbeu  die  durch 
ihre  Endpunkte  gehenden  Strahlen  des  Strablenbiischels  mit  einander  . 
Uldeu.  In  Taf.  II.  Fig.  3.  entsprechen  sich  also  a  und  a,  b  und 
C  und  r,  b  und  fl;  so  wie  ab  und  ^(«ä),  ac  und  ""d 
^  bc  und  Li^cj^       und/_(^</),      und  l^icd)  perspec» 

tiviscb. 

2.  Aufgabe*  Es  sind  drei  Strahlen  eines  Strahlenbüschels  und 
ein  Dreieck  gegeben,  man  soll  beide  Figuren  in 
porsperfivisrhe  Lag"e  brinifen,  dergestalt,  dass  je- 
dem gegebenen  Strahle  eine  gegebene  Ecke  des 
Dreiecks  eatspricbt. 
•  Analyse.  Ist  Taf.  II.  Fig.  3.  <v,  ^,  c  der  Strablenhüschcl  und  ah  t 
das  Drrif  i  k,  sind  a  und       b  und       c  und  r  entsprcrli(  ude  Stücke, 
X.  aber  derjenige  Funkt,  von  welchem  aus  die  nach  aj  b,  c  o^ezoge- 
aen  Strahlen  einen  dem      ^,  c  congruenteo  Strahleubüschel  biU 
den,  so  muss  X  1,  in  der  Perijfberie  eines  Kreises  liegen,  welcher 
über  der  Sehne  ab  einen  Penpkeriewinkel  gleieh     (ud)  hat  und 
2,  in  der  Peripherie  eines  anderen  Krrisos,  wclcbrr  iihrr  (\pr  SehuO 
ac  einen   IV  rijihcriewinkcl  gleich      (ac)  hat.     Demnach  wird  1[ 
also  im  Durcbscbnittspunkte  beider  Kreise  liegen. 

3.  Znsätse.  sr.  Jedes  beliebige  Dreieck  kann  mit  jeden  be- 
liebigen drei  Strahlen  eines  Strahlenbüschels  perspectivisch  gelegt 
werden  und  zwar  so,  dass  jeder  beliebige  Strahl  des  Stralih  nbü- 
scbels  jeder  beliebigea  Ecke  des  Dreiecks  entspricht,  aber  nur  auf  ' 
eine  einxi^e  Weise. 

6*  Bine  mehneitige  Figur  ISsst  sieb  nur  unter'  besonderen 
Bedingungen  mit  den  Strahlen  des  Strablenbüschels  perspectiviseb 
l^en  und  zwar  auch  in  diesem  Falle  nur  auf  eine  elnzip:«^  Art. 

c.  Zwei  Dreiecke  (oder  r.wei  melirseiti^e  Figuren)  können  mir 
auf  zwei  verschiedene  Arten  mit  den  Strahlen  des  Strableubüsebeis 

EerspectiTisch  gelegt  werden,  wenn  Jeder  Strahl  des  Strablen- 
üschcls  einer  gegebenen  Ecke  entsprechen  soll;  und  zwar  einmal 
so,  dass  beide  Dreiecke  (oder  mebrseititje  Figuren)  entweder  auf 
derselben  Seite  des  Durrhschnittspunktes  der  Strahlen  oder  atif 
verschiedenen  Seiten  desselben  liegen. 

4.  Erklär UDg.  Liegen  swei  Iheiecke  mit  «d  und  demael* 
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%$m  SindifoBbiliebel  poipertlTiidi,  w  lagt  mi,  4ie  l>raieeke  Ii«. 

g«B  unter  sich  p ersp eetirltck;  betrachtet  die  drei  Bcken  det 
einen  Dreiecks  als  ProjectioDen  der  drei  Eckco  des  anderen, 
und  filo  drei  Seiten  des  einen  Dreiecks  als  Projectionen  der 
drei  äeitea  des  uudereo  Dreiecks.  Den  Mitteipunkt  des  Strahlen- 
Macbels  neiiiil  Man  deo  AnfaUffspunkt  der  ProjeetioB. 
St  Lebraati*   Liegen  zwei  Dreiecke  perspectivisch ,  so  liesen 

die  Durclisclinittspunkte  ihrer  eDtspreckeo4^D  Sei* 

ten  in  eiucr  und  dersclbeu  Geraden. 
Beweis.  Sind  (Taf.  II.  Fig.  4.)  a  b  c  bb4  b  c'  die  beiden 
Diiiceke,  welche  dergestalt  liegen«  daw  aaV  hf^t  et'  eich  in  dem 
Punkte  $b  schneiden,  so  sollen  ßt  a  als  respectiva  Durchschnita 
von  ab  und  a'b\  ac  nnd  aVy  bc  nnd  bV  in  einer  und  deraellMni 
dieradea  licgeu. 

Man  ziehe  durch  b  ha"  parallel  mit  h'a'  und  bc''  parallel  mit 
yetbinde  a'*  mit      und  verlängere  diese  VerbindungsliBie, 

wie  ac>  bin  nie  sich  in     scbneidcn,  «eba  endlich  b/f»  Bs  verhält 

akh  nun 

§Bb  :  §8b'  =  bft':  bVsrsba"  :  bc"  und  da  überdies  vermöge 
der  Parallelität  £  a"bc"=  L  a'b  c',  so  ist  auch  aV  oV.  Weil 
nnn  bc"  ^  <*a  nnd  fft      tfß,  so  verhält  sich  , 

cc''  :  cc'=cb  :  ca  =  cb  :        also   sind  die  Scheiteldreiecke  * 
btß  nnd  utß  ähnlich,  mithin  bß'z^^aß.    Ebenso  ist  hß'zf^ay  und 
folglich  liegen      ß,  /  in  einer  und  derselben  Geraden. 
C  Lehrsats.  Liegen  zwei  Dreiecke  in  einer  Kbene  dergestalt, 
daw  die  drei  Durchschnittspunkte  der  Seiten  des 
einen  Dreiecks  mit  den  Seiten  des  aiuleren  Drei- 
ecks in  einer  und  derselben  GerAden  liefen,  ho 
liegen  die  Dreiecke  perspectivisch;  je  zwei  und 
swei  Seiten  I  velcbe  einen  Dnrcbaehnittspunkt  . 
bilden,  sind  entsprechende  Saiten  und  ibra  End- 
punkte entsprechende  Ecken. 
Der  Beweis  ergieht  sich  sehr  leicht  aus  der  Uaikehrang  des 
vorhergehenden. 

T.nBrkläruBg.  Dia  ISernda,  in  weleher  die  Durchschnitts«  • 

Enkte  der  entsffaehenden  Seiten  sweier  perspectivisch  lieg^eudeu 
eiecke  lie^ren,  nennt  man  den  Durchsehuilt  der  Projectiun. 
8.  Zusätze,  f/,  Kin  Projcctionssystem  if^t  festtfestellt  1,  durch 
swei  perspectivisch  iiegoude  Dreiecke,  2,  durcit  drei  Sirulilea  eines 
SIrablenbaachela,  swei  ursprünglielie  Punkte  mit  ihren  Projactians> 
punkten  und  diu  Richtung  des  Durchschnitls  der  Projection,  3,  durch 
den  AnOiut^spunkt  der  Projectioo,  den  DiircbschDitt  derselben  und 
einen  uröjjruiijj^lichen  Punkt  nebst  seinem  l*rojectionspunkte. 

6.  Sind  ia  Tut.  II.  tiu,  4.  iu  drei  Strahlen  &  und  c  eines 
StiaUaabiiscbels  besieblich  drei  Pankta  0»  b  und  c  als  ursprünglicba 
und  drei 'andere  a' b' und  c'  als  Prajectionspuukte  gegeben ,  so 
kann  man  dies  uls  ein  Projectionssystem  ansefien ,  itulem  mnn  ah 
und  o'b'  so  wie  ac  und  a'c  bis  ru  den  Durcbsclimtispnnklen  und 
ß  verlängert  und  durch  die  Punkte  y  und  ß  den  Durebschuitt  ji  der 
Plajactiaii  legt.  Zu  jedasi  neuen  Punkte  b  in  irgend  einen  Sttahla 
d  dun  StraUenhöscIiefs  findet  «an  dann  den  Projectionspunkt,  in- 
dem man  b  mit  einem  der  ursprünglichen  Punkte  z.  H.  a  verbin- 
det, die  Verbindungslinie  ba  bis  zum  Durchschnitt  der  Projection  . 
verlängert,  dieaen  DurchschnittspunLi  J  mit  dem  Projectionspunkta 
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a'  4ei  nmrÜDglicben  Puokte^  a  verbindet  tind  die  Verbiadoiimihte 

bis  zum  tiurcbscbnitt  mit  dem  Strahl  d  verlängert.  Dieser  Durch- 
8chnitts|»uakt  h'  ist  alsdana  der  Projectioospuokt  dea  gegebeoea 
Punktes  t. 

,  An  merk  äug.  Wäre  die  Linie  ^o'  panlM  den  Stniiil«  «f,  ao 

würde  daraus  hervorgehen,  dass  der  Punkt  b  keinen  Projectiois» 
ponkt  hat,  oder  dass  für  dus  zu  Grunde  Hegende  Projectionssystem, 
wie  man  zu  sagco  |>Oegtj  der  Projectionspuiikt  von  b  im  IJnend* 
liehen  liegt 

e.  In  einem  jeden  festgestellten  Projectionaijateme  hat  jeder 

pepfchene  Punkt  nur  o5nen  ein/icren  Projcrtionspunkt ,  welcher  mit 
ilini  in  d<'m>;elhen  iStruhlc  liegt.  Jeder  Punkt  des  Durchsclinitts  der 
PrujcctiuQ  über  ist  zugleich  sein  eigener  Proiectiunspunkt;  so  wie 
jeder  Strobl  der  Richtung  nach  aein  «igener  Projectionaatrahl  iit  ' 

d.  Betrachtet  man  in  einem  Projectionssjatine  die  Projectiona« 
punkte  ols  iirspniti|;lii  lie  Punkte,  so  alnd  die  nraprttagliehen  Ponkt« 
die  Projectiüubpunkte  dieser  letzteren. 

e.  Alle  Projectionspunkte  der  Punkte  einer  und  derselben  Ge- 
raden bilden  gleicbfalla  eine  (»erade,  and  umgekehrt :  liegen  die 
Projectionspunkte  mehrerer  Punkte  In  einer  Geradan,  ao  liegen  din 
Punkte  selbst  in  einer  Geraden. 

f.  Um  eine  Gerade  zu  projictren  hat  man  nur  zwei  beliebige 
Punkte  deraelben  cn  projiciren  und  dieae  Projectionspunkte  mit 
einander  zu  verbinden. 

Kine  GeraJo  untl  iVire.  Projcctinn  wcr(Irn  <hircli  jeden  durch 
deu  Anfangspunkt  drr  Prujcctiun  gehenilen  htrabl  dergestalt  ge- 
achaitten,  dass  der  Durchscbniitspuokt  der  erstereo  den  Durch- 
acbnitttnunkt  der  letstercn  sur  Protection  bat 

0.  Znaatze.  a.  Die  Projectionapnnkte  von  vier  harmonisck 
liegenden  Punkten  sind  wiederum  vier  harmoniscti  liecrendc  Punkte. 

6.  Projicirt  man  vier  burmonisch  lie^nde  l'unkte  der|>:estalt, 
dass  die  Projection  eines  dieser  Punkte  in  die  Mitte  der  beiden 
anderen  einander  barnioaiach  tngeordaeten  Pankte  fallt,  ao  fäUlt 
die  Projection  des  vierten  Punktes  ins  Unendliche. 

c.  Projicirt  man  vier  harmonisch  lics^ende  Punkte  dergestalt, 
dass  die  Projection  eines  dieser  Punkte  ins  Unendliche  fällt,  so 
fiUlt^die  Projection  dee^  deniaelben  barmoniacb  zugeordneten  Ponk* 
tea  in  die  Mitte  der  Projection  der  beiden  anderen  Pui^te. 

ff.  T^assen  sieh  vi^r  Ptiiiklo  einer  Geradm  dera^estnlt  projici- 
ren, dass  die  Projri  t  io  II  des  einen  derselben  in  die  Mitte  der  Pro- 
^ectionen  zweier  uuderen  und  die  Projection  des  vierten  l'uuktes 
ina  Unendfiebe  fallt,  ao  aind  die  rier  ursprünglicben  Pnnkto  banno- 
niicb  liegende  Punkte,  und  der  erste  und  vierte,  so  wie  dcrsweito 
nnd  dritte  Punkt  sind  einander  harmonisch  zugeordnet. 

10.  Lehraats.  Der  Durchschoitti^pnnkt  zweier  Pntjectionsgera- 
düu  ist  der  Projectiunspunkt  des  Durchscbnitts- 
punktea  der  beiden  prnjicirten  Geraden. 

Beweis.  Ist  aV  die  Projection  von  ob  und  (V  die  Projec- 
tion von  cb,  so  ist  e'  der  Projerfionspunkt  irgend  eines  Punktes 
i»owoU  der  Geraden  ab  als  auch  der  Gcradeu  cb,  weil  er  in  aV 
nnd  cV  li«gt,  felglieb  iit  der  Projectionsponkt  von  e  als  Durcb- 
achnittspunkt  too  ab  nnd  cb. 

n.  Zusätze,  fr.  Sciinelden  Bich  drei  oder  mehrere  Geraden 
in  einem  einaigen  Punkte,  ao  acboeiden  sich  ihre  Projeaionen 


Digitized  by  Google 


1» 

fleichfttlls  in  einem  einzigen  Funkte  und  umgekehrt:  schaeiden  sich 
ie  Projectioneo  dreier  oder  mehrerer  Geraden  in  einem  einsi- 
gen Punkte,  M  Mhneidea  nch  GetadeB  telbit  in  eiaem  eil- 
sigen  Punkte. 

6,  Die  Projeclionen  ?on  vier  barmonisch  Iieo:pnden  Ooraden 
find  gleicbtuUs  vier  harmonisch  liegende  Geraden  und  umgekehrt: 
liegen  4ie  Projeetionmi  tob  vl«r  Gemdm  ktmoniscb,  so  liegen  die 
CSonden  selbst  harmoniseli. 

c.  Projtrlrt  man  virr  linnnoniscb  Hefircnde  Geraden  dergestalt, 
dttss  die  Pr()ir<  tioiK  II  irp:rn(l  zweier  einander  harmonisch  zui^f*orJ- 
neten  Geraden  aut  einander  senkrecht  zu  stellen  kommen,  s»  bilden 
4k  PmjectioBeii  der  beUoa  nndereii  GendM  mit  jeder  Projeetidn 
4er  beiden  ersteren  gleiche  Winkel. 

d.  Projicirt  man  vier  harmonisch  liegende  Geraden  dergestalt, 
dass  die  Projectionen  iro-end  zweier  einander  harmonisch  zugeord- 
ineter  Geraden  mit  den  Projcctionen  der  beiden  anderen  Geraden 
gleiche  Winkel  Abil4en,  se  stehen  4ie  Prejeetlenen  4er  iiei4en  er* 
■teren  Geraden  auf  einander  senkrecht. 

e.  Lassen  sicli  vier  Strahlen  eines  StraMeiiMiscLels  dcrp^esfnlt 
projiciren,  dass  die  Frojectionen  zweier  dersellx-n  aul  einander 
senkrecht  stehen,  und  die  Projectioneo  der  beiden  anderen  Geraden 
mit  4enen  4er  liei4en  errteree  gleiehe  Winkel  bil4en,  so  ■in4  ei 
vier  harmenisek  liegende  StraUen,  und  4ie  beiden  ersten  nnd  4in 
keideo  letzten  sind  einander  harmonisch  zugenrdnef. 

12»  Anfgnbe.    In  einem  beliebigen  Strahl  eines  ge^^ebeiieii  l^ro- 
jectionss^stemä  denjenigen  Punkt  lu  iiudeu,  des- 
■en  Projeetten  im  lInen41ioben  liegt. 
AnnlvBe.  Ist  Taf. II.  Fi^. 5.  des  gegebene  Projectionssystem,  ^  ' 
der  crewäliite  Strahl  und  y  derjenip;^©  Punkt  desselben,  dessen  Projec- 
tion  im  Ünendiichcn  liefen  soll,  no  muss,  wenn  man  jra  dergcntalt 
verlängert,  dass  es  y:/  in  0  schneidet  und  durch  Q  und  a'  die  Linie 
ff  sieht,  diese  Linie  mit  ^  penillei  sein.  Dn  nun  der  Pnnkt  o'^mift 
dem  Projeetienssystem  gegeben  ist,  so  ist  hierdurcli  die  Richtung 
von  I)',  sn'       'euck  lue  von  t^a  mit  bestimmt,  £olgUcii  enck  der 
Pnnkt  r. 

Zusatz,  in  einem  jeden  gegebenen  Projectionssysteme  cxistirt 
für  jeden  Slnbl  ein  Punkt,  deieen  Protection  im  Unendlichen  liegt. 
13.  Lehrsnti.  Liegen  die  Projectionen  zweier  Punkte  einer 

Geraden  im  Unendlicben,  so  liegt  die  Projer- 
tion  eines  jeden  anderen  Punktes  dieser  Gera- 
den gleichfalls  im  Unendlieben. 
Beweis.    Liegen  die  Projectioneo  zweier  Punkte  einer  Ge* 
reden  im  Unendlicken,  so  liegt  die  Verbindungslinie  dieser  beiden 
Projectionen  ihrer  ganzen  Richtung  nach  im  (Jnendlichcn,  weil  sie 
nicht  durch  den  Anfungsjjunkt  des  Projectionssystems  gehen  kann. 
Bs  wird  folglich  auch  jeder  Punkt  der  ursprünglieben  Geraden 
seine  Projection  im  Dnendlieben  beben,  weil  diese  sieb  in  einer 
Gern  den  befindet,  die  ihrer  gnnnen  Riebtnngf  nneb  im  Onendltehen 
liegt. 

Zusatz.  Liegen  die  I*rojectiooen  dreier  oder  mehrerer  Punkte 
eines  Projectionssystems  Im  unendlieben;  so  liegen  die  Punkte 
nslbst  in  einer  und  derselben  Geraden« 

11  Aufgabe.  In  einem  gegebenen  Projeetionssystcme  dieje-  , 
nige  Gerade  nu  coDstrniran,  deran  Projection  im  Unendlichen  liegt. 
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Analyse.  Ist  flW.  IL  Fig.  5.)  jrto  die  Teriaiigfte  Gerade,  ■» 
müssen  die  Projectionen  von     und  m  in  CMnillicBen  liegen  uml 
•  ist  dics-rs  ricr  Fall,  so  hat  jeilor  Punkt  von  j;n>  seine  ProjeclilHl 

im  ITrundliciieo.    Uieraun  liestitumt  sieb  ftü  nach  (12.). 

Zusutau  1q  einem  jeden  gegebenen  Projectionssysteme  giebt 
es  eine  vnd  twar  iiar  eioe  eiiinii^e  G«raide,  parallel  mit  dein  Dardi* 
achnitte  der  Projection,  deren  Protection  im  Unendlicheo  Hegt. 

15.  Aufcr?if>e.  Id  eiuein  Projectionssystemn  ist  die  Richtung 
des  üurcbsciiuitts  unhcstimmt  i^-plnssen,  man  soll  Unisclben  so  be- 
stimmen, dass  die  Prujecliuu  eiuea  gegebeueu  Tupkte»  im  Uneud- 
licbeii  liegte 

Analyse.    Ist  Taf. II.  Fig. 5.  das  geffebene  Frojecdonssystem, 

sind  ab  und  a'h'  bis  zum  DurehschnittspunKt  y  verlängert,  so  rauss 
der  gesoebte  DurcbscbDiit  der  Projection  ui  durch  y  p^ehen.  Ist  ferner 
f. der  Punkt,  dessen  Projection  im  Cnendliehea  liegen  soll,  ziebt 
■an  ffl,  verlttngert  jra  bii  tnm  Dvrehscbnitt  y  mit  A  und  verbin- 
det endlich  t)  mit  a',  sn  muss  diese  VprMnduncsllnir  ]\'  parallrl 
mit  dem  8trablc  b  sein,  in  welchem  n'  liegt.  Hienlurcli  ist  zu- 
nächst die  Lage  von  |)'  und  dann  vermittelst  des  Durcbscboitts 
deraetben  mit  fa  ein  sweitor  Punkt  t}  beatittsit,  dnreb  welebon  die 
Gerade  A  glcichfalla  gehen  muss. 

16.  Zusätze,  tr.  In  jedem  Projectionssysteme,  in  welchem  die 
Richtung  des  DurcbscbDitts  iinhestimait  gelassen  ist,  lässt  sich  diese 
Richtung  immer,  aber  uur  uui  eine  einzige  Weine  dergestalt  be- 
atinnwn,  daaa  die  Projeetien  eiipca  bettebig  gegebenen  Punktet  im 
tJneodlicbeu  liegt. 

l.  In  pinem  jeden  Projectionssysteme,  in  welcbem  die  Rich- 
tung des  Durchschnitts  der  Projection  unbestimmt  gelüsten  ist, 
kann  man  diese  Richtung  immer,  aber  nur  auf  eine  einzige  Weiae 
dergettalt  bestimmen,  dass  die  Projectionen  zweier  gegebenen  Ge» 
raden  parallel  sind ,  indem  man  die  Projection  dea  Pttrchacbnitti 
dieser  GerMd^n  ins  Unendliche  fallen  lässl. 

c,  hebneiden  sich  drei  oder  mehrere  Geraden  in  einem  einzi- 
gen Ptakte  nttd  ilnd  die  Projeetlonen  iweier  deraelbea  painUely 
ao  aind  die  Projectionen  aller  parallel. 

ff.  Sind  din  Prn|fctionen  dreier  oder  mehrerer  Geraden  in  ir- 
gend einem  Projectionssysteme  purallel^  so  schneiden  sich  diese 
Geraden  in  einem  einzigen  Punkte. 

17.  Avfgabe.  In  rineni  ProJeetionaaTiteine  den  pnrebicbnltt 
der  Projection  dergeitalt  in  bestimmen ,  dnie  die  Projection  einer 
gegebenen  Geraden  im  Unendlichen  lietct. 

Analyse,  ist  Taf.  1 1.  Fi g.  5.  das  gegebene  Projectionssyi^em,  a' 
die  Projection  von  a,  und  ;»>  diejeni^^e  Linie,  deren  i'rojeetios  Im 
Unendltcben  liegen  soll,  ji  endlicb  die  verlangte  noch  unbcknnnte 
Lage  des  Durchschnitts i  ao  muss  der  Durcbscbnittspunkt  von  jra 
und  die  Parallelo  aus  <l'  mit  dem  Strnlil  A  in  A  liegen;  ebenso 

^  muss  der  Durcbscbnittspunkt  von  toa  und  die  Parallele  aus  a'  mit 
den  Stmble  ein  A  liemn*  De  mm  die  beider  PnmHelen, 
80  wie  die  der  Verbinoongaiinien  |:a  und  na  als  bekennt  ange- 

\  nommcn  werden  künnen,  ao  liiat  aieb  nncb  die  Lnge^von  A  ne- 
stimmen. 

Anmerkung.  Scbueiden  sich  und  die  Parallele  aus  a' 
■it  dea  Stmble  ^  in      ae  knan  man  die  Lege  jom  A  nncb  de* 
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««I 

inrrh  be^ftmiTOii»  4«S8  mmm  doreli  f  e^e  Parallele  4iirdi  pt^  sieht 
(14.  Zusatz.).  -  '  > 

IS.  Zosit««.  Iii  In  «ineM  Prejeetioiiwyrtme  die  Lage 
des' BnrebBcbDStta .  der  ProjeeliOtt  nnbettimmt  gelassen^  so  kaan 

man  dieselbe  immer,  aber  nur  auf  c'iue  einzige  Weise  dergestalt 
bestimmen,  drts^  die  PrejectioB  einer  beliebig  gegebenen  Geraden 
ins  Uoendliche  fällt. 

6.  Ist  In  eineoi  PN|eetionsBystette  die  Lage  dsa  Dnrcbsebnitts 
unbestimmt  gelassen,  so  kann  man  dieselbe  immer,  aber  nur  aal 
eine  einii^e  Weise  dergestalt  bestimmen,  dass  die  Projection  mncs 
beliebig  gegebenen  Vierecks  ein  Parallelogramm  wird,  indom  man 
die  Projection  der  Uurcbschnittspnnkte  der  gegeDüberstebenden  Sei*  ' 
ten  des  Viereeks  ins  UnendKebe  &l]eB  llsst. 

Als  Anwendmg  dieser  Tbeotia  nVgen  TwlSafig  falgeada  Hai- 

spielp  dienen. 

Lebrsatx  1<  Hie  Endpunkte  einer  jeden  Diagonale  eioes  yoll- 
ständigeo  Vierseits  bilden  mit  aen  Durchscboitts« 
pankteii  dieser  Diagonale  vnd  der  beiden  ande- 
ren Diap)nalen  des  Vierseits  vier  faarmoniscb  lie- 
gende Funkte,  und  zwar  sind  die  beiden  ersteren 
*  und  die  beiden  letsteren  harmonisch  angeordnete 

Punkte. 

Beweis*  Hau  projictre  (Tst  IL  Fig.  1.)  das  rollstindiire  Viereck 
I  U  III  IV  dergestalt,  dass  die  Projection  von  ISa'f&tt  ein- 

Parallelocrramm  wird.   Alsdann  fallt  die  Projection  von 
in  die  Mitte  Ton  fBf&',  die  Projection  von  b  aber  zugleich 
'  mit  den  Projectionen  von  a  und  c  ins  Unendliche,  folglich 
sind  SB/  h',  f8,  'b  \ü  angegebener  Reihenfolge  barmenisch  ' 
liegende  Punkte  (9.  Zusatz  </.). 
Lehrsat);  2*    Je  zwei  gegenüberstebende  Seiten  eines  vollstän«  ' 
digen  Vierecks  bilden  mit  den  Verbinduugslioien 
des  Dardiscbnittspunktes  dieser  beiden  Seiten  und 
der  Dnrehsehnittspunkte  der  beiden  anderen  Paare 
gegenüberstehender  Seiten  des  vollständigen  Vier- 
ecks harmonisch  liegende  Strablen  und  zwar  sind 
'      die  beiden  ersteren  Seiten  und  die  beiden  letzte- 
ren Verbindungslinien  harmonisch  zugeordnete 
Strahlen. 

Beweis.  Man  projicirc  das  Viereck  I  11  HI  IV  (Tat.  II.  Fig.  2.) 
dprgcstult,  dass  seine  Projection  ein  Parallelogramm  wird,  alsdann 
faiii  die  Projection  von  a  in  die  Mitte  der  Projection  von  |l  und 
III,  weil  die  Projection  rea  aß  dareb  den  DnraiscbnittspunlKt  der 
Diagonalen  des  projirirten  Parallelogrunims  geben  muss.    Die  Pro- 
jrrtion  rnn  y  fällt  aber  ins  ünendlicbe,  folglicli  sind  II,  a,  III.  y 
in  der  angrt(ebenen   Reihenfolge  barmouiscli  liegende  Punkte  (9. 
Zusatz       und  mitbin  auch     0^     <^  harmonisch  liegende  ^itrahlen 
«ad  swar  so«  dass  «  dem  ü  and  S  dem  ä  angeordnet  sind. 
Lebrsats  8.   Werden  zwei  Geraden  von  drei  oder  mebrereii 
Strahlen  eines  Strublenbüschels  gescbnittcn  ,  und 
verbindet  man  die  werhselseitigen  Durchschnitts- 
punkte  mit  einander,  so  liegen  die  Durchschnitts- 

Knkte  der  eatspreehendsii  Yertindungalinien  mit 
m  Darcbschnittspunkte  der  beiden  Venden  In 
einer  nnd  derselben  Geraden. 
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Beweis.  Sind  (TaCU.  bi^,  0.1  A  uud  uJ'  die  beiden  üeradeu,  a, 
^,  «die  Strahlen  dei  stnUeiiliiUcheli»  und  man  projieirt  die  Fignr  der- 
gestalt, dasf  acf'a'  zur  Projection  ein  Paralleloffranim  erhält,  so  wird 

auch  bb',  weil  es  mit  <!f»n  Str<iLIeii  a  und  c  den  Funkt  fB  gfcmeinscluift- 
lich  hnt,  zur  Projection  eine  Gcrndc  haben,  die  mit  na'  parailcl  ist 
(IG.  Zusatz  c.j.  Ea  werden  folglich  die  Prujectioncn  von  /  ala 
•  Dnrchichnittspnnkte  der  Diagonalen  bei  Parallelograamen  xwiadbenr 
. ,  den  aarallelen  Projectieaen  von  ac  und  aV  gleichen  Abstand  haben^ 
die  Projection  von  fQ'  aber  wird  ins  Unendliche  fallen,  also  licp^cn 
die  Projectioiieu  von  ßy  y  und  i&'j  folglich  auch  a,  /  und  fQ' 
selbst  in  einer  und  derselben  Geraden  (S.  Zusatz  e,), 

Anmerkung.  Dar  umgekehrte  Sets  Ufaut  sich  auf  fthnliche 
Weise  darthun. 

Lehrantz  4.  Liesen  von  den  sechs  Krken  eines  Sechsecks  drei 
una  drei  abwechselnd  in  zwei  Geraden,  so  liegen 
die  drei' Dnrehachnittaponkte  je  zweier  gegen- 
üheratehenden  Seiten  in  einer  und  denelben  Ge- 
raden. 

Bf  weis.  Ist  (Taf.  II.  Fig.  7.)  JBCDEF  das  in  Kede  stehende  < 
'Sechseck,  in  welcnem  Jt^  C^  E  in  einer,  JP  in  einer  anderca 

Qernden  liegen,  so  projicire  man  dteeea  SechiMk  in  mibcäef  der^e- 
atnll^  dass  ab  uarallel  de  und  bc  narallel  <^wiid;  schneiden  tick 
unn  «€1^  und       in  it,  an  iat,  weil  mh  fmrnllel  4»  iat, 

und  weil  he  pnrallel  ^  iit, 

also 

ka  :  kc  =  kf  :  kd^ 

folglich  cd  parallel  fa,  Bs  liegen  also  die  Prnjechonen  der  drei 
Punkte  a,  i?,  /  im  Unendlichen,  folglich  diese  Punkte  selbst  in  einer 
und  deridnen  Geraden  (13.  Zusatz.). 

Lehrantz  5*   Schneiden  sich  von  den  sechs  Seiten  eines  Secba- 

scits  drei  und  drei  abwechselnd  in  zwei  Funkten, 
60  schneiden  sich  die  drei  ^'erhindungsiinieo  der 
ffegenübersiehcoden  Ecken  in  einem  einzigen 
Punkte. 

Beweis.  Rs  sei  (Taf.1I.Fig.$.)^jffrZ^£;/^  das  gearebene  Sechs- 
seit,  in  welchem  sich  die  Seiten  1,  3,  5  im  rimkte  G  und 
2«  4,  6  im  Punkte  H  schneiden.  Projieirt  man  nun  dies 
Secbsseit  dergestalt  in  abcdef^  dass  die  Projectionen  von 
V  und  H  ins  Unendliche  fallen,  und  schneiden  sich  ad  nod 
h€  in  I,  so  Kiehe  man  tr,  welche  die  de  vn  k  schneidet 
und  verbinde  e  mit  Weil  nun  de  fknrallel  ba  ist»  so 
verhält  sich 

cl  i  ibraed  i  bm^ 
und,  weil  de  |mrailel  Ib  ist, 

Ib  i  mdssbm  :  smv, 
also,  weil  Überdies  noeh  sMfa  cd  und  mm^ef  ht,  euch 

'    ei  :  lb=:cd  :  ef. 
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NiD  ilt  «b«r  49  iianUJel  ef,  üb» 


folglich  li^gei»  •>     y  in  einer  und  dersetbeD  Geraden,  ader  md^ 

f'C  und  r/*  schneiden  su  h  in  einem  und  demselben  Punkte  #.  Da 
nun  dipüe  drei  Geradeu  PrujectioncM  vun  AD^  ÜE  und  CF*  sind^ 
so  schoeideD  sich  aucU  diese  .in  einem  und  demselben  Punkte  / 
(IL  Zum«»  «r.). 

(Diaae  Betrachtuagao  wardan  apiltarliüi  fortgaaatet  wardan.) 


Bemerkungen  zu  dem  Aufsätze  III.  im  Arclüvo 
der  M atbem.  umd  Pbys.  L  Theil  L  Heft 

Tan  dem 

Hentn  Professor  0r.  Me&stng 


Die  Yom  Herrn  Professor  Dr.  Graoert  g^ea^ebene  Auflösung 
qvadraliickan  Gleiefaanfc  ist  twar  ainnraidi,  aber'  nicht  dto  kür- 
Beate.   Folgende  möchte  sieb  in  diewr  fliuiclit  aMpfahleD« 
Heiaaa  die  fnadratiaclie  Gleichung 

la  M  die  Winefa  d/tt9---«-|-l/^M^  kleinere  Wmel  paaitiT 

^'=s— («-f-i/  <r*-i-^*)  grössere  -  negativ. 

Sitne  tg  2y  =  4'  ^'^^f^^"^) 

2  sin  y  sin  y    ooa  y  ain  '2(f>    sin  y 

"■'^      cos  2y      *  cos  y       "  cos  2y  '  cos  y* 

jc'^a  tg  2sp .  tg  sp  =  Ä  tg 
mid  eben  lo 
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Diese  Gleicbun^co  tg  2y  =  —  und  :r'  =  Ä  ,  tg  9»  . .  .  .  ^  ^""t^ 

.sind  ^ewisR  die  licquemstea,  weicLc  sich  auffinden  lassen, 
iiis  iolge  duä  iui  Archive  berecboete  Beispiel.   Dafür  iat 

Mun  lasse  sich  nicht  verleiton^  den  letzten  Ausdrack  olisilkilr* 
meni  er  ist  ao  am  besten,  wie  sich  gleich  ergeben  wird» 

 log  1.2006710   

log  ft=  2,Q6ai006- 


log  ft=  »,w»lU^o^  ^  - 
'-  '^  :      log  «=  0,8m39M 


log  « 

;  ;  log  &s  0,6003355 
..•I-      .  log  -5-=  9,0054849  —  10 

jlog  tg  29>  =  10,4682500^10  89» s 71 . 19.30,82 

•      : .  log  tg  9  =  9,8549589  — 10   y  =  35  .  36  . 19,91 

L  \og  0,4552044   a/=  2,852952  .  .  . 

!         log  — ar"=  0,7453760  ar^'ss— 5,563865  ... 

■ 

Die  zweite  and  dritte  Zeile  werden  zuerst  bingeschriebcn ,  nach 
oben  subtrnhirt,  dieser  Rest  durch  "2  dividirt,  wodurch  vierte 
Zeile  entsteht  u.  s.  w.    Wäre  x  nicht  un  die  Stelle  wo  es  steht 

gebracht,  so  hätte  man  es  noch  einmal  schreiben  müssen,  deshalb 
t  ,eueb  der  Werth  tod  tg  'Zip  nicht  ebgekilnt 

Es  wird  kenm  tn  bee^rken  oöthig  aeia»  dm  IHr  die  €fuid* 
gleichneg  ^ 

woraus  jc*  also  die  irrössere  Wurzel  positiv  wird 

und  .T*  —  — Ä  tg  ff  also  die  kleinere  Wurzel  negati?  wird, 
die  Auflüsuogsart  ganz  dieselbe  wie  oben  bleibt. 

Für  die  GmndgieichuDg  ....  «*+'3«4r-|-^*s0 

erhält  man  ar'=  — ir  +  l/#»  — ^  ,^   „  . 

.  >  beide  WsrMb  negellr.  ' 

Hier  setzt  man  sin  2y  s=;      wodurch        — 6  tg  9. und  ^r'fe— 
werden. 

Endlich  entstehen  aus  der  Grundgleicbung  . .. .  — 2«;.2r-i-^^=0 


die  Wurzeln  ^  =  « -h  — 


beide  Wurzeln  positi? 


welches  die  näralichee^  jedoek  |ioeiti?e  Beenltete  i«  Vergleiek  mit 

den  vorigen  pi^ht. 

Ich  habe  diese  Auflösung  tiberal!  da  recht  ntitzUch  gefanden, 
wo  icii  geometrische  Angaben  dadurch  zu  lösen  hatte}  um  sie  eher 
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noch  braochbarer  zu  machen,  wäre  ei  tehr  beonem,  mit  den  tijgo- 
BMietrischeD  FanktiontB  noch  die  TangenCen  mr  dw  halben  Win- 
ktH  gleich  nchen  dee  gaBien  in  hahes. 


XXVI. 

Nate  sur  les  Table»  Trigonomötriques. 

Par 

r 

Mr.  C.  X  a  Hill, 

Pirol  des  matb*  k  ruDiTefsiti  de  Land. 


Lm  Tablaa  ardlaaires  oe  donnent  qüe  sept  d^imalei.  Or  il  le 

tfaSFe  souvCDt  qu^on  a  besoiti  de  iidAoa  plus  ^tendnes,  et  m£ma 
qu^on  duute  de  l'exactUude  d'un  cbitfre  de  eeuK,  qui  s'y  trourent.- 
i^M  cea  cas  les  formules  suivaDtea  aeroot  d^un  graod  uaage. 

Soit  ir  I«  rapport  de  la  cireonfiBreoce  an  diaM»tre,  dt  fall*  IS' 

(on  9}  =  0,125  d'apre»  la  divisioD  nouTelle)  et  ^  an  angle  donn^,  . 

dent  Tarc  cerrefpondant      (aaToir  ss^^^  on  ==  -^?—)  est  plni 

je  -ff  fon  bien  ^<5«  3T  W  =  0^i 
sla  jpoads  an  anra  le  Muna  de  %  on 


L  3  I 


€ette  formale  alg^brique  tr^s  simple  et  mdme  rnfion<<lle  repr^ente 
la  foDctioo  linus  (reputee  jusquMci  si  transceadiiDte)  a  un  deg^rd 
d'exactitude  remarquable,  puisque  on  trouve  en  empioyant  les  d^- 
Tdappeaenli  eaanna  qne  la  correctien  qaMl  bat  j  appüquer  eat 

On  pent  ausst  la  T^i^r  par  nn  exemple  num^rique.  En  effet, 
•eit  aesd^X  cette  fominle  donnern  Sin  (0,l)==0,0998334im68SaU» 
et  cette  valenr  ne  dilKrera  de  la  valeur  justc  (trouv^c  par  ioterpo- 

latlon  on  autrement)  quc  dr  dü\ix  unifrs  tlans  !a  dernlere  place  d^- 
cimale.  Dans  !es  limilcs  prescritcs  eile  donue  ainsi  quioze  cbiffrea 
exactes.   Lo  y  joigoaut  doDc  Ics  formules  connues: 

^  (r9^)=tSr9 .  Cifh^Crf  .  Sift  et  CV»«(7— =  1/ 1— (Äv»)*, 
OB  raiflBem  lea  tablci  trigiNMniltiiqiiea  k  XY  ddciaalei  cpap let- 
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Mvdr  Celle ^ eis 


ibm  ealeiiMi  per  «ee  eettblable  h  bnit  leileMeiit» 


r 

Cos.  (rcp) 

Sin.  (ry) 

1 

0,98078  52804  03230 

0,19509  03220  16128 

7 

2 

0,92387  9r»325  11287 

0,38208  34323  65090 

6 

3 

0,83146  90123  02545 

0,55557  02330  19602 

5 

4 

0,707ia  67811  80548 

0,70710  07811  86548 

4 

5>iii.  (r'jp) 

_ .  ■>  . 

.Cos.  {r'y>) 

r 

Et  en  y  u()priqaa»t  ha  torinules  pr^ce<ieutes,  ou  trouvera  le  ainus 
d'un  angle  quelcooque  k  quinxe  decinelei  exactes. 

Si  ree  ee  eootentera  de  Xlll  d^imalea,  en  employ« 


rere  cette 


formule  pliu  simple  Coi.a?:s=l — ^ .  (1 — '^)';  <lont  la  correction 

est  =  I  i^^gQQ«  Daoi  viie  apprexiinatioa  plus  rade  on  te  eoa* 

tentera  des  fonnulcs  Sin.  =  (1  —  -^)'  et  Cos.  ar=^l — —y, 
qui  sont  plus  applicables  aux  Logarithmes.  La  forwule  sembiable 
Tausr*  af=  tttt  ^oma»  eocore  lept  ehiffiree  eseeti)  leime 

a?  =  0,2  =  i,  ou  ^«  =  11«  18'  36". 


Au  eoDtfeire^  si  les  fenctions  sont  donn^et^  on  froofere  l*«re 
correspondant  möyennant  noe  petite  table  des  Logarldmes  Betnrele 
(L)  d'apr^s  la  Ibrmule 


Aic.  Tang.  (^)  =  2  .  (jt  +  y  +  y  -h)        .  =»£^. 


1 


Qu'on  demande  p.  ez.  jr  ^  k  XV  cbiilres  cxacte: 
Rdsol.  I^ss  0,02^97*  260273'  «726 


1  • 


000192'  9503 


17 


ii&||rs:  — 0,013699  487094  0572 


Doncj;yj  =  0,013697  773372'  866. 

Les  iomules  algebnqoes  ^ 

2352  204,8  <r* 


3,  *  lUQtt^  im  H-2M> 
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et  Are  Sin  drs, 


8 

ig?. = (1 + et  ^=(1  -  v  ir 

lOQt  encetre  tv^  «xaeteB,  piiisqae  «les  comctioDt  tont  j^^^ .  ^  «t 
*^i(M6»'*  Ate.  Sin.  ^=  y    ^*  "  * 


eil  plai  tiai|ile,  nab  eile  ezige  «ne  eonrectioii  no  pei^  plus  gtand^ 

N^anmoins  eile  donne  Arc.Sio.(0^1)=0,100167'420, 
ou  ji  maiiqae  bknus  qu'uae  uoite  dedmale  du  iX*  ordre. 


lieber  die  BesÜminiiiig  der  Anzahl  der*  ver- 
schiedenen Arten,  auf  welche  sich  ein  iweck 
durch  Diagonalen  in  lauter  7//ecke  zerlegen 
Iftsst,  mit  Bezug  auf  einige  Abhandlungen  der 
Herren  Lam^,  Rodrigues,  Binet,  Gatalan 
imd  Duhamel  in  dem  Journal  de  Mathdmati- 
ques  pures  et  appliqu^es,  publiiä  par  Joseph 

Uouville.  T.  HL  IV. 

% 

Tob 

.  dem  Herausgeber. 


In  den  Novis  Commentariis  Aeadcadae  scientMimi  ia| 

Petropolitanae.  T.Vll.  p.203  findet  man  eine  AbliandlunG;-  von  Segner, 
in  welcher  derselbe  einr  rectirrircnde  Auflösuni^  tür  die  trjl^rcnde,  nach 
seiner  eigaea  Augubü  iboi  von  Euier  mitgedieiite  Aulgube  giebt: 

ndll.  13 
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Dl«  AQsahl  der  verBeliiedeBeii  Arten  sv  betttttnen, 

auf  welche  sich  ein  beliebifces  Vieleek  dnrcb  Diegooa* 

len  in  Dr^Tf>ckc  zerlegen  lässt. 

In  dem  Suininarium  Dissertationum ,  qilos  cnntinct  iiovoruiu 
Commentariorum  T.  \  11.  wiiii  bei  der  Augahe  de^i  luhulu  dichter 
AbhendloDg  erinnert,  dam  n  snmmo  ovodan  GeoBetm  *)  die  Be- 
merkung gemacht  worden  sei,  dass  die  von  Segner  berechnete 
'^r.-ttVi  nur  bis  zu  dem  Funfzehncrk  richtig  sei,  und  zugleich  wird 
ohne  Beweis  eine  schöne ,  \aa  demselben  grossen  fieometer  gefun- 
dene ganz  independente  Formel  zur  Auflösung  des  in  Rede  stebeu- 
den  Problems ,  so  wie  auch  eine '  bis  lua  PfinfandswaDsigeck  be- 
'  rechnete  Tafel  mitgetheilt. 

In  neuester  Zeit  ist  diese  Aufgabe  von  den  Ht^rren  Lamd, 
Rodrigues,  Binet  jind  CatalaUj  so  wie  auch  in  gewisser  Be- 
ziehung von  Herrn  Duhamel,  wieder  aufgenonmen^  und  die  Un- 
tersuchung vorzüglich  darauf  gerichtet  worden,  genügende  Bejreiae 
fiir  die  von  Euler  gegebene  ganz  inde{^)cudcntc  Auflösung  zu  Cn- 
drn,  ivohfi  jedoch  nicht  unerwähnt  bleiben  darf,  dass  die  Herren 
Binet  und  Catalan  auf  ganz  verschiedenen  Wegen  auch  zu  einer 
bis  fetzt  nocb  völlig  nnbekannten  llelatien  gelang  aind.  Alle  die- 
sen Gegenstand  betreffende  Abbandlangen  findet  nan  in  dem  Jonr- 
nal  de  Math^matirfues  puren  et  afpU^neea,  publid  par  Joseph  Lion- 
vUle.  T.  III.  et  IV. 

Der  vorliegende  Aufsatz  hat  nun  zunächst  den  Zweck,  die  ge- 
nannten Herren  darauf  anfmerksan  au  machen,  dass,  was  denselten 
völlig  entgangen  zu  sein  seheint,  schon  ein  älterer  trefflicher  Mathe- 
matiker, %'icülaus  Fuss,  in  den  Novis  \rHs  Academiaescientiarum 
»'  *  impcrittlis  l*<'tr(!jH»litanae.  T.  IX.  p.  2-4'$.  oine  weit  alla^emeinere  Auf- 

gabe,  die  ihm  nach  seiner  eigneii  Augabc  vou  Johann  Friedrich 
faff  vorgelegt  worden  war,  augelöst  bat,  nämlich  die  Aufgabe: 
;  Die  AniabI  der  verschiedenen  Arten  sn  bestimmen, 
auf  welrlip  sich  ein  «eck  durch  Diagonalen  in  lauter 
«weckezerlcgcn  iHsst. 

'  Die  von  Fuss  fiir  diese  allgemeinere  Aufgabe  gegebene  Auf- 
lösung, welche  ebenImUs  nur  rcfcnrrirend  zu  der  gesachten  Grösse 
gelangt,  w  ill  ich  jetzt  in  der  Kfirxe  mittheilen. 

S^erst  ist  klar,  dass  nicht  jedes  «eck  diircIi  T)iai2fooa1en  in 
lauter  «wecke  gelbeilt  werden  kann,  sondern.  dass>  wenn  dies  mög- 
lich sein  soll ,  zwischen  den  Zahlen  «  und  nü  eine  bestimmte  Re- 
lation Statt  finden  nnss,  und  nun  wird  sieh  durch  eine  gaon  ein- 
fache Betrachtung  sogleich  überzeugen,  dass  nur  entweder  «  =  ««, 
oflrr,  IM  dem  omc  beliebige  positive  ganze  Zahl,  die  Null  einge- 
srlilosscii,  bcicirlinct, 

«  =  (ss  —  1 )  +  X  ( -  2) -4- (iw -- 1 )  =  ( Xr 2  j  I«  —  2     -I- 1 ) 

T<nnn.  Aus  der  letzten  Fonnel  erhält  niatt  Mzxm  für  Ass^l, 
und  es  kann  also  nur 

i»  =  (>t-f-2)  es-2(Xr-|-l) 

sein,  für  ^  =  —  1,  0,  1,  2,  3,  4   Setst «an  Jh-^^zsi,  also^ 

^•-|-l=;t  — i,  so  kann  nur 

« 

*)  Auf  jeden  FsU  Euler. 

0 


» 


IM 

rxutb;»=  'de'    5. . , . ,  4  k.  fi,    ^  ^ 

Aua  der  Betracbtnng^  durch  welche  man  zu  den  Forn^n 
»  =  jw  oder  j»  =  (X?-f-2j«»  — 2(/'-h  1) 
für  ^=^,  t  2,  3,  4,  .  ,  creloDgt,  -cht  zugleich  auch  anmüt^t- 
bar  herv^or,  dass  die  Anzahl  der  DiajronaJeö,  welche  zur  ZerleiruBff 
des  Meies  in  lauter  «ecke  erforderlich  fiiud,  respectiFc  0,  it^i, 
und  dM8  d»c  Aüzahl  der  ^eke,  welche  mmt  «kdurch  erhiUt,  rel 
spective  1,  ist  3etst  aan  also  allgeMeiD 

für  ;*=-l,  0,  12,  3,  4,  . . . .,  «o  ist  Auzabl  der  zu  der 
Zrr!rtr,mg  des  /lecks  .n  lauter  «>ecke  eifbnierlidieii  Diagonalen 
ailgeniem  und  die  Anzahl  der  ^»accke,  welche  mmdnrcE 

diese  Zerlegung  erhalt^  ist  allgemein  1-^2.   Wird  also 

fiir  f  =  1,  2  3,  4,  5,  ...  «^setzt,  so  ist  die  Anzahl  der  so  der 
ZeriegüDg  des  «eck«  in  lauter  mecko  rrforderl.Vhrn  Dlatroualen 
allgemein  rf-l,  und  die  Anzahl  ^der  «ecke,  welche  n^lui^ 

Wir  wollen  nnn  für 

i=sl,  2,  3,  4^  5,  ....  < 

f!-.k-"'!!f*'l.*^Ji^?'*'^2?^/"  J*,  «'°*«P»"«<^J»enden  \  lelecke  iu  lauter 
«ecke«  d.  b.  die  Ansakl  der  Zerlogungcn  eines 

^  «ecke,  (2»-2)ecks,  (3sp-4)ecks^  ...  |isi~(2,~2)jeck8 
in  lanCer  meeke,  respective  durch 

•^1»  -^3>  -^i»  -^4»  -^»>  Ai 

bezeichnen,  und  wollen  zuvörderst  blos«  ei  dp  Wlnkchnifzo  die  Im 
betScht^!"  bezeichnet  werden  mag,  eines  li«~(2^2j|ecks 

or.o^,"M"  «we!  Diagonalen 

io  em  •«■Mellen,  Fon  deren  jeder  dasselbe 

«teck  uod  ein  IU— l)ss— (2tf~4)|eck  , 

ptbeilt  wird  Da  nun  A,  die  Anzahl  der  Zerlegungen  des  erstem 
in  lauter  «.ecke,  die  Auzabl  der  ZerIcgunlenTs  leUtem  S 

auter  «lecke  ist;  so  ergeben  sich  hieraus  olenbar  2,Y.  AiTimii. 
^^TS^""«"'  l/-J-(2'~2)jecks  in  lauter  «.ecke  '  ^ 

taei»  «»ehe»,  von  deren  Jeder  dafselbe 

(2s»  -  2)eck  nad  ein  {(• — 2)  m    (2<  -  d)(«ck 

ptheilt  wird.  Da  ann  wf,  4ie  Anzahl  der  Zerleguniren  des  ersteru 
0  antcr  ^ecke,^Ag  die  An«ibl  der  Zerlegunfen^de/reLLr»  u 
auur  «lecke  ist;  so  crgrebcn  sich  hieraus  offenbar  'iA  A^%^ 

leguugen  UBsers  ff« -(2i  -2j jecks  in  lauter  swcke.    '^^^ - 

13* 
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Fpmer  lassen  sieb  von  der  Witikcispitze  K  aus  zwei  Dia^ona- 
leu  uuscrs  \im  —  (2i  —  2})eck8  ziehen,  von  «leren  jeder  dasselbe 
io  ein  '  '  • 

(SM— 4)eek  and  ein      — 3)«  —  (31  — 8)teck 

getbcilt  wird.  D»  nun  die  Anzaiil  der  Zerlegungen  des  erstem 
i  liioter  «ecke,  Ai^  die  Anxalil  der  Zerlegungen  des  leCitern  Ib 

lantcr  mccke  ist;  so  ergehen  sich  hierenn  £if,  Zedegungen 
. unser«  \im~\'l7 — '2)|c(ks  in  lauter  «/ecke. 

Ist  min  /  ciuc  ungerade,  also  die  Anzuiii  » —  1  der  zur  Zerle- 
gung unsers  \im  —  (^Si— 2J|ecks  in  lauter  «leckc  nötlii:;en  Dtu^u- 
BHlen  eine  gerade  Zelil;  so  irird  man,  auf  die  obige  Weise  forl- 

fcheind,  imaier  endticb  anf  zwei  von  K  ausstehende  Diagenaleo 
ommcn,  von  deren  jeder  unser  \im  —  (2<  —  2)|eck  in  ein 

U(s--l)si*-(«  — 3)teek  n*d  «in  U(«-hl)s*— l)|Mk 

get1ii*iit  wird,  nnd  da  nun  A\{ß^\)  die  Anzahl  der  Zerlegungen  des 

erstem  in  lanffr  r/?rrke,  A'^{iJ^r\\  die  Anzalil  der  Zerlegungen  des 
lelztorn   in  laut*  r  ///i  ckei  ist»   so  ergeben  sich  hieraus 
^^(,^1)  Zcrleguiiir4  Q  unsers        —  (2i  — 2)|eck8  in  lauter  «»ecke. 

•  Wenn  dagegen  i  eine  gerade,  also' die  Ansah!  ^  —  1  der  lur 
Zerlegung  unsers       — (2»  — 2)|ecks  in  lauter  stecke  nöthigen 

Diagonalen  eine  Mng^eradc  Zaiil  ist.  sn  wird  man,  auf  die  obige 
Weise  fort^eliend.  itntnor  rndlirli  auf  e  i  ue  .  von  A  au.s^i  liende  Dia- 
güuule  kommen,  vuu  welcher  unst^r  \iin  —  (2i  —  2){eck  m  zwei 

|i/;7i  — (f  —  2)jecke 

getbeilt  wird,  und  da  nun  ./.;  <!!c  Anzahl  der  Zerles^ungcn  dieses 
—  (»-^2)|ecks  in  luuicr  /«ecke  ist,  so  ergeben  sich  hieraus 
A\ii  Ali  Zerlegungen  unsers  )««• — (2l---2))ecks  in  tuutcr  «secke. 

Die  Anzahl  aller  auf  die  obige  Weise  sich  ergebenden  Zerle» 
gongen  unsera  \im  —  (2i^9)tecks  in  lauter  stecke  ist  folglich 

oder 

2A^  Ai-.i-^2A^  A,-2'h^Af  .i/,_a-t-,..-l-2^jf,_^)^j(,-j.2)-*--^ii  A^i, 

jenochdem  i  eine  unn^erade  oder  eine  gerade  Zahl  ist,  und  also, 
wie  leicht  in  die  Augen  fallen  wird,  Tiir  jedes  gerade  oder  un- 
gerade f  . 

A^  Ai^i-^A^  Ai-^-^A^  Ai^'^^^^'^Ai  t  -^f^-^r-i 
•der,  mit  Büffe  eluer  telcfat  Tentlndlicheu  ubkfirseoden  Bezeiehnnn^, 

Da  nun  im  —  (2i  —  2)  die  Anzahl  dfr  Winkelspitzen  unsers 
ffsi— r(2i  —  2)jccks  ist,  die  obigen  BetruchtuDgeu  sicii  aber  offen* 
bar  bei  jeder  ciozelnen  Winkelspitze  anstellen  lassen {  so  ist 

die  Anznhl  der  sich  auf  die  in  Rede  stehende  Weise  ergebenden 
Zurlegungeu  uusecs  \im  —  (2i  — 2)|eoks,  und  es  fragt  sich  nun 
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bloM  BOlft,  ob  unter  diesen  ZerleguDgen  nicht  vielleicht  identische 
TorkoMiwD^  welche  Frage  «uf  folgende  Art  beantwortet  werden, 
kann. 

Denken  wir  uoa  irgend  eine  heslimuite  Z^erlegung  unseni 
II« — (21 — 2))ecks  in  laoter  opeeke;  so  ericbeint  dieselbe  in  der  , 
obigen  Aufzählung  offenbar  in  Bezug  auf  eine  jede  der  in  ihr  vor- 
kommenden  Dini.^orutlfn ,  d,  h.  weil  die  Anzahl  der  zu  der  Zerle- 
gung unsers  \tm  —  {ii  —  2)|ecks  in  lauter  «wecke  erfordorlicben 
Diagonalen  $  —  1  ist,  it  —  1  Mal.  Ferner  ist  aber  i,.  ß.  die  Dtagu- 
nale  MJL  sowohl  bei  der  Winkelspitze  IC^  als-  anek  bei  der  Win- 
ktlspitze  //  in  Betraebtung^  oder  sowohl  von  JS  nach  X,  als  auch 
von  L,  nach  /f  gezogen  worden «  woram  sich,  in  Vcrhiüdung  mit 
dem  Vorhergehenden,  erffiebt,  dass  die  in  Rede  stehende  beätimrote  ■ 
Zerleguiii»  unsers  \im  —  (2i  —  2)jecks  in  lauter  «»ecke  in  der  obi« 
.gen  AofslblQBg  2(f  —  1)  Mal  TorKomnt,  and  da  dies  nnn  natüflieh 
TOB  einer  jelen  solcheo  Zerlegnog  gilt»  so  ist  klar,  dnai 

m  —  (2/  —  2)     x=:i-l,  y=I  ^  ^ 

Anzahl  der  wirklieb  von  einander  veiaebiedenea  Zerle^fVBgen 

unsers  {im  —  (2i  —  2)jeck8  in  lauter  «yecke,  oder  dass,  weil  nach 
dem  Obigen  die  Anzahl  dieser  Zerlegungen  durch '  Ai  beaeich- 
net  wird,  '        , « 


ist 

Aus  tlirser  Fnrm<4  ergeben  sich,  da  offenbar  ^i,  =  l  ist,  die 
folgenden  Gicicliuugen  zur  Berechnung  der  Grössen  A^y  A^, 
A^  Äff  •  •  •  •«  ,  ' 


A^  SS     n     {AiA I  ^  A^A^     AfA i ), 


1,  * 

2m  — 

*> 

2 

Sm  — 

4 

A 

Am— 

6 

t 

8 

a 

A^ssi-—^ —  (A^A^+A^A^^AfA^-^A^A^), 

'  «:  s.  w.   


•4nr 


^   2m  — 2 

A^  (^A,A.  4-  ^.^.), 
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^%A,A.  ^%A^Ay-^%A^A^), 
t.  w. 

4tflCB  Gesetz  ganz  dentlich  ▼•r  AMpen  Hegt, 
beredmett 


• 

f 

M  =  3 

«  =  4 

1 

1 

1 

1 

2 

2 

3 

4 

3 

5 

12 

22 

4 

14 

55 

140 

5 

42 

273 

6 

132 

1428 

7084 

7 

4^ 

7752 

53820 

8 

1430 

43263 

420732 

9 

4862 

246675 

3363260 

• 

> 

«w  ==  6 

«•  =  7 

*fi  =  8 

1 

1 

r 

1 

2 

S 

6 

7 

3 

35 

51 

70 

4 

285 

506 

819 

5 

2530 

5481 

10472 

0 

SST&l 

62832 

141778 

7 

SS1880 

740808 

1997688 

8 

2330445 

9203634 

28989675 

9 

23950355 

1  115007310 

430321633 

Wenn  muu  nus  den  ubigen  recurrirendea  Foraeln.  die  Gröisen 

A,y       A^i  A^,  A,^  meh  der  Reihe  eiiMekelt,  to  er- 

hik  Mii  Oboe  alle  Schwierigktit 


(m—l)  (:tm—\) 

t 
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—  1  .2  «  S . 4  * 


wonm  «Ml  direb  MvetiiiB  seblieut,  dan  tllgemeiii  für  i>>2  . 

^  (t—l)  (t«i  — (iw^l— 2)  («it-^<  — 3).-.(«»i— (2<— 2)) 

"         1  .3.  S  .4  ....  (t^l) 

ist,  und  et  wOrde  min'  darauf  ankomman,  diape  von  Fuss  nidit 
ancagabene  ganz  independente  Famal  allgemein  zu  beweisen, 
weiches  Stoft  zu  vSvifT  nicht  uDioteressanteu  UutcrancliUn^  gaban 
düiila.  Für  «  =  1  und  «  =  2  ist  naeli  dem  Obigen 

M  X  —  »9         —      i  • 

Satnan  wir  2)ss;«,  ao  arballan  wir 

• — «  — r 

nad  folglich  t  =  fi  —  2  für  j!»=:3.  Alio  ist  nach  dem  Obigen  für 
ai=3  und  «  — 2>2,  d.  i.  m>4, 

I  .  2  .  3  .  4  .  .  .  (w  — 3)  * 

Für  io  =  3  und  /»  =  4  ist  nach  dem  Obigen,  immer  unter  der  Vor« 
anssetzuog,  du&s  m  =  3  ist, 

Nach  Bnler  ist  für  den  Fall  m  —  ^  allgemein 
.   2  .  f)  .  10  .  U  .  IN  . .  .  (4«  — 10) 


# 


und  OS  wird  niiti  dnroiif  an!<ommen,  die  Uebereinstimmung  dii^ses 
Ausdrucks  mit  dem  vorlior  grfunüenen  Aiisdrncke  voa  A^—t  zu  be- 
weisen, d.  h.  zu  zeigen,  dabs  für         \  nllgeincin 

I)  (w-i-2)  ...  (2«e  —  5)   2  .  6  .  10  .  14  .  18  . . .  (4??  —  10) 

1.2.  3.  4. ..(»  —  3)  2.3.4.5.ü...(«  — 1) 

ist,  welches  sehr  leicht  auf  folgende  Art  geschehen  kann. 

Ist  dia  vantabanda  Gleichung  richtig,  so  ist  anch  die  Gleiefanng 

2»(»-f.l)  (<i-f-2)  ..  (2#t  — 5)        1  .  3  .  5  >  7  .  . .  (2f»  —  5)  .  2«-8 
1  .  2  .  3  .  4  . . .  {«  — 3)      *^      2.3.4.5  («— 1) 

richtig,  und  umgekehrt.   Ist  aber  die  letzte  Gleicbnag  richtig,  so 

ist  auch  die  Glcichunc;- 

2.1.2.3.4...(3js— 5)=1.2.3..(if~3j.l.3.5.7..(2»— 5).2«-» 

richtig,  und  umgekehrt.  Wonn  abisr  dIa  lalita  Glaiehmig  richtig 
ist,  80  ist  offenbar  auch  die  fileichung 

2.1.2.3.4...(2«t^)=s3.2.4.6..(2is-r6).1.3.5.7..(2i»'5), 
d»  i.'  dla  Glaichng 
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richtig,  und  amgekehrt.  Weil  nun  die  letsle  Gleiebung  eine  iden« 
tische  Gleichung  ist»  so  iifc  bierdnreh  oftnbar  die  Biätigkeit  der 


Gleichung 

2n{n-^.l)  (n-f-2)  ..  (2yt  — 5)  _  2  .  G  .  lö  .  14  .  18  ...  (4»~10) 
1  .  2  .  3  .  4  ...  («— 4)  2.2.4.&.«...(»  — i) 

fär  bewiescD. 
Aua  der  Gleichung 

2  .  3  .  4  .  5  .  6  . . .  (n  — ij 
ergießt  sich  iur  »  ^  3  und  m  =  4  respective 


=  1  und  jl^s=s2i 

PS  rarh  dem  Obigen  sein  mnss;  daher  lUt  die  fiir  den  Fall 

..  I ..  „  __i   •  I  11      _•   *  1-- 


m  =  d  von  h  u  I  ('  r  ir^'^'^he 


sieb,  wie  man  sieiii,  aus  d 
Enler  hat  mittelst  sc 

A 

^ 
A 

A 

A. 
A 
A 
A 
A 


if»  fülftrfuin^'  rr^inz  allgemein,  uud  lässt 
em  Obtgeu  ohue  Schwierigkeit  ableiten, 
ucr  Formel  die  folgende  1  afcl  berechnet: 


=  2 
=  5 
=sl4 
s:42 
=  132 


=  1430 

s=4862 
=  16796 


^,.=58786 
^„85208012 
^„äs74290b 
^,^=2674440 
^,,=9694845 
=  35357670 
v^.,=  129644790 
^.,=477638700 
^,.  =  1767263190 
wtf,«8m4120420 
=24466267020 
.^,,=91482563640 
^,.=343059613650 
Der  Terliegende  Anfsats  ist  lediglich  geachriebenj  nicht  n« 
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den  in  Rede  stellenden  interessanteo  Qccrcnstiind  zu  erscbopfm, 
souiiera  vieliueiir  um  xu -eioer  ueueo  Uutersuciiuog  äeääelbeu  udzu- 
regeD,  welche  bm  eiieb  bscIi.  deii  vee  den  oben  tfenninten  treff- 
lidben  fraozösiscben  Mathematikern '  nltgefeheilteB  Dnteimiobnngen 

Doch  sehr  DÖtliicf  und  in  jeder  Beziebung^  wüoschenswerth  zu  sein 
scheint.  Vorzüglich  würde  es  natürlich  auf  die  AutTindung  eines 
gaDx  allgemeiueu  iieweises  iur  die  ubeu  von  uns  gegebeue  Glei- 
ehnng 

^  (es  — 1)  (An  —  l—l)  (m— s— 2)  (tia—t*— t) .(ti->(tf-^g)) 

•nkoBinen,  und  dieoe  Glekbnnir  würde  entweder  ave  den  ron 

Fuss  gefandenen  recurrirenden  Foraieln  durch  allgemeioe  Schlüsse 

abzuleiten  oder  unnbh.infxic;  vt)n  diesen  Formrln  zu  beweisen  sein. 
1d  letzterer  Bezieliunp^  durfte  es  vielleicbt  angemessen  sein,  zu  ua- 
tersncben,  ob  die  von  den  gcoaDoten  freDzöuscheD  Matbematikera 
in  dem  Falle  mssZ  ungfiwtniHbeu  Heiboden  niebt  vielleicbt  einer 
ITerallgeaieiBemng  Ubig  lind,  zu  weicher  CntersachuDg  ich  na- 
mentlirli  die  genunnten  Herren  selbst  hier  nufzufordern  mir  crlau- 
Leii  ni(iclitc.  Da  übrigens  Fuss  ausdrücklich  bemerkt,  da?s  ihm 
von  Piati  geschrieben  worden  sei,  Ahm  aucli  er  eine  ullgemeiue 
AnAöaung  unsert  PkobloBa  befanden  habe»  so  würde  sieb  Borr  Pro- 
icMor  Dr.  Garta  in  Halle  die  Mathematiker  gewiss  sehr  verbinden, 
wenn  er  in  den.  wie  wir  wissen,  in  seinen  Händen  befiudlichen 
nachgelassenen  l*a[>ieren  Pfaffs  nachsuchen  wollte,  ob  sich  in 
denselben  einige,  der  öHenllicben  MiUlteiiuuir  werthe  Aui'zeicboun- 
gen  über  diesen  Gegenstand  belinden«  In  den  Arebive  wird  den» 
selNn  sehr  gern  eine  Stelle  eingeräumt  werden. 

Fuss  mtirbt  am  Ende  seines  AufBatzea  noch  die  lol|paBde  Hiebt 
unbeachtet  zu  lassende  Bemerkung.  Alaa  setze 


and  •  ' 

.  80  ist 

(es— 1)  /(l-f--4,j?4-^,«»-i-wl,*»  4.wi4*.*-l-  .•..) 
und  folglidi,  wenn  man  differentürt, 

 Cy  -+■  2C^x  H-  3€;,ar»  -f  ^4X* 

wovavs  sieh  ebne  alle  Scbwierigkeit  die  folgeii4^.  GleiebiingeB 


.... 

1  .(  ' 


^  •(ia--l)^^iC   

=  T  , 
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^,g.-^(aw-»)  J^C^H-i^-i)  A^C^ 

C?^-s  ^  ^  fc-*-, 

u.  s.  w. 

Offeobar  muss  nun  C-=\  sein,  und  wenn  man 
letit;  10  werden  die  obig«n  GleickoBgcn 

=  — »  -"a-«i» 


2 

4 

4 

4«  — 

« 

• 

5f71  — 

8 

8 


U.  B.  W. 

Hieraus,  in  Vcrbinduog^  mit  den  Obigeii»  ergieU  aick  nutt  uo- 
mittelbar,  dan«  die  obea  durch 

-4,,  A^f  A^,  .... 

bezoirlineten  Grössen  die  CoeflGcienten  in  der  Entwickelnninr  der 
'  FuucUon  Z  in  eine  Heihe  sind,  welche  den  beiden  Bedingungen 

Z=zl-i-AyjK^'^A^a;*'^A,a:*-^A^a:*-i-  . . . 
4,  h.  wdcli«  der 


oder  der  Gleichniig 


genügt,  nnd  man  kann  also  di«*  in  Rede  stehenden  Grössen  OKcb 
linden,  wenn  man  die  Function  Z  in  eine  Reihe  eutwickelt. 

Von  dieser  aclion  von  Fuss  dem  Wesentlichen  nach  angege- 

benen  Hetkode  der  Bntwickelnng  der  GrVsseii  utf,,       A,y  A^^  

ist  die  von  Herrn  Binet  in  dem  Falle  m  =  3  angewandte  Methorle 
nicht  Terschieden.  In  diesem  Falle  geht  nämliek  die  obige  aUge* 
Beine  Gleichong  in  die  quadratische  Gleichung 
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aber,  und  dmeh.  AnflSning  dieser  GleiehiiDg'  ergi^bt  «eh 

wo  Man  aber  olbobar  das  «nieia  Wiäum  Dehnen,  und  folglich 

setaen  mws^  weil  offmbar 

für  ^  =  0  Dicht  der  Einheit  gleich  werden  kann,  wie  es  wegen 
der  GloiehVDg 

Z  =  1  A^a;^  -H  -4,ar'  -|-  A^a;*  -j-  

erforderlich  ist.  ^   * 

Entwickelt  man  nun  \/l  — 4a?  nach  dem  Üinoiaischea  Lehr- 
sätze in  eine  Röhe,  so  erhält  man  • 

UQtl  iulglicli 

1     1.3.5.7...  (2»  — 5) 


'"2  *  2  .  4  .  6  .  8  . . .  (2n  —  2)  * 
also,  weU  *i-i  =  25K«-i)  ist^ 

'^"^ —  1  .  2  .  3  .  4  ...(«  —  1)  • 


2  .  <1  ■  10  .  14  .  IS  ...  Qyi  — 10) 
2.3.4.5.6...  (m^l)  * 


welcbea  ganz  die  von  Euler  für  den  Fall  //i  =  3  gegebene  For- 
■el  iaty  weiche  wir  achoa  ohan  auf  anderm  Wege  gefiuideB  hahoa» 


t    -^1  ■  1 


*  h 
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XXVIU. 

lieber  die  DifFerentialquotientcu  von  log  ^  und 
\tk  Bezu^  auf  eine  Bemerkung  des  Herrn 
LiouTiUe  in  dessen  Journal  de  Math^matiques. 

AoAt  184a  p«  28a 

Von 

■  ■  »  ' 

dem  Herausgeber. 


Canchy  bat  bekanntlich  die  Entwickelung  der  wicbtigen  Oif- 
ferentialquotienten  der  Functionen  log  a:  und  apf  den  Satz  ge- 
gründet, dass  sich  die  Grösse  (1  +  0)^,  wenn  #  mek  der  Null 
Biherl,  der  Sasne  der  coBfergirenden  AeUie 


1»  ^> 


V  1.2'  1.2.3'  1.2.1.V 


welche  wir  wie  gewöhnlich  durch  e  bezeichnen  wollen ,  nis  ihrer 
Gränze  nähert,  und  diese  Eutwickeiiing  verdient  ullerdio^s  ganz 
besondere  Bmpfehlung,  weil  «ie  alz  eine  völlig  elementare  nezeicb- 
ael  werden  kann,  indeoi  dabei  muser  den  Binovischeo  Lehnatse 
IBr  positive  ganze  Exponenten  und  der  Lehre  von  den  geometrl» 
sehen  Protyrcasionen  bloss  noch  der  Satz  vorausE^*»setzt  winl.  dass 
die  obige  Reibe  eine  convergirende  Reibe  ist,  und  tolglicb  eine 
bestiBnite,  vorber  dorcb  e  bezeichnete  Summe  hat,  wovon  maa 
■leb  aber  aebr  laiebl  aof  folgende  Art  überzeugen  kana. 
Man  ictie 

III  I 


ao  iit  oSanbar  fiir 
nad  foliflieb  aacb  dar  Labra  van  den  gaoMtriaeban  Pragiearianan 

alao  iHmer  «ii<0,  da  #1=2  und  «,  =  4^,  5  iit  Weil  nnn  «», 

wenn  n  wachst,  fortrräbrend  wächst^  aber,  wie  gross  auch  n  wer- 
den mng^,  <ioch  immer  kleiner  als  3  ist,  so  muss  sieb  ««  offenbar 
einer  gewissen  bestimmten  endlicben  Gränze  imer  mehr  und  BMbr 
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UDd  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähern,  wenn  m  in*0  Unend« 
lieh«  irüchit^  wodsrch  4^  Gonfergens  der  ReÜM  1^  -j*» 

■= — l. — ^,  ....  bewiesen  iit.. 

Gegen  den  von  Cauchy  gegebenen  Beweis  des  oben  im  Ein- 
gange CTwSliDteii  SatMt  liat  aber  Herr  LioVTilla  in  leinem  Jonr- 
Bal  (Aont.  1S40.  p.  280)  die  labr  gep^rilndete  Einwendunj^  gemach^ 
dass  dei^elben  oie  Annahme  zum  Grunde  Hege,  daaa  daa  Frednet 

(|«.A)  ...  aa— OD  der  Einheit  gleich 

irerde,  welehei  t war  dann  leine  Richflj|^eit  habe,  wenn  n  eine  be- 
stimmte von  M  unobliängige  Zahl  aei,  aich  aber  dann  offenbar 

nicht  mrltr  behau}iten  lasse,  ■u'enn  n  von  m  nbhSogig,  z.  B.  n  t=z  m 
oder«i  =  ^ — 1  sei,  und  sirht  sich  dadurch  vorarUasst,  ilen  toi- 
genden  Beweis  des^  iu  Rede  ülehendeo  SaUe«  xu  gcbea ,  vveichea 
wir  hier  aiittbeilea  wollan,  da  wir  ihn  fiir  vdUig  streng  halten,  in» 
den  wir  zugleich  nicht  unerwähnt  lassen  ^kSsnen,  dass  unch  Herrn 
Liouvilles  eie:nfr  Ik-rtHrkung  Herr  Lejeu ne-Di richl e t  ähnliche 
Betrtfchtuncren  in  eioer  seiner  Abhandinngen  sehr  glUckiich  ange* 
wandt  iiuL ■  ' 

Wir  wollen  zuerst  annehmen,  dass  0  s —  sei,  wo     eine  po- 

sitiye  crnn/e  Zahl  Ikezeichnen  <;oll.  Dann  wird  unser  Sata  .bewie- 
sen sein,  wenn  wir  zeigen  künacu^  dass  die  Grösse 

'  i^^^f     ■      ■     .  . 

sich,  wenn  die  positive  g'nnze  Zahl  n  in*8  Unendliche  wächst,  der 
Grösse  e  als  ihrer  Grauite  uuhert.    Uieäü  ia^üt  sich  aber  auf  fuU 
gcnde  Art  beweiaen. 
Ea  iit 

und  nach  dem  Binomischen  L^ehrsatxe  für  positive  ganze  Exponen- 
ten ist 


*)  Iii  semoi  so  ebni  crsefaiencnen  'Le^ons  de  Menl  diff^renilel  et  de  Gel. 

cul  integral,  rrdigeos  d'apres  les  iiiethodes  et  les  ouvrages  publies  ou 
ineciits  de  M.  Caucby.  T.  I.  Paris.  1840.  p.  XXI!.  hat  sich  zwar  Herr 
Abbe  Moigno  gegen  die  obige  Bemerkung  des  Herrn  Liouvilie  er. 
kliri^  aber,  wie  et  uns  sebein^  aua  wenig  nalthersn  GrSaden.  AoC  je* 

den  Fall  mü.sste  doch  bewiesen  werden,  dass  sich  wirklich 

einer  bestimmten  Gr'anze  nähert,  wenn  8  sich  der  Null  nähert,  dass 
1 

(l_f.f?)^  flir  ö  =  0  wirklich  einen  bestimmten  Gränzwerth  hat,  auch 
fiür's  Erste  ganz  abgesehen  von  der  Grösse  dieses  Werths.  Aber  eben 
dieses  erbeliet  aus  dem  auf  p.  3.  fT.  Ton  Herrn  Abbe  Moip^no  gegebe- 
nen Beweise  gar  nicht  mit  der  nSthigen  Strengt,  und  diesen  Beweis 
trifft  nach  unserer  UeherrenpriiTifr  pan?.  die  obipe  Ton  Herrn  LlottTiilt 
gemachte  sehr  richtige  und  beacbtuügswerthe  iianwendung. 
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1— r  (I— 


a-i)('-:^)--(i-^) 

1.2.3...  (»  —  1) 


(1-4)  •  •  a-— )i 

^  1  .2  .  3  .  .  .  n  n-t-l 

Nnn  ist  aber 

 I     ,  I  ,   I 

'"rJTJa    («-f-D  (in-i)  (n-ir»)   

und  folgUch  nacli  der  f^re  von  den  geometriflcben  Progrcuionen 

,  .    1     ,  I         ,'  1  .  ^1^1 

•*"*"S+3'^  (1*^)      («-hl)  (JH-*)  (iH^)"*'****'^*'*'"«' 

AIm  kenn  ■«! 

wo  ^  eine»  poiititen  eebten  Bnch  beieiehoet^  und  folglieh  nncb 
dem  Obigen 

aetz*-ii. 

Offenbar  ist  aber 

-         1  1  1  

and  folglicb  nacU  dem  \  orhergebeaden  um  «o  mehr 

also 

 fi^L—fiLl  fti.     .  ^  1  ■ 

^TiH-l^   (w-f-l)  («-»-2)    ^•••^  (//-+- lj(«-|-2)...a  — 

WO  T]  einen  |Misitiven  ecbteu  ürucb  bezeicbuet;  foJgllcb  nacb  dem 
Obigen 
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Hienm  folgt  aber  selir  leie1|t 

WO  t  eine  Grösse  bezeicbuet,  welche  für  jedes  bestimmte  von 
I*  nnabhäng^i^e  n  sich  der  Null  nähert,  wenn  fi  wächst,  und 
«lenelbon  beliebige  nabe  gebracht  werden  kann,  wenn  maii  ii«r  p 
gross  genug  werden  lässt. 

An«  dem  Obigen  ergiebt  sich  nqn  unmittelbar  die  Gleicbaog 


Weil  S  nad  9  yoiitiye  eehlo  Brüche  ilod)  lo  ist  der  abiolatt 
Werth  von 

1  i-f 


1  •  •  •  41  1t 

■ie  gidiser  als 

1 

J  •  •  •  ft 

und  es  ist  foljsclich ,  wenn  wir  den  absoluten  Werth  von  e  im  All- 
gemeinen durch  £'  bezeichnen»  der  Absolute  Werth  von 


» 


aie  grosser  als 


1        *  .1 

Nimmt  awii  nnn  m  aar  gross*  geavg  an,  so  kann 


der  Null  belicMp;  na!io  g-eb rächt  werden.  Lässt  man  dann,  indem 
m  seinen  jetzt  bestimmten  Werth  forfnrihrr nd  behält,  fi  in's  Uaeod- 
licbe  wachsen,  so  nähert  aich.  nach  dem  Obigen  i'  der  Null  bis  sa 
jedem  beliebigen  Grade,  and  man  steht  also  mw  bleiana,  dass  sieh, 
wenn  p  in's  Uaendliche  wichst» 

der  Noll,  also  der  Gninze  e  bia  zu  Jedem  beliebigen 

Grade  nähert^  wie  behauptet  wurde. 

Ist  ferner  0  kein  positiver  Bruch,  dessen  Zähler  die  Einheit, 
dar  Nenner  eine  positive  ganze  Zahl  ist^  sondern  überhaupt  aar 


eine  poiitiftt  GrSne,  io  seien  |t  niid  jp>'  fi  |  1  die  beiden  peeidTeM 
gnanen  Zeblen^  xiviflchea  dttea'der  Bnieb  ^  liegt  Dann  iat 

WO  X  und  x'  zwei  positive  echte  Brüche  sind.  Die  Grösse  (l-|-6^)^ 
ist  offenbar  zwiscbta  den  firiinea 


enthalten.  Lässt  man  nun  0  sich  der  Null  nähern ,  so  werden  ft 
und  /u'  sich  dem  Unendlichen,  folglich  nach  dem  V orhergehendea 
die  Grössen  '  < 


Sich  beide  der  Gränze  e  nähern.  Weil  ferner  x  und  x'  positi?e 
ecLtc  Brüche  siud,  so  nähern  sich,  wenn  0  sich  der  Null  nähert, 

1-1- —  und  1  ;  beide  der  Einheit  als  ihrer  Gränze,  und,  die 

\  /*        .  /* 

Gröisev 

nähern  sich  folglich  oflenbar  beide  der  Grösse  e  als  ihrer  Gränze. 

Da  niiB  aber  iwisclim  diesen  GrSsaea  die  GrSsse  ent. 
halten  ist,  so  nähert  sicli  nurli  diosr  Grösse,  wenn  0  aich  der  Null 
nähert,  oß'enbar  der  Grösse  e  uls  ihrer  (•räozc. 

Wenn  endlich  0  negativ  ist,  so  kann,  da  man  sich  G  der 
Nnll  Bibern  IBast«  immer  aagenommen  werden,  daai  der  abaoluta 
Werth  von  G  kleiner  alä  die  Binbeit  iat.  Setst  man  nnn  unter 
dleaer  VoranMetsnng 

}+^^Th^  "=-1^^ 

ao»  ist  offenbar  cd  positiv  und  nähert  aich  der  Null ,  wenn  S  rieb 
der  Noll  näbeit.  Also  nfthert  aicit  nacb  dem  Vorhergehenden 

(l4-w)w 

der  Gränze  tf,  wenn  O  sich  der  Null  nähert,  und  1+<d  nähert  sieh 
unter  derselben  Voraussetzung  der  Rinbeit  ala  Grinae.  Folglieb 
nähert  sich  offenbar  auch 


der  Grösse  e  als  Gränze,  wenn  &  sich  der  Nall  nähert.  Nun 

ist  aber 


(H-©)««(l^)  -  =|(n-<u)"l 
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md  ei  wird  sieh  alao  aich  der  Griüiie  e  üIUi^d,  wenn 

e  sich  der  Null  nähert. 

HieneU  ist  nno  gras  iMAll^nieiDen  bewieeeD,  dais  die  Grösse 

•ieb,  weui  &  sich  der  Noll  nübert,  inanr  4tK  OrdsM 

ihrer  Gränze  nähert. 

Voo  diesem  Satze  lässt  sich  jetzt  die  folgende  Anwendung^  zttr 
'EntwickeJQog  der  DififcreniialquoticnteD  der  beiden  Functionen 

y  =  lo^  ;2r  und  y=«F 

Mchen. 

Sei  zuerst  ^  =  log  a:»  so  ist 

und  folglich 

Aar  *  ' 

Setzeb  wir  nun  l!^=0aff  sp  iet 

ji 

Ay      laJ'  ^^3B  »og  »  (1-1- e)^ 

Aar  6x 

WeoD       lieh  der  Null  ufthert,  eo  nähert  eich  offenber  aueh  0  der 

Null,  und  (1  ~\-0)^  nähert  sich  folglich  der  Gräuze  e,  wie  im  Voiv 
hergehenden  gezeigt  worden  iit  -Alao  nähert  der  Diifferettieniino- 

tieot  ^  sich  der  Gräuze    ^  ,  wenn  '^vW  uäiiert. 

Ai/  * 

Die  Grlone,  weleher  der  PMEsnsepqaotient  ^  sich  nähert,  weon 
A-jP  sieh  der  Noll  nähert,  ist  aber  bekanndieh  der  Dlfferen« 

tialquotient        und  es  ist  folglich 

Ser  ferner  y  =  a',  so  ist  log  log     und  folglich 

lotr  y 


Daher  ist  nnch  einem  bekannten  Ellemcntarsatze  der .  Differential- 
rechnung und  nach  dem  Vorhergehenden 

4m  I       d  log  y           log  e  lop  e 

log  «  *      (rfy  y  log  log  a' 

Nach  einem  dodera  bekanotea  Satze  der  Differentiajrechuuog  ist 
aber 
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dir  ^      dx  ^ 

und  folglicb 

Alio  ist  oach  dem  Vorhergebenden 

Die  aus  tlem  Obigen  bekannte  Zabi  e  betrachtet;  niiiu  bckaont- 
lieh  alü  die  Basis  eines  eigneu  logaritbmiscbeo  S^'stems,  welches 
man  das  Bat  ftr  Ii  che 'oder  hyperbolische  3ysteflR  ocmit,  vnd 
bezeichnet  die  Logarithmen  die^se;}  Systems  gcwöhnlloli  bloss  darth 
/•  Ist  nun  If  die  Basis  der  durch  log  beseicbaeteo  LogaritbMB 
und  N  eine  beliebige  Zahl,  t»o  ist 

N=d  lag  A'—^JV^ 

itlsD,  wedki  nuiD  auf  beideo  Seiten  die  natüriieben  Logaritbae« 

nimmt, 

log  N  .  lö=ilf  oder  log 
Folglicb  ist 

nad  daher  nach  deai  Obigen  . 

ä  log  also  dlae^^. 

Feroer  ist 

•  =  |6>  »  =  W 

«ho 

lo}?  «  I 

nnd  folglicb  oaeb  de«  Obigen 

d  •  9*^^ lad». 
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Mathematische  Bemerkungen  von  dem  Hemi 
Major  und  Ritter  Dr.  O.  W.  Mflller  zu 

Hannover. 


I. 

Euklid  stellt  folgcndeu  Satz  an  dir  Spitze  des  lOten  Buchs: 
f,Wcnu  zwei  ungleiche  Grosien  ^ogcben  sind  OfAl  es  wird  von  der 
grösseren  mehr  uls  die  Hälfte  (oder  anch  nur  die  Hälfte)  wcgge« 
notnmrn,  von  dorn  Rrste  abermals  mehr  als  die  Hälfte  (oder  auch 
nur  die  Hälfte),  und  dies  immor  so  fort:  so  Iilfihf  einmal  ein 
Rest,  welcher  kleiner  ist,  als  die  ffegcbene  kleinere  Gruäse.** 

Man  kann  diesem  Satse  folgende  Erweiterung  geben: 
,«Wenn  von  einer  gegebenen  Grösse  O  der  n«1e  Theil,  d.  h. 

weggenommen  wird,  Ton  dem  bleibenden  Reste  wiederum 

dessen  iwter  Tbeil  und  dies  immer  so  fort:  so  bleibt  eiiimai  eiu 
Rest,  welcher  Metner  ist,  als  Jeder  gegebene  srte  Tbeil  der 

Grösse  Ö.« 

Beweis:  Es  beseicbne  G  den  rten  Rest»  so  ist 

'(r) 

(I) 

HD  m 


Nan  wird  6'<^  •  ^        wenn  (^^/<~  oder  {~z^[>w, 
also,  auf  beiden  Seiten  die  Logarithmen  genommen,  wenn 
r(log  *»  -lüg  (^-l))>log  u  d.  h.  >->|oy  ^.l'iog"^^!)  ist. 
Da  nun  in  dieser  Reaieiiaog  es  und  w  |»ositive  ZaUenwerthe  bede«-. 
ten  die  grösser  aU  1  sind,  so  bat  der  Quotient  ,  [^Lif  

®.  log  »t  — log  («»  —  1) 

eiaen  in  jedem  vorliegenden  Falle  angebbarca  positiven  SSablea« 
Werth,  mitbin  kann  die-lür  die  gaaio  2£ibl  r  gefordeita  Bodiagimg 
Jedesmal  ertiillt  werden. 

Ks  folgt,  uisu  hieraus,  dass  durch  Fortsetzung  der  VVegDahme 
des  nstoM  Tbeib  jedas  Restii»  doBal  «in  Rast  komman  wivd  kieinar 
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wie  jeder  ffegeiiene  Theil  der  («rüssc  und  uocli  um  so  hiclir,  wenn 
bei  jeder  Wegnabme  noeli  mcbr  wie  der  »^c  Theil  genommen  wird. 
Bei  der  l^hic  von  der  Convergenz  der  Reihen  Iftstt  sieh  von  die» 
Ben  erweiterten  Seine  jiüiniicbe  Anwendung  machen. 


II. 

Bei  der  Bildung  inceeaalrer  DUIefensreihen  ans  einerl%i  Grand« 
reihe  lässt  sieb  die  Frage  aufwerfen  „wie  und  aus  welchen  GRe* 
dem  der  Grundreibe  i^t  das  nie  Glied  der  Mten  DitTerenzreihc  zu- 
9ainmpn£C(*<'<'t7.t? '*  Die  Ucantwortiinp:  wird  durch  folgende  combi- 
natoriücbe  Betrachtung  sehr  erleichtert. 

&  sei  «,  ^,  «I»  .  .  eine  Reihe  von  Elementen,  au  denen 
durch  Zneammeaitellung  tou  je  zwei  benachbarten  eine  Reihe  ron 
Complexioncn  «Ä,  Är,  et/,  .  .  .  «reltildct  wird,  so  entsteht  in  dieser 
letzteren  jede  nachfolgende  Coiuptexiun  dadurch  aus  der  vorher« 
gebenden  Complexion,  dnie  jedes  Element  mit  dem  nächsthöheren 
%'ertauscbt  wird.  Wird  ans  der  so  gebildeten  Reihe  auf  gleidie 
Wrise  eine  neue  Reihe  von  Tomplexionen  ahhc^  hccd^  .  .  .  darp^e- 
stelit,  so  gilt  in  dieser  lur  41e  hutsteluinp:  einer  nachfuigeuden  aus 
der  vorbergehendeii  Couipiuxion  dusseliic  Gesetz;  das  höchste  Ele- 
ment'der  nachfolgenden  kommt^aleo  nicht  in  der  Yorhergehenden 
nnd  dair  niedrigite  der  rorherffehendeu  nicht  in  der  nachfolgenden 
Complexion  Tor,  die  zwiscbenliegenden  Klemf^nh'  sind  aber  in  bei- 
den zui^letcU  vorhanden.  Eine  neue  Zu.saiiiiiieustelluu:^  von  zwei 
benachbarten  Comniexionen  wird  also  das  uiedrigäte  Lleiueut  der 
Torher siebenden,  oaa  höchste  der  nachfolgenden  und  die  «wiechen- 
liegenden  Elemente  beider  enthalten. 

Hieraus  folo^t.  d<»s«*  in  jeder  nnupn  Treibe  von  romplexioncn, 
die  durch  ZusaDiineDstcüuug  von  je  zwei  benachbarten  CoiU|>le\io- 
nen  einer  Tarbergeb^ien  Reihe  gebildet  wird, 

1)  jede  nachfolgende  Complexian  aus  der  vorhergehenden  durch 
Vertauschung  der  Elemente  mit  den  nilch»thöhereo  erhalten 

wird ; 

2)  in  die  Zui»ammeuHetzuu^  jeder  Complexion  ein  succcssive^  LIe* 
ment  mehr  eingeht  nie  in  die  der  vorhergehenden  Reihe. 

Da  nun  in  der  Iten  Co mplexionen« Reihe  in  jeder  Coinplexion 

2  successTve  Elemente  vorkommen,  so  ciithaken  die  ('f)m[do\!0!ien 
der  2ten  Reihe  3,  der  3ten  Reihe  4  und  allgetneiu  der  mttu  Uethc 
{m-y- 1)  Buccessive  Elemente.  Das  Anfangs*Cleroent  der  Complexion 
bestimmt  sich  dabei  durch  die  Stelle  welcne  die  Complexioo  in  ihrer 
Reihe  einnimmt;  es  ist  das  •rieicbhohe  Element  aus  der  Reihe  der 
Elemente,  d.  b.  daa  Element,  welches  in  dies«  in  der  gleichhoben 
Stelle  vorkommt. 

Die  Zahlen  welche  die  Znsammensetzung  der  Gomplexionen 
aus  den  successiven  Elementen  ang-ehen,  sind  für  die  «te  Com- 
{»lexionRn-Reihe  dir  Binomial-Coetlicientcn  der  mtcn  Potenz.  Denn 
oflrnhiir  sind  flir  die  Ite  (^ornnlexionen -  Reihe  «ä,  ^c,  Cf/,  ...  jene 
Hiuderhulunsrszuhleo  1  und  1  die  Binuoiial-Coefficienten  der  Iten 
Potnni,  deagieichatt  für  die  2te  Oimplerionaa*Ri^e  «Mc^  ieeii^,, • 
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ilie  Wiedcrkoluoffszulileti  1,  2,  1  die  BtuoHiial  -  OodBcienteti  der 
Steil  PotaBx,  iiberliMpt  «ber  Mtm  sich  M  SBaMMWifktUniig 

TOD  zwei  lienachbarten  Complcxioneo  der  rten  Reilie  xn  einer  Con« 

pjezion  der  (r-f-l)ten  Reihe  ihre  WicdcrliolmigszableD  eben  so 
für  die  neue  Complexion  zusammen,  wie,  bei  der^usammcDstellHiig 
der  beideu  Partial-Prödukte  der  rteu  Potenz  des  Biuomiums  in  den 
eniea  und  «weiten  Tbeil  det  BinoiiranM  nr  Dantelluoff  de^ 
(r  +  l)ten  Potenz,  sicli  die  BinoBinl-Gfteffieienten  der  Hen  Potens 
IB  denen  der  (r-f-l)ten  Potenz  zusammensefzen 

Bis  liieber  ist  für  die  arithmetisclic  Bc/.it  hung  der  Zusamnten- 
•telinn^  Ton  je  zwei  benachbarten  Gliedcru  der  ciueo  Reihe  zu 
einem  Güede  einer  nenen  ReUie  nicbti  angenomoieD  worden.  Fügt 
man  die  Bedingung^  hinzu,  dass  das  vorbergebende  Glied  mit  ent- 
ge£(cngesetzteni  Zeichen  zum  nncbfolgeuden  biosngeietit  werden 
soll,  wie  es  das  Schema 

dsr,  ^3  Ci  •  • .  *  -  • 

dc^  «of, , . .  *  ' 

tSibCt  decd,  eSSe,  ... 
adMcccäy  (fcccddä€y  cdääeeef^  *  •  • « 

•  •  •  •     *  •  ■ 

besagt,  wo  das  —  Zeicben  über  dem  Elemente  angedeutet  ist,  so  ' 
lieben  die  in^  swei  benacbberten  Complexionen  derselben  Reibe  ent- 
balteneti  gleichen  Klenente  entgegengesetzte  Zeicben,  und  da  bei 
der  Zusammenstenting  zu  einer  neuen  Conifdexion  daß  Zeiclien  iu 
der  vorhcrgelienden  umgekehrt  wird,  so  bekommen  dadurch  die 
gleichen  £icmcDte  ans  beiden  einerlei  Zeichen,  nämli«^  dasselbe. 
WM  nie  in  der  nnchfolgenden  hatten;  et  Xndefn  'üdi-nlMl  die.  Wt»« 
derholnngszablen  nicbt,  welche  für  die  oene  Complexion  ben'or- 
stehen.  Nun  hat  in  der  ersten  Complexionen  -  Reihe  das  letzte  l^lc- 
ment  der  Complexion  das  ursprünglicbe  H-  Zeichen,  uithin  auch  in 
jeder  tulffeoden  Complexionen-Reifae;  da  ferner  in  den  Complexio« 
nen  der  Ilten  Reihe  dae  Zeichen  Ton  Element  sn  Element  -wechselt, 
so  wird  es  nndh  in  den  Complexionen  der  folgenden  Reihen  von 
Klement  zu  Klemenf  wecltscln.  Zur  Anwendung  nnf  die  vorliegende 
Frage  sei  die  Cürundreihe  durch      '  ' 

y«-*'yi-*-y»+  ...  H-ynH- ... 

md  die  «te  INftvemieihe  dnreh 

O  1  J  II 


1  ] 


12  1 

12  1 

I  S  S  1 

13  3  1 


14  6  4  1 

1  4  g  4  1 

1  5 10  iO  5  1 
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oiigedeutet,  bo  daM  das  «t«  «nf  dm  AnfuiK^sglied  folgeode  Glied 
fiii  die  Cbmadbftike  direk  51»,  ffir  die  «ite  Dimrensraihe  durck  '^Ay 

beseieliDet  wird.  Lasst  nao  non  die  vorbia  ffebnmelten  xjombina* 
toriscken  Elemente  «ar,  ^,  .  . .  die  Glieder  dieser  Ciruitdreilie  be- 
deuten und  der  IJcqucmüchkeit  des  Vorzeichens  wep^rn  in  den  Com- 
|i]exionen  die  Elemente  ia  fulleoder  Ordnung  aui'  eiuuudcr  tolgcu, 
so  crgiebt  sieb  UDinittelbar 

n 

wobei  "^f&r  den  rtcu  Binomial-CoefBcienten  der  «wteaPoteBs,  ei** 

das»  «ö,  =«•  ist. 

Wenn  man  wiederum  die  Anfantrspflieder  der  Grund-  oder 
Hauptreilic  und  der  suiTessIven  Üillcreuzreilien  je  zwei  und  zwei, 
das  nacLfulgeude  zu  dem  \  urhergelienden  addirt,  s»  erhält  man  der 
Pol|re  Däcb  die  ersten  Glieder  dieser  Reiheo,  aus  diesen  auf  glciebe 
Weise  die  Reibe  der  zweiten  Glieder  «.s.W.^  Oic  Anfangsglicder 
in  den  so  erhaltenen  I^eibcn  sind  die  succf'5>^M  on  (.'iicilor  (N^r  Haupt- 
reihe. Die  Torhin  angestellte  cuuibiuaturii»clie  lietruclitun?  lasst 
.sich  hierauf  unmittelbar  anwenden,  indem  man  die  Antaiig&glicder 
der  Reihen  als  die  Eiemente  und  die  paarweise  Znsammenstellttng 
als  eine  Addition  ansieht  Man  erhält  also 

ti  u  u  0 

oder  fallend  geordnet 

'  Sicht  man  die  Hau|itreibe  y,»     yj      y ^       •  . .  H-  y«  -f-  . . 
■elbst  als  die  erste  Differenxrefhe  einer  sumuiatorischea  Reibe  an» 
deren  /I  nfaoffsglied  0  ist,  Ö  -f-     +     -h  ^9,  -h  .... -H      -f- ... 
S9  hat  man  durch  Anwendung  derselben  Betrachtung 

*i=«H-*»ty«-»j"a5. » A^"»  •  *  Ay^K.--*-*'Sö^*As«^-i-4-'^^  Ay 

i)  0  0  0 

wodurch  die  Znsammcnst  t  zung-  des  sumrnntorisction  Gliedes  der 
Uauptreiiie  auä  ihrem  Auiuugs^licde  und  aus  deu  Aul'augsgliederu 

der  tnccMsiveD  DUieMnueifaen  gegebe«  vinL 
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Saluüo  casus  irreducibilis  optica  oder  Tri- 
sectio  et  multiSectio  anguli  optica. 

Von  dem 

Herm  Ftotensor  €.  J.  D.  Hill  * 

eil  der  UnvTersitiit  zu  Land. 
'  '         '  '  ' 

Qflicb  den  MwedleebiB  des  B^int  Verfeseenf  von  de«  Herm  Oaetor 

Creplm  tu.  Oretfsweld.)  *) 


Es  seien  OXX"  und  OXX"  (W  II.  Fig.  9.)  zwei  gegen 
»üf  Frlbe  Ebcoe  winkclrerhi(p ,  um  O  Iirwrirlichc  Flansjiii'gel  niui  9) 
ein  Winkel,  dessfii  Tlieilung  bekaont  ist'^'j,  /.  H.  eiu  rechter 
Winkel.  Man  aeiime  nun  d«e  Linie  OX,  die  wir  durch  X  be- 
leich'neD  wollen,  nn.  und  «eise  die  bekauBto  fiHiüe  XMf^c. 
Soll  dann  s.  B.  der  Winkel  ^  in  drei  gleiche  Theile  gethcilt  wer- 
den, so  nehme  man  die  Unie  OJf!'!:ssiX'"  oo  na^'  dm»  X!''Sf^c 
iat,  und  findet  dana  \  >  t 

wenn  die  Spiegel  so  um  0  gedreht  werden,  dass  ein  von  dem 
Punkte  X,  welcher  so  wie  der  Punkt  X"  vorber  <Iiirch  eine  Me- 
tdispilze  oder  einen  Oittmaut  eingegraben  sein  kauu,  ausgehender 
StraU  XX'X"  nach  awei  Reflexionen  auf  den  Punkt  XT  fallt, 
Oena  dann  lat  der  .Winkel  ^'sy^,  ^^^f*^  ferner 


*)  leb  hofllB^  daae  der  Sinn  dea  Herm  Vedk  fiberall  riebtSg  getreffen  sein 

wird.  O. 
**)  D.  b.  welchen  man ,  wenn  überhaupt  die  Aufgabe  die  Theilong  einea 

gegebenen  Winkels  in  //  gleiche  Theile  zu  thcilcn  verlangt,  iu  n  gleiche 
Tbeile  zw  thsileii  im  Stande  ist.  Einen  solchen  W  ink«  !  würde  man 
sicli  iiniiier  leicht  daiiurch  hildeu  können,  dass  man  irgend  einen  belie- 
bigen Winkel  »mal  neben  einander  legte.  G. 
•••)  Statt  des  hier  frcI  raTirl  u  n  7t  Ichens  w  Steht  im  Manuseripte  und  in  den 
Figuren  ein  nur  schwer  erkennbares  Zeichen,  dessen  Stelle  durch  den 
Buchetahea  wie  ich  glaube,  aweeknaaaig  vertreten  werden  kann, 
bedeutet  immer  ein  f».  ,  •  O. 
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■nd,  wenn  0X'=s      0X*=  XT  gesetst  wir4, 

.  X  *.  X't=S^  : 

X'  :  X''=S9>"  :  Sq>% 
X"  :  Ä'^nsÄsp'"  : 

also  compooeiMto 

X  :  X'^sr/Syv  i 

folglich 

Wir  iMcIrteD  aber 

X^^V'srcyasXAj». 

Also  ist  Sf^'z^Stp,  und  tolglich  5p'"=:t/;=y— 3w  (oder  w'  =tp—2mn, 
wem  ^^tir,  v.  «.  w.),  woraus  |i//==:^9  —  cü,  w.  t.  I».  w. 

So  bckoiumt  mau  aucb,  weiio  X^S(p^'  z=zc  ist,  uacb  vier  Re- 
flexioDOB  -^^y  wobei  »aa  Tif.  II.  Fig.  10.  sa  veigleichea  bat, 
n.  s.  w. 

Abb.  1.  Es  ventebt  sieb,  daat  naigekehrt  aacb  OX^^X^ 

naob  Gefallen  angenommen  und  0X  =  —-^^—  gemacht  werdea 

kann.  Dies  ist  jedoch  nicht .  so  genau  in  der  Praxis  wie  das 
Vorige. 

Auui.  ^.  Die  Trisectio  anguli  kana  aucb  durch  eine  einzige 
Kaflozioo  bawierkatelUrt  werdoo. 


Denn  ob  sei  der  Winkel  ACB  (Taf.  II.  Fiff.  11.)  ffegeben^ 
ABD  ein  Kreis  und  D  ein  gcs^cn  dea  Radiaa  CD  and  die  hbeoe 
des  Kreises  winkelrechter  Plauspicgcl,  und  es  werde  ein  unendlich 
weit  entfernter  Gesichtspunkt  (Mire)  M  für  den  über  B  hinaus  ver- 
längerten Radius  CB  gesucht.  Ferner  werde  der  Spiegel  D  nebst 
den  Radius  CD  so  lauge  gedreht,  bis  der  Punkt  Jf  durcb  Re- 
flexion von  dem  Spiegel  21  aas  dem  Punkte  ^  gerade  in  dem  diirch 
rinnt  Dianmnfsfrirh  aogedeuteteti  Durchschnittspunktc  des  Rudius 
CO  mit  dem  Spiegel  gesehen  wird.  Verlang-ert  mau  daou  CD 
Über  C  hinaus  bis  nach  A\  so  ist  der  Winkel  ECB^^ACB^ 
oder  der  gegebeae  Wiukel  jfCB  dreisretheilt  durch  CE,  Denn 
es  ist  derWnkd  ECB  =  EDM=  Ef)  t  =  \ACr  und  folglich 
1CB T=  ICE ECB  =  (2  +  1)  .  ECB  =  3  .  ECB^  wie  be- 
hauptet wurde. 

Anm.  3.   Die»  wird  leiebt  aaf  deai  Felde  oder  aaf  einer 
moscbiae  bewerkstelligt. 
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Cebungsaufgaben  filr  Schaifer 


1)  Man  soll  beweUeu,  dass  immer 

2^  Wenn  man  eine  gerad«  Unie  oacii  «lern  äussern  und  miti- 
leiii  VerbiUtaiMe  tbeMt»  ao  wird  das  Verbältniis  der  beiden  Seff- 
nente  zn  etnsader  dnreb'  den  iu'a  üneiidUcbe  fortlaulSmde  Eä« 
tiBbrncb 

ausgedrückt.  ^  ^ 

3)  Die  Zablen  a:  und  ^  so  zu  bestimmen,  dass  die  Simmeii 
^-f-y  und  .T* vollkommene  Qnatlrfitatahlen  werden. 

4j  Ea  aei       ein  beUebiarer  Kreiübogetty      deuen  iMittelpuokt, 
  dD=Are  SD       md  B  «in  «ndertr  be* 


io  dm»  nialieb  Are  jiD  \ 

liebiger  Punkt  in  denselben.  Mas  aoJl  beweiaep*  <law*  wo  man 
aoch  den  Punkt  JS  in  dem  Kreisbogen  yiff  anncbmen  mag,  iauDSr 
Cbord  /^^-f-Cbord  /?//>Cbord  ^.^-t-Cl.ord  J^ü  ist 

5)  Die  folgendea  Eigenschaften  der  Taugcuteu   der  Parabel 
mad  in  beweisen 

Es  seien  an  eine  Parabel,  denn  Brennpunkt  F  ist,  die  drei 
Tangenten  JlB^  Ci^  CE  rangen,  ao  finden  die  Iblgeoden  Rela^ 
tionen  Statt:  ••*) 

a.   Der  von  zwei  Tangenten  an  ihrem  Durcb»;bnittapunkte  ge- 
bildete  Winkel,  iat  der  Samae  der  von  Ihnen  Bit  den  nach  ihren 
Bernbrungspunkten  gezogenen  Vectoren  eingeschIo«>senen  Winkel  * 
gleich»  d.  h.  ea  iat  z.  B,  l,l^CE=L  CDF-^-L  CEF. 


*)  Nach  einer  von  Herrn  Professor  Dr.  Mensing  zu  Erfurt  mir  gemachten 
gütigen  Mittbeilung  werden  in  Cambri<f<^»'  alljährlich  die  Anf«^aben, 
welche  Lei  den  Prüfungen  den  Scbülerik  gegeben  werden,  gediuckt. 
Ba  sind  van  mir  die  nothigen  Veranstaltungen  getroffen  worden,  da5!S 
«liesf  ppwiss  Tie!  Gutes  enthaltenden  Aufpabcn  möpürhsr  yj'iripr  in 
meine  iiande  gelangen,  und  Herr  Professor  Dr.  M«n«uig  wird  dtu  Gute 
bsb«n,  das  Brauebbare  au»  denselban  im  Archive  mitsutbeilen. 
Dirsp  Eigenschaften  der  Parabel  sind  aus  einem  sehr  lesenswertben 
kleiuen  Aufsatze  des  Herrn  Diraetors  Kümker  zu  Uamburg  in  dam 
Jabtesherfebte  dar  darligao  nadiem.  GeaeHadi*  IQr  IMO  endefiDt. 
•••)  Die  FIßur  wird  sich  ein  Jeder  leicht  selbst  entwerfen  können.  Die 
Tanaente  .///  üpct  /wisrhen  den  sich  in  C  schneidenden .  di«  Parabel 
in  3  und  E  Ijcrixbrcnden  Tungenten  CD  und  CE^  schnenlet  die  er&ie 
in     die  iwdce  in     nnd  b«&hrt  die  Parabel  in  1^* 
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Punkte  die  beiden  180*  nicht  überateigesdeu  Winkel  A'A^A, 
A^  AxA^  10  hat  iwo  alle  IHitii,  welche  sar  Beatimniong  der  Cuor- 
dinaten  se^  y  and  or,,  ^,  der  beiden  gesuchten  Piiakte  ^  iiad  Ax 
BÖtbiff  sind,  wie  jetzt  gezeipr^  w<>rdou  t>olt. 

Die  Entfernungen  des  l^unkte»  A  von  den  Punkten  A\  A^ 
wollen  wir  dnrch  ^,  ^t»  Botfemungeu  des  PonlttM  A-^  von  den 
Punkten  A\  A/  dore«.  ^9  die  Entfernung  AAt  der  gesuchten 
Punkte  A  und  /;  von  einander  durch  r  hezeicLneti.  Denken  wir 
uns  ferner  durch  den  Punkt  A  ein  dem  priinitivcn  Systeme  der  ary 
paralleles  Coordinatensvstem  der  $j}  gelegt,  so  soll  der  von  der  Li- 
nie AAj  mit  dem  ^uiTeo  Theile  der'Aie  der  |  eivgeeehlossette 
Winkel,  indem  man  diesen  Winkel  von  dem  {tositiven  Theik  der 
Axe  der  ^  an  durch  den  rpchten  Winkel  i^f)  hindurch  von  0  bis 
3t'>0"  7.ablt,  durch  y  bezeicbuet  werdeu.  Kben  so  wollen  wir,  wenn 
wir  uns  durch  den  Punkt  ein  dem  prinritiren  Systeme  der  a?y 
parallelcfl  System  der  «7,  gelegt  denken,  den  voo  der  Linie  AiA 
mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  ^  eingeschlossenen  Win- 
kel,  indnm  wir  diesen  Winkel  von  dem  positiven  l'lieile  der  Axe 
der  ^1  uu  durcli  den  rechten  WMukel  r]^)  hindurch  von  0  bis 
360**  zählen,  durch  g>^  bezeichueu.  Dies  vorausgesetzt  haben  wir 
nun  nach  den  Crletehungen  3»  in  dem  Anfimti«  Nr.  XIV.  offenbar 
die  folgenden  AnsdrSeke: 

•  ( ^,  =  j?-|-r  cos  9,  jf,  ssjf-hf  "in  9i 

l,  }a:'  =  a:-{-Q  coe  {f^u),  f'=zy'^Q  sin  (y-f-o);' 

=^4-^1  cos  (sp-hrt,  y,  -sy-l-^,  lio  (9-)r§)\ 

und 

/;r=4?i+r  cos  sptt  y  =  yx'\rr  fXn 

(«/£:5dr,+9/  <iM(9«+lf,)»  yt'=jri-f-^i'  "«f9>i-Hft); 

wo,  wie  oogleich  erhellen  wird,  die  Grössen  «H  ßi  a,,      ans  den 

gemessenen  Winkeln  immer  leicht  gefunden  werden  können. 

Aus  den  ersten  Gleichungen  in  den  fiij!8temeii  1,  nnd  2^  folgt  ^ 

mn  jp^s«*ain      cos  jpss«*eos 

also 

sin  9>  cos  9,  -*«  caa  9  ain  9>,  =:ain  (§[»— »jpi)80, 
und  folglich 

wo  X  eine  ganze  Zahl  liezeichuet.  Wäre  diese  ganze  Zahl  gerade, 
8u  wäre 

Biu  9,  =810  9>,  cosyi^cosy,  1 
da  doch  nach  dem  Obigen 

sin     SS — ain  9f  cas     s^cos  y 
irt.  Also  ist  n  eine  nngerade  Zahl^  und  Ibiglieh ' 

aIn  (y,  »io  — xw)ä— Bin  (y-l-«,), 
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COÄ  (y,  -4-/J,)  =  cos  —x;rj  =  — cos  + 

«in  (9p,  sin  (y-f-f?,  —  xar)=:—  sin 

Daher  Laben  wir  jetzt  noch  dem  Obigen  zwisciirn  den  zrlm  unl>e<« 
kannten  Grö^^^en  .2:,  v/,  ^  ^1',  r,      die  zeit»  tbi* 

genden  Gleichuugen: 

^  —  j:^  =  —  r  cos  jp,     y  —      =  —  r  »iu  </^; 

^  =  a:-4'^  CM  (9>-i-a),  yssy-f-^  sin  (y-f-o), 

3.  cos  (9  +  ^)1  |f,'=y-t-^,  sin  (9  +  ^; 

— cos  (^+«i)>  y=yi  — ^  «in  (si»-h«i), 

^.'=^1  — ^i'  cos  — ^i'  «in  (9+/»,); 

MI  deaen  a)to  die  In  Rede  Blekmdeti  sehD-.iuihekuiiiteB  GrSsMai 
sa  bestimmen  sied« 

Elimtnirt  uMA.f»  f n  9',  ff,'»  10  bebüU  Ml  die  ee«lis  folgeii4eB 

Gleichungen:  .  , 

Iaf-—jc^=z  —  r  cos  9»  y  —  yi     —  r  sin  9; 
^^«t.nR  (,-»-•,),  |f45f^  =  l"R  (»■+•/».) 

swischen  den  sorbs  uuhtkannteu  Grossen  .r,  y,  .r,,  y,,  r,  9, 

Durch  lerbtuduuj^  der  beiden  ersten  mit  den  beiden  letzten 
GleicinogeB  erhilt  am 


5. 


,(^— or)  Stil  (9H-(Vi)  — y)  coe  (9-h«i)sr  ■»  «„ 
sin  (9-|-/».)--(y,'— jr)  eos  (9-|-/?»)  =  r  sin  ; 
Med  folglich  dnrdi  DiTlston  ^ ' 

g    (j-*  — x)  sin  (y -Hff,)  — (y*  — y)  cos  (y-f-ff,)  »in  ff, 

•  (dr/~x)sin  (7 -(y,' -y)  cw  (9H-iJ,)"~Mn  /J,* 
Bringt  men  die  zweiten  Gleichungen  in  4.  «nf  die  Form 

oder  auf  die  Form 

so  erbalt  man  uu.s  denselben  leicbt 

Mf    j>-n^Cy;— )      ^y-f-/>)-(J^-x/)  iin  (9-^/>) 

am  (« —  /y)  • 
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^*  — ^ —  Kin  (fr  — /?)  » 

,   (y  —  y /)  <^"'^  (y  -f- «)  —  (j:^  —  J^i')  ^''^  (y  -f-  «) 

~y —  sin  (f<  —  ß) 

sin  ('f-t-ß) 

Führt  man  nun  diese  Ausdrücke  für  ^  —  .t,  y  — Jf,  «•» 
y,'— in  die  Gleichung  0.  ein,  so  wird,  dieselbe 

(■r'  —  .r/)  sin  (y  -f- ;-^)  —  (v'  —  y/)       (y-f-/?)    sin  (c  -rr,)  sin  g| 

(a;  —  ar,')  siu     -|- —     ~y /)  {Co«  (^^-a)  *  «iu  0*— ^i}  /^i 

oder 

^  (jr'  —  j:,')  sin  — (y  —  yi')  cos  '^'^  ^""^»^ 

*  {a^ — «i')  sin  (<y -t-a)  — (y*  — y/)  cos(y  -f.«)  ««  ^»  8in(a  — «»)* 

Aus  dieser  flleichiinsr  kannte  mnn  nun  leicTit  tang"  ^  entwickeln, 
und  so  zu  der  AuÜÖHuog  der  Aufgabe  gelangen,   besser  wird  man 
aber  auf  folgende  Art  verfaliren. 
Aas  den  beiden  GleicbiiDgen 

bestimme  mau  auf  bei(annte  Weise  die  beiden  (jiruasieQ  Jl  uud 
80  bot  non  noch  7. -die  Gleichung' 

A    sin  {ff-^-ß  —  E)  .     i>in      sin     —  ß^)  '  , 

olto»  wie  man  hieram,  wenn  »on  onf  beMen  fteMen  die  Bid^elt 
addirt  und  oabtrabirt,  und  dann  dividiit,  leicbl  findet»  , 


./         -       .  »-1    , ,  »      Äin«,  sin(i— /?,V+-sin/J.  sln(«— «,) 

nndfelfUel^ 

in  »-«„»je-   ^.-nw  ,  sMi(,-^-,-j,)-4-sin^,  «in(ff-cr,) 

10.  tang|£4(«-*-i*)-SPl^ngU«-i^i,io«, 

Berechnet  man  aber  den  HQl&winkel  0  nittelat  der  Forniel 

80  hat  man  nur  Berecbnung  von^^i  nacb  10,  die  Formel 

11   teng  |J^-4(a-*-/S)-sp|ac:tang  ««  — tang  + 
Aus  3.  ergiebt  sich 

a:'  —  :r/  =  Q  cos  (sp  +  ee)  — cos  (f/H-/?), 
y*  — yi'=«  «n  (sp  +  aj  — ^,  sin  (sp-f-^J); 
nnd  folglicb 


13. 
also  nack 


—  sin  (a  — ^)  • 

(jB^— ^1.7  «fa  (y  rf-  —  (y' — y i') 

MB  i«  — /i>  * 
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Ferner  4it  nMdi  8.  . 

j»»— Är/  =  — ^'  cos  )  +       cos  (f/)-h|^,), 

■    y*— sr*'=—«'      (y sin  (y-i-ÄJi 
und  folgUdi  , 

I »— Vi  )  wn  (y-i-<?.)-(y  — y/)  cos  (»-t-^,) 
^  sia(o,— /?)  » 

^  ,  (*r'~jr/)  »in  (y H-«.) -(// — y,')  cos  to-»..gj, 

also  nach  8. 

^  Sin  («1-/3,)  sm(«,— 

Die  CoordiMiteii  ^,  y  and       jfa  ergeben  sidi  bud  iuttelet  der 

ForiDeln 

(af  =  a/-'Q  cos  (<p  +  a)  =  ^,'  — cos  (y  +  iJ), 
Ig         Ä^-f*^  eoe  (9H*at)=^t'+^/  cot  (f»+/9j)> 


1^1  = 


y  +  e'  sin  (9)+a,)  =  y/H-^/  sin  (9>-f-/?.). 
Die  Eutfemuog  r  aber  erliält  man  mittelst  der  Ausdrucke 

ift    .  ^t-^  — yi~y 

^  »  —  .^jjj  ^       '  sin  91  •  ^ 

Riicksichtlicb  des  VViukeU  welcher  3tK)°  nicht  übersteigt:,  bemer- 
ken wir 9  dase  für  deoselbee  die  obigen  Pornelo  xwei  WeHhe  lie* 
fem,  die  im  Allp:emeincn  von  der  Pom  9  und  9>+180*  sind.  Von 

diesen  heitieti  Wcrthcn  hat  mau  jederzeit  «tcnjenigen  in  nehmee, 
weichem  positive  Werthe  von  q  un«1  ^,  en(.s[triM  hon. 

Die  Anweudutt^,  welche  Uerr  Protesüor  uud  Oirector  Hansen 
Ton  der  WehricheinlichkeitirechDuiig  auf  diese  Anfgahe  gemacht 
kat,  mnss  man  a.  a.  0.  nachsdea. 

Es  scheint  uns  wünsrhenswcrth ,  dass  ftir  dieses  interessante 
Problem  auch  recht  elegante  Aufldüuogeu  durch  die  eleaicntaro  Tri. 
gonometrie  uud  durch  blosse  geometrische  Constructioneu  {legcbeu 
werden,  letstere  zugleich  mit  Berttcksichtigiiug  der  MesstiscTipraxig, 
wie  dies  bei  dem  Poilienot*aGken  Problem  unter  dem  Namen  des 
Eückw'^rtsoingcbocidens  in  der  Feldmcsskunst  bekanntlich  schon 
vielfach  gc2>chehcn  ist.  Wir  werden  solchen  Auflösungen  gQrn 
nnen  Platz  in  dem  Archive  einräumen. 
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XXXIU. 

C  o  r  r  e  8  p  o  D  d  e  n  z. 

Auszugs  aus    einem  Schreiben   des   Herru  Directors 
Nizze  am  Gymnasium  zu  Stralsund  an  den 

,  Herausgeber,  <  r 

>  Stralsund,  |..  ^wiuus  1841. 

Erst  in  den  gegenwärtigen  Pfingstf^rien  habe  ich  Zeit  gewin- 
oen  können,  das  oräte  Heft  Ihres  Archivs  r.iir  Rand  zn  nehmen, 
lieber  daa  Uotornehmen  selbst  hübe  ich  mich  ungemein  gefreut,  und 
tollte  idi  von  S^eit  %vl  Zeit  Ilmeo  Rloini^eitea  lieisteiiera  könuen, 
80  wird  es  mit  Vergnügen  geschehen.    Für  diesmal  Folgendes: 

Ich  fn'l  zncrsf  inif  den  Abschnitt:  ..Aufg'ahrn  für  Srliülcr." 
Dubci  iDtercssirteti  mich  A'ie  Butenfireigersch«n  Ft» i  iiit  i  n  ,   Lei  (U  rea 
Nttchrechuuutf  icii  über  eioige  trruugeu  g«;iundeM  zu  iiuijcu  glaube, 
wolelio  idi  nir  onsageben  erloobe. 
Nr«  8.  mvss  beiaagea 

sin  (a  —  ß)  z=:  \  cos  ^{a  —  ß)  sin  i(«  —  V)  liß^y]. 

Nr.  12.  cos  "^(«'-f- -h  /)....=  2(1  -h  cos  a  cos  ß  cos  y) 
Nr.  13.  sin  ^i{a-^ß^y) ....  =2(1  —  cos  a  cos  p  cos  y) 

Nr.  X4.  cofl   =2(l-Hco8(«+/9)  co8(a-|-7')  cos (i9'<+-/)| 

Nr.  15.  sin  «a-f- . . .  .  =2(1  — cos  (a-t-/?)  cos  (o-f-/)  co%(ß-i-/)) 
Hat  Buzenffeiirar  sich  .  verschriebeo ,  oder  trägt  der  Siietser  die 
Schuld^  •)  ^  . 

Bei  einer  andern  Ihrer  Angaben  bin  ieb  8ofoit  auf  folgepde 
Kleinigkeit  gefallen: 

Auft^nbn.  Ks  soll  ntif  oinor  ij^egebenen  pcrridrn  Tii- 
Tii  o  0  i  ?i  licliteck  construirt  werden,  dessen  zweite  äieite 
buib  au  gross  ist,  alt«  die  Diagonale. 

lo  TaK  lU  Fig.  12.  ist  IHN  die  iregebene  gerade  Linie,  JlB 

winkührikh,  üD^iJB,  m=jiBX=:JEr). 

I.ohrsiit/.  Wenn  die  kürzere  Seite  eines  Rechtecks 
halb  so  gross  ist,  als  dessen  Diagonale,  und  wenn  man 
uuf  der  kürzeren  Seite  desselben  wiederum  ein  Recbteck 
eonstruirt,  dessen  sweite  ii$eite  die  Hälfte  seiner  Dia- 
gonale ist,  im  gl  ei  eben  auf  der  kürzeren  Seite  diesen 
Kechtecks  wieder  ein  Rechteck  von  derselben  Beschaff 
feuheit,  und  so  in  infioitum,  so  verhalten  sich  die  länge- 
^ren  Seiten  aller  dieser  Recbteeke  wie  " 

1  ?  V^'j'  *  ^^32  *       *       *    3^  *  * ' '  * 

Anm.  Man  würde  die  AufL'^fvIte  und  den  Lehrsatz  auch  auf 
das  rechtwinklige  Dreieck  beziehen  konneu,  dessen  ciue  kathete 
halb  10  groM  ist|  ati  die  llypotenose. 

•)  Weder  der  Herausgeber,  noch  der  Setzer,  noch  der  Corroctnr  (1.12:011 
die  Scituld.  Biizengeirer  hat  sich,  wie  ich  durch  das  noch  iu  ui«i- 
neu  Händen  befindliche  HIntt  nachweisen  kann,  allerdings  verschrieben, 
und  Herrn  Director  Nizze  ^ebübrt  daher  der  grSsste  Dank  für  die 
Nacbweisung  dieser  Scbreibfebler.  G« 
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XXXIV. 

Analyse  des  i^qoations  d^termin^es  par  M 
Fourier,  de  rinstitut  royal  de  France,  secr^ 
Iure  perp^tiiel  de  racademie  des  sciences, 

Preii^iibre  partie.  Paris«  1831.  4. 
(tamdzüge  der  Lehre  tm  den  diunertoeiMi 
Glefclningen  nach  ihren  analytischen  nnd  geo- 
metrischen Eigenschaften.  Ein  Supplemeut  zu 
den  Lehrbüchern  der  Algebra  und  der  Diffe- 
rentialrechniuig  von  M.  W.  Drobisch,  Pro- 
fessor  der  Mathematik  an  der  Universitftt  zu 
Leipzig.  Leipzig,  1834.  & 

'  Vott  den    *  •  '  : 

    9 

Herrn  Pmfessor  Hr.  OaHs« 

zu  Httlle. 


Jean  Baftiale  Jos.  Fourier  (geboren  %i  Aaxeitcn  dir  II«wn 

frognc  den  21.  MSnt  1768,  gestorben  zu  Peri»  dpn  16.  Mai  1830)  ist 
als  Ver+Hsser  einer  scharfsinniiren  T'lieorie  der  Warme,  die  gfhon 
wegen  iliT  duriu  ffcbraiicliteii  uuuljiischeu  Metbodeo  die  Aufmerk- 
■•«k«it  jedes  ütaMicaatilMva  tcv«fi«Bt,  wid  mMlnr  treflKdieii 
pariser  Akadevie  der  WuHMiacbafteii  TorretrageneD  AbbaodlaiigMi 
und  Biographien  «ur.h  in  Deutschland  schon  langer  beknnot;  rrst 
DQcb  seinem  Tode  aber  ieroteu  wir  ihn  als  denjenrsren  Mann  ken- 
neo,  welchem  die  vorher  seit  geraumer  Zeit  gletclisum  stillstehende 
WiweiiMteft  der  Algebra  ihre  widitigstea  'aeami  PortecMlItt  und' 
Ä^ekenHigen  verdaoitt.  Der  nun  auch  schon  ?erst9rbeiie  Heraan* 
geber  de«  vorliegenden  Werks,  Nnvier,  weist  in  seinem  Vorberirhte 
ans  binterlasseoen  Papieren  P/s  nach,  dasa  Fourier  schon  in  sei* 


•)  Obgleich  Fourier'.s  berühmtes  Werk  schon  im  Jahre  1K31  erschienen 
ist,  so  ist  es  doch  bei  Weitem  noch  nicht  so  aligemein  bekannt  und 
verbreitet,  wie  es  nach  seuem  hodiwiebtigen  Inhalt«  Terdient.  Des- 
halb (Ji'irfte  die  in  diesem  Aufsatze  gegebene  eben  so  gründliclu  als 
Tollstandige  Analjse  desselben  auch  jetst  noch  vielen  Lesern  angenehm 
tind  deus  Zwecke  des  Archivs  voIlkomnieD  eotsprecbsiid  sein,  wobei  es 
^n^Ieich  iweckmäsjiip;  schien,  «ine  kufn  AmIjm  ides  Buehes  Von  Dra> 
bisch  damit  SU  verhuMten.  6« 

TMtl.  15 
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ti^m  achtzebutcn  Jahre  viele  voa  den  Rntdeckungea  ^einnrht  hatte, 
welche  in  Torliegenilem  Werke  mitg-etheilt  werileii^    änäter,  int- 
JahM  1789,  aberreielite  F.  der  pariser  Akedeme  eine  AmaiUttBg'.» 
«haliclieD  Inhalts,  und  trug  oacliBUÜs  (im  Jahre  1797)  als  Lebreri 

:in  der  pnUterhiiisclirn  ScIujIp  meinen  Schülern  diese  Kotdcclciinsfen' 
ror.    F.  ((ehurte  zu  den  liciehrt^ü,  weTche  Boonparte  auf  seinem 
Zuffe  nach  Äei(y{>teu  utitnahm,  und  ' suchte  auch  während  seioea 

wickeln  und^u  v«rvpUßtaiijdijgef|,  irovan  mahreve  dem  von  den 
Fratifoacn -fTfiditiltcii  ,'.  fnstifut  von  Cairo"  öherr^'iclite  Abhandlun«* 
^en  teufemi'  No^l-  FrHakreKh  ^uiUickgekehrt  kam  er,  w^tin  nthpß 
nicht  ohne  Unterhreahunepn,-»  ivelci^^  zu^i  Tbeil  4Hyr{<-t^^  Slauts- 
'   veiüttderuDgcn  in*  seinem^aternndie  herb^igefliArt*  wurdel,  wfeder*' 
lifl^liek.  anf  diesea  CSbgeeBtaüd  %tträck.     Unter  den,  sakon  er- 
,wäbntea  von  ihm  der  neuen  pariser  Akademie  mitgetheilten  Ahbaad« 
Fungen,  welche  aber  ifoeh  nicht  alle  gedruckt  sind,  beziteheti  ii^ , 
vier  iMf  die  Bt^elMt&cllljfBal^lij  ;lfiiint4Bhf-irateoli1ariiiiil«*!il.iiiUii; 
seiM  Jhienmf^  be^g|v<A^fU  Arbeiten  iu  . einem  grÖBseren  Werke  zu^l 
saoimen  zu  fA<.'^VAi;   kaum  liaft«       '  rii  (!nr  llruck  dirsrs  Werkes 
bei^oancn,  nh  ihn  «ier  Tud  übereilte,    i^eider  fand  sich  unter  sei<« 
oea  Papieren  uut-dßt  vptr^ieg^ade  «rate  ,T heil  volistiiadigiiir  «lep 
Draek  vorbeVeiie^  Vi|r  dae  Uebrige  nnden  «ich  iadeMen,  Daea ' 
Navier's  Ausdage^  zabUre&ehe  MMorialieB  gesaaflMit,  und  es  ist  aar 
zu  wünschen,  dass  dirscllifn  roclit  hahl .  wonn  auch  nicht  v^rnrhei- 
tet,  dem  Publikum  mitgctheilt  werden  mögen.  —    Wir  wollen  nun 
den  lohalt  des  vorliegenden  ersten  Theils  angeben:  Auf  das  Aver* 
titaeneat  de  P^diMf  -(S/  I.^JLXIV)  folgt  (S.  die  Vorrede 

des  Verfassers,  worin  er  sich  über  die  Wichtigkeit  and  den  Nutzen 
"  der  Alcpbra.  über  dir  Verdienste  seiner  Vorganger  und  den  Zweck 
seine»  (  i^eiicu  Werkes  ausspricht.    Hieran  Kcliliesst  sicli  (S,  7 — 24) 
eine  Liuleituug,  welche  zunächst  in  gedrängter  Kürze  die  aU- 
mähligen  Fortieliritte  der  Algebra  i^t  Diophant  angiebt.   F.  eiw' 
klärt  sieb  hier  scUedblhiar  gegen  alle  Versuciie,  welche  bezwecken - 
die  Wurzeln  der  Gleichut»g-en  aller  Grade  durch  Furmcin'  darzti- 
slelien,  welche  der  cardanischcn  Formel  aaalo(|^  wären,  indem  da- 
durch ner  sehr  verwickelte  TttasfonnatiaaeB  .  erhalten  wtirden»  ' 
worin  die  Wahrkait^- welche  «a»  aacbt,  mehr  als  In  der  gegebeae»- 
Gleichung  selbst,  versteckt  wiire.    Leibnitzens  und  Tschirnhauaens 
Ansichten  hierüber  freien  unausführbar.   Des  Verfnsi^ers  eigenes  er- 
fahren sei   keine  Combiaatiaa  der  eleaMBtaren  liebln  über  die 
WoReleasnehung ,  soadera  eiaa  Methade  eei  gcnens ,  welche  auf 
gleichzeitig^  Ckleil'  aller  Coeffieianlen  der  vorgelegte»  fileicbuif^ 
beruhe;  sie  weiche  von  Lagranire's  AuHösung  der  naawriachen 
Gleichun«-on  nb,  und  gelte  auch  liir  die  Liferalgleicbungen.  Vor- 
uMsgesetzt  wird  bei  dieser,  neue«  iklcthode  austier  den  gewöhnliciiea 
Kleateatea  der  Algebra,  die  KeaataisB  der  DÜFereatialrecfaBung  be« 
sonders  die  Entwickelung  algebraischer  Functionen  in  Reihea  (aaeh 
d^^m  Tarlorschen  Satrp)  jedi^ch  mit  HinzufUgung  dp«?  Rrstp^,  •wtnn 
man  eine  solche  Reiho  bei  einem  beliebigen  GHede  abbricht.  Auch 
ist  einijg;e  KeBnlnis.s  der  analytischen  Geometrie  uothweodig«>  weil 
dadurcb  die  trefflichste  ?eri|Biüiehang  der  aHaiBhliigen  Veräadeiiin. 
gen  in  den  VVertbcn  einer  (^aiiCtion  /(jp)  asd  «bea  dadurch  Er- 
leiahterUQg  in  dpp  Krforgchling  ilirer  Kriyensdiaften  möp-nrh  Trird. 
Ber  Verfasser  ist  oAeubar  durch  solche  geoBetriachf  Betracktuogen 


auf  die  meisten  »einer  Ratdeckungeq  ffe|conimeo.  -y^.  Vor  Atm  Be- 
aiBBe.4er  io  4i«iim  #c4t,eM  XUeUe,  eMhfUMinep  zwei .^iicber  m^mio^, 
«Ml/  PiMe  .D|ic]|}<»iMiit« ;  ^üebeiH;  b^stfM^diMi,  .  gieH«!*. 

.4M»  0«btr«M)bt  Mlhti'  von  jtun  für,  die  Theorie  »dAr.  01eicbnBg«i|k  §•» 
viMmneoeD  Resultate  fS.  25  —  80),  auf  welche  wir  xurück  kommen 
wolleo,  weDH  wir  die  vurlirgeodcn  ersten  awei  Bücher  in  näbere 
BetreclitüQ^  ^estugon  Uubeu  werden.  ,  £ucii  i.  Metiiode  für 
jf  de  wMetWiiffvdt'jnnp  ^ftow  ip  j^vitipmeo,  («nr^aplif^n 
iKvee  Wunitl  fallM  ud  dM  .F^^iAWifBim  .-iii^PSM^ 
Ml.  lerkesAen.  —    Bleutet  m  eine  ganze  positive  ZaLl  und  ist 

=:  X('"^=/i'^.v)'=z         so  ist  klar,  dass  alle  reelle  Wur- 

jteln  der  Gleiciiung  X  =  0  i^pwischen  den  Gräuzeu  -r-^  und 
liegen ,  mul 'd^iw  suwoM  fiic;«=;~-^  ais  für  ^sz^'-fr^Jcdü^  der 

Fnoeti««««  X,  >X\  X"  X(^-i)  .emn,  imMdlic^M^  Wert^  .«T- 

häk,.  dessen  Vorceiciien  lediglich  von  dem.  jodosInalige|^  enlüpii 
Gliede  der  Funclaepn  abhängt,  während  A'^^ir^i  .  2  .  3^  .  ..  m 
eine  |)ositive  .,Qon«ti»Ato,  ist.  ^  Or4Qu(  wiin,  d^(  difl  geUa^bt^n 
F4iacti«neii- Ml:  - .   ■•  ■  v-        .  ^.  .  ,.  .  .: 

"nnd  setzt  unter  Jede  das  ihr  tttkommende  Vi^eictiea^  so  erhält 

man  offeDbar  v  •    «i     ;  ..  r.-..*    .    .  -  /  •..•.-.<• 

•  Xim)  x(«-«  p.'^^ .       ....  .X"  X'  X '[ ,  ':. 


(tfr+WH-  -I-  .'  .    ;  ;tt  -t-iHsj .-r-' 

Ifcmt  aifl  alfp  sirei  ««f  «iiiud6rfofo«ade  gle{eli^'Tmei^shcB,*#le 

-f-  oder  —    ,  eine  Vorzeich e'nfolgo,  dage^n  zWH  auf  ^.a- 
anHer  folgende  einander  entgegengesetzte  VonteicheD,  wie 
oder  einen  Vorzeicbenwechsel,  so  sieht  »an,  doss  in  der 

Reihe  fiir  — ^  lauter  Verzeichenweehsel,  in  der  Reihe  für  -4-^ 
ler  Vorzeicbenfol^eil' vorkommen,  oad  twtr,  ivepn  di«  Vgfaffcphep 
TOD  X(")  und  A  tour  einmal,  jedes  der  Sbrigev  aber  doppelt,  nHin- 
licfa  in  Bezug  auf  das  vorfaergebende  und  in  Bezug  auf  das  fol- 
gende Vorzeichen  berückHiehtigt  werden,  erhält  man  in  der  Reihe 
y^i)  grhde  to  viel  Viirs^iehenwdelitel;  ia  der  Keibe  so  viel 

Torzeichanfolgen  als  der  Grad  der  gegebeuen  Gleichung  X  =  0 
Ijeträgt,  namlirh  m.  Es  rausa  also  die  Reibe  A(*"),  A(*— *),....  X',  X 
beim  lleberifini^c  von  =  — ^  zu  .r=-t-i  alle  i^lal  «v  Vorzeichen* 
Wechsel  verlieren.  Ua  jedes  Glied  dieseir  Rethe  eine  stetige  Function 
Vati  «  iat,  ear  kattu  ei  'aiehl  asdera  lein  VorteiclieB  lindem ,  ^«a 
tarn  Poaitiyen  zun  Negativen  oder  vom  TCeffutiven  zum  PositWeii 
^hergehen,  alt  indem  es  den  Zwischenwertb  Null  durcblHuft.  Fou- 
rier zeigt  nun  eben  so  einfach  als  klar  1)  duss  jedes  nial,  wenn 

eiBjBD  Werth  erreicht,  der  die  Function  X  =  0  macht,  ohne  zu- 
gleieli  eiae  fon  dsli  derivirtea  FttaetioBea  auf  Null  aü  brlngetr» 
nntbwendig  #1«  (Edtbenwechsel  TerleM  gehe,  d.  h.  sie^  ib  eitte 
Zeichenfolge  verwandele,  und  dass,  wenn  a:  nachher  weiter  bis  v 
unaaierbrochea  wächst »  die  Anzahl  der  Zeiehenwechsel  bei  Jceiaen 
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auf  a  fols^fideo  Weithe  von  :r  wieder  ^Aueliinco  köonf  •  2)  «ia&Sy, 
wenn  x  eiuea  Werth  erreicht,  der  die  heidea  (et^tea  oder  mehrere 

d«B  letiteB  «■■iittoM»»c,,i»ttf  eiiwnder  fiilge««eii' •  • .  JK^,  Jr,  X 
ii  der  obigen  Fnnktionenreihe  Veracbwinden  mncbt,  (was  bekannt- 
lich ein  Merknal  von  eben  v5el  einjinder  gleichen  Wurreln  der 
Gleichung  X  =  0  ist)  alle  Mal  ebeu  so  viele  Zeiehenwech^l  ver- 
loren  geben.  3)  Wenn  nicht  die  Stammfunction  X,  wohl  aber  eine 
von  ibr«B  Derivirten  o4«t  «  «of  eiMm^  folgeade  vob  diesen  Ar 
einen  bestimmten  Werth  von  a:  verschwinden,  werden  alle  Mal, 
wenn  n  gfrade  ist,  auch  n  Zeichenwechscl  verloren  ^eben;  wenn 
aber  «  ungerade  ist,  entweder  n — 1  oder  Zeiche nweebtel. 

la  4tv  FftllAn  (21  und  (3)  «o  wenig  ab-ki'ileM  Falle  (1)  ximwX 
die  Anaabi  der  Zeichcnwerhsel  jt;nials  wieder  zu,  wenn  man  x 
fortdauernd  wncbscn  lässf.  —  Hat  die  Gfcirhnne;  Y!=0  lauter 
reelle  Wurxoln,  so  d\uss  ilic  Fiinrhon  X.  ^vHhrf'od  .r  vim  — \  bts 

uouutcrbrucLen  wächst,  m  Mal  auf  Null  gebracht  werden,  wo- 
iimk  d^ao  «lle  m  KiebeDweclittl  «Ith  in  Ql£ei«flMttfa1gen  vefmi»» 
dein,  und  mithin  kann  dann  durch  den  onter  (3)  aufgeffitirten  Pdll 
kein  Zcicbcnwccbsel  verioren  c^vb^n.  So  oft  nlso  durch  dir^pn 
Fall  Zeiche DW«disül  verloren  gehcb,  deutet  diess  auf  iuiag'ioar€ 
WurrelOf  und  zwar  jedes  Mal  auf  eihe  fferade  Anaahi '  deraelbea, 
wie  «ein  mnas,  da  fn  einer  mtionalen  Gleielmii|^  «{edn  d«rio''nli^ 
knlten«  Janginaist  Wnrzel  «-4-/rt/  — l  aleti  -^ai  Vo^bnndeinein 

ihrer  coajugirten  ^-ffS^^'^i.  nothwendlpg'  mncht.  —   üm  nun  zu 

rntdcckcn,  ob  zwischen  rweieu  Gränzen  a  und  b  eine  Wuripl  oder 
MHilirere  Wurzeln  der  t!;<'gebenen  Gleicbuntf  liegen,  substiluire  man 
tür  a:  erat  a  uud  uucbher  b  in  der  oit  crwähutea  Reibe  von 
Fttnetionen,  und  nnteraaebe,  ob  die  IteilM  fftr  jp  =  ^  «beb  eben  so 
Tiefe  Vorzeichenwecbael  linbe,  als  die  Vkt  x-=sia,  Ist  diess  der 
FhU  ,  so  l!e!?-t  zwischen  a  und  b  gar  keine  Wurzel  der  Gleirltunjtr. 
Hai  aber  die  Reibe  für  x  =  b  einen  Vorzeicheuwecbäel  weniger 
«la  die  Reihe  für  ^  =  «r,  so  liegt  zwischen  «  und  b  eine  reel|e 
Wurzel.  Hat  die  Reibe  für  a:=.b  eine  nngeritde  Ai>s*bl  %»^\ 
Vorzeicbenwccbsel  weniger  üIs  die  für  vtr  = «,  so  Hegt  zwischen 
u  und  b  wenigstens  eine  rcciie  Wurzel;  es  koooco  aber  ia  diesem 
Falfe  auch  d>  o^er  5  u.  a.  w.  überhaupt  eine  ungerade  Ansaht  reel- 
ler WttnelB  swiscben  ar  und ^  liegen,  jcdocb  niebt  mehr  nie 
Liegen  nnr  2r*4-l  reelle  Wurzeln  in  diesem  ZvbcbmH 
räume,  so  sind  2»  —  *2r  imaginiire  Wtir7rlTi  durch  dir  vrrlwren  ge- 
gangenen ^'orzeirhenwrrlisc!  anged<'ntet,  welche  Wur/olii  F.  feb- 
leude  (raciue«  uiuuuuuuleä),  Uerr  Drubiäcb  uuääeudcr  verloren 

gegangene  Wnnel,  pennt.  —  .  Hat  eadlieb  nie  Reihe  fOr  «sa^ 

eine  gperade  Anzahl  2//  Vorzeicbcnwechsel  weniger  als  die  för 
je-=za,  so  but  die  Gleichung  X  =  0  in  jenem  Zwischenräume  ent* 
weder  ^ar  keine  oder  2,  oder  4  u.  s.  w.  oder  überhaupt  eine  ^e-  , 
mde  Anzahl  Ig  reelle  W'urzeln,  die  zwischen  a  und  b  fsUen,  je- 
doch nicht  mehr  als  2/i(  zugleich  erkennt  man  aber  daraus,  daee 
auch  2p —  "Iq  imaginäre  Wurzeln  vorli.mden  sind.  —  Stets  also 
deutet  die  Anzahl  def  im  Uebergange  von  jc^a  zu  x^=b  verlo» 
reo  gegangenen  24eichenwechs^  auf  eine  ehea  so  grosse  Anzahl 
fpn  Wnrx^o,  welche  entweder  alle  reell,  oder  tob  denen  eine 
gerade  Anzahl  imaginär  ist.  Ist  B.  X  =r^* +2^*  —  3dr«|»S 
M  ist  X'ss3ar>-f.4Ar— 3,  X''=6a:-|*4,  X'*':s0.  •  Wenn  mn 
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also  für       wie  es  der,  leiclitcn  Bereclmunff  wegen  x— Mut-  iiiiipir 
sccscliielit,  m  eii^er  der  Reibe  .« .  «^100» — l<^'frf^MI|^hAi#«y)<W  • 

;.f#"  n*  ■ ' '  '^'^  .... 

wvibM  erhellet«  riass  zwisclien  — 10  uuU  — 1  eine  reelle  Wnrzel, 
Mriifilitt  -^1  »iHi.  O  gar  .Heini^  Wurzel  liegt,  und  dafi'  siMielfHi 
^  =  0  und  opsml  Mft^der.BVci  reelle  Wurzeln  follen,  oder  zwei 
dergleichen  rerluren  ^egno^on  s}nd,  in  welclicm  letzteren  Falle  die 
IvIercbuDg  zwei  imagHiäre  Wurzeln  liat.  Wie  man  entdecke,  von 
welcher  Nalur  die  ziue^zt.  erwälio^eu  beiden  Wurzeln  seien,  darüber 
-MoUMr..^^  ta  bei.  dcir  Anwendung  dieses  böebst  dafiiebaD 

WwHahnnt  TOr,  dass  ein  für  ^  ai^bstituirter  Werth  a  ein  Glied 
oder  mebrel-e  Glieder  dec»Functionenreilie  X('^y,*X^'^—^\  . . X\  X 
auf  Null  bringt^  so  giebt  eine  leiclite,  aus  dem  Taylbrschen  Satze  ab- 
geleit^e  Regel  an,  i^tlcbe  Vürzuichep  jenen  Functionen  bei^ulegefo 
<MWB>  Mfora  4?s3i«— tili  aad  folarn  orsf-f-a)  '|[[«aatfetiMrd,  wo 
fi^  eine  sehr  wenig  von  Null  verschiedene  Grösse  bedeutet.  Man 
braucht  niimlicli  dann  in  diesen  beiden  Reiben  nur  dieselben  Vor- 
zeichen vvip  in  der  Reibe  fUr  .-r  =  <r  zu  setzen,  da  aber,  wo  in 
letalerer '  Reibe  Glieder  verschwinden,  hat  Mao  für  a;ss«— -<tf, 
yomicb^nwecbscL  ftr  Jf:s faraalohtofiakra»  sa,  aalm. 
lat  jfe  B.  dia  Eaiba' "  T 

fir«  4.+  •  0  0  0  —  0       i  +,:ClV  >  *J»*«« 
für«  — w  -l-H  h*—  H-  —  -I-  —  ^--t-— aad  • 

fmt  a-h  w   -f-H--t--4--*-H  -4-4-—  »•'• 

Iii  nna  die  Anzahl  der  Vorzeicbenwechsel  in  der  Reihe  nlr  ar=Ji> — co 


=:/<.  in  der  für  .r  =  flf-4-w  aber  so  deutet  diese  auf 

i^kSfl^inare  Wurzeln,  40  in  dem  oben  angeführten  Beispiele 
auf  61  df rg]eipbeo.  Fourier  aennt  diess  die  Regel  vaa  doppel- 
t^aa  VaKxei^hen.  —  »  .  ' 

Mou  sieht  leicht,  dass  die  Regel  von  Dcscartes,  wonach  man 
aus  den  Vorzeichen  der  Glieder  einer  Gleichunc^  beartheik,  wie 
viele  reelle  positive  und  wie  viele  negative  Wurzeln  die  Gleicbaog 
hgabataaa  habe  (fäladiliali  dia  barirlotseb«  Hegel  genannt),  aiditl 
weiter  aUi  ein  Corollar  der  bisher  angegebenen  Sätze  Fourier's  sm. 
Denn  setzt  mon  in  den  Funrtioneu  A,  X\  .  .  .,  X^'*"^^  X^"*^  das 
;r^0,  so  werden  sie,  zu  Ful^e  des  Mac-Laurinschen  Satzes,  gleich 
Produkten  aus  den  positiven  l^aktoren  1, 

.i«.dlavC«»fli^iaoteD  der  Oleiebung  Xssd.  Waao  aun  daka?  «an 
dia  Vanttcben  dieser  Caafificienten  mit  der  Refbe  von  Voneioben 
ßr  —  i  und  für  ^  =  -f-i  vergleicht,  so  giebt  diess  die  Re- 
gel des  Dcscartes.  OiTenbor  ist  aiier  die  Regel  Fourier'»  weit 
gebaltr^itibcr.  da  sie  z^}eich  bestimiate  endliche  Gränzen  angiebt, 
.sfucka»  wciAan-van.  aiaaif  aad  al|eio  raetta  Waraehi  ta  aaaban 
kil^^xjfaA  9n  dia  aiofadbaU  Weiaa  aar  aattUiaradini-BMiaMig 


uiL/iii^cü  Ly  Google 


diM^lf  Wiirwl*  diirch  forfjfc&etztc  Verenprerung  der  firftnzfn  dlmea 
kanik  ,  wovtin .  nachher  noch  weiter  die  nede  sehi  wird.  Es  bleibt- 
jetzt  zunächst  die  Fraffe,  wfe  iban,  wenn  nebr  «Ir«!»  VMefclM*. 
Wechsel  durch  den  Ueuergang  von  stena  zu  .2:=:^  Terloreii  e^elif, 
entscheiden  könne,  oh  dudurch  laiitrr  rrcllo  zwlHciien  a  und 
gende  Wurzeln  oder  Paurc  von  imaj^rnarcn  Wurzclu  anc:<'(l(Mitet 
werden,  und  wie  man  dl^  reellen  zwischen  a  und  ^  liegenden  Wur- 
xeln,  weon  dei^eiekeB  jorbaorfeo  sind,  durch  Grftnseo,  die  man 
swiscben  jede  zwei  einander  nni  Nächsten  konmende  einschiebt, 
von  einander  trennen  könne.  Diess  würde  man  nun  zwar  dadurch 
i>ewe,r|i^elligen  konocn,  dass  man  nach  der  von  I^agrani^e  und 
WariuCT  vorgeschlugenen  Methode  eine  Grosse  A  bestimmte,  welche 
eniwed^^^  kleliwte  Differenz  swder  roelleu  Wur^' 

zeln  der  gc>^pbenen  (>leichung  wäre,  viid  aodajin  für  Je  nach  der 
Rciho  die  zSiien  «H-^,  u.  s,  w. .  . .  in  der  Function  f{as\^ 

substituirte ;  allein  dazu  gehören  bei  Gleichungen  von  cinigermä- 
sseu.  hohem  Grade  so  weitläufige  Uechnun^en,  dass  ein  anderes^ 
kilraeres.'.Vef fahren Jiir''die  ,i^n^    böchat  wunschebswerth  ls(.  Eüir' 
aolches  und  zwar  ein  sehr  einfaches,  das  in  den  meisten  ^lleii 
äusserst  schnell  711m  Ziele  führt,  hat  nun  F.  [rofuiulon.    Es  gründet 
sich   auf  die  Befrächtung   der   Subtangcnteu   derjenigen  Curve« 
welchp^  dij^  Veränderung  in  den  Wcrthen  Üer/X«^)  veranschaulich^ 
l8^.'^9li\]|MUff|l'^durcb  mnreic^        Zusämmenziehung  der  Giränzen' 
«Ju^^  ,^f|Iim  gelangt^  dass  zwischen  diesen  Gränzen  nur  zwei; 
Wurzeln  der  Gleichung-  /*(.r')  =  0,  eine  Wurzel   der  nioichung' 
/"(^)  =:0  und  gar  keine  \yurzcl  der  Gleic|iung /"(.r)  =  0  liegt, 
so  hat  die  Curve  /(^')  zwischen  deif  Grinsen  afs=:m  und  jc^b. 
eine  Einbiegung  gegen  die  Abscissenaxe  (ein  Mininua  oder  Maxi- 
Dim  TOD /X^J)»         keinen  Wendepuni^t.    Hieraus  folgt  leicht, 

daia  di€  •ha^lBten  Znblenwerthe  der  Sttbtangentite^j  und  ^ 

Bowobf  efnxeln  ala  kiuamnen  Icleioer  ala  b^m  aein  fbiiaien ,  wenn 
zwei  reelle  WuflMl«)  als»  swei  DwQdiachBitte  der  Cur? e /l(ir)  mit 
der  Abaciaaenaxe,  swischen  .r  —  a  und  ar  =  ^  liefen  aollen.  Fin- 

/f«)  .  ,    _     •   5  :  .j  •    \,'  •  .•.  '  •  « 


d«t  siok  dnh^r 


iaiHMto  a 


Zeiobeii,  daaa  >sinaiHMto  «r  iilid  6  swti  reelle  Wuraehi  ir«tldren  gc- 

fangen  aind  ,  statt  deren  daoil  /(Ji?>sssO  sw«i  iMivirilire  Wurzeln 
at.    Nur  der  Fall  ist  hievon  anszunohmen,  wenn /(.t-)  und  f{jt)' 
einen  gemeinschafHichen  Theilcr  und  daher  y*(.r)  =  0  zwei  c^leiche 
Wurzeln  zwischen  re  und  6  hat,  was  aber  bekanntlich  leicht  zu  er- 
forschen iat.   Findet  Bichj^|^  H-^j^<:^  — «»  #0  kann  «an.  dar« 

aus  noch  nichts  mit  Sicherheit  schliessen,  sondern  muss  dann  eni^crc 
Grunzen  statt  a  und  6  wählen,  wodurch  man  aber  endlich  gewiss, 
wenn  die  beiden  Wurzeln  reell  sind,  dabin  gelangt  sie  zu  trennen, 
oder,  wenn  sie  e«  nicht  aind,  die  SiniBie  «weler  Snbtangenttfii' 
grösser  als  die  Differenz  der  Absciasen  der  zugehörigen  l^lnkte  zu 
undcn.  Hat  man  durch  das  früher  angegebene  Verfahren  entdeckt, 
dass  nicht  bioHS  zwei,  sondern  noch  mehr  Wurzeln  zwischen  den 
Gräiizen  a  und  6  liegen  oder  verloren  gegangen  sind,  so  ist  durch 
eben  jenes  Verfahi'en  aneh  zugleich  bekaflint;  welche  ihltt  dtli 
Functionen  XW,  Xt*-»),  .  . .  A',  X,  wenn  ittn  nlh  äsO  aetzt, 
nnr  eine  oder  zwei  Wiirzeltt  nwischen  •  und  ^'hkbd'  öder  terlb- 
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reu  Iiabc.    Es  sei  uuu  X("f  die  erste,  von  der  Hec)ite;i  au  ge^^hii» 
unler  jenen  Functionen,  welche,  wenn  mun  sie  =ö  setzt,  nur  eine 
Wurzel  zwit^ckeu  a  und  6  bat,  so  bot  X^**^'^^^9  Botitwendig  »wei 
WnrielD  zwiielieB  denselbeii  Griaien.  entweder  wirklich  pftr  yer« 
kreiif'vinl  Jl(''-^i)  =  0  hat  datlti  enti^dük-  fiir  keine,  oder  eine 
oder  ET? ei  reelle  Wurzeln  zwischcii  er  pud  ^,   oder  es  sind  fiir 
J^(//+n  —  0  zwei  zwischen  a  und     verloren  g'egans'cue  U'urzclu 
apgredeuteU    Hfit  X(''-*-^i==zO  gn^  Jcei^e  Wurzel  zwischen  ^  uud  6^ 
vraer  wjrklicb  noeh  verloren^  ea  kenn  me^  oacli  depselben  Verleb» 
iree,  welches  wir  vorher,  auf  die  FuDctiepe^  /'(^),iind /1f^)  ep- 
wnndten,   cutilecken ,    uh  die  beiden   un^ezeigten   Wurzeln  vott 
A'l"— ^^  =  0  beide  reell  oder  iiunjriuär  sind,  und,  wenn  sie  letzteres 
sind,  duruu«  kciiliesävn  >  dass  auch  X  =  0  zwiüchen  a  und  ^  zw^i  ' 
ffeiie  Wurzeln  verlerea  .(labe.  Deeseljbe  wird  nun  «f)il|mMeQy  ^enn 
die  beideu  Wurzeln  von  ^("-D^sO  einander  gteicti .  sied,  ohne, 
wenn  man  ei^.ftatt  a:  setzt,  alle  die  auf  A<"— folgenden  Functio- 
nen Xi'*-%  »»mjf  X'y  X  nttf  Noll  ZQ  bringen.    Kind  hingegen  die 
beiden  Wuridn  von  A'("-'i)  =  0  gleich,  und  bringen  sie,  för 
labertituiri',:^!]«  auf  Xc*^!»  folffeede  Panctiopen  ettf  Nttll^,  so  hat 
die  (ileichung  X  =  0  hekauntlich  n  Wurzeln,  die  jenen  beiden 
fflelch  sind.    8ind  die  gedachten  beiden  Wurzeln  von  X^^— *)  =  0 
r(^c||  ,übcr  ungleich,  so  mugs  niau  die  (#ränzen.«F.iUid  <^  vere^er^  bie 
dieae  Wurzeln  ,  dpndb  eine  dezwischeo  ittU^ofle  Gräa^e  getrennt  wer- 
den, wodurch  dann  dict  erste  nnter  dea  'J^^uneti^aea-Xt«!*),  X("'-i>..^  X 
vuu  der  Uecbten  an  gezählt,  welche,  =0  gesetzt,  nur  eine  Wurzel 
zwischen  a  una  Iß  hat«  gewiss  weiter  rechts  als  vorher  /.u  sacb«n  sein 
wird.   S'nid  für  ^(''+i);=sO  eine  A>der  ?;wei,  Warzeln  zwiücbcn  a  uud^ 
augezeigt,  S9,piu88  nuin  ebeaßjb  efn(4ieGr$nzeoyri)p4  ^  verengern^ 
WMlareh  m(H\  gewiss  endlieh  dahin  gelangt,  dass  unter  den  Vunetioaen 
^m),  X(*»-=-1)^,.  X',  X  von  der  Rechten  gegen  die  Linke  gezählt  die  erste 
'Aelrlic.  ==0  ijesetzt,  nur  eine  Wurzel  zwischen  «r  uud  6  hat,  vor 
sicii  eine  uuiicre  b(|be,  welche^  =0  geset^t^  ga;*  keine  Wurzel 

|;ywi6chen  a  und  //  hat  oder  verloren  bat,  «lasa  denft  «e  Terneimgini» 
S||b||N>ry"*^""l""^""""  ^ogleirli  auf  A^'^i)  angewendet  werntB  kann. 

Buch  'Z.  .Merliotle  die  Werthc  der  Wurzeln,  deren  kränze» 
bekannt  sind,  zu  herechuen,  und  Homerkunsren  über  die  Convergeoi 
der  Auuulu'i uiii^oD  uud  über  1U9  Uuieiücltciauag  di^  Wurzeln« 
Pni|,Jhel|ai^ute  Newtottiehe  JU^einingsverf»hr^  pit  ^nft  wifklicbf» 
BerecbfMBig  der  Wurzeln  «in  .Heisten  geeignet.  Difip»  Verfahren 
ist  aber  lu  dcv  .\:i\ver>dung  einigen  Schwierigkeiten  unterworfen, 
welche  genau  zu  untersuchen  siuü.  F.  beweist,  doss  es,  wenn  matt 
sich  dieses  Verfahrens  mit  Sicherheit  bedienen  will,  ^uvor  nöthig 
ati  Jill»  Gftttt«B  m  na4  ^,  cwfadkeiir  weleban  *eiM  TcdHer  Wttrtel  der 
Gllllljblieg  Xz=0  liegt, «einander  sq  nahe  zu  bringen,  dass  zwischen 
'fiiaetben  (kränzen  keine  einzige  "reelie  Wuntel  der  Gleichungen 
y=0,  A"  =  0  liegt.  Zugleich  zeigt  F.,  dass  es  alle  Mal  u»ög- 
iiüU  sei,  die  eben  erwähnte 'Bcdingnng  tu  erfüllen,  aus^enoAnmat 
Üi  WW'f^fi  ^l^^c^uoff  Xvs^ik  .BWH  ^•Ur  ^fV. ftinaa^er  gleiche 
Wuq|^y$|^j|^is<!h([)Q  jcn(  u  Gränzen  Itat»,  waa  nuin  aber  leicht  auf  die 
bekannte,  scliou  diin  h  Hudde  vorgetragene  Art  entdecken  kann;  • 
2)  wenn  X  uud  X  <  inen  gemeiascbuftUchen  Theiler  f{£^  haben, 
we  dnnn  die  lÜtieielinng  ^»(.rjt^Q  itatt  der  gegebeftfen '^JtsaO 
Bezog  auf  zwischen  a  und  6  liegende  Wurzeln  zu  untersuchen  ist. 
{(H^  obil^  Bedingung  int  vni^,  win  leicht  ntia  det  Tkjlorachtfto 
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Reihe  folgt,  wenn  man  die  firgäosoBg  derteiben  nit  beachtet,  der 
geiMe  Werth  der  veriaDclett  Wursel  'jf  is  i^^^/^^^  '  oder 

A —  fy  ^®  («.... ^)  eine  Grösse  bedeutet,  die  zwitichcu  dei^ 

Gränzen  a  und  ^  liegt.  Da,  dem  Vorigen  zu  Fulge,  keine  Wur/(>f 
der  Gleichungen  /'Qr)=^p  und /"(-^j  =  0  zwischen  den  (iränxeo 
m  «od  ^  liegt,  io  Sadero  die  KunetioBeii  f(^)  -  nui  /"{a:)  beim 
Cebergange  von  aT=a  zu  j:=zl>  ihre  Vorzeichen  eicht,  und  zwmp 
ist  das  Vorzeichen  von  f'{a...b)  dem  Vorzeichen*  von  /{tr)  noth- 
wendig  entgeffengesetzt,  dagegen  dem  Vurzeichen  von  /(//)  gleich, 
weil,  nedi  den  BefreehtoDg^B  dea  ersten  Buchs,  die  Reihe  Al*"), 
....  \'\  X\  X  beim  Uebergabge  von  .traas«  B«-«im^ 
■nr  einen  Zeichenwechsol  verlieren  darf,  und  /(«)  der /'(^)- entge- 
gengesetzt sein  muss,  wenn  zwischen  a  und  6  nur  eiBe  WofBel 

der  CHeichaBg  XsO  liegt  Dbtm  folgt,  daas  ^.-^^^     eise  m^*  ' 

aitive,    hingegen  ^^^^^^^^  eine  negative  Grösse,  und  folglich 

*-7'^^</»  ^  •-'7^^>^  »r-,        «««  4if 

/'(j^  bei  dOBi  uebergange  von  so  dr=^  eotweder  aannter. 

kfeciien  zu-  oder  nnunterhrochen  ahn  eh  rare  n .  weil  /%r)  bei  die- 
sem Tebergange  ihr  Vorzeichen  nicht  ändert.  Ist  also  1) 
,  sowohl  als  /^{x)  während  jenes  reberganges  positiv,  so  ist 
f(a)<f(a,.,b)<J^{f,).  Ist  hingegen  2) /"(o:)  während  jenes  l'eber- 
KjaBgea  poiittv,/'(.r)  aber  negativ,  so  ist -/»(«)> -/»(a^^)>-/'(/A 
Eben  so  3)  wenn /"(.r)  bei  jenem  Üehericang^e  negativ,  f'{a:)  da^  > 
ffcgen  posiHv  bleibt  ,   so  ist  >/'(iy  . . .  >/'(lJ). 

4)  wenn  f\a:)  bei  jenem  Uebergange,  und  eben  so  auch  /Y  r> 
negativ  bleibt;  ao  iat  —/'(«)  <  —f(a  .:.*)<  — /'(Ä).  Im  erstn; 

trfc) /(g    .  A)  >    (X)  f(by      «wekemiBd  drittea  Falle  aber  iat 

also  /'(.r)  mit  /"(.r)  gleiches  Vorzeichen  behält,  während  x  von  m 
zu  Ä  übergeht  (d.  i.  im  ersten  und  vierten  der  obigen  FäHe)j  so 

wird  der  Werth  voo    =  Dotbweodig  kleioer  ala  ^/«ber 

lÜMMT  alt  der  doieh  js^^^  angegebene  genaue  Werth  der  ver- 

laiSteB  WBrael,  bingegan  dec  Wertb  tob  ä'ä«-^^  notliweBp 

dig  grösser  als  «,  aber  kleiner  als  der  durch  a  ang«-  . 

gebene  genaue  Werth.    Wenn  aher/'(^)  „lebt  mit  r(:ij  (ileirhes 
l^SSS^  Äal,  WällteBd  J?  ane  zwischen  a  und  6  liegenden  Werthe 
.  mrcfellBfl,       1.  na  iweiteB  und  drittea  der  angegebenen  Fälle), 

10  wird,  weaa        ^=ar— setst,  nothwendig  «'gröster  als 
aber  klebtr  ala  m^j^^^^^  alao  kleiaer  ala  die  wahre  iti- 
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langte  WiHMiel,  hingegen  ä'=4"~ä!  A  »"i^f 

glOitMä  all  «ie  genaue  Wnnel  Hiedurck  wird  die 

Rewfonfldke  Htterangsnetliode  vervoUständigt,  indem  man  nnn  alle 
Mii^<#el  ■  fUfce^igawcilh'e ;  - aieV,  tvas  eben  so  viel  lat,  iwei  neue 
Gränaen  a*y^a,  ^-^b  beide  augleicb  erbSit,  «wischen  welrbe  die 
Terlanjrte  Wnrxel  tiAit^  also  benribeiien  kann,  indem  man  die  DifTt^. 
mtm  u'  ^Idet^'  wie  gross  der  Fehler  höchstens  sei ,  wenn  man  ' 
d«i"ciM>ad«r*dM  indmn  di«lMirN%henittgtw«rtiie  statt'  derwab* 
ren  Wurael  setzt;  Auf 'dieselbe  Weise  iHSSen  *aich  noch  engere 
Or'inzvn  n**,  f/'  und  durr7i  frrnore  Wiederholung  4oa  VorfakrOW 
Aoch  engere  a"\  l''"  \\.  %,  w.  Ündcn.  '  ' 
*  Alles  dies«  wird  wieder  von  dem  Vf.  durch  Anwendung  a^f  die 
^UPVt  f{x)'-  amebiinNrh  gemaekt,"  Wd'kei  er  zugleich  noeh'  daen 
HMkenngswerth  d^r  Wurzel  a  findet,  «iea  die  Secante  awtehos 
den  -vOi  f{a)  und  f[J>)  u^pliörcndcn  Punktnn  der  Turyp  da  ang^iebt, 
wo  sie  die  Ahscissenüxe  schneidet;  während  die  vorher  gedachten 
Mäherungswerihe  durch  Tangenten  bestimmt  werden.  Zugleich 
Mcbt  CO  die  ^chnnng  sehr  klar>  dMa^asai^M  4or  gawakawefcoa 
Aliwendttbi^  der  Newtonaekon  Hethodo  okne  die  Fowneraeke  Vtf» 

kesaerung  leicht  für  «'assm—^^  und  Ülr  ^s=;»'— ^  Werthd 

üiidet,  die  der  wahren  Wurzel  a  weniger  nahe  liegen  al»  a  und^. 
9a«nar  cdgr-M  «Mriteket  dvrek'  Anwendung  der  von  ikm  ver*> 
besserten  Newtonseben  Nlkonittgtmethode  auf  dea  einfachsten  Fall 

— .^  =  0,  dass  die  gewöhntichen  elementarischen  Uejjeln  der 
Wurzelausziehung  nichts  weiter  sind,  als  besondere  Fälle  einer  all- 
gemeinco  Methode,  welche  die  dleichnngen  aller  CIrade  umfassC 
Sodann  giebt  F;  Avw«9rtng  aelve  Metkode  Mit  de«  »indestmög*  . 
liehen  ZeitaufWande  au  gebrauehen,  Indkm  er  zeigt  wie  man  am 
Beaten  jede  uherfliissige  Rechnunsf  vermeide.  Besonders  dienlich 
lat  kiexn  eine  von  ihm  augegfebene  Art  gemeine  Zahleu  in  einander 
zu  dividiren,  welche  er  die  seordocte  Division  (division  ordoB* 
nee)  nennt,  die  hier  an  criftutern  aker  an  weitläufig  sein  wtirda. 
Wie  man  die  Berechnung  der  Werlke  vOB/(jr),/'(^),y(.ar)  u.  s.  w. 
für  3cr=za^  XTssib^  /rtria',  jr=^  n.  s.  w.  am  liequcmsten  an- 
stelle«  ist  zwar  leicht  eiozaseken,  wird  aber  ebenialls  der  Vollstän*  . 
diffkeit  wegen  Ton  Fourier  ktin  eröriert.  Wichtiger  lat  die  darauf 
fnfffende  leichte  Bestimmung  der  Fehlergrinz»  nie  jodos  na— 
Näl  [lerunsrs Werth,  wodurch  man  sich  die  Berechnung  von  nicht  mehr 
sicheren  Deciaini^telleD  der  Näherungswertbe      aK       u;  a.  w.  odesr 

i/y  n.  s.  w.  erspart  und  zugleich  erkennt,  wie  diese  Näherungs«. 
wertke  arft  lunekmender  Geaehwivdtghieit  gegea  die  wskife 'IVifnnl 
liin  convergireU}  wenn  man  sich  genau  an  F.'s  Vorfokron  hält. 
Durch  vit'rmaliirf*  Anwendung  dieser  Methode  findet  man  z.  B.  die 
fin/iü^r  reelle  Wurzei  der  Gleichung  .tr*— 2.-r  —  a~0  schtni  aut 
l4i  Dccimalstellen  genau.  Wegen  der  schnelkn  Annäherung,  weiche 
<BiO'  <eiu<keiro  Metnode  (Fourier  Beakt.aie  die  lineare  Hetkoda, 
weil  sie  darauf  beruht,  daia  i«  der  Bntwiekelong  tor /(«r  +  ui) 
odor  yf//  —  w)  nl!p  (Jlirdrr  weggelassen  werden,  welrhf  höhcrr  Po- 
tenzen voQ  in  als  die  erste  enthalten)  gewährt,  ist  es  für  du-  IVaxis 
eigentlich,  nicht  nöthig  jemals  Anwen£ng  zu  machen  von  anderen 
sfiiüiieBgM&teraB  AsBäkaniDge»,  (wia  die  dar  «woUfta  Or4* 
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Banfft       BaB  'di«  Glie4«ihMbcbält,  welch«  «*  eptbaltei,  oder 

der  dritten  Ordnung,  wo  buiiI  aiucli  die  Gliedef  noch  bei behäU| 
welche  w'  enthalten,  oder  üherhaupt  einer  höheren  Ordnung^, , 
WO  man  höhere  l'otefi^jep  vop  tu  hcibchaU  als  die  ersteh  weil  ef 
ab«r  fiir  diAiT^Mavie  intiiresml  ist,  «ucb  bei  difMea  Methoden  den 
'MniobBMiideo..Gf«^  d»r  iGnsuigkcit  bei  jedesmuliger  Wiedexbolut^ 
ihrer  Anwendung^  zu  kennen,  so  hut  F,  auch  darUher  (S.  217 — 2iT) 
CotersuchunffCD  aufi^estelk.    Zum  dtchluüüe  dieses  Uuchei  giebt  der 
V&  JifKk  ein  paiur  neue  Verfttbruiigft weisen  0119  uiUid^s  Vorhaud^iu 
Mi»  iwurinilrer  WiinieUi  sii  .nrktMieik  ..Dl«  im  «üf ep^  ttocbe  aug^ 
geheM  VevfahruDgsart  bleibt  nrw- ihren  Biofiicbbi^it  halber  die  für 
den  gewöhDlichon  Gebrauch  anwcndbursro,  allein  die  Wichtigkeit 
dieser  Unlersncliung-  und  ihr  Eiulluss  auf  die  Tbeofie  der  üliBiciiMi^- 
.gen  mit  mehreren  unbekaontep  Urö^a  Jfttjio  ffros^i  4tts».!^9.aebr 
▼ofAeilhift  itti  hier  sehr  «le  «iv  ikbeffes  yevf«Sr«n.,^u  b^fsB^r? 
Wir  heben  BOB  «tts  der  schon  oben  erwähnten  Ueber^icbt  dos  gan« 
zou  Werkes  in  der  Kürze  hervor,  w«s  der  iuhalt  der  noch  fehlen-  ^ 
den  füot' Bücher  sein  soll*   Dos  dritte  Üuch  i>oU  cio«  %  crglcU;hii,i^g 
-  der  lencbiedeBeD'MetbQdeB  .ziir  TreBBUDg.  der  Wqmeln  veyB 
.  BBder  iind  zu  ihrer  Berecboung  eBthaltes.    Die  Auflösung  dMi;cb  , 
KetteBbrüchc  wir  !  Iiior  als  ein  blosser  besonderer  Fall  einer  ande- 
ren weit  allgemeinereti  Autlösungsniethodc  erscheinen.    Die  algehrui- 
.  sehen  Irratiouaigrössen  werden  durch  stetige  Functionen  entwickelt, 
deiMB  ■erkwilraige  geometrMMCiiBitrvfSpiita^t«  {»rechen.  »Aiipb 
«Bf  transceodcBfteCileichuafl^eB  uit'diAlt  -V#cfn|irfBi||B^eudhar.  /fid^ 
genaue  Nalieriincfsmethodc  ist,  wenn  man  das  im  ersten  Buche  an- 
gegeiicne  Verfall ren   zur  Trennung  der  Wurzel^i  benutzt,  dazu 
brauchbur,  das  \  orbaadensein  iinagiBärer  WvR^elu  zu  ept4eckel^ 
ABsfiUirliclicr.wird-  diea«.  besonders  an  der  Aufli>8up|^, durch :  K^tt^ip? 
bruche  gezeigt  werden.  —   Das  vierte  Buch  wird  die  Auflösung 
•  der  Literalj^leirhungen  enthalfen.    Das  Princip,  worauf  diese  Auflö- 

sung beruht,  beüudet  sieb  scbuu  in  den  ^icbrü'tcu  ^lewtons, 
StirliBfTs  uBd  Lagranir«'»  Oer  ^ierf.  wiüd  eiie .ne«e  QnM^ruc- 
fmm  fät  dSB  wiehti^eB  9lieil  dieser  Untersuchung  »ng^ktB,  inrel* 
che  einer  allg-emeineren  Anwendung  als  dip  von  Newton  gegebene 
fähig  ist,  für  den  Kall  einer  einzigen  \  erändcrlichco  aber  auf  das- 
selbe Uesultat,  uäuilicb  auf  die  von  l^grasge  erwi^sQoe,  aiuilytische 
Beml  filfavt.  ABBb  wird  in  diese»  JHMif^  v«»  d^r  .^ItieliseitigpB 
Aamrang  iwei«r  literalgleichungeB  mt  sirffi  unbekannten  Grössea, 
oder  allgemein  n  solcher  (>leiohnri£ren  mit  n  unbekannten  Grössen 
die  Rede  sein.  Es  ist  hiehei  gar  keine  Elimination,  keine  \  eräo-  . 
derung  der  Coefiicieateu  nölhi^^,  vielinelir wurden  aus  den  gcgebe-  ■ 
■BB  mieiiBBgBB  IB  ihrer  primitivBB  For»  gliftichibeitig  alle  Wursela 
eBtiriekelt.  —  Das  fünfte  Buch  soll  die  Affiw^Qdueg.  der  in 
den  vorhergehenden  Hiichcrn  enthaltenen  Principicn  der  algebrai- 
schen Analjsis  auf  die  transcendenteu  Functionen  zeigep,  • —  Das 
■echfite  Bach  wird  iiber  die  Beziehunffeader  recurrireadeB  lUih«|i 
Baf  die  Theorie  der  Gleichungen  handern,  welehe  Beziehungen  vop 
weit  grösserem  Umfange  sind,  als  man  bisher  geglaubt  hat,  indem 
sie  sich  sowohl  auf  die  imaginären  als  auf  die  rucllen  Wurzeln  er- 
strecken. — •  Das  siebcute  Buch  wird  die  Theorie  der  Lugi^icb« 
Mlen  <d.  h.  loleher  AoadriickB  ^ie  f(jc)  >  a  oder  <  lf\  «nth|i]<- 
tea.  • —  Man  sieht  aaa  dieaer  iBhaltsanzeiffei,  we^he  ^fbjitfe  qo^ 
im  dBB  leider  Bicht-gaoB  BBegeirbBltoteB.|u|Ui»GRift^  F/a  j^ofkBii) 
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und  wir  wiederholen,  den  Wunsch,  <lnss  diesplbon  recht  bald,  wen^^ 
avcb  flüt  ala'  FrAgweiite,  berausgegdieu  werden  luuueul  Gesobäbo 
das  Letztere,  so  wiip4«i''Bidi  gowiat  4knM6tw  irie  jeuttli 
Rbeibs  Matbematrker  finden,  welche  im  ßeisfe  Foufier't  ila»  Winkl 
«1  resHtuiren  tacbeil  würden,  wir  dfp^s  zum  'VheW  Mclmn  von  fltn«. 

Stern  ih  sanier  „Tbaarie  der  bk^etteobriicbe*'  lak  (nliiek  vefw» 
■0fAit  worden  fati   -t*  * .  m  , ..   i  •  ,  »  i     , ,    .  «.^ 

Wir  weaden  uns  noii-  aB<  flraw  Orabiaal^,  4er  «a  aick  saai 
Zwecke  macht  F.'s  Entdeckuttgeh  iiuf  deutseben  Boden  zu  verpflan» 
zea,  jedocli  in  Hncr  s^ibständigon  nearbeitung,  welche  nirgends, 
Uosse  UebersetzuDg  ift»  Hr.  D.  iuit  dazu  den  Weg  eiaer  bistoiri- 
aakair  fifeiwieli«hni|r  ABr^Tarscbiedenen  Metb«daai  anr  Behaodlang 
4bf  höbaren  noverM^kea  CUeichnngen  gewählt,  so  dass  jede  diasar 
Bfetbodcn  in  Bf2ir^ung  auf  die  nächst  Torbergehende  als  ein  neoer 
Cultnrfortschritt  crscbeiot,  und  F/s  Lf^isfuncron  dann  dos  Gunze 
f  kroaen.  Maeb«  des  Ree.  Ueberzeugang  kaun  kein  suchverständiger  ' 
m4  iMfNnOaiiiieiNrBaMlMlaiKdaai  Yeifum^  das  Zengallsa  «roraat. 
balten,  welebes  er  sieb  aai'Sdilnsse  seiner  Vonrade  wiioacbt,  4aaa 
Bämlirli  sein  Werk  £!:nindlTrh  und  brauchbar,  und  mithin  drs  an- 
ständi':tn  Gewnndcs.  in  i^Tlohcni  es  erscheint,  vollkomiiipii  würdig 
s«i.  Ur.  1>.  bekämptt  mit  Hecht  das  Vorurtiieii,  wonach  die  Thea* 
li«  CRaiebaagen,  zu  Folge  da»  scbwatthmdOB  BkatlMilun^  der 
AlMAvaia  'iii  einen  >  Biederen  und  höheren  Theil^  ganz  zu  jenem 
Thetie  irerechnet  und  dnhrr  irdrr  F.inmisrlnmi^-  der  f)iftVrc'nti;ilrcrh- 
nung  entzogen  wcrdi'n  hoII.  lim  die  F^lpmciitr  (it-r  l>iliereuti;»li  <  ch- 
DUog  gruDdiicii  vorzutniaen,  braucht  mau  niclit  die  Theune  der, 
kMeran  GMebung^e»  aü  bakaMit^i«rKttRuaatsa«,''WoU  «bar  badacf 
diese  Tbeoria^xii  ihrer  ßei;tüodu»fismd  i8Br¥a*iiaidM|ir'i»nothiger 
Weitscbwcifigkeit  einii^rr  Vtirkcnntnisso  n»s  drr  Oiftcrcntialrcch- 
aong.  I^ben  un  schädlich  ist  dn«i  Vomrtheii  die  reine. Aoalysis  habe 
sich  von  ffeomelrischeo  Uetruchtungen  ganz  frei  zu  erhalten.  Eioeui 
BolebcB  niacbea  BjrateaiatisiraB  aa  Llab^  «afsiabt  aian  sich  4ia' 
tr^ffiicbste  VanulfeehaiHcbung  einer  atetig«D  Folge  von  Zahlwertheu 
daer  Function,  rnnbt  sich  das  einf?<rhsio  und  n.iHirM rltste  Mittel 
zar  Eatdeekuii^  nruer  Wabrhi  itrn  l^iess  uugeinhr  ist  der  iiihult 
der  lesanswerthen  Vorrede.  Wir  waüeu  nuu  eine  L]cber»icht.  des^ 
Wcrfcaa'f^bm  'ami  4mm  «Inifa  Baaicikaiigen  knii|»feD, -dib  j^oml 
achtangvwertben  Varf.  als  Beweis  der  Au^erkMmkeit  dienen  om» 
gen,  mit  der  wir  «»ein  Werk  £rplfsen  hahen.  —  In  der  Einlei- 
tung — H)  giühi  der  \  erf.  die  nuthigeu  ErkUruDgeB,  zeigt  die  - 
DaratMniDg  der  hier  zu  betrachtenden  Functionen  durch  paraboU» 
acba'Cnrren  und  legt  (§.  h.)  lien  Plan  saiaar-^ebrift  iasöer  kitrse 
vor.  Wir  finden  hier  nur  bei  §.5.,  wo  die  Construction  der  Werthe 
TOD  'y^3-/'(,'r)  durch  auf  der  .-r  Ave  rechtwinklige  Ordinaten  ge- 
lehrt, aad  das  UDuntcrhrocbene  ZusaiuiDenbaogen  der  die  Eadpunkt^ 
dieser  Ordinaten  verbindenden  t'urve  behauptet  wird,  die  klaine  Er- 
faaerung  aa  jaaahaii,.^das8  es  daeh  eigeattiah  nöthi^  sei  von. dar 
Stetigkeit  dei^  Function  /(o?)  vorher  überzeugt  zu  sein,  wenn  man 
die  NothwrndjVkelt  des  ununterl»rf>clienen  Zusamuioubanges  jeuer 
Cur\'C  einsehen  »ull,  was  indessen  hier,  wo  nur  voa  ganzen  Jrunc- 
tion^b  Ipebaodelt  wird,  sehr  leicht  ist  (vergl.  Caueby  CoQrs  d'aaa- 
hrsc  dka^  II.  §.  %),  —  Der  erste  Abschnitt  liaiuKU  von  den 
Qwairgrtban  pol^msusdiar:  Auadrücke  (S,      38).   Abaahn.  3. 
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Vou  den  Dcrivationen 
Y«B  'des  4h&  B^weiMB' 

Satz  ^iebt,  beruht  der  erste  attf  (leM  Iii DtHmidiea  Lehrsätze. 

nun  die  nach  aufitetg^endeD  Potenzen  von  vorzuoebmerrd«^  Ent<- 
wiclcplung  des  Binoms  nur  dann  bei  jedem  W.ertl^ 

vou        gültig-  bleibt,  wenn  <c  eine  ganee  ]inäitive  ZaU  i«t>  bcji* 
gebrochenen  |iositiven  Exponteoten'  aber,  wie  bei  alktt  ncffadvmH 
uttr  für  solcbe  Werthe  von  ^a:  gilt,  die  xwiaeheh  ilen  Gräozen 
—  .V  und  liegen,  so  hnfte  der  Verf.  8a|fea -snlWn ,  das«  sein 

erster  Beweis  voraussetze,  die  FniielioB  /{of)  Mti  entweder  «i^e 
.ganze  Fonretioo  vnn  vr,  oder^'der'MlMtrlBtbe  Wertib<vMt  A^r.  ad 
aleCa  kleiser  «le  der  Yen  ^.  DM  MlNise  Voraussetaanfi^f  dass  die 
ExpoDcnton  von  in  dfm  Poljnom  ^f{^)  positiv  seieo ,  Ut  noch 
oicat  genügend.   Der  zweite  Beweis  setzt  slilUebweigend  <  verauii» 

daas  k«ia«r  der  QoQtMvt^n  ..^jab^ivink  qd^jr  uneptOieli 

grern  werde,  waa  wiedetm  fnr  eine  ganze  PenofaMki ^flSBt/t^?) 

ZTv;ir  gewiss  i^t .  keinesTrrirs  nliir  für  nlle  Functionen  von  .r  wahr 
bleibt.  Der  dritte  Beweis  endlich  ist  mittolst  der  Methudi-.  der  uj>- 
bestioimtcn  CoefÜcientea  geführt,  setzt  also  voraus,  dass  sich  /  {^  rif 
^.r)  in  eine  Reibe  entwiekeln  iaeae,  die  naoli  Patenaen  ntt  gaatei^ 
poaitiven 'Bxpevenlen  von  ^jr  fartscfareitet  und  dasa  diese  ttaib« 
eonvergire,  was  zwar  für  gaoze  PunctinaeD,  aber  nicht  für  ulle  an» 
dem  wahr  ist.  Da  die  IiöKeren  ttlfre braiscben  Gleicliuntrf n  nach 
gehöriger  Reiiuctiou  uiiemal  nur  gunze  Faoctioueu  eiiiiutUeo,  ^ 
genügen  allerdings  dfia  Beweiae  des  'Verf.-,  n»  fciitet^er  haatfaiialir 
angeben  sollen,  doss  er  hier  Mtr  für  solche  Functionen  von  dar 
Tuylorsclien  Heibe  Gebrnnch  mnrlie.  -—  Hr.  I).  zeioft  ferner  in  die- 
sen» Abschiiiite,  welches  der  Ausdruck  für  den  Kest  sei^  wenn  oiaa 
die  Taylorsche  Reihe  bei  einem   beliebigen  Glicde  abbricht»  .wie 

sich  der  Werth  niu  s  Quotieuicn  *^-r-t  in  dem  Fülle  bestimmen  lasse, 

wo  /{a:)  Uüd  ff>{-v)  für  einen  besonderen  Werth  von  ^  beide  ver- 
schwinden, und  giebt  sodann  die  Derivationeo  der  Function  einer 
Pnnetloa,  ae  wie  der  Summe,  des  Products,  des  Huotienten  und 
der  Potenz  von  Fnaetionen  an.  —  Ab  sehn.  3.  Vom  Gebranch  der 
Dcrivatinneu  in  der  Theorie  der  Curven  (S.  53 — 83).  Es  ist  in 
diesem  Absclinitte  nur  dasjenige  aus  der  anal Ischen  Geometrie  aus- 
gehoben, Wils  für  die  Verauschaulicbuog  der  Theorie  der  alflcebrai- 
sehen  6leiehungen  nothig  ist,  diese  abw^gründiieh  nnd  dmsft  Anf- 
fassung  von  mehreren  hielten  sehr  klar  darsrestellt.  Al^sehn.  4. 
\  011  ilrn  ^V'u^/pItl  der  (Jlrirfiuneren  im  AM^emfinrn  fS  SA  — 119). 
Hier  über  die  Zcrlctrune^  der  algclir.iischen  huuctioncn  io  reelle  ein- 
fache oder  quadratische  Factorco,  tuuchy's  und  Gauas's  (erster) 
Beweis  für  die  Mdgliehkeit  dieser  Zerlegung,  Cotaaiachar  indMol* 

*)  Hr.  Drobisch  und  mehrere  andere  dentsehe  Mathematiker  gebrauchen 
die  Wörter  Dorivatinn  und  Ableitung  »tatt  des  bisher  üblichen 
Üerivii  ie  (hcii.  Function).    In  vielen  Fallen  dürfte  aber  diese  Neue« 

•    mng  uttbeqnesi  sein  und  Zweideutigkeiten  herbei  fibren)    Ü.  die  Ab» 

leltung  (ier  Ableitung  von  i/=f{x)  k&nnte  sowohl  die  Grosse  als 
die  Ucrieitung  der  Grösse  ^  ans  der  Funcden  y  sein. 


mtciier  Lfthrsati«  -^^Bei.  de«.  GMiUNUMbta  Uew^ia«  glaubt  der  Vf. 
fS);i€e^>«kei«di«B>M  ^iiffiw^  inkf  als  tmPunkt»  der 

C^rve  i^  und  de«' K  reifte  .gsaMiB  ■ein  ktanen,  allein  dann  int  der 
in  §.  »s  ^tbahene  Scliluss  nicbt  bündig,  weil  dnun  zwischen  (1) 
ond  (>!)  mehr  als  ein  Punkt  der  Cur%-e  x  lief^eo  und  also  zwei  solche 
Punkte  nit  eiuaoder  verbuod^en.aein  kjpuuten.  —  Abachn.  5.  Von 
4W'MlMiB«MMra«eliilioM  4er  WMel»  (S.  120— .149).  Tieta^i 
Satii  Wn  der  ZuianBcnaeteang' j|er  Cocfilcienten  einer  afgebr^lscken 
dMcfaUftg.  Beweis  dieses  Satzes  mittelst  jder  Derivationen.  Folge- 
rung daraus.  Hudde's  ^atz  von  AuflinduDg  gleicher  Wurzeln. 
Oirard's  und  iVewton'a  ^,eIationeu  zwischen  den  Coeflicienten 
M-Aiti  SwuM«^Mlt«Mto  dir»  Warscilu.  .Oe«cürtes*f  Lebr. 
itetz  nacK  OauBs.  —  Abufikn*  6.  Vepi  den  Greoseo  dei^  Wur/elu 
im  AHgemeinen  (8. 150->175).  Newtons,  Maclaurin's,  Rolle's 
M.  A.  nletliüden  zur  Bestimmung  der  äusserstcn  Grenzen.  Waring's 
und  Lagrange *8  Methode  xur  Begrensong  der  einzelnen  reelleu 


BPkttnmM  4itt  üiafuiäteu  Wutselu^««»  Abtcbn.  7.   Von  den 
etbewmi 

Wurzeln  (S.  176  —  202).    Der  Vf.  trägt 


u  xiir  Üut^riekeidung  der  reellen  und  imaginären 
i— 202).  Der  Vf.  trägt  Rolle's.  De  Gun^  u.  A. 
Methoden  vor,  zei^  aber  die  ü^vollkommenheit  derselben.  — 
Abscbn*  8r  Peuk*i*r*t  erste  Methode  zur  Unteracbeidung  der 
Ml^n  irad  der  iiiM|iniren  Wurzeln  ^S,  200— 257). Abscbn.  9. 
Von  der  Berechnung  der  VVmqiAln  aus  ihren  Grenzen  TelienfalU 
noch  Fourier)  S.  258 —  2(>8.  —  Ahschn.  10.  Fourier^a  zweite 
«ud  dritte  Regal >nr  >£rkeauunff  der  iaiiVginären  .Wu^z^n;  von  der 
aa«MbMt«g>  JafM»a»  (S.  200^S4})«  ^  Dijs  Leeren  .|^oiiri«r*i 
iillid>4»  dtBidrei  letata 'Abacbnitteii,-aiit  Eindrioguog  in  den  Geist 
daraellien ,  zuweileu  etwas  nligekürzt  und  anders  georduet.  uhne 
jedoch  etwas  WeaentHchea  zu  ühergohon .  und  mit  Hinzufüguug 
neuer  Beiapiele  vosgetregan*  An,  ^^iusse  des  Wef/c^a  wird  La- 
cra.pge*s  Metbodia  .sor  Berecbnoog  der  imaginären  Wurseln  ge- 
Mkrt,  so  wie  auek  einige  andere  biesu  dienlicue  Verfahruugpaiiab, 
namentlich  die  Lege  nur e's,  erwähnt  und  endlich,  nnch  genauerer 
Erörterung  der  geometriacben  Bedeutung  von  /  und  «  in  der  ForjU 

^-l-wW^l,  ein  bierasf  gegriudetet  neuea  Verfahren  angegebeSkt^ 


V  'j 


I*.     • .  1 


*  I 
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ff 


«  •.» 
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.XIl  A  A  K 

Das  Potlienot'sclie  PraMeiiK  in  erweiterter  Ge- 
stalt^ oebst  Bemerkungen  über  seine  Anwea- 

dang  in  dar  Geoditiie.  . 

•  •  .  • 

dem  BerRusgebci*.  . 


!•        .  '! 


Das  Potlietiüt'scho  ProbliM  itt  fcakaimtlicti  die  Aofgwbe:  wem 
ia  einer  Kbenc  drei  Punkte  cfosfcben  sind,  und  in  einem  vierten 
Punkte  in  derselben  Ebene  i^V  Winkel  £reinet>i$eB  werden,  welche 
die  von  demsetben  nach  den  drei  gegeheuen  Punkten  ges«re«ea 
GeäSehlaliiiieH^  tait -einftiidvr  etnteliKe^en ,  4h  ij|iK«^4ni«p  hmM 
Fdpktta  sü- beBtimmcn.  Mnn  kann  aber  diese 'ScUöOe ««ad  so  vlelw 
Anwendmtgen  in  der  Praxis  fähige  Anfgnbe  auf  folgende  Art  er- 
weitern: 

'Wenn  drei  beliebige  Punkte  iinliaume  gegeiben  »io  d, 
in  elneai  Tfierten  »elieiiigeii  Pa«4ct«  tu  ftaumft  die 
drei  Winkel  gemessen  werden,  welche  die  v»n  deatel» 

ben  nach  den  drei  üfecrebenen  Punkten  ge?  n^onvu  Ge  • 
sichtslinicQ  mit  o  i  ri  n  n  d  c  r  r  i  ii  rb  Ii  essen,  die  l^age  dieset 
Tierten  Punkle^  im  üauiuü  zu  b eätimoieu. 

Dieie  erweiterte  Aufgabe  wollen  wir  im  Folgenden  Mifiiiilöien 
neben»  und  die  Auflösung  mit  einigen  Bemerkungen  über  din  An« 
Wendnnc;  des  Problems  in  der  Praxis  herleiten. 

Die  drei  geliehenen  Punkte  im  Huunic  seien  ^4^  6\  und 
ebeu  so  sollen  die  drei  Winkel  des  ebenen  Dreiecks  ABC^  also 
die  denaelben  gegeniibentebenden  Seiten  dieaea  Dreleeka  wie  ge> 
wohnlich  dnreh  ar»  d,  e  bezeichnet  werden.  In  dem  v^rten  Punkte 
O  im  Räume  seien  nun  die  drei  1^0""  nicht  übepsfeljreudcn  Winkel 
BOCz=za,  AOCz=zß^  AOB  —  y  bemessen  worden,  und  die  Ent- 
fernungen des  Punktes  O  von  den  drei  gegebenen  Punkten  /f, 
A  seien  respective  x ;  so  liefert  noa  die  ebene  Trigonoaietrie 

aogleich  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

!^*H-y' — 2«y  CO»  a=«', 
ÄÄ»  coa 
4-  «• — 2y»  cos  y  =  c'; 

aus  denen  nun  die  drei  Entfernungen  a;,  %  bestimmt  werden 
■ÜBsen.  SetBt  wma 


WQ  werde«  die  drei  vorhergehenden  Gleichungen 

1(1-1-;»* — 2p  cos  a)  ^'rsa'. 


•  *•  -f  V  »• 


nnd  dttKli  Division  der  ersf eil  und  sweiCeu  durch  die  dritte  erhAtt 
■»ii'ittnr'ii^dliii,  Ivtnii  aw  Xtirie- wegen*'        '  '    '  v> 

gesetzt  wird ,  die  beiden  fi^lgen^den»  die  flr^ie  4?  fiieht  «Mbr  ent- 
Mtenden  Gleicbunm : 


.iL 


I*»  il  -f- y» — 2-7  cos  /?        a  '   '      ^      '     '  ' 

oder      '    *  , 

l-f_^»  — coB'<rs=eii*'(/9*-f-^*^2/7^  cos  y), 

1      ^' — .2^  cos  ßr=n*        +     — cos 

aus  denen  die, beiden  unbekanaten  Grössen  p  nnd  ^  bestimmt  wer- 
lieu  niü«»en.  '    "   '  ' ' 

*  Auf  Null  gebneht,  erhalten  dune  jbciden  Gitichpugnu  dieFer« 

»••^•^«»t«  pff  CO«  y-f-(#*  — 1)  /'•H- a>*l5^0, 

1)  y  -  4-  2  (cüs  p  —        cos  y)  — 1=0. 

l^liminirt  man  aus  diesen  beiden  (Gleichungen  und  bestiamt  aus 
tier  dudareU  sich  erffebenden  Glei<;bung  duQo  die  Gröiie  ^}  so  er«- 
hSU  ipn       .■.■■TS-      ,     I  ;  ,  »  . 

m       _      («w'^yi»   -  i  )     -  —2  (w»  —  1)     ms  «  —  (w»  -yt'  4-  IJ 

nhrt  man  nun.  diesen  Anadmck  vod  ^  in  4ie  erste  der  beiden 
vorbergebendeu  Gleichungen  ein,  und  setst  fnr  die  Grössen  m* 

nnd  n*  ihre  aus  de»  Obigen  bekannten  Werth« ^  ond  eo  er- 
hält man  nach  einigea  leichten  Reduetionen  wr  Bestimnittug  von 
p  die  folgende  Glelihung  ddk  viefteil  Gmdda: 

8L  Oä     |(«*-|-**  — 4«»      cos  y*!/"* 

_  4| ((Ä»  —  c»)      -h    —  c*)  ^'tmH*  cos  ^'»J  cos  a  - 

"      ■        —  «-(^'-l-c'  — »»)  cos  ß  cos 
-I-  2 i 2 1 (Vy '  r ^ ]  V OS «»-|-a*(«*  •  c»)  cos -d"  )  eosy*] 
— 4<r>(^»-H?»)  coaa  cos/f  cöBy-(««  ^r*-A»)(4Qr»H-Ä»-c*)J;»» 
<^'4|((9>^^)  (^«4.c*»^^)-.2««0>  cos      ^o«  * 

*f-(i^Hfs^V*^  cot /f*. 

Bekanntlich  ist  aber 
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und 

und  fotglick,  wie  man  leicU  findet, 

(^a -4_^« 4»» ^«  CO«  y»  =  4«»<5»  (cos  C*  — cos  y»), 

(a^-\~r* — 6*)*  —  4ä»<?*  cos  /J' =  ia-c'  (cos  i?*  —  cos  ^-); 

(Ä»  —  c»)  (a^  -+-  ^»  —  <?»)  —  cos  r* 

=z2a*6  cos  C  {6  cos        r  cos  irj*-2«>^>  cos 

(e«_^«)  («•^tf«^^«)^2«*^*  cos  1^ 

cos  B  {e  cos  if — ^  cos  ^ — cos  ß*i 

(Ä»  — c»)*  cos  c')  Cüs  /J*-f-a»(««— coiV* 

=        cos  C —  e  cos  B)^  cos  a^-|-  cos  ^— >  e  cos  ^)  cos  /S^ 

'  -H  a*r(«  cos  B  —  6  cos  ^)  cos  y * ; 

«•(^'         — «')  cos  ß  cos  y  =  2<jr*Äc  cos      cos  ß  cos 

(a»         —    )  (»'         —  c»)  =  Aa^6c  cos  Ä  cos  6'. 

Führt  man  Jirsc  Ausdrücke  in  die  Gleicliuna:  8.  ein,  und  divi- 
.  dirt  dieselbe  dann  durch         so  erhält  man  die  Gicichuog: 

«^Ifcos  C  {6  cos  C—c  t9B  B)^^  CM  /*J  CO»  sr 

cos  ^  cos  fi  cos 

-|-     \{d  COS  C—c  coüßy  cosa"-|-Ä(«  cosC — c  t'o^  .4)  coaß* 
-4-c(acosi? — ^cos^  cos^' — ^2(^^-i-c')  cusa  cus/S  cosy 

—%icco%Bco»C\p* 
—  2e)[cos  B'  {e  cos  ^  —  6  cos  C)^e  cos  i^']  cos  a 

'         cot  A  eos  ^  cos  y\  p 

^-C»(C08  i?»  —  cos  i?*). 

Diese  Gleichung  bringt  «na  aber  ferner,  weil 

:  ^  :  c  =  8in      ;  sin      :  sin  C 

ist,  und  folglich 

a=.r  sin       bz=zr  sin  B,  cz=zr  C 
gesetxt  werden  iiann,  leicht  auf  folgende  Fora:  ' 

10.  Oss  litt  B^  (con  O  — coa  r*)^« 

•^Ssinill  (co8CslB(i9-C)-ain^cos;''  jcossKcoBjAia  Cfcos^i^cos^  j;»' 
-|-|8in(Ä-  C)»coe<i*-+-sini?8in(^-C)co«/?*-4-sinCsin(>rf-Ä)co8y» 

— 2sinC)  [cos^  8iD(6^i?)-stu6'co8^'lcosa-cos^ifpiE(co^cot|;^}/» 
-hnn  C*  (cos         cos  ^*). 


m 

*  - 

MÜtofap^  ^MVgAT'  iMtfcarmtiwi  goniometriMlien  Tranafonuitioaea 
knnn  ^iiD  diese  Gleichnng  aucli  suf  des  foigeodMi  Anadnick 

11.  0==    sin  B*  sin  (C-^y)  »»n  i^—r)P* 

-^-2  sin  Ü  {(cot  C  sin  (if —  C)  —  sin  B  cos  y*]  cos  » 

^€0i     ßin  C  cos  cos'^'j/i* 

— 2[l--coi(i?+i^co8(i7— r)]co8ac 

^2  MB     {[com  S  iin         iff)  —  sin  C  cos 

,  —cos  A  äia  Ä  cus  /S.cos  y\p 

4- sin        sin  (/Sr-f-i?)  sin  (/?  — 

Hat  man  /7  mittelst  dieser  fileiclitin!^  gefunden,  so  ergiebt  sirh  ^  . 
mittelst  des  Ausdrucke  7.,  den  man  aber  leicht  auf  folgende  Furm 
bripgea  Jumr:  <  »•   .  i  .    .   .  < 

,     ^  ,  jpt  «in     cos  cos  c  »in  (i?  —  C)  — cos  B  tag  C 

sie  ^  (cos  /J  —  I»  CO«  y) 

Die  Kntierjiung  o:*  ergiebt  sich  mittelst  eines  der  drei  aus  3.  , 
sich  unmittelbar  er^ebeodea  Ausdrücke: 


>  I  «1  • 


K  — ay  cos  ^ 


denen  mao  aoeli,  wenn  Mii  dje  HöUiiwiiikel  0^  &t  wttelst^ 
4er  FMMeto  * 

14.  taDgQ=  v^^^    ^taogö'ss-  >  tang  (:^"= — p^f 

Ibcrechaet,  die  mr  logari0i«iaelieii  Reebmm^  lieqaemere  Fem 

.  «  «•«  O  ,  Ä  coa  €t  .  e  9W  €r 

15.  ^==d=-j^.ar=d=-xi;5-,*==4=-^:::^. 

wo  die  Zeichen  iauner  so  wa  oelinicii  eind,  den  m  foiitiv  wird, 

geben  kann. 

Uie  Entfernun^ett  y  und  x  ergeben  sich  Biin  endlich  inittelat 

der  aus  dem  Obigen  (2.)  bekannten  Formeln 

^  Nachdem  vfir  jetzt  die  Etttfenmo^eB  des  Paaklee.  O  tob  den 
drei  Punkten  ^4,  Is,  C  zu  bestimmen  im  Stande  sind,  wollen  wir 
uns.  weil  die  I-acre  der  drei  Punkte  A,  B,  C  im  Räume  meistens 
durch  ihre  Coordiiiatea  iu  Hetuf^  «af  ein  gewines  rechtwinkliges 

TImU  I. 


* 
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fdigeode  A«^1m  vorlcfMit 

Wenn  in  Bezug-  auf  ein  gewisses  rcchtwinklig'e« 
8ystPm  (li<>('oordiuatcn  dreier  r unkte  imRftumc  und  die 
Eutfernuagen  eines  vierten  Punktes  von  diesen  drei 
Pliokten  gegeben  liindr  di#  Coordlnaton  det  tu  Eede 
•teli«ndeii  vierten  Pu«ktfl8  in  ^«sttg  nnf  dai  nnf^enoii* 

meno  Sv«tpm  zu  finden. 

Die  Courdinatcu  der  drt>i  u;ogeUcuen  Punkte  seien 

M,       Ar;  m^f  n^f  '^a»  ^ 

uod  «r,  seien  die  Knffnrnnngcn  des  vierten  Punktes,  dessen 

Coordiii.itcu  jr,  y,  x  gesuclit  werden,  von  difspii  drei  i*ijnkten;  so 
hat  mau  nucb  den  Principicn  der  auai^ti&ciieu  Geometrie  die  tul* 
genden  Gleichnngen: 

'  ^(ar-«i)*H-(y-«)»-f-(»-^)'=Ä*, 

17.    J(^-»».)»-H(y-y,,)=4-(Ä  — 

1  (o: 4wJ       (y it.)»  =;  a.  »j 
welche  «nch  leicht  enf  die  Fem 

+  |(«-*)-f-(^^Ä,)f=:«,S 

4- (»  _  ^  |(y- «)  +  «,)  j« 

gebracht  werden  kitnncn.  Ans  diesen  (irei  Gleichuogea  ergeben 
sich  aber  ferner,  wenn  der  Kürze  weguii 

—    ~  (///- i»,)' —  — - 

gmetst  wird,  leicht  die  beiden  folgenden  Gleiehangen: 
welche  nnch  gehöriger  Eliminstion,  wenn  der  Kürse  wegen 

und 

(»—Ii,)  (*-*,)-(#-fi,)  c*-*,) 

raetit 'wird»  «i  den  fulj^cnden  Amdricken  von  y— i»  nnd  Ü 
mhrcn: 


Google 


Setzt  mau  diese  Ausdrücke  in  die  erste  der  GleidiuiiffeD  17.»  so 
eriialt  mttD  oach  leichter  Redioung  die  foigeade  Gleidmiur  ^  4ee 
«weiten  Grades; 

deren  Auflösung  auf  ffewüluiiiciie  Weise  «u  dfim  foijreiidea  Aai. 
drucke  TOA^  —  m  führt:  - 

Setzt  man 
so  wird  die  Gleie]ivii|p  22, 

(^.+,._^.)  eoi  ^*+(;y^4.j#)  .in  sin  f»=sO, 

mid  fdglicli,  wenn  mao 

eo.  |.  ^i±^,  «io  =xlz:|>LH 
Setit  man  nun  . 


so  erbitt  man  okne  ^»ciiwierigkeit 

Bezeichnet  man  in  dem  Dreiecke,  degson  Seiten  #r,  und  die 
Entfernung  tf,  der  Punkte  («»«^j  und  ^m^n^^^)  voo  eiuander  sind» 
den  der  beite  a,  gegestj^bentebeDdcn  Winkel  durch  a,,  in  dem 
Dreiecke^  dessen  Seiten  a,  und  die  Eotfemung  tf,  der  PnnkM 
(m«/)  und  (j«,ff,X  J  von  einander  sind»  den  der  Seite  raMo* 
iil>erstebeodea  Winkel  durch  a,;  ao  ist 

und  folglich 

cos  «„  «»^c,*^«s»ss2Ms  eos 

d.  i. 

■Im  Mdi  18. 

I,      —       cos  =  —  «r^2  cos  a^, 

mittelst  welcher  Formeln  die  Grössen  t,  und  sehr  leicht  berecfa. 
net  werden  kltnnen,  weno  di«  KotferoungeQ  ^-  und  die  Winkel 
«19  «»  bekA|i»t.i|iiid, 

W 
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-ÜMckMt.MMi  die  Bilftwhifcel  i*.  nml  gt,  %  x  mMgt  der 
FamelB 

und 

29.  teng  ^»"8  ^=ir::r^»  ^^F^i;« 

00  hMt  nuifi  Mr  Bereefcnttsg  der  Gr^hMtai      7,  »,  #  die  feinde« 
Fonielii! 

I,        ain  (fi — x)  ^ 
«— «,  *  sin  {ip—x)  «w  f** 
m  — 171 1    «in  (y  —  ;f )  cos  y» 
M  — Ml  *  sin     — x) 

t,        sin  (fi  —  V')  cos  / 

k  —  X-,  *  «.in  {)f  —  tp)  cos /i' 

«—-;//,     '^in  (ip  —  tp)  cos ^ 
k — A  j     sm  ix  —  V)  cos  9>*  ' 

Nach  dem  VorLcr«relieDdeii  lässt  nnspr«  Aufgaho ,  weno  sie 
überhaupt  möglich  iät,  jeiierzeit  zwei  Auflösungen  zu,  und  es  er- 
bellet auch  auf  der  Stelle  aus  ^eemetrieckea  ISrfie'deo,  den  ee, 
wenn  die  Aufgabe  möglich  ist,  immer  zwei  derselben  genügende 
Punkte  geben  muss,  welche  iiuf  entc^eg^cngpsetzten  Seilen  der  durch 
die  drei  gegebenen  Punkte  {mnk)^  (m^»^/c^)y  («w,»,/-,)  beaimm- 
ten  Kbene  Fiegeu ,  iibriffens  al»er^  gegen  diese  Ebene  eine  ganz 
ffleiche  Lage  haben,  ün  alee  die  Lage  des  gteeacliten  Ptaaktea 
yxy%)  mittelst  des  Obigen  vollkommen  bestimmen  zu  können,  muss 
man  aus  andern  Gründen  wissen,  auf  welcher  Seite  der  durch  die 
drei  gegebenen  Punkte  (maX),  {M^^n^/c^)y  {m%*»i^%)  bestuumtcn 
Ebeoe  uraelbe  liegt. 

3. 

Oic  in  1.  nufcrelöste  Aufgabe,  in  Verbindung  mit  dem  in  2.  ge- 
lösten Problem,  würde  sehr  geeignet  sein,  mit  Hülfe  dreier  ihrer 
Lage  nach  bekannter  Punkte  im  Räume  die  Lage  eines  vierten 
Punktes  im  Räume  zu  bestimmen,  wenn  zu  der  Msung  derselben 
nicht,  wie  aus  1.  bekannt  ist,  eine  Gleichung  des  vierten  Hrades 
erfurderlicb  wäre,  deren  Auflösung  schon  au  sich  weitläutig  ist, 
und  die  auch,  wenn  die  Aufgabe  überhaupt  möglich  ist^  jederzeit 
entweder  awei  oder  vier  Aoflösungen  fiir  dieselbe  liefert.  Ständen 
diese  tbeäretiscben  Schwieri^keiteu  **)  nicht  entgejjcen,  so  würde 
man^  wenn  z.  R.  auf  der  Spitze  eines  lierä:es  die  drei  Winkel  ffc- 
messen  worden  waren,  welche  von  den  von  derselben  nach  drei 
ihrer  Lat^e  nach  bekannten  Punkten  im  Uauiue  gezogenen  Gesichts* 
llnien  eingescblosseo  werdeo,  die  Lage  -  dieser  Bergspitze  ia  Ranme, 
also  auch,  wenn  man  nur^  was  in  allen  Fällen  das  zweckmässigste 
sein  dürfte,  eine  der  drei  Coordinatenebenen  horizontal  ancr^'nom- 
men  hat,  ihre  Höhe  in  Bezug  auf  diese  Horizoutalebene  bestimmen 

'*)  Als  ein  der  Anwendung  der  in  Rede  stehenden  Aufgabe  !ro  Wege 
RtehcniU  s  Hlndemiss,  wenn  man  nämlich  sehr  grosse  Genauigkeit  "ver* 
laugt,  ist  in  itfaktiseber  fiesisbung  necb  die  Rsnactieir  zo  bemtrkeB. 
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k5DDeo.  Das  eigeDtliche  nach  Pollieiiot  benaoBte  Problem  liefert 
■nr  zwei  CoonUnaten  des  getaehten  Fuktcs,  uihI  kaon  seiner  Na. 
tur  nacb  nicht  mehr  liefern;  unsere  oben  aufgelöste  Aufgabe  liefert 

daDTrcr^'n  alle  drei  Coordinateo  des  gesuchten  Punktes,  weichet  aio 
we&entlicber  Vorxug  derselbeo  vor  jeuem  Problem  ist. 

Die  in  Rede  atekendeo  tbeoreneelieii  Schwierigkeiteo  tdieitteB 
es  aber  vDotbwendig  zu  machen,  dass  man,  wenn  nai' die  in  1. 

aufgelöste  Aufgabe  in  der  !*raxis  mit  Leichtigkeit  nnwcndcn  will, 
einen  von  der  dort  gegebenen  tiilgenieinen  Auflösung  verschipiinuea 
Vkeg  einacbJägt,  den  wir  uun  noch  in  der  kürze  andeuten  Wullen. 
Die  drei  gegebeeen  Pnnlite  im  Ranae  aeiea  wie  früher 
C,*and  O  sei  der  gesnelite  Punkt;  auch  sollen  überbaupt  die 
in  1.  eingeiiibrten  Rp/i  ii  hminsren  jetzt  ihre  dortige  Bedeatung  be* 
lialteo,  ttod  wir  wollen  nur  bloss  noch 

Laco^x*  LBCO=i. 

•elaeoj^ee  iit  ofeahar 


■ad 


"süT       aiay  * 

•    ^  sui  y  sin  «f  ' 


a  sin  ^   It 


fj  sin 


Sin  a         sia  ^ 


also  wegea  31*. 


33. 


a  sin  ^  b  sin  (ß-^x) 
i  sin  a    ^       sin  fi  * 

|A  sin  jr  ^  ain  (y  4-  y) 
'  sin  ^    "~       sin  y  ' 


'g  sin  y     _  m  sin  («-f-^) 

sin  y  sin  a 

Man  messe  nun  ausser  den  drei  "Winkeln  «.  y  jederzeit  ent- 
weder Docb  einen  der  drei  Winkel  y,  V,  x  ^^^^  eiueu  der  drei 
Wiakel  ^\  tji',  /,  welcher  {terade  die  sicherste  nad  betjaevste  Mes» 
eaag  aestatti  t.  Weil  jedocn  vermöge  der  Gleiehaagea  Sl.^  wenn 
einer  der  drei  Winkel  (p\  tf'\  /  hekannt  ist,  immer  auch  einer  der 
drei  Winke)  <p,  w.  y  hektmnt  ist  ;  so  sind  wir  berechtigt,  bloss  die- 
sen letzten  hall  in  Uetrachtung  zu  ziehen,  und  vrollen  zugleich, 
u  die  Begriffe  so  fixireo,  anaehmea,  dete  der  Wiakel  cp  gemessen 
werden  sei.  Dann  kann  man  mittelst  der  aus  33.  und  einem  be> 
kaaatea  Satae  der  eheaea  TrigenaBetrie  fliesseaden  Ausdrucke 

c  sin  ^  .    r         V      sin  /}  sin  <7  .    /    .  X 
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ie»  Winkel  x  b^rediB««,  wimtM  mm  tkw  ftr  x  j«d«taeil  iwei 
MdL  ni  ISO*  er^iMiMto  WeitlM  erhllU^       ■ütebt  der  AoediClek« 

.  /y  sin  «    .         .    .      sin  «  sin       •    ja  ,  \ 

kMB  ■»»  ^  bereciiBCB,  wodun^  mii  «ber«  da.^  Weitke  hat, 
offenbar  in  Allgemeinen  vier  Weribe  tob        MeHiBOpt  oloo 

vier  «Systeme  von  Worthen  der  Grössen  fTliHlt.    Vm  nun 

eotsckeiden,  welches  dieser  vier  bjiteme  mau  zu  wäliieB  iMi,  muM 
man  mittdst  der  AusdrüdiO 

na      .  sin  y   .    .    .  sin  y  sin  ^   ,    ,    .  v 

den  Winliel  y>  berechnen,  und  masH  uater«ucheu,  welches  der  in 
Bede  stebeBoeD  vier  Svoteae  tob  WertboB  der  Grössen  x-»  ^  ^n^- 
der,  ^OBigsteBS  so  nane  als  möglich,  zu  dem  Wertbe  von  <p,  vob 

■^ffr!if»m  man  ausging,  tiirückfulirt.  Auf  dicsf'  Wois<»  orliHlt  man 
Hertlie  von  y,  t/;,  ;f,  welche  als  erste  iSahtruriffswortlie  dieser 
Ciröäfiea  zu  helracbtea  sind,  und  im  Fülgeoden  durch  ^,  yselbst 
beteiebBet  werdeB  solleB.  fieseicbBOt  oiaB  bbb  die  miree  W« 
der  Winkel 

BJa^  CBO,  ACO 

respecdTe  dnreb 

;r+«(r» . 

UBd  setit  der  Kärse  weges 

^  a  sin  y   sin  y  A 

r      c  sin  a      mn  «r  sie  6'* 

1        ^  sin  u     _  litt  <r  «a  ^ 
— «  sin  /I      sw  ^  si«  il> 

jl      c  sin  ^   sin  C 

//  sin  y       sin  y  sin  /f  * 

SO  bat  naB  nach  33.  die  drei  folgendea  Gleichungen: 

sIb  (9»+«£p>)«-/BiB  (a-^^  +  ^)s=0, 

sin  .in  [ß^x'^^)=^^ 


d.  i.  Back  dea  bekanntVB  PivaeinieB  der  DtffBrentialreebBBBg  die 
drei  Gleicbangen  des  eriten  Grades  in  Beang  anf  äf^  mx  «ja 
BnbekaBBte  GrSsasa: 

äsin  9  — /  si  n  («  H-  V»)  H-  cos  fp«fy  — /  cos  (if lÄfr  ä  0, 
sia       gr  •»  (^»-Hjr)H-«»«  g  cos  OJ-l-;r)  ^=0, 

%\n  X  —  ^  «WB  (y y) -I- cos  X'^x—h  cos  (r-hy)  /Ap=s0; 

aus  denen  uuu  ^  hestiuiuiL  werdeu  wüsseu.    ü^Jittelst  ge« 

wöbalieher  algebraiseber  lliiaiiBatioa  and  eiaiger  lelcbten  gonioBM- 
tTMckea  TraaaformatloBen  erbsk  aan,  wenn  der  Kjirse  iregen 

39.  Absco«  9  «OB  ^  cos  x-^gh      t<H^      (/M-jr)  «cos  (y+9>) 

geselat  wird»  aar  ileillaiaang  dw  gesBcbiaB  «Geneetionen  dt^^  dw, 
%  die 'folgenden  Anadrüekv:  ^ 


40. 


'  —fgh  CO«  CO«  «in  <H-!P)» 

—Mj^BOOsy  «in^  CQOjf— g-  «io/^oosy— ^4sur  co«(/S-hj|:) 

— Bio  (a-Ht^)  CO»  (/J-f-;r)  cos  (r-f-y), 

— AiaJ{=coB  (j^  UM  — ^      ^'      V' — ^ «  (y-hsp) 

'—fgh  cos  («-fr«^)  sin  (/?-|-;|^)  coa  (/-f-y). 

Hat  man  aber  7.  B.  r/y  mittrist  des  ersten  dieser  Hrei  Ausdrücke 
giefunden,  so  kauu  muu  di\>  und  t/^  auch  leicht  mittelst  der  folgeo- 
iien  BUS  deo  Gleichangen  38.  «tcJi,  uomittellNir .  ergebenden  Aas- 
diücke  finden : 

I.    «in       />in  (a -j- V') -H co»  y<fy 

j   •      «In jr— 4 am(y-»-y)~^ cm (y+»)  ' 

Wie  man  auf  dieselbe  Art,  wi«.  man  vorher  von  den  N^yierang«- 
wertheo  y,  1p,  ;|f  zu  dpn  neuen  Näheningsw^rthen  fp-{-(/cfj  yf-i-ftiff, 
X-i-^X  ^^l^ngte,  von  dicüeu  Maberun^swerthen  wieder  zu  neuen 
JKäJierungswertben  übergeben  *  and  «ui:  diese  Art  überiinapt  ininer' 
weiter  fortschreiten  kann,  bedarf  hier  keiner  besondern  Krläuterun^. 
Bemfrkrn  woüfri  wir  jednrli  iiorli.  das8  die  ()bii2^cn  Formelu  die 
Correctianen  ^/y .  ^/'/',  natiirlicii  in  Tbcilen  dos  llalhinessers,  wel- 
cher bekanntlicli  immer  der  Kinkeit  gleich  gesetzt  wird,  uusge- 
driickt  liefern«  Wüi  man  «to  diese  Correctionen  in  Secunden 
«nadrückes«  «o  dienen  dnn  4ie  folgende  leicbt  ventttndlichen 
Foraeln: 

isiF^'  oder  200864,8  .  1^, 

.Sv'  oder  206264,8  .  äv. 

Hat  nan  auf  die  voriiergekende  Art  die  Winkel 

BJO,  CBO,  JCO 

gefunden;  sn  erhält  a»D  die  Entfernungen  AO^  BO^  CO.  «uttelat 

der  Formeln  *  '  ' 

j^Q^^  «»n  ^0  c  sin  ^ n^f»'^ 


43.  IßO^ 


sla^ 

810  y  * 

€  StB  BAO 

 a  sin  (a-t-CBO) 

«in  / 

~^        sin «  ' 

a  ritt  VBO 

 5  sin  {ß  +  AC€^ 

nnd  kun  dann  fw nert  wenn  die  Coerdinaten  der  Ptonkte      B,  C 


Micken  sind,  die  Coordinate»  ,de«  FnnkleB  0  jnittelet  der  in  2r 
tnnriekelten  Funueln  bererhnen. 

Will  man-  unsere  Auftfabe  hei  g-eodätiscbcn  Mpssun|;(CU  io  Ao* 
Wendung  briüguAi>  bo  iuub»  uimu  uiiUiriicU  mit  eiiicui  iusti-uipeAte 
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versehen  sein,  welches,  wif  z.  IJ.  der  Spirp-elsextant,  drr  Spire;«!- 
kreiä,  uud  iiisbesoiidere  der  HordaiKcke  Kreis,  die  Messung  der 
Wiukcl  iu  allen  Lttseo  derselben  geffen  den  Borizout  gestaUct. 
IKn  gewiftilicher  Tneckiolit,  mit  wdäea  ndi  beksiiotlMli  Mom 
die  lioriaODtBlen  Projecüonen  der  Winkel  messen  lataen,  ist  dage» 
gen  7.U  dem  in  Rc(!e  stt'heuden  Gebrauc!if*  nicht  CT^pitTTipt .  \v»hl 
aber  zur  AnwrnduDg  der  gewöhnlichen  FoHiouutschen  Autg^ube,  tur 
welche  u.  A.  m  No.  XIV.  eioe  Äuilu&uBg  gegeben  worden 

ist»  hiucieheBd* 


XXXVL 

UntersuchuDgeii  über  Projectioaen  und  neuere 

Geometrie. 

Von 

Herm  O.  Schlömilcii 

tu  Weiinar. 


1. 

,  Die  per8|»ectivi8cbe  Projection  in  ihrer  einfuchsten  Ge> 
•ült  entsteht  bekeeotlicli  dediireb,  dMi  «an  swel  auf  eiaaeder  aeek* 

rechte  Ebenen  MO,  MQ,  die  wir  kurx  {f^  und  (<)  nennen,  an« 
nimmt  und  von  allen  Gebilden  der  Ebene  {E)  nnch  einem  Pro» 
jectionspnnkt  /'Gerade  (Ntruhlenj  zieht,  welche  (e)  in  entsprechen» 
den  Punkten  durchschneiden,  die  in  ihrer  Vereinigung  die  Projectien 
dea  priiBiti>on  Gebildes  abgebeo.  Wir  wollen  min  in  dem  Zeigen- 
den die  Gebilde  in  E  und  (\  von  denen  das  letztere  die  ProjediM 
des  erstercn  ist,  cnts|i  rechen  de  Gebilde  nennen. 

Zuerst  ist  klar,  dasi  die  Projection  einer  Geraden  wieder  eine 
Gerade  nein  wird,  daia  es  also  für  die  Bertinmung  der  I^ge  der 
Projection  hinreicht,  wenn  man  swel  Punkte  der  primitiven  Geraden 
projicirt.  hf  nun  MX  (Taf.  llf.  Fis^.  1.)  der  Durchschnitt  der  Ehe- 
nen  {K)  und  [e)  und  darin  f  der  t^unkt,  in  welchem  .VV  von  der 
zu  projicireuden  Geradeu  CT  iu  iE)  geschnitten  wird,  »u  fallen  in 
C  nie  einander  entsnreekenden  Punkte  sBBaninien,  oder  €7  tat  die 
Projection  seiner  selbst.  —  Ferner  ist  klar,  dass,  je  weiter  man 
die  Gerade  CT  vcrlünf^ert,  der  Projectionsstrahl  /*T  sich  succcs-  • 
aive  der  i4itge  l*l  \\  CT  nüherQ  wird.    i4uwen  wir  also  2*  sich 
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»■8B<iiefc»'Wik       JfüT  «atfeni«!!,  ao  g«M  4mf  PtoJcttitMitiaki 

.PT  ganz  in  4ie  Lare  P/  |{  TT  Uber,  und  es  ist  dann  t  di«  Pi** 
jeetion  des  nnendlico  entfernten  Punktes  T  und  die  beprrHnzte 
(■eradc  Cf  die,  tip.r  u  tj  b  eijfräD  z  teo  CT.  Die  BeKfimmung  des 
Punktes  t  hat  uicbt  die  mindeste  Schwierigkeit  melir,  da  die  kben« 
JW  II  der  BbMe  {E)  mitUB  mntk  9t  \  |  M»mmA  wie  vorher  Ot  \  l^riii. 

ÜMr'hCMrlEt  «her  leicht,  daas  diese  Bestimmung  des  Punktes 
$  v;hT  nicbt  von  der  f^ge  des  Punktes  C  in  MN  abbang^t,  dass 
also  für  eine  Gerade  CT"  \\  CT  ganz  dieselbe  Konstruktion  gilt, 
und  also  C't  die  Frojectiou  von  V'T'  ist.  Daraua  ei^iebt  sich 
4er  Sats 

,^Ein>em  Systeme  paralleler  Geraden  in  {E)  aiit* 

spricht  ein  Strahlbiischel  in  (tf)." 
Wenn  sich  der  Winkel  MCT  ändert,  ward  offanhar  t  sich  auf 
der  Geraden  mt  \  \  MN  bewegeu ;  also : 

„Die  M»Uelp«'Bkte  eller Strehlbfaebel,  welche  ve^ 

scbiedenen  S^ateaen  jaeralleler  Gareden  eB^apre- 

eben,  liegen  in  einer  fiertidon." 
Unter  den  verschiedenen  Wertbeu,  die  der  Winkel  MCT 
■nilivee  kann,  sind  besonders  zwei  hervorzuheben.  Ist  nämlich 
L  MCTsstR,  ae  lltllt  t  m\k  9  sMmmcni  iat  aber  LMCT^iR, 
so  wird  otzzz  Po  nnd  also  scbon  bekani,  weil  die  Entfernung  dea 
Projectionspnnktes  gegeben  ist.  Daraus  ers^iebt  »ich  leicht  ein 
Verfahren,  um  die  Projectioa  jedes  beliebigeu  Punktes  J  aufxufin- 
Jan  Taf.  III.  Fi^.  1  *).  Dtnn  fällen  wir  das  Perpendikel  MU  und 
machen  HK^s.HJ^  so  lässt  sich  J  als  Uurchscbnitt  zweier  Ga» 
raden  hotracbten,  von  denen  die  eine  il/A' unter  einem  rechten,  die 
andere  unter  (-incm  lintben  rechten  Winkel  scboeldet.  1«^t  ot  wie- 
der die  Bntferoung  des  Projectionspnnktes  von  (e),  so  ist  Ho  die 
PrejaeftieQ  der  mebeitittmt  varläegerleB  JU",  die  ? en  MLf  ehn» 
der  'Difehachiutt  i  die  PfejecÜeB  yob  Jl 

2. 

Man  kann  aber  auch  von  der  Ebene  (e)  ausgehen,  sich  die  Ge« 
bilde  daraelbeD  ala  gegebee  deeken  eed  tos  iheea  auf  die  der 

Bbene  {E\  zurücksehiiessen,  \wkm  man  über  ot  einen  Projections- 
punkt  denkt,  dorch  welchen  uraiTPk  ehrt  die  GebUde  io  {E\  enU 
aftehea.    Dana  hat  man  tutgeodcn  Satz: 

„Allen  Strahlbüscheln  in  (e),  deren  Mittelpunkte 
in  eiwer  Geredes  (•€)  liegea^  entsprechen  in  (Aj 
gleich  viele  Systeme  paralleler  Geraden.'^ 
Ans  diesem  und   dem  ihm  ndalogen  Satze  in  (1)  lassen  sich 
nun  fnr  eine  Menare  von  Sätzen  nus  der  Situationsj^eotnetrie  die 
einfachsten  Beweise  herleiten,  wofür  nun  einige  Beispiele  dienen 
aeUea.  1  « 

Sei  Tat  la  1%.  iw  eis  beHabtger  Winkel  und  aeaser  ihm 
aia  Pnnkt  ^  angenommen,  von  welchem  ans  durch  jenen  Winkel 
beliebig  viele  Strahlen  af/,  fjq^  cff  .  .  gezogen  üiud.  Zieht  man  in 
den  so  ■  entstandenen  Vierecken  die  Diagonalen,  so  liegen  die 
Durehflefteitte  deneilieii  mH  jp  in  eiaer  Ctaredei. 


•)  Dif  Figor  stellt  Allc^  in  einer  Ebcnf^  dir,  sn  dass  man  sich  (E)  um 
iUi\  am  Asis  i^edrebi  denken  kano,  Itis  ate  mit,  {e)  susaauninlälltk 


I 


Fig-.  1.  ao,  so  eHtapNebm  A&m  Wiokel  cp/  Kwei  Parallelen  AC^ 
DJF^  dea  Strahlen  «f^,  bq,  cq  .  .  die  Parallrlpn  AD^  BE.  CF .  . . . 
Folerlich  sind  die  entsprechenden  Vierecke  l'aralle1f>ffrainui<'.  Die 
Durchschnitte  J/,  M'  .  .  der  biagonaien  in  denieibeu  liegeu  aber 
Bidi  Mlir  belE«niit«B  Süaea  in  eiMr  Gente,  irikiM  sugfeidi 
II  AC  und  J?/"  ist.  Folglieb  mIncD  Meh  (1)  dl«  ProjeotiooeD 
von  .  .  ebcnfnÜK  ni.  umt  G«nd«a  Imc^b»  wem«  «nah. 

durch  p  geht,  w.  r.  b.  w. 

V»a  diesem  halse  lassen  sieh  bekanntlich  viele  jiruchtbare  An», 
wendongcn  machea,  die  wie  hier  übergehen  BÜfleen«  .  . 

Taf.  III.  Fig/4.' Wenn  die  drei  Gereden  «o',        ocr',  welche  die 
Spitzen  zweier  Dreiecke  mit  einander  verbinden)  iicb  in  einen - 
Poekte  edmeideii,  ao  liegen  die  drei  Durebeekaitle  |»,  ^,  r  der  ver- 
längerten gleicbnamigen  Seiten  t  tt&  nnd  M,  m  nnd        Ae  und 
i/c^f  in  einer  Geraden. 

Nehmen  wir  dw  Gerade  p^  als  die  Linie  o(  in  Taf.  III.  Fig.L  an, 
m  entepricbt  den  Streblbüiehel  ^m»,  ^m,  ein  endeier  AMf  MMt. 
CM,  in  welcbem  AB\\  A'B\  AC{\A'C'.  Nun  foi^t  daraos  nmeh 
bekannten  Eigenschaften  äbniicber  Dreiecke  BC  ||  B'C\  also  ent- 
sprechen diesen  Gereden  swei  andere  Ito^  b'd^  deren  Dnreheeknitt 
mit  aul;  liegt. 

4. 

Tat'.  IH.  l'^ig.  5.  In  einem  Dreiecke  LMNO  ist  die  Grundlinie 
IjM  in  M  halbirt,  der  Strahl  MO  und  noch  UQ  \\  MS  gezogen; 
der  so  enlitandene  Struhlbüschel  beisst  bekanntlich  ein  harmoni- 
•eher  -nnd  ei  «ebt  derillier  die  Mdea  Siitees 

„Jede  Gerade,  die. einen  knrMOnieelien  Slrnklbü- 
schel  schneidet«  wird  von  demtetben  karaoniaeli 
getbeilt»^* 

und 

^Jnder  8trnklbietk«l,  4eeMn  Strehlen  dareh  die 
hernoniaehen  Tbeil punkte  einer. Cletn4en  gekea, 

ist  ein  harmonischer.'' 
Nach  dem  erstercn  Satze  werden  also  aOcd  und  AB  CD  harmo- 
nisch getheilt  sein.  Nun  kann  man  sich  aber  diese  beiden  Geraden 
in  gens  lelieMven  Tetiehiednnen  Ahenen.  ^mA  O  nie  Projectiont- 
ponkt  dasn  denken;  dann  bat  »an  dea  Sets»  deia  die  pmpectivi- 
scbe  Prejeetien  einer  Bnnnnniieken  wieder  eine  BiHneniweke  iat| 
eder:  < 

„Einer  harmonUcli  getbeilten  Geraden  entepricbt 
jedereeit  wieder  eine  Hermeniecbe.** 
Daraus  ergiebt  sich,  wenn  man  über  den  beiden  entsprecbeoden 
Hnrmonischen  Strahlbüschel  con^trnirt  tind  den  einen  nie  Pn^ieetien 
des  andern  betraebtet,  leicht  der  analoge  äiatz: 

y^Bine«  hareieniscben  Straklbflaekel  entspricbt  je* 
derzeit  wieder  ein  knraioniseber  Strehlbieekek** 
Diese  einfachen  Sätze  werden  die  Quelle  sehr  fmclltbarer  Un* 
tersuchungen,  von  denen  wir  einige  andeuten  wollen. 

Tef.  Iii.  fr'ig.  i».  £8  »ei  abcd  ein  Viereck,  dessen  Gegenseiten 
eich  fai  ni      m  nchpMite»  Wir  kelrackleit  .die  Gerade  mm  nie  die 


VJiwkevt  iB  Taf.lll.  Fi^^.l,,  so  doss  deo  Strakicii  mn,  cm  die  Parallelen 
jiJtf,  Ca,  thmm  tfw»,  cm  die  Parslleleo  AJ^i  CA  enUpreclieo. 
^■1  Viereck  ffied  entepriclit  lUao  du  >FmHeioffMi  MCih 
Da  sich  nun  die  Diagonalen  AC,  BD  (losselben  balhiren,  so  kön- 
nen wir  die  nnendliclf  veTiRngertcn  Al\  B41  hnrnronisch  ^theilt 
nenneA»  und  tola'licli  sind  es  «uch  die  Üiosroiialen  ap^  bq^  Ziehen 
/#*  \\  CB,  Ja  II  BC,  TO  mnft  JFO  ()  und  m 
JC  fcmHmt,  Folfi^ch  W  der  StrabIMBehei  Jif,  JP^  JMs  J4t  «te 
fcaraionisclier,  also  ist  es  nnch  der  enti^rechende  tjv,  if»^  i^y 
nnd  daher  niuss  auch  m//  hnnnommh  g^theilt  sein.  Nennt  man  Hie 
Figur  in  («)  ein  Toilständiges  Viereck  und  ay^  mf  die 
OiagMNleu  dMMllMi,  f#  itl  mb  dm  Mmmmi  fMi: 

^Die  drei  Dingnnal^n  d««  «oll vtftndifpett  Vier« «kt 

theilrn  c  i  n  a  n  d  e  r  h  arm  o  ni  sch 
woraus  sich  nodi  ein«  Heuge  Folgtruogea  niehen  lässt. 

Thif.  HL  Kg.  7.  Bekaanliidi  noiBt  wmn  dk  Bsrchschnitte  dur 

jinsseren  und  innprrn  TangTTrtrn  zweirr  nnsspr  f'iaander  liegenden 
'Kreise  den  äusserem  und  inneren  Aehaltchkettspnnkt  jcaer 
Kreise.  >         •»  ,  • 

fifmr  htmm  «aa  alar  di«Mi  CMbilda  ala  PkfiiaciiaB  aiaaa  G^ü-  ' 
ders  ansehen,  wenn  man  den  ProfiotlBaspaiikt  irrend  wn  in  dem 
dnrch  a  nnf  «irr  Rhene  der  Z<»ichnnnL'^  errichteten  Perpendikel  und 
die  Projectionsebeue  (e)  parallel  den  Ebenen  jener  Kre  ise  annioint. 
'  Vergleichen  wir  nnu  unsere  Figur  mit  der  daneben  gestellten  cor*  ^ 
respondirenden,  so  ergiebt  sich  gleich,  dam:  Jl^  J^-  ilf  «ad  der  mn*  ' 
endlich  entfernte  Punkt  if  hanaaaisdh;  liagaa>.alM  iat'dleM  anch 
liaka  der  F»f!:  oder: 

,,Dic  Mittelpunkte  beider  Kreise  liegeu  mit  dea 
Aehnlichkeit8j>nnkten  hnrmoaiscik'* 

Taf.  III.  Fig.  S.  P^ragidmi'  wir  «ia  Sytteai  dreier  Cylinder  voa 
gleichen  Grundflächen,  so  entsteht  ein  Syt^tem  Ton  drei  ungleichen 
Kreisen  (da  die  Grnodiiiehen  jener  Cjlinder  ungleich  weit  von  der 
ihnen  parallelen  Projectiitosehene  entfernt  sind)  m  welchen  drei  äussere 
und  ebensOTiel  iawhre  Aebnlichkeiteponkte  gehören.  Da  aoa  links 
alle  äusseren  Tangenten  einander  parallel  sind,  so  liegen  rechts 
die  nnrchschnitte  derselben  in  einer  (Saradea,  (welche  die  Gerade 
•#«0  Taf.  III.  Fig  1.  ist);  oder: 

„Die  äusseren  Aehnltchkeitspuakte  dreier  Kreis« 
liegen  ia  eiaer  Geraden,** 

Betrachten  wir  liaka  die  inneren  Aehnlichkeüapnakto  ./,, 
80  erhellt  gleich,  i\hsn  die  Cerrtdp  \]  den  äusseren  Tangen-  ' 

ten  an  ßf  uad      liat^   Dies  gieht  iütr  die  Figur  reekto  aogtoich 
den  S«ts: 

„Jeder  der  drei    ftnaaerea  Aehaliekkeltapfiakte 
ii«gtaiil  awai  ianeren  in  einer  Geraden.^' 
Alac  gieht  ea  im  fkuwen  -nev  Aekali^likeitaatraklaii» 

Wir  taeudaa  «ai  mn  aar  .Betraehtag  der  Kegcfaehaitla,  aad 

«MT  ist  gerade  hier  die  Ontersächung  mittelst  projectifischer 

Eigen  seil  aften  die  «wcckniftssicrsto,  da  der  KrcelschTiitt  seinw  Eni- 
HekuBg  oac^  mcüh  aadecs  als  die  perspeciijriiicke  P#<geciion  eines 
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.  Kreisel  ist.  Wir  nehaeo  wie  bisher  inmer  den  eiofaGhstea  FaU 
an,  dass  die  ProjeclioM*  (hier  die  Sebaitu)  ebene  aaokredit  eaf 
{E)  (der  BuiaelMne)  «lehe,  da  lieh  Menof  jeder  udere  Fall  leiebt 

leduziren  lässt. 

Tat.  111.  Fig.  9.  Hier  gewinnt  nun  die  Gerade  Taf.  III.  Fig.  1., 
welche  sehoD  aiaher  die  bedeutendste  Rolle  ^ielte  eine  ganz  he* 
sondere  Wichtigkeit  «ad  wir  werden  sie  daher  kfinftig^  die  Polare 
des  Kegelschnitts  nennen.  Sei  nun  ^  ein  beliebiger  Kegelscbnitt, 
den  wir  als  Projection  eines  Kreises  A  anseben ,  o(  die  Polare 
(auf  der  sich  also  die  Projectionen  aller  Geraden  schneiden ,  die* 
n  (E)  Paralletea  aind)  und  m  die  Projeetion  dea  KreiaBittelpHukta^ 
^  die  wir  den  Pol  des  Kegelschnitts  nennen,  M  ist  klar,  daas  jede 
rprndp,  die  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  IC  g&ht,  von  iff  und 
dem  Kreise  halbirt,  d.  h.  sammt  lit m  im  endlich  entfernten  Punkte 
harmonisch  getbeilt  wird.  Also  wird  jede  Gerade,  welche 
dnreb  den  Pol  des  Kegelaebnitta  geht,  von  Pol,  der 
Cnrve  and  der  Polare- baraionisch  getheilt.  Ziehen  wir 
ferner  irs^end  einen  Durchinesser  des  Kreises  und  lepi^en  Tao- 

j>;<'iitcu  ;tii  ^1  uu([  //,  so  laufen  diese  einander  jederieit  paralieL 
Mun  entsprechen:  dem  liurchuiesäer:  eine  durch  den  Poi  gehende 
Gerade,  welebe  Berühron^ssebne  beiiien  nag,  den  pamlleien 
Tanp^nten  am  Kreise:  zwei  Tangenten  Ml^  KegelHchnitt,  deren 
nnrchschnitt,  ,,das  B erühruojgscentrum,^*  auf  der  Polare  liefi^t. 
Wie  sich  nun  aiicb  u4ß  um  drehen  mag,  so  bleiben  doch  die 
Tangenten  an  j4  und  ^  Parallelen,  d.  h.  wenn  sich  die  Berüh- 
rnngaaeboe  wm  den  Pol  drefit»  ab  dnieblinft  daa  Beriibrungscen- 
Crva  die  Polare;  oder: 

„Die  Polare  ist  der  Ort  aller  Berüb ru ngscentrn, 
deren  Berührungssehnen  durch  den  Pol  gehen»'' 
und  auch  umgekehrt 

„Der  Pol  latder  Punkt,  durch  den  alle  Berühr  nngs- 
sehnen  gehen,  deren  Berftkrnngacentrn  nnf  der 
Polare  liegen." 
Daraus  lassen  sich  leicht  die  Aufldsuuffen  der  Aufgaben  ableken: 
,4)en  Pol  na  finden^  wenn  die  Polare  gegeben  iat,'' 
„Die  Polare  so  finden»  wenn  det  Pol  gegeben  iat,'* 

7. 

In  dem  Vorigen  wurde  das  Ziehen  von  Tuugenteo  an  den  Ke- 
gelicfaiiitt  veflao(j;t,  aber  ea  ia|  necb  nicht  gezeigt  worden»  nnf 
welche  Weise  dieaa  geaeblebt»  nnd  dtehnlb  geben  wir  folgende 

Construktiun  dnxu: 

T.if.  III.  Fig".  10.  Wenn  vom  Punkte  p  an  <loti  Ki^gclschnitt 
/c  Tangenten  gelegt  werden  sollen,  ziehe  mun  beliebig  zwei 
Strahlen  ap^  6p,  die  den  Kegelacbnilt  noch  in  e  nnd  ä  acbneiden 
werden.  Dean  ziehe  man  al/,  cd,  die  aich  in  ad^  bc  die  sich  in 
^  schneiden  und  die  Gerade  fg.  Diese  schneidet  den  Kegelschnitt 
in  zwei  Punkten  if,  r,  welche  die  Berühniagspunkte  der,  von  |» 
ans  zn  legenden  Tangenten  sind. 

Denn  man  nehme  p  als  Punkt  einer  beliebigen  Polare  und  k 
als  Projection  eines  Kreises  K  ;in,  so  entsprechen  den  Strahlen 
ac,  hd  zwei  Parallelen  AC,  BD.  Nun  ist  aber  klar,  dass  durch 
die  Construktion  in  {E)^  U  nnd  V  die  fierühraogspunkte  von  Tan> 
-fenten-aind»  weicbe  ]|  AC  \\  BB  lovÜHi.«'  Alao  entsprechen  ihnen 
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*  k 

in  {e)  die  Bwillunttgtpaiikte  der  TMgwten»  weleke  darcb  p  geLeo, 
W.  a.  b.  w. 

Es  hat  nun  auch  di»*  Lösung-  der  iimgekchrteu  Aufgabe:  durch 
zwei  gegebeoe  Punkte  eines  Kt  sj^clijchnilts  au  deuselbeu  Taiifr*  uteri 
au  xi«bea  üickt  die  iuMide«te  «Siciiwierigkeit,  weAltalb  wir  an:  übur- 

getien»      .  i  ... 

8. 

Die  Durch  teil  n  Ute  der  dre{  Päir  Gegenseiten  jedes, 
einem  Kegelsch oitte  eingeschriebenen  Sechsecks  liegen 

In  einer  (>eraUen. 

Taf.  III.  Fig.  11.  ahcdef  sei  das  Sechseck  ^SeLuensecbs- 
eck),  />,  q  mögen  die  Dnrciiscbnitte  von  den  swei*  Paar  Gegensei- 
ten 0/,  cd  und  bc^  e/'h'eisseo.   Nimmt  mab      als  Polare  und  den 

Kcgelscbnitt  als  Projcction  eines  Krrlsos  ao,  so  entsprechen  jenen 
awei  Paaren  die  Sehnen  AF  \  \  CD  und  IiC\\  EP.  Aber  bekannt» 
lieh  fassen  parallele  Sehnen  gleiche  liogeu  ^wiücbeu  äicii,  also  ist, 
wenn  wir  die  Bogen  stets  rechts  beruitt  nennen: 

^  "  orc  ./C=arc  DF 

•Tso  durch  Addition  nre  (der.  grossere  dieses  Namens)  rsnrc  DB 
(eWnso).     Ziehen  wir  ^ beide  vom  Kreisumfiing  ab,  so  bleibt 

«rc  JE=i}XTC  BD,  woraus  .  //i  '[  DE  folgt. 

AU»  liegt  der  Durclischnitt  r  von  aO  und  äe  OMt.ailf  dor^Po* 
Iure  d.  h.  in  einer  Geradeu  mit  ^>  uud^. 

Der  8ats  gilt  nucb'  nnig^kefartv  weis  sieh  apogogisek  sehr  lelcbt 
seigen  lässt. 

In  jedem,  einem  Kegelschnitte  umschriebenen  Sechs- 
ecke schneiden  sich  die  Diagonalen,  welche  zi^ei  üe- 
geneeken  -rerbinden  In  einem  Punkte,  . 

Taf.  III.  Fig.  12.  abcdef  üci  dieses  Sechseck  (Tangen ten- 
srclisfck),  W,  bc^  cf  jene  niagonalen  ( H  a  it  p  t  d  i  ri  cro  n  a  I  e  n). 
Alan  nehme  den  Durchschnitt  m  der  ersten  beiden  als  Pol  des  ke- 

Selschuitts  und  diesen  aU  Projcction  eines  Kreises  an,  so  entspricht 
em  Pol  m  der  Hittelnnnkt  M  nnd  jenem  Sechseck  ein  anneres» 
dessen  beide  ersten  Jfauptdiagnwilen  dnrek.  den  Mittelponkt  den 
eingeschriebenen  Kreises  gehen. 

Es  ist  nun  bluss  zu  zeigen,  dass  auch  die  3(e  Tlauptdiagonale 
durch  il/geht,  was  sehr  leicht  (uauicntiicii  apugugiäcii)  geschieht. 
D|nraus  folgt  deiyn,  dass durch,«»  geht 
,  Auch  dieser  Satz  gilt  umgekehrt. 
Diese  beiden  Sätze  bilden  bekanntlich  die  Grundlas^e  für  die 
Theorie  der  R^ciprocitat  bei  den  kegelschnitteo,  indem  man  die 
Punkte  der  Gebilde  In  dem  einen  Kegelschnitt  als  kerührnnffseentr» 
für  einen  zweitfu  Rcgelscbnitt  nnsient»  wodurch  dann  ein  hekann-, 
tes  Correlationssystem  entsteht^  dessen  Ausfilbniiig  hier  aber  so 
weit  führen  würde.  • 

La^st  jiiau  lu  den  beiden  vorigen  Sitzen  eine  Seile  ver- 
nebwinden nnd  pur  Tsngente  werden,  so  gelangt  man  sn  bekann- 
ten Sätzen  vom  Fünfeck,  und  ebenso  vom  Viereck  nnd  Dreieckf  die 
nicb  natäciick  auch  leicht  besondM  beweisen  InsMB* 
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Es  kann  endlich  noch  die  Frage  oufc^cworfcn  werden,  wie  mnn, 
wenn  der  Kf'irflschnttt  nnd  der  Pol  oder  die  Polare  gegeben  ist, 
die  Laffe  dea  IVojectionspunktea  P(Taf.III.  Fig.l.)  d.  kdie  Spiuo  d«a 
Kemels  findet,  der  dann  die  Eigenschaft  tot»  dMi  w  tob  dwEteM 
(^j  in  e»eM  Kreiae  geschnitten  wird,  wm  allerdings  zur  Ver?oU- 
■tändigung  dieser  Anwendung  der  Projeclioncn  dui'chaui«  nötliig  ist. 

Diese  Aufgabe  ist  jederzeit  bestimmt  und  iiacb  dem  trüber  über 
Pole  und  Polaren,  Berührungsccotra  uud  Beriilirungsschnen  Gesag- 
ten sehr  leicht  xu  Idseii,  wenn  man  die  »«>  (0  geführte  ünter- 
snebnog  über  die  Lage  von  o  und  t  dabei  sii  Hülfe  nimmt.  Indess 
würde  diess  die  Gränzcu  dieses  Aufsatzes  unnötigerweise  über- 
sclirciten,  da  ich  olinediess  diesen  Gegenstand  ausführlich  noch  be- 
sonders behandeln  werde. 


Neue  Aaflitoiiiig  der  cnbischen  Gleickungm  von 

Herrn  J.  Co  ekle. 

Aus  Cambridge  Mathematical  Jouroui  No.  XHh  (Uai)  1841)» 
Vol.  11.  p.  248.  frei  fibenelit  von 

dem  HeraESgeber« 


Jede  cubiscbe  Gleichung  kann  auf  die  Form 

^*       OJD*  -I-       -I-  C  =  0 

l^brncht  wcrdtMi. 

Zuerst  woliea  wir  den  specielleii  Fall  betrachten,  wenn  swi« 
echen  den  CoefficimiteB  «,  6,  -c  die  Cneichnng  tac=i6*  Statt  fia* 
det  Bringt  man  in  dleMS  Falle  die  Gleiebang  anf  die  Form 

nnd  muUipliotrt  auf  b^den  Seiten  mit        so  eriiittt  mm 

und  folgUcb^  weil  uacb  der  Voraussetzung  ulso  2mbc=it*  ist^ 

Addirt  nan  jetei  Mf  hmdm  Seite»  m*af*t  m  «ebiOl  miA 
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und  folglich,  wenn  mau  auf  beiden  Seiten  die  tubikwurzel  aus«, 
sieht, 


■lio 


W^iiii  lerner  die  Gletehnoff  Ws^*  nieht  Statt  findet,  ee 

eh  4ia 


eelie  man  fitr     wednreh  die  gegpehene  Gleiehoag 

or*  +      -t- -h  csO, 
die  folgende  Fem  erh&lt: 

y '  -t-  (Jia  H-  är)y*  -|-  (3»«  -f-  2««  -f-^^y «f- +  +  -t-  <?  =  0, 
oder,  wenn  der  Kurse  wegen 

geaetit  wird,  die  Fora 

Seil  nun  diese  letttere  Gleiehang  neeli  dem  Vorhergehenden  aikfldi- 
her  idn»  no  let.eiferdierlicli,  dhss  die  Gleiehang 

d,  i.  die  Gleichung 

3(3a  -i-      (s»  -h       -4-     -4-  <?)  =  (  j^*  -t-  -«^  -i- 

erfüllt  ist,  und  aus  dieser  letztem  Gleicliuug  ntuis  also  die  Grösse 
»  bestimmt  werden.  Entwickelt  man  dieselbe  gehörig,  so  ündet 
aan^  daae  die  x*  und  «*  enlhalteadeD.  Glieder  sieh  gegenseitig 
aufbeben,  und  die  Gleichung  daber  eine  Gleiehnng  des  sweitea 
Gcadee.  ist^  die  man  leicht  auf  die  Form 

(«»  ^  3^)s>  ^  (od  _  «e)s-4- ^* 3a«  s  0 

oder 

,  ,  ait  —  9c     .  6*  —  2ac  ^ 
*  "•"as-rW*"*'  «s-W— " 

hringt«  Bestimmt  man  nun  aus  dieser  Gleichung  %  auf  gewöhn« 
liehe« Weise,  so  erhält  Man  nach  dem  Obigen  feraer  ff  mittelst  der 

B 

,  '  .  ^ 

VJ{4*~IB)-^A 

wo  für  Bf  C  tlbre  «os  dem  Ohi^en  heheanten  Weythe.ui  setaea 
Jind,  and  ^  ergleht  aieh  endlich  mittelst  der  Formel 

_^  B  ^  , 
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Führt  nan  für  C  Ibra  «kbigen  Wivthe  wirklich  eiii«  to  er- 

giebt  lieb  nach  leichter  Becboimg  fär  ^  der  AuBdrack 


l  '(/i-      3//|  (3x  -+-«)  —  (3s  a) 

WO  nach  dea  Obigen  »  aus  der  quadratischen  GleicbuDg 

^  ^  alt  —  Oc      ,  b*  —  Zac  ^ 
■  ^ —  •   a*  —  3» 

zu  bestiflunen  ist.  Den  Ausdruck  von  %  kann  man  auch  unter  der 
Form 

(3s  -{-  n)x  ^ 

=  ,   

darstellen. 

Ist  die  gegebene  cnbische  Gleichung  z.  B. 

.t'  —  Aar*      6^  —  3  =  0, 

so  igt  Zacz^d&=slt^,  und  folglich  nach  dem  Obigen 

A  « 
^=  1  —  =  1  

Berücksichtigt  man  nun  jetzt  bloss  den  reellen  Werth  von 

s 

1/8»  nämlich  2,  so  erhält  man  ^  =  1.    Die  beiden  imaginären 

Werthe,  welche  V/8  noch  bat»  würden  lär  noch  swei  imgiiiän 
Werthe  liefern. 

lat  die  gegebene  cubische  Gleichung  ferner 

a:*  —7^*  -f-  Ho:  —  1^  =0, 

wo  nicht  3«rr  =  ^^  ist,  so  ist  die  qn^drutisebe  Gleicbuttg»  Mii  wel- 
cher M  bestimmt  werden  mnss,  folgende: 

5 

Diese  Gleichung  hat  die  beiden  reellen  Wuneln  1  und  -j.  Setzt 

ann  «ai^l,  ao  crgiebt  sieb  nach  dem  Obigen 

t  f» 
=  1      1  » 

1/8 -f- 4 

und  folglich,  wenn  man  jetzt  uicder  bloss  deu  reellen  W'erLii  2  von 
s 

|/8  berücksichtigt,  or =2.  Die  beiden  imaginären  Wertbe,  weU 
che  1/8  noeb  bnben  bann,  liefern  Dir     natilrlieb  nacb  swei  lauu 

5 

ginitre  Werthe.    Das«  man  anch  *^  y  s^^^d  kSante,  Tentebt 

sich  von  selbst;  naturiicb  würde  aber  dieser  Werth  von  x  zu  den- 
selben Wurzeln  der  gegebenen  eabiiehcn'Gleichang  fähren  wie  der 

vorhergehende  Werth  von  «. 

Weitere  Betrarlituogen  über  den  Fall,  wenn  die  quadratische 
Gleichung,  aus  weicher  die  Grösse  a  bestti&mt  werden  muss,  zwei 
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gen  de.  »crrn  Co  ekle  vor  der  bekaonteii  Auflöwng  des  Card«: 
nuB  keine  wesrnthrlHu  Vorzüj^c  zu  haben,  und  die  TbeoHe  dir 
Gleicbuogen  des  dnUen  Grade«  durch  die.elh.  nirht  oboVreförderJ 


XXXVIIL 

im  Entwickeluog  der  Integrale 
Reihen. 

4 

Von 

Herrn  N.  W.  Schulze, 

zu  Kudolütadt. 


El  >tt  ein  mu  integrirend»  Oiief««,»!  wwut  dieses: 
BUs  füge  dem  Nenner  eine  idenfitdie  Oleicbuii>^  üci, 

nnd  entwickele  nach  den  Binonuchen  Satie,  so  da«  « 
ao&teigendea  Potenien  fortgeht,  eo  iu  da«  ,n 

Man  integrire  nnd  nehme  p  nie  beatündig,  alao 
geade^Gheder,  w«.  vo«  ilea       ge«Ad,««  4«f.^iZIISr==  Ö 
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MlitB,  4tn  Werth  fir  p  mthitB  «ml  «dbi^  it  das  enfte  CUM  oad 
etwa  DOch  in  die  übripfcn  letzteren  tubebtairte.  Da  über  durch  dia 
IioImtch  («leichuDgen  die  Rerlinitng  naheqBeai  wurde,  so  satte  ich 

bioäü  das  2tc  Glied  =:0,  nämlicU 

Sptzt  man  in  2)  rechter  iiaiiU  ühorall  \/v  stutt  dann  pPfifaU 
tet  su-li  die  Ueibe  eo^  d«Mt  da^  ite,  Ote,  Sie  u.  ä.  w.  (xlieii  auch 
=0  aiad,  and  vir  bekomneD  oaeb  geböriger  Abluiravag:. 

*)/i^="'>B  (*  +  *)  = 

*  £ä|FH(ä|i)'-H(£?s)'+*(i^)'  +  •  •  J  +  tc«"t.=oi 

also  eiaa  auf  anderm  Wag«  bereits  sehen  ffefundene  hekaaate 

Reibe;  und  ist  die  Debereiostimmung  des  Resultats  dieser  Hetbude 
mit  dorn  anderer  für  dieses  ]i(>is|>irl  eur  ein  besonderer  Fall» 

wie  wir  an  den  foljrpnden  sehen  werden. 

Es  sei  das  DiÜereu^ial  Uer  KreisOacbe  gegeben,  so  ist,  OACb 
Beifliguttg  des  obigen  p\ 

da:  {/2a:  —  a;*  =zäa:,a?i .  (2  —  o.)»  =  [{;Z-i-p)  —  (/» -h^)l* . ^ •  d,v ; 
also 

1)  /IC2     ff)  —  (p  .  ^1 .  </r 


Sef/t  man  wiederum  iu  letzterer  T}*'(fif»  das  2ic  Glied  =  0,  woraus 
erhalten  wird  =  —  x«"^*.  und  .subätituirt  diesen  Wertb  fiir  p  iu 
den  Ausdruck  des  Integrals  A) ,  so  Wird  nach  geböriger  Abkürzung 
erhalten:  '  • 


Lw   »<«io-i*)-*-»M(i»-toj»— •~J(io_ja:)vi<jrj:^-H«^^)- 

l-ur  ^'  =  1  erliält  aiuu,  wcuD  ^-i  liaii  Integral  bezckhuot. 

Diese  Tier  Glieder  sind  dcmuueb.  binreicbciid.  um  den  Flächeninimlt 
des  ^adranten  für  den  Rudius  =s  1  bis  snr  fiinften  Decinalstelle 
genau  xu  geben. 

Es  sei  ferner  vorgelegt  däs  sich  nicht  direct  ihtegrireii  las- 
sende Differenzial 
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nadi  dieser  Metbode: 


Wird,  wie  gewöhnlich,  das  zweite  Glied  aniiulitrt,  so  crcfiebt*  sich 
/i  =  fa:^  und  durch  Substitution  dcsselkcu  in  7)  erhält  ma^,  weiia 
das  lotegral  bedeutete 


.  1/7 


1/14  -f.  5  \/  r 

Fir  ^  =  1  erhält  mau  die  sehr  schnell  zusammenlaufende  Reibe: 

9)  A'^  1,318<MM)  —  [i>,(KI08350  +  0,0000235)  X  0,00007  X  % 

=  1,318000  ^  0,0010431     1,310^58  . . 

WeDB  die  EotwickeloVir  von  jTdaf .  wri  (2+^1)1  durch  eine  ge- 
wohnliche  Reihe  bowerksteliigt  wird,  so  erliiilt  man  erst  nach  E^t.* 
Wickelung  von  8  f.Miedprn  das  Kcsultut  1,310967..,  mir  <!rin  Jr-ijos, 
nur  »US  3  Uliedcirn  entfitoodcnj  beinahe  bis  %ur  iüu|ieu  &>teüe 
tibereinsatimmt. 

Nicht  fiir  jede  Form  liefert  der  directe  Gebrauch  dieser  He« 
diode  durch  Aunullirunuc  des  zweiten  Gliedes  eine  schnell  conver* 
girende  fteihe.  Dies  ist  dar  Fall  bei  dieser  Forsi: 

Denn  wenn  man  nach  obig^er  Verfahrtinpfsweise  aus  srlhicrer  die 
weiteren  Re<«ultate  zieht,  sn  erfjiebt  sich,  dass  vom  dritten  Giicde 
an  die  schuelle  Converjj^eir/,  uachläüst.  Durch  eine  passende  Lm-> 
faraung  wird  aber- selbige  wieder  hergestellt.  Es  sei  daher 

a=iS«-,alsa<Ä!r== -3  daher  j^^;^^ 

Der  Aufdruck  rechter  Hand  läsät  sich  in  folgende  Bruche  zerlegen: 
  dx  dz  dx  d:s 

X  9m    .(1  +  «M)     .  %  im"      %9m  %  9m 

Die  Zahl  der  («iieder  dieser  Reihe  hangt  sonach  von  der  Grösse 
m  ab.  und  wir  haben 
für  M  =  1 

in      ^       '  ^ 
»1(1 -1-»)"»*  (!-•-«)* 

»1(1 a*  ^  äTcr+TiaF)» 

17* 
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n.  8.  w. 


Das  letzte  Glied,  allgemeiii  genommen  wie  in  10),  nach  iinMrer 
Melbode  dnreb  Beifogung  von  |i — ^  bebandolt,  ist 


2»! 


äw  — 1  2w»-t-1  2/«-t-3 


2»n— 1  2w-H  2jw-H 

2»t  — 1  2w4-l  fcw-^a  2w-|-5  2//I4-7 


2///  —  I  2///  -h  I  2w  -H  3  -f-  5        2/«-+-7  > 

—  1  9m-4<1  aw-Hl^ 


2*1  -4-5  2wi  -1-7        Im  -4-9/  '  *  ..t  \ 

2«i— I  2«w  Hhl  2w-4->  gm 

2jw  —  l         2^i      1  2i«  -t-l  2*w  4-'5    f  ^ 

2«  »  iM 


2/«-f-7         2^  +  9       24W  +  11 


Man  orbalt,  nacb  AnnnUirung  des  aweiten  Glicdea, 

Diesen  Werth  iu  den  vorigeu  AuMlruck  (14)  gefeixt  uud  zugleich 
doNh  tm  di?i4irt,  ergiebt  aicb 
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4  (2//* 


^  -3 

(aii-«i)(sm^i+(2M— i)»"!     Oaw-i-3)  l2«nri-f.(a»-i)xT 

.   U('2m^:ij  (':^//-f-ii^  . 


Stellt  mn  die  Werthe  von  ^  wieder  ber,  iiimI  dividirt  fibwall, 
wie  saletst  gßHththM,  durdi  te»  ao  btkonnt  ma: 

16)  Are  [tang  =  orj  =  ^  —  y  o:*  -H  -j-«»  —  y  a?' 

.  *  11  1 

+  -s-^*— -rr^"  4--^^^'*  — .... 


•  -     11      ^  la 

 4.1*»      lC(2m—Z)a:^  T 

Krstcrc  Rfihe,  welche  die  nämlich«»  ist  win  die  sog^cnanntc  I.eib- 
nitzische,  will  ich  die  Grundreihe,  und  letztere,  aus  dem  invulutn- 
rischen  Integ^raltheile  entstanden,  die  Ergänzungsreihe  nennen. 
IMese  Reihe,  in  welcher  die  Constente  s  0  Ist,  coBver|prC  für 
j?<:r  1  hia     =  1. 

16*.  Es  kommt  nun  darauf  an,  zu  bestimmen,  wie  viel  man 
Glieder  aus  der  GruuarciLe  »uwohl  uU  auti  der  i^rgäuzuogs« 
reilie  mit  einnoder  verbinden  ■nese,  um  für  einen  gewissen 
Wertb  Ton  im  dun  entsprecbende  Resultat  zu  erhalten.  Die  BrgSn« 
zunjfsreilie  jfestaltet  sich  so,  dnss  sie  in  ihrer  Convergenz  um  so 
w«M»or  iipht.  }p  grösser  m  wird  und  für  ein  bestimmtes  m  irgendwie 
auiliort,  scliuell  zusammenzulaufen. 

P6r  «i==l  converfjpirt  sie  bis  nun  2teD  Gliede,  fiir  nsssS  bis 
zum  3ten,  für  m  =  3  bis  zum  4ten  n.  s.  f.,  wie  «an  nus  folf^enden 
Beispielen  ersir  hf.  wenn  nSmIich  .r  =  l  genommen  wird. 

Es  sei  nun  «1  =  1,  so  ist  nach  10,  11,  12  u.  f.  aus  der  Crund- 
reihe  noch  kein  Glied  zu  nehmen.  Bezeichne  iclt  die  aul  eiaander- 
folgenden  NSbemngswertbe  mit  By  B*,         . ,  so  ist 

17)  Ä  =  3  [0,25000  -i-  0,01250  —  0,00178)  =  0,78 1 216. 

Fiir  /// =  2  hat  man  aus  der  Gruudrelhe  ein  Glied  zu  nehmen^ 

loigiich 

18)  Ä'=l -5.  [0,0416<>6-f. 0,001 116 -h 0,0000621 
=  1  —  5  X  0,0i28-44  =  0,78*»  [  7S0 . , 
Für  »»  =  3  kommen  auf  die  Grundreilic  2  tilieder,  also: 
19)  ir'==l--i4-7(0,0166666+0,00(^29+0,000023384-0,(N)00109) 
= 0,6666666 + 7  X  0,016660    0,7853 1 87 . . . 
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Ffir  «•  a4  ist  Obigem  xofolge 

20)  Ä'^ss  1  ~4  +  T-  — §X(0,0089286 

+  0^00e0S88  +  0,0000085  +  0,0000030  +  0,0000007  H>  .  •) 
=  0,8666667  -  9  X  0,0090297  =  0,78$39 1 M . . 

« 

wenn  tiHmlieli  in  cinipren  GKedero  des  letttereo  Falles  die  8te  Stelle 
wegffr lassen  und  die  7te  nm  1  grosser  genoiOBeo  wird. 
Für  «V  =  5  ist  ferner 

21)  ir'=l  — y-hy  — y-l-11  (0,00555556 

H-0,00003847+0,00000359^0,00000106+0,000000^^0,OOOQWlOi-i-») 
0,72380952  +  11  X  0,00559897  =  0,7%396l  1 9 . . 

Hier  ist  die  8te.  Stelle  um'  1  vergidisert  »od  die  felgeode  defiir 

wegg-c^t^-f-n. 

Hier  sieht  man  eine  hiiilanp-li«!)«'  Converffeöz  unserer  Rcihe^ 
und  wie  die  Näiieruugüwertlte  vuu  //.  //',  Im",,,  jeder  folgende 
dem  wahren  Werllie,  welcher  den  balbeo  Quadranten  für  den  Ra- 
dius =sl  .aasdruekt,  melir  nU  um  v'iuv  Stelle  nülier  ko'mmt,  und 
dass  der  vun  JT'''  mit  dem  Itr  ii  Tlieil  der  Ladoipbiscben  Zabl  bis 
mir  7rpn  Stflk-  ecnan  tibcrpiiiKtimnif. 

'Z2\  iNimuit  iuun  uuü  17 1  iur  /J  h\oi&  die  ersten  2  Glieder,  so 
ist  das  Reiulat  0,7875000,  also  etwas  ffenauer  als  obiges  i7B=:0^7821d.. 

Und  entwickelt  mau  für  ß'  (IH)  in  der  lürgänzuiigsreihe  \  Glie- 
der, 80  ist  das  itc  5  X  0,000061  also  fast  eben  aicbt  kleiner 
als  das  3te  5  x  O.OOOOOi  ...  " 

Auf  das  I^i't/.terc  (22)  ist  dus  (10°)  Gesufftc  huzoifon. 

(Diese  Beiträge  werden  epäterbin  furtgesetzt  werden.) 
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XXXIX. 

Entiidckehnig  eungelr  Fonneln  mm  der  Theo- 
rie der  bestiuiiuteii  Integrale. 

Van 

üerrii  O.  Sciilä.miicii 
■  tu  W#iin«r. 


■11. 

Torerst  miisseB  «rlr'  anä  lie  bekwte  Foimei 

•^orssflifl  .T  —  4  sih  sin  Zjf  ....  (1) 

ins  Gedäclitiiiss  zutiKkiuieu.  jliiu  Reihe  recLU,  welche  offcnliar 
inner  eonvt  rgirt,  gilt  dem  Aasdrncke  liiks  so  lange  gleich,  als 
jp^n  ist;  an  dieser  Gräoze  selbst  tiber  tritt  eine  l'nstetigkcit  in 
ihren  Werths fi  oin.  und  daher  kann  in  diesem  Falle  obige  Gleicbung 
nicht  mehr  bostehcn. 

Sclireibeu  wir  ti  —  a:  tut  ar^  so  wird  das  allgemeine  Glied 
sin  »(^ — — cos  mjf  sin  nur  4.  i.  =7  sin  «kt  ^enaclideni 
m  gerade  oder  ungerade  ist|  also  nus  (1) 

—  ^)3=5sin  or+T  sin  üb  3«+  • .  (2). 

"  •  r 

Diese  Gleiehnng  besteht  uoigekelirt  «war  fär  ^rssjr,  »her  nieht 

f.  2. 

Nach  diesen  voriauügeu  Erorteruugcu  beächa^'tigen  wir  nns 
■it  dem  Ansdrucke 

1  -4-2|eon  /PH-eos  %r-|*eoi  . ;  j.sl  «4-2|'  cot  nof 

den  wir  k|ir»  mit  J^.v  bezeicliDcu  waiieu.  \  on  einer  Summe  dieser 
Reihe  kann  'bßeobar.ffar  nicht  die  Rede 'sein,  da  ^eitelbe  niekt 
eoDvergirt  Blan  braacnt  s.  B.  nor  a?  gleich  einem  aliquoten  Tkeile 
von  n  zu  nekmen,  nm  sofort  su  einen  Resultate  der  Form 


SU  gelangen. 

Niehtsdestoweniger  ist  aber  doek  der  Ausdmck 


Ji'a:z^l'^2S  %»»  ^       (3)  .. 


im  so  fem  von  Wertli , .  ^Is  derselbo  mit  da;  muiUplieirt  vnd  inte- 
grift,  Moe  coBTOrgente  Reike  liefert,  namlick ' 
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yFjc  dx  =  a:-^'&  —  sin  nx 4- Conti 

Intcgrircn  wir,  nn  4ia  Cout*  wegsntcliaffmiy  swüchra  0  nBd  0,  ao' 
komuit 

f^^of  d^stf«!-^'  ^  liB  Jic. .  .  (4) 

Ist  nnn  c^O  »od  ^9^»  >o  findet  (2)  Mine  Anwendang  nnd  giebt 
•ogleich 

Ist  c'^n  und  <!2»^,  so  kann  man  c  =  7r-4-^  setzen,  wo 
b^n  ist.    Dann  wird  das  allgeneio«  Glied       Bio  m{jS'\ 


cos  «TT  .  «in  iid=db-^  lin       jenaebdevi  n  genide  oder 

ungerade  ist^  also  weil  die  Reibe  mit  »=:1,  ungerade,  anlangt 

l  'Fje  ^=s3r+d— ftS  ^~  i?""^'  sin  11^, 
wüliüi  rechts  die  t  oriucl  (1)  anwendbar  ist  und  giebt 

Also  haben  wEr 

yj/>  dx'=i7ij  "liT^c^O  .  .  .  (5). 
f.  3. 

Wir  wollen  nnn  die  beiden  Integrale 

y^/^o:  cos       f/»r,  J  ^^Fa;  sio  ^or  r/jp, 

worin  ^  eine  ganze  Zahl  ist,  betrachten. 

Setzen  wir  für  Fa:  aeinen  Werth  (J)  und  zerlegen  2  cos  mar 
coi  A^r  in  eine  Coeinnsranme,  10  ist 

\f  Fjf  «Ol  Jkof  d:;p^^^'^S  f  cö»  (A— j»>r4-eos  (A-i-*)«] 

»  abt  Aar         psin  (A  —  yt)a:       sin  (A  -f-  »)jr"| 

Benwrict  man,  dais  das  Tordere  Glied  dem  Wertbe  «sO  ent8|»riebt, 
so  ist  ülr  Ar^üAfls 


F<x  cos  ^r  <^  =  ^ 


oder  weil  fiir  negative  m  der  Ausdruck  der  nämliebe  wie  für  posi- 
tive ist  und  wenn  wir  oodi  das  Glied  worin  A«-#s=sas^O  ist, 
ansscheideo 

/»  .      .       sin  (Xx  .        sin  mjt 

Fjg  cos  Ar  4«r5M— 5— H-«  — jjp- 

di  I*  wdl  dir  «issO  sieb  in  ^  verwandelt 
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Sil)  mx 


Nehmen  wir,  av  die  etwaige  ConsUote  der  lutegraliuu  wegzu- 
ackaffeo,  die  Grinses  0  njul     ao  wird 

J^qFm  cos  Aa?  cto=c-4-  2S 
d.  I.  weu  2ir>>tf  >>0,  wie  früher  eeho« 

f^Fx  cos  Ar  äa=in^  ijt'^e^a  .  .  .  (6), 
ZterUgeii  wir  ihnlich  2siii  ibr  cos  map  im  eine  Sinussoame,  so  ist 

J Fx  waAjcdjc^  — £2L^£      y  j^jn  (k-^n^as-^ sin  (^+is)^i<i^ 

_         ^  1^    k-~n  ÄHhis    J  • 

d.  i.  filr  ildbü^Mf 

//Ir  sin  Jkjc  dx=^£221J2£ 

^     m  ' 

De  nun  — ^ —  für  negative      =  —  wird,  so  bleibt  bloss 

<dns  den  Weithef  A  —  i»^m=0  entsprechende  Glied  übrig;  also 

/Fx  «.  ^x  da:='-^% 
und  wenn  wir  die  Gränaen  0^  e  nebaien 

MX     •    L    j  eotOircosO 
.0-^^«»       ^ss-g  5^ 

WM  0        CSS  0 

^0  0  • 

Obf^leicb  nun  — ~  =.  ~z=.  'x>  ist,  no  wird  doch  unser  Integral  =0, 
dn  beide  oe  durch  die  nämliche  Operation  entstanden  sind;  mithin 

J ^Fa:  si|^  Aa:  <ü?  =  0  .  •  •  (?)• 
§.  4. 

W  etLiiot  ni.ui  auf  die  beiden  Formeln  ((>)  uud  (7)  deu  bekauo- 
ten  ütutz  vuu  deu  besimmtcti  Integralen  un,  dass  für 

ist .  s<t  erhält  man  durch  mehrmaliges  Differensiiren  nach  A,  leicht 
aus  (Oj  ^ 


sin  kae  Fof  iofssO 
fl^ß^  €os  Aae  F»  dop^O 
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fix*  gili  jTj?  dissiQ 
/^a:*  «6t  Ajif  Fx  <to«0 


.7 


ecc. 


und.  aiM  (7) 


yj^-  cos  hx  Fx  «te  =  0 
^'^^  coB  Äaf  FüB  «to  =  0. 


Ist  also  m  eine  ganze  Zahl,  kann  iiinti  durch  Differcnziai- 
quotieotcn  «ler  einen  oder  der  anderen  (ileicbnag  (0)  oder  (7)  in- 
ner XU  dem  Ausdrucke 


CO»       Fäp  «Kr=0 


gclansron.  Da  nun  h  eine  beliebige  ganze  Zahl  seiu  kauu,  su  ueb- 
meu  wir  //  =  0,  und  erhalten  ^  ^ 

yj^'j*  Fx  <#ar=0  .  (8). 
■ 

Wir  können  nun  leicht  ein  sehr  allp^emeines  Theorem  beweisen. 
Bexetchnen  wir  die  succcssiven  Ditfercnzinlquotienten  von  f.c  nnrh 
.T  mit  /*ar,  /'^i  .  .  .  elci  so  ist  bekanntlich  nach  Maclauriu  s 
batze 

also,  wcil/(0),/'(0),/»(Oj  .  .  Constanten  sind, 
ßFat  fw  dx  ss^(i))flFar  dx  -^-^ 

^x  Fx  dof-^-^i—  J^JP*  Fa:  dx-h  * . 

d.  i.  nach  (5)  und  (8) 

4Äap=ar/(0),  jbr>c>0.  (9). 

Von  diesi'in  i  heorenic  werden  wir  nun  eine  sehr  fruchtbare  Anwen> 

duug  uiHchen. 

In  den  Ausdraeke  (S)  möee  x  —  a  für  ^  stelMD;  nuitipliciren 
wir  noch  mit  den  Faktoten  f%  d^^  und  integriren  awiscken  den 
Gränsen  0,      so  wird 

f^F{^-a)/x         f^fx  d^-^'&  f^fk  eos  (10) 

Für»  — a  =  0  wird  /*=/(^-|-a)  und,  wenn  «s=9r,  iit 
9=9r*^a,  wenn  «=:0,  ist  €^=i>^«  geworden;  also 


Nehnen  wir  in  xweiicD  Integrale  0  negativ,  so  ist,  weil  F('—0)=FBm 
vn^er  Anadruclc 

= /^""'^^    4-  0)  -i- /pV©  /(« — 0j  #/a 

Ktiijpfpn  wir  nun  an  a  die  Ucdingang',  dass  es  0  un«!  ^  t  !>ei, 
so  ist  auf  jede«  dieser  lotegrulo  die  Formel  (9)  »Dwendbar,  uud 

f^n% - a) /*  A=  ;r  /(« 4- 0)4-  TT  /(a -0) 
also  durch  EinfuhruDg  dieses  Werthes  in  (10) 

x\eliiiicn  wir  in  (10)  a  negativ,  so  wird,  liuks  für  x  +  a  =  @, 

und  wenn  wieder  a^O  and  «^ar, 

Jq^{^-^^)A  Ä  =  3r/(— es)  — 7r/(  — a)  =  0.  • 

alio 

oder  uucii 

Zicbcn  wir  (12)  von  (tl)  ab  und  beacLteo,  dasi  cöe  j|(»»-o)' 
—  COI  it(«  +  a):=2  «in  «a  *  sin       so  ist 

/a  =  -^  S  sin  na  f^f^  «»n  *»*  (i3) 
nnd  in  ähaiieker  Weise,  wenn  wir  (12).  an  (U)  addiran» 

fttss^-^  J iU^  —  2  coB  ma  ß  ^f»  coa  «s  i/a  (14). 

Diess  sind  die  beiden  wichtigen  Formeln,  deren  u.  A,  l'oissoü 

in  seiner  Mechanik  §.  325.  gedenkt. 

2    /'^  .     .  ^  2 
iSetxt  man  —  f    f»  siu  ms  tixzzsam^  —  /    f%  cos  m:s  äx^som  • 

and  Bclireibt  ^  fiir  a,  so  luik  amui 

/drs^ffM  sin  n^, /ar  =  4^o +<<^^ii  cos  '*>2^ 
1  1 
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80  dosi  aidi  nitbin  Allgemein  Jede  Foiictieft  in  eine  Reihe  von  ileo 
Formen 

iTi  sin  iin  S4r-4-«,  sin  3x-4-  •  • 

oder  |Äo-|-^,  cos  ^-H^a  co«  cos  8a?-4-  .  . 

entwickeln  läfist,  sobald  man  an  und  jenen  bestimmten  lutcgra- 
lea  gleicb  nimait. 


XL. 

lieber  die  Bedingungen  der  Ungleiehhelt,  von 
den  BUttelgrOssen  und  von  den  imaginären 

Grössen 

dem  Uerausgeber. 


f. 

Von  den  Bedingungen  der  Ungleiciilieit. 

f  i. 

Rrklärong.   Die  Grdiae  a  ht  der  Grüeae  &  gleich,  ei  ist 
wenn  die  DiffereoB 

«  —  A 

verscbwindet.  Die  Grösse  •  ist  groner  nie  die  Gföiee  6^  es  ist 
a'^&i  wenn  die  I^ifferens 


*  •)  Wenn  auch  die  in  dieser  Abhanditjngr  hewiesenen  Srir?»»  fast  s'ämmt- 
iicb  nicht  neu  sind,  i>u  hielten  wir  es  jeduch  fiir  nötiiig,  >^aii;  auch  dem 
Zwecke  des  Archivs  ganz  geinan  ist«  dieselben  einmal  in  einem  geordneten 
Ganzen  möcYichst  vollütändig  zusammenzusfcllon.  Eine  solche  Zusaaimen» 
Stellung  so  bald  als  möglich  dem  Archive  einzuverieibeu,  war  aber  um  so 
nSthiger,  weil  diese  Sätze  die  Torzuglichsc«  Grundlage  vieler  Untersuebini- 
g-pn  IIIS  rlrii  höheren  Tlieilon  der  Matliemafik,  Torz/üfilich  über  die  Conver- 
geia  und  Divergent  der  Keiben«  bilden,  welche  in  den  folgenden  iieften 
iiiitgetheilt  weiden  sollen.  Ohne  eine  solebe  Zusammenstenung,  auf  welche 
mm  im  Folgenden  in  jeiioin  Falle  verwiesen  werden  kann,  würde  eine  zu 
häutige  Ulli]  zu  unangenehme  Unterbrechung  der  in  K(>tle  stehenden,  zum 
Theil  «ehr  schwierigen  Lntersucbungen  uüthig  gewe^eu  »ein.  Dies  wird 
sich  schon  im  nächst  füllenden  Heft«>  se  Weit  sioi  jetst  sofaon  über  dessen 
Inhalt  urlheilen  lisst,  seigen. 
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fHiBitiv  ist  unü  iiieLt  verschwindet  Die  Grösae  a  iüt  kieiocr  als 
die  Grösse  ^,  es  ist  a.<1  it^  wenn  die  Differeoz 

a  —  Ä 

negativ  ist 

^  2. 

«>^,  m^'^h^^  «s>^t>  ••>^t>  •  •  •  . 
ist,  so  ist  ancb  ' 

«  ^- flr,  -f- rtr,  -t- flP,  -h  .  .  .  > Ä -t- -f- H- ^,  -h  .  .  , 

Beweis.    Weil  nach  der  Voraussetzung 

0  ^  ^,  ff,  ^     ,  Z>       •  • .  • 

ist,  se  Terschwindet  oaeh     1.  keine  der  DiffereoseQ 

a  —  ^,  «I  —  — *  —   

mid  diese  Düferenzea  sind  sümsitlich  positiT*  Also  Tertcbwiodet 
oieobar  aaeli  die  SuBine 

(a^h)  -h  (<s,  —      -4-  («,  —  Ä,)  -I-  (tf«  — ^«)  +  . . . , 

dieser  DilTerciiMB  niebt  oafl  ist  |ioiitiv.  Weil  dub 

(m^b)  -f.  («f,  —  Ä,)  -i-  K  — Ä.)  +  (»,  — -4-  

=  (rtf  -f-  fl',  -f-  «2  -I-  «,  +  . .  .  )  —  H-  i&i  -f-  /i',  4-  .  •  • ,) 
ist^  so  verschwindet  auch  die  Grösse 

(«     «I  4-  *•  -I-  «,  -h . . .  )  —         ^1  -fr-  •  •  • ) 

niclit  and  i^  positiv 9  woraos  sieb  nacb  f,  1.  uaniitelbar  ergiebt^ 
dass 

«     »1  -4-  <s»  +     -f- . .  •  ^  ^  «+•  ^»  -f-  ^«  -H     H-  • . . 
iit»  wie  bewiesen  werden  sollte, 

f.  3. 

ZsTMla.  Wenn 

iat,  so  ist  ancb 

« 4- »1  +     Hh   j  +  •  •  •  <r ^ H- +     +     -l- •  •  • 

Weil  Dämlioh  nach  der  VorHiissetz.uiit(  oftVnhar 

h  ^  r/,  ^,  ^«f|,      *^«»»  ^«  ^«»>  •••• 
ist,  so  iat  nach  §.  2. 

und  folglich 

Ä  -i-     "H  «  <  ^  •+•  ^1 4-    -H    -H . . . » 

wie  bewiesen  werden  sollte.  . 
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f.  4. 

L«kr9aii%.  Wenn 

»>^,  «s>^««  «.>*t, 

ist,  so  iBt 

«-h ff, -h +     -I- • . .-+- a-H«,  4- +  «, -t-. . .  ^ 

>Ä-hÄ,  -i-//,  H-//,  4-.  H-i^, 4-.. . 

Beweis.   Weil  nacii  $.  2. 

'  ist,  so  vencbwiitlet  ilie  Differtu  . . 

niclit  and  ist  positiv»  Noch  der  VoniDssetsiuig  nnd  nach  f.  1.  vcr* 
schwinden  die  Differenseo 

■ 

«  — «I  — «»  — ft>  «t — /Jt»«.*. 
sinunttich,  und  es  verschwindet  folglich  alieh  die  Snmine 

(a-/?)  -h  (a, -f-       -^,)  +  A)  + 

dieser  Diftcrenzco,  d.  i.  die  (>r()ssL' 

Bierans  geht  honror,  dass  die  iiOMSM  der  Differensen 

uad 

(«-♦-«,  4- «.  +  «,4-...}  —  4-...), 
d.  i.  die  GrSsse 

(«  -4-      -h  r/,  -f-  <Tj  -f-  .  . .  -h  «  4-  u,  4-  a,  +  a,  4-  .  .  .) 

—     4-     4-  -^z,  4-  ^,  4-  h    4-  /i^,  4-     4-     4-  . . .) 

nicht  verschwindet  nod  positiv  ist.  Felglich  ist  nach  1. 
•  +     +  <n»  Hh  •§  H-  •  •  •  4-  •     «1  "f-     4-  a,  + . . . 

>  +*,4-Ä,  +  ...4-/»  +  i?,  4-/8,4-/?. 

wie  bewiesen  werden  sollto.  ' 

Zm^atM,  Wenn 

•  <    «1  <         <  *«i     <!  Äf>  • .  • ; 

«  =  /J»  «I  =  /^i>  ««  =  /*a>  ^»  =  ß»f  * 

ist,  8u  ist 

*r/      äf,  4-  «,  4-  «,  4-  . . .  4-  a  4-  «i  4-  «3  4-  «1  4-  . . . 

<<^4-Ä,  4-Ä,  4-^,  4-...4-/J4-/J.  4-/?.  4-/J,  

Weil  nämlich  nach  der  VoraassettQOg 

ß=su,  ßtz=  ai,  ß^  =  a,,  ^,  =  a„  
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ist,  öo  ist  nach       i.  '  '• 

<^  4-  ^^a  H-      4-   .  .         -f-  i?»  4-  i?,  4-  /y,  + 

>■  «  -h  flf ,  4-     -I-  . .  -h  a  -f-  a,  -4-  a,  -H  a,  -f 

üDd  folglich 

a  +     +  «I  •  H-  <>i  -I-  «»  +  «j  +  . . 

wie  bewieien  werden  Milte. 

*         «  >Ä  und  tf,  ^. 

Beweil.  '  Weil  aach  der  Voraiuaetxung' 

ö  und  ^4  ^ <?i 

ist,  80  ist  nach  f.  4. 
Weil  DM  ' 

—     — =  — «,  — 

ist,  so  ist  Dacli  §.  4. 

» —  «1  —     >'-^ -H  »1  —  «1  —  Ä,, 

i.  • 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

Zfu/tat%.  Wenn 

«  <  Ä  nnd      ^  ^, 

ist,  so  ist 

Weil  Dämlich  nach  der  Voraussetsnng 

•       .         ....      .  '*  '  j 

b  ^  a  uud  ^1  ^  «i       '  '  •   «.  ' 

ist,  so  ist  nach  C 

and  folglich  '  ^  - 

wie  bewiesen  werden  lollte.  '         '  - 


S72 

f.  8* 

i^chrtatx.    \\  eDD  . 

ist,  so  ist 

Beweis,  Weil  nach  4er  YonHUM^tBing 

«  s  ^  und  «I 

ist,  so  ist  necb  f.  S. 

Weil  ODO 

—  «,  —     =  — «,  — .Ä, 
ist,  so  ist  »ach  f.  5. 

«  +  <  — — Ä„ 

d.  i. 

«  — <  iJ  — Ä,, 
wie  bewiesen  werden  sollte. 

#.«. 

Ztwtflü.  Wenn 

=  ^  und  «1  <C  ^, 

ist,  80  ist 

a  —  «,  >•  ^  — 
Weil  näMÜcb  neeh  der  Voraussetsong 

h'ssim  und     ^  «, 

ist,  so  ist  nach  f.  8. 

*  — Ä,  < 

und  folglich 

a  —  «r,  ^  Ä  — 
wie  bewiesen  werden  sollte. 

f.  10, 

£tekrHii%*  Wenn  die  Grössen 

«r,  a,,  «j,  . . .  atm  ;  ^,  *  •  •  ^11 

sämmtlich  positiv  sind,  und 

«I  ;>  ^j,         ^„  . . .  «4  ^ 

ist,  so  ist  auch 

aiti  tr^  .  .  .  Mn  ^  ,  ,  ,  bt,. 

Beweis.  Nach  der  Voraussetanng  sind  die  Diffennaen 
SF  —    0,  —      er«  —  Ä„     —      , .  . . 
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SSSS?*  ^^y^n  tenchwiodet   Weil  nuü  Uie 

«i»  Wf»  •  .  .  «■!     Ä,,  Ä„  .  .  . 
ProdiSl  •»««tiicb  positiv  sind,  so  siad  «ach  die 

(«  -  ^)  .  .  .      =r       4»,  «r,  . .  .      —  ba,  a^a,,..a^^ 

(«a  —  .  . .     =  —  ...1^,' 

n.  8.  w.  ^ 

•änmtiieli  positiv.  Woil  4ie  Grüfeen 

«f  «II       •  •  •       ^«  ^1       .  .  « 
■aaiBtlich  potitiT  nod,  and 

«  >  <5,       >  ^, ,  <r,  > .  .  .  ^„  ^ 
ist,  so  Terscbwindet  ofl'enbur  keine  der  Grossen  n    »     ^  _ 
und  aucü  die  DifT««».  « *  .er.d.wiadrnTcht  'aTsJ  v^;;ci;?r 
del  auch  das  erste  der  obigea  Prodacte,  »äeUich  dM  P^Sf 

(*  —       «I  «,  «  4$n 

Dicbt  Weil  nao  die  obigen  Prodncte  sämmtlich  positiv  sind  und 
das  erste  n,c  ,t  verschwindet,  so  ist  aucl.  die  Saiiae  aller  dieser 
Producte,  d.  i.  Dach  dem  Obigen  die  Differeu 

•  •  •  «« ^,      .  .  . 
ist,  wie  bewiesen  werden  eotite. 

^  II. 

Wenn  die  Grössen 
cämmtiich  positiv  sind^  und 
ist,  so  ist 

«s  •  .  .  er«  <  .  .  .  ^ 

Dies  ist  eine  anmittelbare  Folge  au»  dem  vorigen  Lei.rsatxe. 

f.  12 

•  positiv  odcl^  no  ".ir.fT  jea^ehd,« 

-^A'*^'',--  ,^.1?''  ""'=''  Vorniis„.,7„nr  o>i  ist    .«  b» 

••ch      1.  J.«  D.aereoz  «  -  «  „„a  ,eLkwhidet  «kkt.  M 

18 
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putt  *iu9  nicbt  ver&ciiuiijdende  u  |»<>tii(iv,  so  tsl  offeubar  auch  «las 
Prodnct 

positiv  90fl  verschwindet  nicM;  alfO  int  nach  fw  1.  Mf  Ut 
aber  »  negativ,  so  ist  das  Product 

offeDbar  negativ,  und  Dach  §.  I*  Ut  folglich  mt-^itl, 

A n merkang.  Für  «  =  <^  wäre  Rftt&rlicb  «n»  ;=     ss; 0, 

§.  13. 

Wenn  a 6  ist  und  die  (müss«'  /*  n  i  c  Ii  t  vrr- 
8cliwiud(>t,  so  ist  Mu-tfCnh  oder  uu  ^  nl*  y  jeuuchdeui  n 
poaltiv  odeMiegativ  ist.  - 

Weil  uüailidi  nach  der  Voraussetzung  ^  ^  sr  is^,  so  ist  nach 

dorn   vori2;pn  1*af  rraplien  nb  ^  na  oiler  /i»*'/,  d.  i.  na  — '  nh 

oder  na  ^  ah,  jenuctidem  »  |M}äitiv  oder  04>guttv  itit,  wie  bewiesen 
werden  sollte. 

Anineritung.  Für  ii  =  o  wäre  natürlich  m^si^aO. 

f.  14. 

Ltehr9a{%,  Wenn  a'^ö  ist  und  /t,  nicht  verschwindet, 
SO  ist  ■~->'~  oder  jenachdem  h  positiv  «4cr 

negativ  ist. 
.  Beweis.  Weil 

a  \     b      ,  l 

I 

uud  ^  uui  n  Gfleiclizeitig  positiv  uud  ueguliv  iat,  äo  folgt  der  Suu 
uoouttelbur  aus  %.  12. 

.  »IS- 

Ztrsat»,   Wenn  m^K^b  ist  und  «•  nicht  verschwindet, 

0       k  ab 
so  ist  oder  ~  >•  ~»  jeDnchdeoi  m  positiv  oder 

negativ  ist. 

Weil  n&Hilieh  oach  der  Vorunssetzung  ist,  «o  ist  nacli 

desi  Yorigen  S'arasrapbeo  —  ^ o<ler  —  <!  "T»  ~: 

oder  ~>  jeoachdeoi  m  positiv  oder  uegativ  iat|  wie  bewiesen 
werden  sollte. 

§.  16. 

Lv/irsaf-.    Wenn  die  Grössen  «,  ^}  «, ,  ^,  sänaitlich 

positiv  siud  uud 

ist,  In  dem  Pullet  =  &  aber  die  Grössen  h  nicht  Yer- 
schwinden,  auch  nicht     =0  ist,  so  ist 

•x  4i* 
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Beweis.   W«il  oapb  ifer  VorAyMetairag 

^,  i>-  a,,  a  ZI"  Ä  , 
ist,  80  ist  oacb  f.  10.  aad  §.12. 

und  folglich  luieh  §.  14. 
wie  bewieges  werden  sollte. 

f.  17. 

.Iti.ÄnJI'""  ^>  «äa.o.Uich  po- 

Ut,  in  dem  Falle  4f  =z6  t^Ut  die  Grössen  a,  ^  nicht  ver- 
tebwioden,  aiicb  oielit  ^^ssOist,  so  ist  , 

Weil  näsiiieh  Qaeb  der  VoranssetsnDg 
ut^  so  ist  nach  f.  16. 
wie  bewtesea  werdea  sotlle. 


^  18. 

a>i1ir*so  ür^ii/J^'V'""  Ä  positiv  Kind  ..cl 
ff^»  ist,  so  ist  «o>^  oder  a«<^,  jeDaclitlem  das 

so  ist  ''^  *        uB&mi  s>S  kr, 

f<l. 

Abo  ist  ulicubur 

C  )"<!.*•  (4)- >1. 

^BOchJ^  aus   «icht   VMKbwiBdMde  •  f.««!*  «to  MpOf  Ut. 

/b\n  Iß 

ttl»  le  ist 


^<1  oder  — >1, 


18 
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(f.  i.  tf"  odor       <^  Iß"  ,  jcnachdem  dn«?  nicht  vc>r5;chwilM(eB4e 

u  pusitiv  u«ler  ueguUv  ist^  \iie  bewiesen  wei-dcu  suilte. 
AonerkuDg.   Für  « s 0  ist  «".s  ^  =  1. 

i^.  10. 

Ztfsatx.  Wenn  die  Grössen  <?,  //positiv  sind  u  n  d  «-^"^ 
ist,  so  ist  0"  <C  oder  a"  ^  0" ^  jenaciidein  das  oicht 
Terschwiadende  it  potitiv  nder  oegatiV  ist. 

Weil  oimiicb  naM  der  Voraussetzung  l*  ^  a  ist,  so  ist  naeb 
dem  vjjri'jTf^n  P:ir;iflfrujjlien  ft"  oder  ^"^^ff",   d.  i.  a" 

oder  r/"  ^  ,  jcnacudpm  das  nicht  verscIiwiadeuUe  H  positiv  oder 
ucgativ  ist,  wie  bewietieu  werden  sollte. 

AnnerlLaBg«  Für  <■  =  0  ist  ««  s ^  =s  I. 

§. 

Lehrtatx.  Wennivpositiv  und  m^t*  '\&l,&o  ista'"^a'* 
oder«"»  jenachdem  a  ^  l  oder  a      l  ist,  die  (i  rö- 

sten m  iiod  n  mögen  positiv  oder  oegaliv  sein. 

Beweis.  Weil  nach  der  Voraussclzunu;  die  Diffefeov  m-~» 
positiv  ist  und  nicht  verschwindet,  so  ist  olicnltiir 

jeuchdem  «  ^  1  ader  « 1  int.  ' 
Weil  nun 


ist,  so  ist  auch 


>•  1  oder  < 

d.  i.  a"*  ^  «r»  oder  a*"  ^ 


jenachdem     >  1  oder         1  ist,  wie  hcwieaen  werde»  sollt«*. 
Anmerkung.   Für  a=i  ist  a'"^  =«r"  =  1. 

'   •    §,  ai. 

i^ehrtatü.  Wenn  die  beiden  Grössen  »  uod  b  nicht 
einander  gleich  sind»  so  ist  immer 

-I-     >  2«^. 

Beweis.  Bekanntlich  ist 

-4-     —  %ih  =  («  —  bY. 

Weil  nun  nach  der  Voranssetsonff  die  Crossen  m  und  b  nicht  ein- 
ander gleich  sind,  s*  verschwindet  die  Grösse  {a  —  l»Y  nicht  und 
ist,  wie  jedes  l^uadrat,  positiv.  Also  versehwindet  die  DiÜerens 

nicht  nnd  ist  positiv.  Folglich  ist  nach  f.  1» 

-I-  Ä»  >  tah, 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

Annierkuug.   Wenn  «  =  6  ist,  so  ist 
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folglich 


♦     »  s 

Lehruaitm,    Wenn,  unter  der  Voraifsaetcnng^,  dass  n 

«rrösser  als  die. Bio  heil  ist,  die  «Grössen  a,     e,  d,   

nicht  säinintlicb  ootcr  eisaiitler  gfleieli  siod,  nnd  der 
kärse  wegen 

'^ä«-f-^-H0  +  «/+^H-  

und 

^  =;      +  «rc  -4-  af/  -4-  . . , 

■  p 

,  '  b<^  ~\-  ftd  -\~  bc  ~\-  •  •  •  • 

cd  •\-  Cd'  . 
+  <^  -f-  . . .  • 

gesetzt  wird,  so  ist  immer 

(«  —  1)  /y»  >  %ti^,  - 
Beweis.   Nach  dem  in  f.  21.  bewiesenen  Satse  ist 

^2ef*, r*-c» ^2#rc,  «•  H- ^       li«        =  2««, .... 

^^^^  1^^^ 

^^^^  >^*'»     -f-e»  ^  2Ätf,.,.,. 
-h  <^  ^  2c</,  c» -f- «>  ^  2c*,  ...^ 

Weil  nun  nach  der  Voraussetzung]^  die  Grosses  «,  f/,         • . 

nicht  sämmilicli  tiiitcr  cirwuxlcr  (ü^lcich  sind,  sn  sind  im  \  orherge« 
henden  nach  §.  -1.  nicht  übemll  die  «Heren  ZrMclioti  zu  nehmen, 
und  iuun  erhält  altiu^  weuu  luuu  auf  heideu  äieiteu  der  Zeichen  ad- 
dirt,  nach  §.  4. 

(»  —  1)  f»"  H-  *»  H-  <?•  -h  rf*  -f-     -H  )  >  2Z  ' 

AJso  ist,  wenn  mau  auf  heideu  Seiten  die  Grosse  2(/i      1)^  addirt, 
nacb  f.  4.  auch    '  ' 

(«1—  1)  («=  H-     H-  r«  -l-rf».  -|-««-f-. .  ..-h2i5)>?U2. 
Non  ist  aber  heikanatlldi  • 

^  a  «*      **  <^  H-      H- . . . . . 

:   +  2«^ -h  2<»c  ^- 2«^/ +  2«<?   

-\.VtC'\-  2bd  -H  2//«  -1-  .... ,  : 

-+-  tcd  -4-  2<?<r  -h  

-f^24[fo-H  

d.  i.  ' 

4^  =  «•  H-  ^»■'-f-  r»      rf»  H-  e»  -h  . . .  -i-  2:?, 
uud  iuigiich  nach  dem  Vorhergehenden 

'  >  2Ä-i, 

wie  h^iesen  werden  jollie.  . 
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AnaerkaDg.  Wenn  die  GrBiMB  «,  ^,  c,  <  0  Omü- 

licii  nnter  «inander  gieiek  liady  uo  ist 

t  c»4-</»=2crf,  <r»H-e»  =  2<r^, .... 

r/»-+-^-=:2//^  

Qod^  folglich,  ^epq  maa  a|if  beiden  Seiten  der  tiieidibetUzeickea 
•ddirt,- 

(«  —  1)      +  ^*  ^  c»     //^  4-     -h  )  =  2;^. 

Also  ist,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  2{»  —  addirt, 

(»  —  1)  (/jr»H-<^»-i-c>  +  i/»-4-*»  ...-f.a2)=aÄ2. 

Nun  iit  aber  wie  oben 

=  «» -H    4- c- -t- <i> -f.    + . . .  4- SÖ, 
mA  folgliek  In  dieMa  Falla 

f.  23. 

V  ff 

LekMat%,    Wenn  »  und  ^  swei  oogleicbe  positite 

Grössen  sind  und  n  eine  die  Binbeit  überiteigende' po- 
eitive  g%nse  Zahl  iefc»  so  i^t  immer 

Beweis.  Weil 

(m«"  —  («•  H-  iw*-»*)  Ä  mt^\  (»  -    —  («•  -  «■), 

iib4,  wie  man  leicbt  durch  gewöhnliche  Mulüplication  lindet, 

—     =     —     (a«^i  -i-  a^-iö  -I- ...  -I-  a^-i  4- 
ist,  so  ist 

lat  n«n  •>>4^  so  i^t  offenbar 
nnd  ebdn  aO'  laiclt  erliellet,  dait,  wenn  m-^h,  ist,  jaderaelt 

ist.   Also  haben  die  beiden  Factoren 

des  l'roducts 

jederzeit  crleicbc  Vorzrirlien  ,  und  keiner  dieser  beiden  Factoren 
vcrsch\viii(l(  t.  Dribt  r  ibC  dieses  Prodact,  und  nach  dem  Obigen 
also  auch  die  Diffenu^ 

jederzeit  positi?  und  verschwindet  nicht»  FelgUek  iat  nach  f.  1. 
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«flM« -h  ^  -4- 

wie  bewiesen  wenleu  sQlJtc 

Anmerkung.   Fär  »  =  1  ist  offenbar 

Für  »=,ö  ht  iuioier 

^  -  f. 

Zm»0tM*  W«it  ant«r  denselben  ?ornaeeetnaBgeii  wie 
▼erb er 


«1       -  -       .  « 

ist,  to  ist  ne«b  4.  0. 

IM(M  4-  ^«  —  ^  —  «MVn-l^  >.  lyi  ^  IfA"— 1^  —  — 

'  •  •   «'      •    •    .      ♦    .  ■ 

d.i. 

oder 

Divillirt  mnn  nun  uuf  beiilr  n  Seitcu  Utircli  die  positive 
Grosse  a'*,  so  erhält  lo&n  auch  ^.  14. 

§.25.       •   -  •  '  • 
JLe/trsal»,   Wenn  die  Grö«^scii 

<»I>  *»4» 

nicht  sämmtlich  untrr  ohnindpr  gleicl»  sind  lind 
ist,  8Q  ist  der  ubsuiute  Werth  der  Summe  , 


H- -t- -t-  «'^ 


jederseit  kleiner  nl«  dni  Prodnct  . 

Beweis.  Obne  eile  Sekwi^rigk^  eikellet  die  aiebtigkeit  d*r 
Gleicbang 

(«,  H- H- -f»«4  + . . . + 
+(««  -       -^i^i  — +  («.  -  -r*)»-!*.  -.--fr-  K  —  Ä«)^ 


Weil  B«ii  nach  der  Voioiiiseteiiiig  die  Gröisen 
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•l>  •»» 

nicht  aMnoitlicli  unter  «iiiui^er  gleich  Biod^  «o  v«netiwlDdMi  -die 
DiffereoMii 

""<i4f  •  •  •  • 


uiclit.  sämmtlich,  und  e»  l&t  also 

folglich  iit  olfonbtf  der  »btolote  Werth  vob' 

«I +«t "I- +  •  •  •  + 

kleiner  als 

wie  bewiesen  werden  sollte.  * 
Anmerkung.    Wenn  die  GrSiBen 

"l»  ^»»  ^5^4»  •  •  ■  •  AT« 

tiämmtiicli  unter  cinonder  gleich  sind«  so  ergiebt  ;>ich  uu^  dem  Uo- 
weise   des   obigen  iiutzcs   leicht ,   dass .  der  ubsolute  Werth  der 


der  Grübi»e 
gicicli  ist. 

f.  96. 

^mnOM,  WeDD  die  OrSesen  < 

öj)  ^'j'    ^/^i«.««  läTi»  * 

nicht  sammtlich  unter  einander  gleich  siod  und 
iety.eo  ist  der  »baolate  Werth  von 


kleiner  als  die  Grösse 

f.  37. 

jLeArsaiz,    Wenn  m  ]^  1  i^L  uud  üic  Uruche 

0,        0,       0,        04  011 

>      j  ~"  >      )  •  •  • 

0,       ffa      O.      0«  0M 
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uicht  tiaatlieli  niitftr  ciiiaB4«r  gleich  tUd,  !•  tit  4er 
Werth  (Ur  Suoime 

immer  Itleiner  all  da*  Proda^et 

Beweis.   Weil,  wie  leicht  erhallet, 


ist,  uud  weil  nach  der  Voraussetzung  die  Bruche 

ar,    «Tj  tf, 

«,      «2      «,     o,'  «Cm 

nicht  sämmtlich  unter  einander  gleich  sind,  die  ÜiÜcrcnzcn,  deren 
Qnadrat^  in  der  ohigen  Gleichaag  yorkofamen,  also  nicht  sämmtlich 
▼enehwiadeoj  ao  iat 

<:(«.  '-f^.»-H»,  ='-f-«4'-f-  ..-♦-*«»){«,  »-H*,*-|-a'.  '-fr-...4-a^5), 
und  folglich  offenbar  der  ubäuluti-  Werth  von 

«1«! -4- »I«,  +  a««^ -i- ... 

kleiner  als  die  Grösse 

wie  behauptet  wurde. 

Anmerkung,    Wcdd  die  Brüche 

«I       ö»       ff,        »4  «1» 

c,     «,    «,    o^'       a«  . 
sämmtlich  unter  eiaaoder  gleich  sind,  so  ist,  wie  sich  aus  dem  Be- 
weise de«  oUgea  Sataea  Jeicht  ergiebt,  der  absoluta  Werth  der 

Summe 

jedcneit'dem -Ph-odacte 

l/(<ar, » -f. «,*  +  «, * -t"  «4' H- . . . -h  . 

^.^  l/(«i'*H-«,*-Haa*  +  «4*  +  ...-h«i.*) 

gleich. 

§.  28. 

ZtiMtfs.  Wenn  •i>>l  nnd  die  Bräche 

<^  «4  an 

*  *  •)  )  *  •  a  " 

«1'  o,'  a-    oJ  ^1, 


1 
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niofat  läBiitlieh  niiter  eiMs«4er  gUieb  siod,  «o  ist  der 
absolute  Werth  der  Groese 

«I 

jederzeit  kleioer  eis  des  Prodnet 


§.  20. 

JLefir9at%,   Weuu  /^^l  ist  uud  die  positiven  Grössen 

nicht  sämatlich  unter  einender  gleich  sind,  so  ist  je- 
derseit 

Voya^a^a^  . . .   *  


n 

oder  da«  socrpnannte  geometri8che.l]itte1z^7i8cheDni6h' 
rereo  pottitivea  nickt  sämtutlicli  unter  ciuttiider  gleiclien 
Grössee'ist  immer  kleiner  als  das  sogeneonte  arithme- 
tisehe  Mittet  zwisclieo  diesen  GrSsseu, 

Beweis.  1.  Für  dia  swei  Groasen  Ux ,  sr,  ist,  wie  leicht  er* 
kellet,  • 


<ri»a 


=(2^)'-(^')', 


und  ful  glich,  weil  nach  der  Voraussetsuog  die  Grössen  sr«  un« 
gieieii  sind, 

 2 — '  * 

alüo 

«1  -f-  Ö£ 


Für      ==  «r,  ist  offenbar 

l/i^-s-  ^1  -*-^s 

2.  Sind  die  vier  Grössen  a^y  0,,  «r, ,  tf«  gegeben,  so  muss 
es  unter  denselben  nach  der  Voraussetsung  weeigsteas  awei  eioan* 
der  nicht  gleiehe  geben.  Wenn  nuu  0,  dtesa  beiden  ~ — ^" 
nicht  gleichen  Grössen  sind,  so  ist  nach  1. 

<  r   g  ^')  »  «r»»4  <;  (  2 — '  * 

und  folglich 

«  ^  ^  ^      ~*"  *a 


Nach  1.  ist  aber 

±SX     
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mmd  folglich 

iSL±Jt2>    ^*  =  -f  -  Ol  4-  g#v^ 

^     2      •      2     ^  <^  4  /  • 

AliQ  ist  nach  dem  Vorhcrgehendeii 

oder 

ly  -f**»» -l-g« 

Für  <»i  =«r,  =:<r,  =  «4  ist  offenbar 

* 

3.  Sind  acbt  Grössen  a,,  «r,,  «y«,  «1,  «r«,  «r^,  «7,  g'C> 
geben;  »o  wird  es  nach  der  Voraossctzuug  unter  denselbea  iuitoer 
vier  geben,  die  nicht  särnnitKcb  nnter  ctnaiMler  gleich  sind.  Weuu 
inn  «„       «Ty,      dies«  vier  Grössen  sind;  so  ist  nach  2. 

«,  sr««,««  <  I  *  4  >  »  «»•«•1  ^  V-*        4  '  *J  » 

und  folglich 

«r,«,«,sr4«,si,SF«««     y-^        4  •  4  ^/  • 

Nach  1.  ist  aber 

*  •  .      4         <^  8  ^  » 

und  folglich 

^  4    .    .     •  4  ' 

Also  ist  nach  dem  Vorhergebenden 
oder 

* 

4.  Wie  man  auf  diese  Art  weiter  geben  kann,  ist  klar.  Ueber- 
banpt  ist  nach  dem  VorhergehendeD,^  wenn  wir  der  K&rse  wegen 
>>sr|s  Mtwn, 
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aB4 

oder 

K  •t*»*'i*4  •  •  •  •  Ä^^r  ^  * 

Muu  uehme  nun,  welches  ofTenUur  immer  möglich  isty  m  so 
gross»  dass  oder  ist,  and  setse 

"      .  g. ^'i -H  ^4  H  

 ^  «        ^  ^ 

Duon  ist  nach  4. 

oder 

4rt«s4S,sr«  . .  •  srji*f*— * 

d.  i.,  weil 

is(, 

und  folglich,  weoo  man  uut'  htidcn  Soitm  mit  dividirt, 

ata^a«««  .  • .     <C  't"» 
d  i  '  *  ■  ^ 

. . .  ^<  + °» "« •  •  •  > 

oder 

1/  *  ^ai -i-<?a  +  g3  4-«4-»-"«-H<'* 

Ir  tfr|<v^iS(04  •  •  •  4Sm <1  -        '  ^  > 

-  * 

wie  bewiesen  werden  »ullle.  '  < 

AnflieTkuiig.  Wenn  die  Grdsseo^  a^y  «r«»  iVm***^ 
oiiDBtlich  untdr  einander  gleich  sind;  so  ist  offenbar 

 ■■■  at  -H<i>-t-o»  +  «4     ■  "  -f-gj« 

|/«,«s«r»«4  . . .  «M   *  ^  ^  ^  • 

m 

§.  30. 

Zir#a^4.  Wenn  a  und  ^  zwei  ungleiche  positive 
Grössen  und  m  nnd  »  xwei  positive  gunne  Zahlen  sindj 
so  ist  nach  §.  - 

fy?— r-T  TTrrrrr— ^  ******* 

,   ^J^^  

oder 

m+n   IHM  Im«   iftii  I  a 
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•folflieb  ' 

oder  . 

f  31. 

Tjehrnftfx.  Wonn  n,  h  zwoi  positiTe  Grössen  sind  und 
flr>»^  lüt;  8u  iüt  l(ig«>»-lo|^6  oder  logw^iog^,  jenoch- 
den  die  Basis  des  {Systems,  w«leheiii  diese  Lopf «rithmen 
angeiiireii)  grösser  oder  kleiner  iils  die  tlinlieit  ist. 

Beweis.  Bezeicbsel  B  die  Bssis  des  logantbaiiscliett  Systems» 
so  ist 

vnd  folglich 

Weil  II1IB  oacb  der  Vorevssetznog 


Ist;  so  ist  ofieoiiar 

log  «  —  log  <^>-0  oder  log  «—log  ä<;0, 

d.  i.  log  iS>'log  h  oder  log  «'<log.d!»  jenftebdeili  if^l  oder 
Ist«  wie  Miea|»tet  wurde. 

"  'I.  32. 

LekrsmlUt   Wenn  «  tmd  ^  «wei  positive  Grössen  sind 

und  logflr;>-logÄ  ist;  so  ist  ö'^»-»  oder  jenach- 
deni  die  Basig  des  Systems,  welctiem  dir  iuRedt»  stehen- 
den Logaritbnen  angehören^  grösser  oder  kleiner  eis 
dU  Einbeit  ist 

Beweis.  Wir  wollen  suerst  annehmen,  dass  die  Basis  des 
loganthiiiisrlipn  SvstP")!?  grnssrr  als  dif  Einheit  spi.  Wäre  nnter 
di«'st'r  \  orauKSPlzunif  n  ■*<  h ,  so  w  äre  nach  dpm  voriifcn  S,»tze 
log  a<llog  0\  wäre  a:=z:fj^  so  wäre  log  =  lug  ö.  Du  lieides 
gegen  die  YoraiMsetzuDg  log  «■>'log  4  streitet,  so  kann  weder 
«•<^»  Doeh  «  =  ^  sein.  DDd  es  ist  folglich  m^ify  wie  behenp« 
tet  wurde.  i 

Ferner  wnllpn  wir  annehnien ,  dass  die  Busis  des  logurithmi« 
scheu  ^!^y^stcms  kleiner  als  die  fclinheit  sei.  Wäre  unter  dieser  \  or- 
•OBsetzung  so  wäre  oacb  dem  vorigen  Salse  togiv<<loff  ^; 

wäre  a^ziff  so  wäre  log  flr=:log  ff.  Du  Beides  gegen  die  Tor- 
aussetzung  log  uZ-^los;  o  streitet,  so  kann  weder  a^b\  noch 
»•=ib  sein,  und  ^&  ist  tt^so  a-<^^,  wie  behauptet  i^rurde. 

Hierdurcli  ist  unser  tiatz  nun  vollständig  bewiesen. 

'  ...  -..II. 

Von  den  Mite elgrössen. 
33. 

Erklärong!.  Jede  Gnüss^  welche  siebt  kleiner      die  klein* 
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fite  und  nicht ,  grSsser  als  die  grösste  unter  nebreren  g^egebeiira 

Grösspii  a.  /r,,  n^,  fr^.  a^.  ist»  heisst  eine  Mittelgrösse 

od«'r  eio  Mittel  Kwiscliea  dieseo  Grösseo,  uod  soll  im  Folgendea 
ul»erkttupt  dareh 

^/(«,       «3,  .  .  .  .) 

bexei ebnet  werden. 

Ks  erbellet  aus  dieser  Definition ,  dass  es  zwischen  Grosseo^ 
die  nicht  simsitiich  neter  eiaander  gidch  sind,  uneadUeb  viele  ver- 

schiedene  Mittelfirrössrii  g(^ben  kann.  Sind  aber  die  g^ebenea 
Grössen  sämmtlich  unter  einander  gleich,  su  kann  man  nur  jede 
dieser  Grössen  selbst  eine  Uitteigrösse  zwi^cbeu  allea  neaaeiu 

2tfM#a.  Jede  Grosse,  welchis  eine  Hittelgrösse  swi^ 
sehen  zwei  beliebigeii  der>Grdssen  «r,, 
ist,  ist  eine  Mittelgrösse  swischen  allen  diesen  Grösse d« 

§.  35. 

'      L»ehr»at3i.  VVenu  a  uud  b  zwei  beliebige  Grössen  sind; 
80  ist  das  Prodnct 

wo  M{a^  6)  pinc  bciicbit^e  M  i  f  t  c  I    i o  s s  e  zwischen  a  und 
6  bczeiclinet,  jederzeit  positiv^  wenn  man  nur  dieses 
'   Prodttct  auch  dann,  wenn  es  Terscbwindet,  als  positiv 
betrachtet. 

Beweis.  Wenn  a^l>  ist,  so  sind  nach  %,  32.  die  Difieroniea 

beide  positiir,  and  das  PMdnct 

ist  falelich  positiv. 

Wenn  Ist,  so  Ist  nach  dem  fo  ehe«  Bewioianea  daa 

Frodact 

positiT.  Polglich  Ist  anch  das  Product 

positiv. 

Wenii  arss^  ist,  io  Tcrsehwinden  die  DiflTerenaeD 

l>eide,  uud  das  Product 

\a  —  3/{ay  6)\  \M(a,  Ä)  — 
ist  folglich,  weil  es  verschwindet,  wieder  positiv« 

^.  36. 

JLeArsatx,    Wenu  dab  Product 
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positiv  ist,  SU  ist  ^4  jederzeit  eine  Mittcigrösse  zwi- 
sciieB  m  und  6^  oder  es  iit 

J=M(a,  l,). 
Beweis.    Weoa  das  Prodiict 

—       {J  —  ^,) 

verscliwindct,  so  ist  entweder  A^=ia  uder  A'=.b^  in  Ix  i  Icn  Tri!- 
leu  also  A  Duch  33.  eine  Mitlelgrössc  xwisclieo  «  und  0.  W  can 
aber  d«s  Prodoct 

nicht  verschwindet;  so  versciiwiudct  keiner  seiner  beiden  Foctoren, 
und  die  beiden  Factoreo  haben,  weil  das  in  Bede  stebende  Prodact 
BBCb  der  Voraussetzung  positiv  ist.  gleiche  Vorzeichen.  Ist  ah<» 
a  —  v#i^>0,  so  ist  ftuch  A  —  ft~^^,  odiT  es  ist  A^  und 
folglich  A  n.irli  rino  >l»fr»'Iijrns.se  zwi«chen  a  und  //.  Ist 

dagegen  a  —  A-<ß^  so  iht  auch  -i  — ^-^^O,  oder  es  ist  a<iA-*^&^ 
ond  folglicb  A  nach  f.  33.  wieder  eine  Mittelgrdsse  swisehen  m 
und  ^«  Im  ersten  Falle  Ist  ollenbar  in  aweiten  ist  m^^if* 

♦.37. 

LekrMotx»   Wenn  ^  ' 

int,  so  ist  für  jedes  positive  oder  negative  q 

qJ  sss  M{^a,      »  e«»>  e«t»  9t*%f  •••.)• 
Beweis.  Die  kleinste  und  grosste  unter  den  Or^üen 

<y,  dt,,  «r,,        #^4,  ..... 

seien  respective  a  und  so  ist  nacb  der  Voraussetzung  und  nach 
#.33.  •  . 

A=/Hia,  r). 

Folglich  i&t  nach  §.  35.  das  Froduct 

(u-J){A^y) 

positiv.   Weil  nun  q*  positiv  ist,  so  ist  uucb  das  Prodnct 

^^a-A)(A--rh 

d.  i.  dns  Prodnet 
oder  das  Prodi^ 

{qa^gA)  {qA  —  qr) 
posiliv,  und  folglich  nach  §.  3('». 

qA  =  ßi{qa,  qy). 
Weil  nun  die  Grössen      und  qy  offenbar  unter  den  Gliedern 


der 

qa,  qa,,  Qa^^  qa^,  qa^,  . . 
▼orkommenj  lo  ist  nacli  f.  34. 
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■  qAsstM{j^        e«*>  ^«w  ••••)» 
wie  l^ewieseii  werden  sollte. 

f.  38. 

l^ekrtmtm*  Wenn 

A^z «1,  4r,,  •  .) 

ist;  so  ist  für  jedes  f  mit  Besiehnng  4er.  obere  und  en- 
tern Zeiclien  auf  einander 

,  Beweis.  Die  kleinste  und  grttsite  notcr  den  Grössen 

a,  flf,,   

seien  rcspcctive  a  und  y:  so  ist  nach  der  \  oruusselzuntf  und  iiacii 
f.  33. 

Also  ist  nacli     35.  das  Prodttct 
and  folglich  oflenbrir  auch  das  Prodiict 
pOsitiT.  Daher  ist  nach  d6* 

Weil  nun  die  Grössen  und  offenliar  beide  nnter  den 

Gliedern  der  Reibe 

sr±(,  0,d=e«  4^«::^^»  «1^^  ««ifc^»  •••• 
verkoneni  so  ist  necb  f  .  34.  - 

wie  be\vii;:>cii  werden  sollte. 

f.  39. 

jLeAraatx.    Wenn  die  Grössen       't» '«9  <'t«*49«>** 
BÖmmtiich  positiv  8tnd  und 

^  Z=  STii  tffi  .»•••) 

ist;  so  ist  fttr  jedes  ^ 

^=  Ar(e*,        ir,e,        «^e,  ....). 
Beweis.  Die  kleinste  und  grösste  unter  den  Grössen  ' 

fffi  •  •  •  • 

seien  respective  o  und  /j  so  ist  nach  der  Voraussetzung  und  nach  - 
f .  33.  . 

A  =  M{u.^  y). 

Ist  nun  A  einer  der  beiden  Grössen  a,  /  gleich,  so  verschwindet 
das  Product 
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£»0 

und  iit  folglich  posittf.    Igt  aW  A  ksiner  der  beiden  GfttMQD 
t  gleich ,  .so  ist  1 

lüt  ouD  ^  positiv»  so  iüt,  weil  die  Grüsseu  y  uacii  der  Voraus- 
mtsniig  pcaitiT  aisd,  Und  andi 

Jt^slff^ggy        a«)  a,,  «4,  .  .  .  .) 

oifenbar  positiir  ist,  nach  1^. 

FolgUch  lind  die  Differenzeo 

beide  negativ,  md'dat  Prodoct 

iit  folglich  poiidT.  Ist  dagegen  q  negativ,  so  iat  nach  §.  10. 
md  die  DUforenaen 

aind  folgUdi  beide  poaitiT»  daa  Pradnet  , 

ist  also  wieder  positiv.   Weil  nun  das  Produet 

aleta  poeitir  ist,  ao  iit  nach  §.  36. 

Da  aber  die  GcQcaea  md  |^  offenbar  mter  den  CMiedera 
der  Reibe 

•l^l  ••^>  ^4^1  •  •  •  ♦ 

TOfkoamen;  aa  ist  nacb  f.  34 . 

^^as  Jf(«e,  ar.e,  ar,V,  ....), 
wie  behauptet  wurde. 

Le/irsafz,    Wenn  a,         r/^,  a„   beliebige 

Grössen  sind,  ^  aber  |ioäiciv  und 

A  =  M{o^  «1»  «ti  ««*  «4»     • .) 
iat|  ao  iat  Jederzeit 

^ = e%     e**»  ^••f  •  •  •  •)• 

Beweil.  Die  kleiail»  nnil  gitate  voter  den  6i8iien 

01%  #d  •  • 

aeien  leipective  «  und     so  ist  nacb  f.  38. 

Ist  nun  A  einer  der  beiden  Ciirössen  ^gleich,  >o  verschwin- 
det dal  Prodnet 
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und  ist  fnicriich  potior.  Ist  ^i^S^t''  keiner  der  GrSstea  o,  / 
gleich,  80  ist  I 

Weil  DOD  bmIi  der  Voraimetinng  ^  peaitiv  iet;  eo  ist  oach 

,  §.  20.  '  * 

oder 

jenachdem  oder  Für  ^ssl  wäre 

In  allen  Fällen  haben  folgriich  die  Differenten 
gleiche  Vorzeichen,  und  das  Product 
iet  also  poaitiT.  Daher  iat  oaeh  %•  3& 

Weil  aber  die  GrSsMo  ^«  and  ^  unter  den  Gliedern  der  Reibe 

^%  ^1  ^"•>  ^"s  .  ..•^ 
Yorkommen;  so  ist  nach  34. 

=  ^%  . .  J.  ; 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

f.  41. 

Le/trsat»,  Wenn  «r,  poiitiTO  Grdt' 

een  sind  und 

j4  =  äf{a,  a,,  flfj,  Ä,,  «4,  ,••«) 
iuti  io  ist  l&r  jeden  log^a^itbniU,«|t«'Sjsto!n 

log  ^sa5ilf(log      log  #„  log  ar„  log,^,, , 
Beweis.  Die  kleinste  «nd  grösste  unter  den  GrlKssen 

seien  respeclive  a  und       &o  ist  docIi  der  V  iM^uisetzuag  und  naeb 

Ist  nun  j4  einer  der  beiden  GrSisen  et,  y  gleich;  ao  verschwin- 
det das  Prodttct  •  - 

nnd  ist  folglich  positiv,  ht.  dagegen     keiner  der  beiden  Grdasen 
Y  gleich,  nnd  folglich 


so  haben,  wio  ans  §.  3),  soglfM.  kKvorg^ht,  lUe  Facterai  des 
Products 
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(log  a  —  log  ji)  (log  A  —  log  r) 

jederzeit  glei<!lie  Vomtolico,  Md  ditaw  Prodütt  Iii  iilio  iriodor 
positiv.  FolgUcb  Ut  ttacli>.36. 

log  u^sss  Jillog  «s  log  f). 

Woil  ober  die*  Griteen  l^g  a  aad  log  y  offenbor  mtor  den  Gf4fiMB 

log     log  «j,  log       log  Ä„  log  «4,  ... . 

TorkonaieR;  eo  ist  naeb  §.34. 

log  J—J\/(Uig  0,  log        log        log  «„  log  «4  ), 

wie  behauptet  wurde. 

§•«. 

Lehrgatx,    Wenli  u^a^^  ff^^  /x,,  #jr,,  ....  hcliebig-e,  da- 
eg^en       b^^  b^^  h^^  ,  ,  .  ,  sa  m  m  t  lieh  Grössen   mit  einerlei 
Vorzeichen  siuU,  deren  Aozahl  in  beiden  Reihen  die- 
■elbe  ist;  eo  let  jederseit . 

g     g|  -f-  «'a  -i"  <»<  -H  '  > » «       imfL    •«  k 

h^i^^k^j^k^ji — —^b'  T:  V  v  '-o. 

Boweiff.  WooB  a  und  /  die  klekisCe  nod  grdeste  unter  den 


41      «1     «I  |»l 

7»  V  V 
•iod;  «o  liod  die  Difforenseu 


«  a,  0,  o. 

j._a,^-o,3«_iS  

ond  aoeb  die  Diflferensen 

til«aij:1icb  positiT.    Da  noft  itocb  der  TonoraetBiiitg  die  GrStaeo 

oUo  gleiebe  Vonelebeii  baben;  ao  beben  ancb 

die  Producte 

— *.  \ 


«(t-«).  «.(j-;-«). 

«(r-T).  *.(y-r.). 


nod  folglicb  aocb  die  diese o  Producten  gleichen  Differenaeo 

^'^''«r,      —  »„      —      yd,  —   

•Smaitlkb  gfeie^he  Toraeiebeii.  Alao  baben  aneb  die  Sttvmea 

Y(b-\-b,-\~b^'^b^'\-  )  —  -*-«,-*-.... )^ 

ond  folglich  auch  die  Quutieoten 

g^g,  -f-      -f.  ,7,  -f^  .  ♦ . .  ^  ^  g-|-«|-f-gi-H«|-i-'". 
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oder  > 

Ä, +•     -hÄ, -f. . . .  .*    ^Hh^i +^s-i-^a-l- •  • 

gleklie  V  oneicben.  Daher  nt  das  Prodnct 

% 

/   g-f-g,  -f. -f- g,  -I- . . .  »  «g-t-tf| -f-g» -f-g»  4-«'»«   \ 

positiv,  uod  folglich  nach  f.  30« 


"Alio  ist  nach  ^*  34.  auch 

«H-tfl         g;  -f- 4-  «  "    »#/  ^«  \ 

tt^ttv+^v^t:: ^^T'     j;«  j;. 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

f.  43. 

Zvsats,   Seist  man  in  ToriKea  Satte  fes5,=s^,3ai$,s=...=l^ 
und  beseicboet  die  Anzubl  der  in  jeder  der  beiden  Reiben  g, 
ff  ZI       .  .  .  .  und  //,  //,,  enthaltenen  Glieder  dttreh 

so  ergicbt  sieb  ous  dem  vorigea  Üiatze  die  Gleicbung 

■   =  iw(«r,  «1,  «»,   )> 

wo  g,  g,,  g,,  gs>  •  •      ^>Hiz  hcHebiffe  Grössen  bezeichnen. 
Hieraus  siebt  man,  du^s  dus  «iritbmeüscbe  Mittel 


n 

zwiscben  den  n  beliebigen  Crossen  g,  g,,  g,,  g,,  ....  in  der  Tbat 
jederzeit  eine  Mittelgrösse  zwischen  diesen  Grössen  ist. 

§.  44. 

Zusats.  Sind  die  firücbe 


g    g,   g^  gj 


^»  Ä,'  V 

•ämmtlich  unter  einander  p^lrirh,  so  fällt  jede  Mittelgrösse  zwischen 
ihnen  mit  ihnen  seitist  zusammeo,  und  es  ist  felglicb  nach  42,. 
unter  dieser  \  oraussctunj^  , 


45. 

Zusatz.  Sind  ()^,  ^j,  ....  beliehijife  (irossen  luit  einer- 
lei Torzeichen;  so  hüben,  da  auch  die  Grössen  ^,  ä,,  ä,,  .  . ,  . 
gleliehe  Voiseiehen  iMÜien,  «neh  die  Prodnkte 

^»Q,i  

sämmtlich  einerlei  \  orzeicheo,  und  es  ist  folglich  nach  A2. 

gg-f-«.V»  -f-gaga  -f-g,e,  -I-....         -^«g     ^     «ai,     ft£i  ^ 

4-  H  —  '"^»   ^j^,»  ••'•/» 
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A,e.  -H A>«, + A,et  -I- . . . .         j;*  V  j;  ^ 

Fir  4  =  &i=^,s3^.  =  .«..=5l  iit  aiio 
oUcr 

•e  "H  «iC. -f- «if«  +  «s€»  +  •  •  • .  • 

•l>  .  . .  .J« 

In  dieser  Glelcbaog  ist  der  folgende  Satz  enthelteB: 

Wenn  a,  «j,  /r,,  et ^  beliebige,  dagegen  ^„ 

^,  .  .  .  .  Grössen  mit  einerlei  Var^eiclieo  siadi  «o  wird 

erhalteo,  wenn  nan  d«e  Aggregat 



■it  eiDer  gewiesen  MittelgrSite  swisolitfii  den  Qrtfiien 

«»r  flualtipiicirt. 

iL'. 

Lehrsatz.    Seien  <Jf,  , , . .  n  n  d  ^3,  .... 

zwei  Reiben  positiver  Grössen,  und  in  jeder  dieser  bei-  . 
den  ReibeD  sei  die  Ansabl  der  Glieder  dieselbe;  se  ist 

{mm.m^u.  . . .  J^^pT  ^V^^  ^^i^  ^fi^ .  ^  ^ 

Beweis.  Die  Logeritbacii  der  GrSssen 

f   1  

tili. 

#4^,  Ä,'^,   

sind  resfieclive 

lo^^  g-H  log  a,  -4-  ^"ff      +  log  g«  -f- 

und 

log  «    log  ff.    lof  ff.    loff  0, 

-ir*  "AT'-" 

Bad  Mcb  f.  42.  ist 

log  ff -f- log  ff,  -I- log  ffa-Hlog  ff,-^. 

A  -f-  /y  1  -+-  />  j  -t-    j  .... 

Geht  mau  auu  von  d^n  Loffarithmon  xii  den  entsprechenden  Z;iliien 
über,  welcbes  ua€b  ^.  40.  uUeabur  veratuitet  iatj  so  erbält  juuu 


. « « . 


.  •  •  • 
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wie  bewieiw  werde»  aoUte. 

f.  47. 

Zusatz.    Für  Ä==Ä,  —  .  .  .  =  I  erhalt  man,  wcdd 

die  Anzaki  dieser  Grössen  und  also  auch  der  ürüssen  a^^  a,, 
a,, . .  • .  doreh  m  beseicbnet  wird, 

n 

I^ÄÄjWjÄj  •  •  *  •  •  «SB  Jl^lVy  ^ii  ^j»  •  •  • 

 ■  • 

Die  Grösse  \/ aa^a^a^^  . .  . .  nennt  mnn  bekanntlich  doi  geo» 

■letrisclip  Mitte!  zwisolion  den  n  positiTen  rirössen  a,       äj.  fr^  , 

nnd  aus  dem  Vorhergehenden  erhellet  also,  dUss  das  geoinetriüche 
Mittel  swiicben  beliebigen  positiven  Grössen  \m  der  Tbat  eine  JMit- 
telgröfie  xwiieben  diesen  urossen  ist. 

«.48. 

Znnats.  Wmd  di«  Gfdieeo 

1      1      1.  i. 

«iS  «•*•»   

sämmtlich  ni|ter  eiuuuder  g^letcii  sind;  su  ist,  wie  sich  aus  «.  46. 
niMaittelber  ergiebt, 

1  1         1  1.1, 


«.4«. 

.£Mrr«lte.  Wenn  die  Brfiehe 

■ 

a  /7j 

V  V 

•Ue  einnnder  gleieb  sind;  to  ist 

Vg'  -f-<g|'  -f-g»*  -htfi'  H-  '»«» 


T— T,  


indem  man  das  oKere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  je- 
nachdeiu  die  in  Rede  stehenden  Bräche  sämmtlich  posi- 
tiv oder  sämmtlich  neffstiv  sind. 
Beweis.  Usch  der  Veranssetznng  ist 

a*       «,»  «j»  ^_  ^ 

Ai  —  V  —  V  V'"" 

und  tulglich  nach  §.  44. 

  «j*        «»2  g*-f-«i* -4-^1* -hff»'  H-  »"* 

—  A»'  V^*  •••^  ^"-f-^.'-i-  ^,'-+-^,'  4  • 

woraus  der  zu  brwrisrnclc  S,itz  iinmlttelbttff  doRh  Awsiehang  der 
<iandretwanel  auf  beiden  Seiten  folgt. 
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m.  . 


■r  I 


VoD  den  ima^iDäreo  Gröiien. 
f.  50. 

JErklärmng.  DesModalu«  der  imagintttM  GrötM  CHH^i^^ 
wo  «-  «Bd  ß  b^eMipe  Melle  Gn^eti        neniil  aa&  die  GrSiae 

tlie  Quadratwurzel  stets  (jositiv  geDommeii. 
Zwei  iflngiiiäre  Chtaen' . 

hf'issen  einander  gleich,  wenn  sowohl  die  beiden  rcrilcii  Tbeile 
a,      als  auch  die  Itelden  <  liinilalls  reellen  Factoren  ^,  .<J  VOü 
einauder  gleicli  siuü^  d.  \i.  weuu  uz=.y  und  ^z=6  ist.  ! 
Zwei  imaginKre  Grössen  von  der  Forn 

Lei»^f>n  conjugirte  ima^iuäre  Grössen. 

boivohl  eittttuder  gleiche,  als  aucli  conjugirte  imaginäre  Grössen 
kaben  offeobsr  gleiche  Modnli.  .    .  « 

§.51.  ■     '  ' 

1.  Die  Somme  der  imaginären  Grössen       •  $  ^ 

2.  Die  Ditüerenz  der  inaginären  Grössen       .  -     '  . 

ist 

3.  Das  Product  der  imaginären  Grössen 
ist  -     , .t.  » 

4.  Setst  «an  '  ' 

■ 

I  ^7===^  ^rK--l, 

y-*-d*^— 1  *      ,  . 

d.  i,  nach  '  : 

a ^  ßS/ZZx  zizyp^  ig^(9p -f- yjr)Vr- 1, 
und  folglich  nach  f .  &0.  ^'    i  ■  • 
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sein.  Bfitinat  own  aas  dioeii  beiden  Gleichuiigcu  p  und  7,  so 
und  folglich  oacb  dem  Obigen 

Püf  d  SS  0  efgiebt  nch  Uemns 
5.  Nach  3.  Iii 

und  folglich 
Alfö  iflt  nach  4. 

oder,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  ftndet, 

Weil  niitt  nach  4. 

Ut,  ao  tat   

a^ßV'^__Ot^ß\/-  1)  a.f-#»V^~0 

d*  h.  der  Brach 

bleibt  unverändert,  wenn  man  aaioen  Zihler  and  seinen  Nenner 
mit  deraelben  Grösse  multipUcirt. 

^  Also  Ist  auch   
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«L  i.  Mek  3. 

iL  Weil  naeh*  4. 

<yW^~  -M^X  <ft  —      i  /  r 

i  ^  ^  W -1  —  Ä • -h  f*' 4- 7?  ' 

iai»  so  ist 

und  folglidi  naeb  4. 

■    (^i  —  uu)  iyX  ^  dft)  -  («Ä  -f-  ^/i)  (J^  —  yft)  ^y— j- 
oder,  H'ic  man  miltclät  leichter  Reclinuug  üridet. 

  ^ 

Weil  DVU  nach  4. 

r 

und  der  Bruch 

wird  also  nicht  geändert,  wen»  saa  {Kühler  aod  Neaaef  doreh 
dieielbe  Grösse  dividirC 

f.  58. 

£ß§inml».  Jede  inaglaire  Grone  V^—  1  kaaa» 

wenn  der  Moduln«  derselben  der  KBraa  wegen  dnreh  ^ 
bezeichnet  wird»  auf  4ia  Fara 

9  (eoa  y  ±  ein  9  W^—  l) 

gehraekt  wardea,  wo  die  aberen  nnd  aaieren  Zeichen 
sieb  «af  eiaander  bailabea.' 


ß^'^l  _  cty  -\-ßif      ßy  —  ttd 

y* d* 
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Beweis.  Um  dicrto  S«ti  m  bewtim«  MÜfMii  wir  «eigen, 
dass  sich  <lie  GrSfMn  ^  umä  f>  lo  b«slüum  laaiei^»  «Um  der 
Gleichoag  .       »  • 

^  .  ■ 

a  zfc  ß    —  1  =  9  (cos  ^  db  atn  y.l/'—  1) 

geDÜgt  wird,  i?nd  dau  bei  -dieitr  BestinoiaDg  ^  deft  Wertb  des 
Modaloe  l/^a*  +  ß*  erliillt.  Der  obireo  Gleichuog  wünl  ab«r  sn* 
folge  §.  50.  genügt,  wenn  man  die  Grfisien  Q  ^  so  beetlmBl, 
dan  «e  den  beideo.  Gleicbnogett 

^  ooi  5P  s=  cl^  9  itn  $p  CS /? .' 

zogleicb  geniigen.  Quadrirt  mm  auf  beiden  Seilen  dieser  Glei* 
cboBgeo,  und  addirt  sie  dann  m  eioandari  ao  ftMt  uma 

wo  die  Qnadratwora^t  positiv  genonnen  werden  antss,  da  q  den 
Werth  de*  Modulus  der  gegebenen  imaginären  Grüwe  haben  soll. 
Dividirt  man  mit  <!er  erstes  der  beiden  obigen  Gieicbnngen  in  dia 
zweite,  so  erbali  man 


tang  sp  = 


l 

a 


«nd  folglieb,'  wenn  wir  dnreb  Arctang     den  der  gonionetrtseben 

Taogente  —  entsprechenden  Bogen  bexeicbneo,  welclier  den  klein- 
sten absolnten  Wertb  bat, 

J  ■  fl 

i         (f  =  Arctang  "^-h 

wo  X  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  Über  die  nuB  die  folgende  Be- 

stimuiun«:!;  ii^egebeo  werden  muas. 

Auü  der  vorstehenden  Gleichung  fvlgt 

eos  9  SS     1)»  .  eos  Arctnng     sin  91  =  ( —  1)'  •  sin  AmiMif 

Da   Duu  Arctang       den   der   gonioinetrischen  Tangente 
entsprechenden  Bogen  beseicboet,  welcher  den  kleinsten  absoluten 
Wertb  bat,  so  ist  eos  Arctang     isimer  positiv,  sin  Arctang  ^ 

dnccetren  ist  positiv  oder  negativ,  jfoachdesi  positiv  oder  nega- 
tiv ist.  Also  ist 

1 

die  Quadratwurzel  positiv  genomsien,  iwd  folgiicb  • 
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dtts  obere  oder  antere  Zeichen  geponmeD,  jena^chdem  o  positiv 
•d«r  aegattv  «it»  worm  Mch-  ferner  aaaiittclbttr  Mgiebt,  «Ism  \wmxit 

■ad  felnUck 

f  .COÄ  Arctaug  ^       zt;  a,  (>  hia  4^ctttOgf  —  =  dh  /S 

ist,  wenn  man  nur  immer  Jie  oberen  oder  unteren  Zeichen  Dimmt, 
jen;)rh(lcni  «  po8itt¥  oder  negativ  iat.  Folglich  iat  nvcir  d«v 
Obigen 

^  cos  gp  =  ±  ( —  1)^  .  o,  ^  siu  y  =  d=  ( —  1)*  .  ß. 

wenn  man  die  oltereii  oder  unteren  Zeirhen  nimmt,  jennrfidem  a 
positiv  oder  negativ  ist.  Nimmt  man  nun  aber  die  ganze  Zahl  x 
gerade  oder  ungerade,  jenac^dem  «  positiv  oder  negativ  ist,  so 
nt  jedendt 

^  cos  9)ssa,  ^  «n9»=:A 

wie  es  den  Ohwen  «fifolga  er{«|derlicb 
AlM  ist 

9  s  Aretang  «l»  +  »jr, 

wenn  man  nur  die  an  sicii  übrigens  ganz  wiUkuhrlicüe  ^unze  Zahl 
X  gerade  oder  ungerade  nimmt,  jenachdeai  «  positiv  oder  negativ 
iit,  wadureh  nun  sowohl  Qt  uls  aurb  9),  v(»Ukoaimeo  beatioiait,  uni 
UBier  S«ti  pil  i^ler  Strenge  bewiesen  ist       .  . 

Ei«kr$mi»,  Des  Prodnct  der  innginSren  Grl^aaea 

cosy>:;tsinjpi^ — ^i,cos9>i  rtsin9>,  l/^^l,  cos^^d^sin^, 

Wf>  7^.  «jp,,  tp^y  5P,,  ....  gani  beliebige  Bogen  oder  Winkel 
bezeicbuen,  ist  mit  Bezietiung  der  oberen  und  unteren 
Zeichen  auf  einander      '  '  ^ 

cos  (y  +  y j  -i-  y ,   )  =i=  sin  (y  4-      -4-      H- , . . .)  X 

Beweis,  Kacb  %,  51.  3.  ist  '  . 

(cos  y  dbista  y  V^—  1).  (eon  y,  ±  sia  y,  l/^ —  1) 
s  cea  y  eee  y,     sia  y 'shi  y i 

rt  (sin  ^  cos      -f-  cos     sin  f/^, )  W  —  1, 
d.  i.  nach  bekannten  gooiometrisdtco  Koraielu 

(ees  y  d=  sia  y  l/—  I)  (cos  y ,  =1=  sin  y ,  |/ —  l) 
=:  cos  (y  4-  y ,)  ±  sin  (y  -4-  y i)  V^—  1. 

Also  ist 

(co8y=i:siu    l/' —  1)  (cosyi isiny,  V/—  l )  (cos 9),  zt sin         —  1) 

SS  leos  (y-f-Vt)  st  wat^P-frSPi)  l/^i  (cos  y»  ^  sin  y, 
SS  eos  (y    y,  .4- 9»>sk  iMi  (t    y»  ^  y«) 

Digitized  by  Google 


300 

midfiolgUali 

(cot  9        jp       I)  (cjMy,  dbiiK^A  V^— 1)  (cos^,  dsiik^.  1) 

(cos  5p,  db  sin  jj,      —  1) 

s  cos  (sp + 9>i  +  9«  H-  9>i )  =1=  f 9»  -f  -  9 1  +  9»*  +  7t)  V^^.  *  • 
Wie  mau  «of  äUae  Art  wdter  gehen  Ilbiid,  ist  klar,  und  die  «Ilge* 
seiD«  Gültigkeit  Buers  Satxee  liegt  nit  TülUger  Oentlicbkeit  vor 
Augen. 

f.  M. 

hehrMatx^  Für  jedes  positive  oder  negative  ganze 
I»  ist  mit  Besiekuog  der  operen  und  unteren  Zeichen  auf 

einaudec 

Beweil.   Wenn  #  eine  poiitive  ganze  Zahl  iat,  m  ergiebt 

sieb  aus  §.  53.  auf  der  Stelle,  wenn  man  dort  ysc^»,  =f/.  =rf/^,  =  . . . . 
setzt,  und  sich  die  Reihe      jpi,  y,,  jpg  aus  »  Gliedern  he- 

stelieud  (lenkt, 

(cos  5P  db  siny    —  1)"  =  cos  #SP  —     ^  V^—  l. 
Wenn  ferner  «  eine  negatiTe  gnnne  Zahl  iit,  an  aetse  nwn 

(cos  o)  ^  sin  cp  l/' —  1)"  =  .  ^  ■— 

^      ^  ^  '       (coaydbsin^V^— , 

Well  nun        eine  pemtire  gnnse  Zahl  Ist,  so  ist  nach  dea  so 
ehen  Bewiesenen 

(eosydssin  9)  l^— l)-*=cos(— Ji5p)±sin  (—  «y)  l^— 1, 
Nach  hekannten  gonionetrischen  Bttnen  Ist  aber 

cos  ( —  <»5p)  =  cos  «ly,  sin  ( —       =:  —  sin  «jp, 
und  folglich 

(cos  jp  =b  sin  9 1/— 1)-*äcob  «jp  :p  sin  n^V/—  1;  ig 

nlao 

(cos  y  ab  sin  9  V—l^T = ^»^n  ^l^— i' 

«es  »y  ^  sun  isy   —  1 

Weil  nun  nach  §.  51.  5. 

i  comy  db  sin  fty  V^^^ 

cosnyspsii^iiyW^"'  «osfiSP»-l-«iniiy« 
d.  i.  nach  einer  hekannten  gonlometrischen  Fomel 

=s  cos  ity     simsjp  \^ —  1 


cos  ny  ^  am  ny  — 
ist)  so  ist 

(cos  9>  dbsin  9     —  1)»  =  cos /Wjp  dbr  sin  y  1/ —  1, 

und  unser  Sats  ist  also  jetzt  velistaudig  bewieaen. 
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f.  5& 

ZfiftTfx.  Wenn  m  und  n  poiitiT«  oder  Bejcftlire  iriBie 
akien  iina,  so  ist  i«mer 

(cos  ^yzfciiB  ^  9>K-^l)"s(ooi9d=iiii       — 1)*. 
Naeh  f.       iit  Bänlick 

(cos jp         ~  5p  W —  l)«  =  CO!  <wy  db lin  «»y  1/ —  1 

(cos  y  liz  sin  <p     —  1)*»  =  cos  iwy  db  sin  »ly  1/ —  1, 
woraus  dei*  su  beweiseoUe  Satz  unniiUelbsr  erhellet. 

I 

f.  56. 

V    Die  Gleidbttogf 

m 

1^  -f-  Sin 

"WO  m  t'ioe  i>elieljiLre  positive  oder  negative  ganze  Zahl,  n  eine 
beliebige  positive  ganxe  Zahl,  q  eine  reelle  positive  Gröese,  ^  ein 
reeller  Bogen  seio  soll,  iat  jederseit  erfüllt,  wenn  die  Gieiebnni^ 

%  (cos  9  ::f  =  si«  ^  l/^l    =  ^'•(cos    +  sin  ^  l/— 1)* 
erfiillt  ist.    Weil  aber  nach  5i. 

(eoty  dzain  5p        1    soosasjpdbsinMjpl^—  1, 

(cos^  +  sin  y  V^—  l)»=:cos  sp^-l- tin  mp  1^—  i 

iit,  ao  iet  die  Gleichung  %y  nnd  folglicb  noch  die  Gleidinng  1. 
jederseit  erfiillt,  wenn  die  Gleicbnng 

8.  cos      ri=  siq  1  ^  ^"(cos  sin  n\p  |/—  1) 

erTullt  ist,  Diese  Gleicbung  ist  aber  erfuiit,  wenn  die  beiden  Glei- 
fJmngen 

4.  cos  jwfjp  =  ^«  cos       i  sin  mif>  =  ^"  sin  is^,' 

oder  die  beiden  (tU  ic hunsfen 

5.  cos  (db  ui(f  )  =  ^"  cos  »y;,  sin  (db  «19))  =     sin  «t^ 

erfüllt  sind.  Qundrirt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichungen 
lind  nddirt  die  erhaltenen  Gleichungen  dann  xu  einander,  so  er^ 

giebt  sich  ' 

und  folglich ,  weil  q  reell  nnd  positiv  aein  soll,  q  =  1«  Hierdurcb 
ist  q  bestimmt,  und  man  nnaa  nun  also  ^  noch  ao  beatimnien»  dase 
den  beiden  Gleicbung^n 

6.  coa(d=nis^)scoaai^,  ein  (:irflP|p)assein«pr 

genfiffl  wird. 

Nach  bekannten  gonloaetrischen  Sfttxen  erfordert  die  erste 
dieser  beiden  Gteicliungen ,  den,  indem  x  eine  beliebige  positive 
oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet,  entweder 
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ist.   Die  rweite  der  beiden  ebigeo  CMeiehiaglen  erfofdert  dagegen» 

dass  entweder  .  '  >  . 

oder 

«1^  =  {Ix  +  1  j  r  qp  m(f 

ist.  Da  DUO  den  beiden  jn  iiede  ütebenden  Gleicbungen  zugleich 
genügt  werden  eoll,  lo  nuse  nnn 

nlio 


setzen ,  und  es  ist  also  nach  den  Obigen  für  jnden  poalire  «der 
negative  ^ease  x 

oder»  vcti 


coi      ^  ';«emi 

sin  =  ein  ,  '  s=  ±  Bin  --S--  

«  #»  ü  ' 

ist»  für  jedes  (»ositive  oder  negative  ganze  tt 

8.  (cos  9>:±:sio  y  k  —  Ij    =  cos  ~  z*=.&\n—^  K —  1, 

wo  aber  auf  der  Stelle  erbeUet,  dass  mn,  nnbeicbadet  de»  aö* 
tbigen  Allgeineinbeit» 

9.  (cos  y  ±  sm  y  l/^j"  =  cos  '"^^^rfcsin  «SLt*? 

setzen  kann. 

Mau  üieLt  hieraus,  dass  die  Grösse 

(cos  9)  db  sin  9>  l/^^T)**, 

weil  X  jede  beliel>ige  j^usiiivu  udcr  ueguttve  i^uuze  Zuiil  sein  kuan» 
nicht  bloss  einen,  sondern  eigentlicb  unendlich  viele  Wertbe  bat, 

I  ivobei  sich  aber  immer  uoch  frsgep  iässt,  ob  diese  uuendlich  vielen 
Wertlic  auch  sämiittlirli  uDter  einander  ungleich  sind»  oder  xih  nirht 

*  vielleitliJ  unter  deiiM-lbfu  welche  vorkommen,  die  prn.indcr  ijlffrh 
sind,  liei  der  lit>unt\voriuug  dieser  wichtigen  Frage  uutersciiciüca 
wir  die  folgenden  Fälle. 

L  js  aas  «laa  gende  Zahl»  nft«M 

M  =  Si(n* 

UeberbaupC  sei  non 

wo  X  eine  positive  ganze  Zahl  u^d  /*'<C/*  sein -soll,  so  ist 
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mm  '    -      — Mu  ^  , 

C  i*i  wrtii  «2s:.^  ist,  '  .  ;     .  > 

coa         —  =  cos  {  Ä  3br), 

«n         — =a£«m  (  ^        •  sfciUr). 
Ist  nun  iL  ein«  gerade  Zahl,  &o  ist 


.1 


»  .       IS  ' 


«igg    ^  y —  4*  im   ^    —  K— .  1 
=  CM    ^   '  ^  ■      litt  '  '  K  —  1, 


«I  n 
cos  .  ^  ^  —  tin  ■     ^  '.    K —  I 

Ist  aber  A  eine  ungerade^  also  ^+1  eine  g^ade  Zahl,  so  kann  man 
c*i-2-J-- —  =  cos  I  =fc(A«»- Ijarspn^j, 

■i«        — =fiii  t  ■  ■^-^^3e(*«4«i)y:yyj 

«4er 

setzen.   Dann  ist,  weil  A  +  l  eine  gerade  Zahl  ist, 
601  —  •  ÄCM  ^^'^ — 

HA  ^       —  SM-  -^^^  =Jf  ^» 

und  folgiidi 

CM    '  an  • — - — K  —  1 
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COS         ^  «B   y  —  1 

Aal  dicMr  Dwriteniuif  geht  dmdieli  h«mr»  4m  ma  in 
€leidiiiiig  ' 

(cM9=fciiiiSP 1)"  =co»        — ifciiii   K  —  1 

bloss 

x  =  0,  dbl,  =»=2,  ±3,  .  ,  .  .  ±/t* 

XU  setxen  braucht,  weil  nach  dem  Vorbergebendeo  unter  den  Wer- 
then  vou 

{tnm  9  d=  sin  V^— 
welche  mtm  auf  diese  Art  erhält»  io  der  TEat  alle  übrigen  ««tel- 

teo  siod.  ^ 
Für 

 m 

(cot  9  +  ein  y  l/—  1)*  * 

•rbält  man  auf  diese  Art  die  folgeodea  Wertbe: 


±2» 

±671 

It 

-  am  -  ~  ^ —  K —  If 

eoa   K  siB  —  V—  1, 

coa  — r —  -I-  Ml»  — —  V^—  *» 
n.  a.  w. 


n 

ttod  ebeo  so  erhält  aan  filr 

(eoa)»— ain  |/—  1^ 

die  folgeaden  Werthe: 

coa  ^  —  aio  ^  V^—  1» 


«oa   sin  —  K  —  l, 

cos  — ^ — r  —  sm  :r—  V^—  1» 

coa 


m 

— *  81B  —2--        K — 
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cot  _      !;21±*!  ' 

Id  jeder  dieser  beiden  Reihen  sind  offenbar  »  -|-  1  Werth« 
halten,  und  es  fragt  sich  non,  ob  in  jeder  der  beiden  Reihen  diese 
•         Werthe  sammtUch  anter  einander  ijn|2;leirh  sind.  Solheo 
»bcr  «wei  Werthe  io  einer  der  beiden  Reihen  einander  gleich  sein 
•o  müsste,  indem  weder  8i',  iiech       gröner  elf  •  iat,  entweder 
mugleieh 

CO»  -2--  _  coa   ^      ^^3L--  ^ 

oder  sngleich 

cos  ^  ^-^    =  cos   ,  sin    \  ^ — .  =  sin  "yy»  » 


■ein.  1«  etilen  Falle  müsste,  wenn  x  eine  beliebige  positive  oder 
neirative  ganse  2SaU  heseichnet»  naeh  hekmntea  gonioMelriiehen 

iiatzea 

d.i. 

nein,  welehe%  4a  weder  %\  noch  r  gröawr  als  |i»  ist,  offenbar  uu- 
gereisk  Iat.  In  «weiten  Falle  afiieto 

n  n. 

d.  i. 

d=V  =  rfiX"  +  xii,  db(;i'-f-  ?.")  =  x» 

sein,  /welches,  weil  weder  k\  noch  k"  grösser  als  |«  iat,  nor 
mög^^  ist,  wenn 

r  =  r=>i,  2Ä'  =  2ji''  =  »  - 

is^  Bod  in  der  That  ist  aoch 

^  £?2^  „  ^  ,a  ifc,j  ^  _  ^,  j»^ 

so  doss  sich  also  sowuhl  die  beiden  Werthe 


aU  auch  die  beiden  Werthe 


auf  einen  Werth  reduciren. 

In  den  beiden  ubiffcu  Reihen  sind  also,  mit  Aiunahme  der  hei> 
den  letzten»  «Ue  WertM  anter  eimder  ongleicL 
Für 


m 


(cos  SP  4-  sin  y  l/—  1)" 

XlMÜ  J. 


erhält  mau  liie  folg^tideii  m,  «Sauitlich  ntfter  «infAd^r  ungleichen 
Wtitlie:   

COS  — ^-^^  h  BIO  =2-;;        K  — 1,  ' 


cos 


•oder 


n 

U.  8.  W. 


— ^  hsiD  "  ^       r  "^li 


coa  ^ 


cos 


•I 

.     .  B.  a.  w. 
2SLÜ?LzJB;  j1  ain     *       ^)»'  |/^. 


Für 

5 

•   (cos  <p  —  sin  9  \/ —  1)*  ^' 

erhält  man,  di^  falgendeo  n  sämmtU^h  uuter  eioaDder  ungleiche!. 
Werthe: 

coa  —  Ol«  —  »/  —  1 , 


I.  w. 

—  aio 


—  coa         ain  —  k  —  1 
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•der 

Sil «»_  ,1.-2^15»/^, 

II.  I»  aei  «iiie  iiAfmda  ZaU,  nftmlich 

LeberliBopt  »ii 

2x  =  ±  K2;it-Hl)A^-^'|, 
wo  X  eine  poative  ganze  Zaltl  und     <r     -f-  1  iai^  m  II 

d.  i.,  wai  «  =     +  1  igt, 

bt  OSO  k  aina  garada  Zahl,  ao  iit 


«ad  laiglicb 

cos— ^-J  «-l-Bin    ^^--T 


eoa  — —  sin 

7t 


wobei  mia  sa  beaierkao  bat,  dasa  ia  dieaaai  FaBa»  wavaa 

(jicißiiuog  .  .        '  ^ 


SO 


308 

m'  eine  «eradc  Zahl  und  nich^  grösser  als  2^  ilt 

Ist  l  eine  uogerade,  alw»  H  +  l  «loe  gerade  Zahl,  so  kwm 
mn  wieder 

oder 

f^l^  =:  cos  I '^^(^-f^  ±  (A      1)^  j , 

d«  L,  weil  A  + 1  ^> 

cos  >  X —  ^   iT""^ — * 


sm 


■elieiij  to  4m  «Iso  in  dieeea  Fette 

eos  2!^^  H- sin 


I» 


iit  Wegen  der  Gteiclinng 

2*  =  :i=l(2/*-+-l)^-l-f*'t 

ist  in  diesem  Falle  /t*'  uogcrade,  und  folcrlifh.  wpil  «  iniL^orade  ist, 
sreraJe;  auch  erhellet  attC  der  Stelle,  dass  » —  mcbt 
grösser  uls  2ji*  sein  kann.  . 

Aus  dieser  Darstellung  geht  lienror,  dass  Mi  isi  Torliegenae» 

Falle  in  der  Gleiehnng 

(eos  9)  =1=  aiii  9  K  — 1)»  =  cos   =fcsin  * 

bloss 

x  =  0,  dbl,  db2,  db3,  . .  .dbj» 
SU  setzen  braneht»  weU  auf  die  dadurch  sich  ergebeuden  Werthe  von 

(cos  9  dtz  sin  y  1/  —  l)" 
nacb  den  Vorhergehenden  offenbar  aUe  übrigen  turiiclÜLommen. 
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Für 


COB   -f  -  SIA      '     '  . 


CO»  Hwn  — y — 1»  . 

c5a|J2H..i„2£±i!l/:ri 


n, «.  w. 


db  (w     l>i  ,     .    flKjr  ±  (»  —  1>  I  y — j 
CO8  —  -H  siQ   ^-  ^  K  —  1 

'  ■' 

«Dd  cImb'  io  cigebeii  neb  flir     .  ' 

OT 

(CM)^  -MSP  |/^)« 

folgtBden  WeHbe: 


coa  — 

cos 

MV  ^  2lV  t  y  « 

cos 

-  nn  =^  »^^. 

COB 

db  601 
n 

_  riD  l/^T, 

11. 


CO»  — i  s=  —  Bin  ---i  ^  c  1/-^  1, 

In  jeder  dieser  beidea  Reihen  sind  oflenber  n  Wertbe  enfbelten, 

vod  e»  fragt  »ich  dud,  ob  in  jeder  derselben  alle  dario  entLaltenen 
ft  Werth*»  sämmtlich  unter  einander  ung^lcich  sind.  Sollten  aber  in 
einer  der  beiden  Reihen  zwei  Werthe  einander  gleich  »ein,  so 
nüsste,  indem  weder  SV,  noch  2V  grösser 
«■gleidi 

COB  —   =  COB  — ^— >  «n  "  ^        =  BID  —  ■  

zogleicb 

=Z-  =  «"-^^^-7;^  rsBin-^  

sein.   Im  ersten  Felle  erhält  man  wie  io  I. 
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Beides  itt  anmöglich^  ineil  wedier  noch  X"  gröner  als  4(4» —1) 
ist.  Daber  lind  die  m  jeder  der  beUen  obigen  Reiben  entbulteneii 
Werthe  sämmtlii  h  unter  cinunder  ungtcicii.  Die  erste  Eeibe  liefert 
m  lavaitlicb  uoter  einaiider  ungleicbe  Wertbe  voa 

 m 

(cos  9P      sia  <p  V  —  1)*  ; 

die  zweite  Reihe  liefert  m  sämmtlicb  unter  einender  ungleicjie 
Wertbe  von 

(eoi  y     ÜB  )^  V^—  1)». 

'  IIL  Fant  man  allea  Verberg ebeode  iMaotMeo,  eo  ergtebc  liefc, 
daie  .man,  um  die  aibamtlicliea  n  vater  eiaander  naf  leiehea  Wertbe 
der  GrüMe 

(cos    rfc  sin  tp  V^-—  1)* 
zu  erbaiten,  in  der  Gleicbuog 

(cos  9)  rfc  sm  9)  V —  1)*  =:  cos  —   dt  sm   k  —  i 

die  Grosse  x  nicht  grösser  als  +  ^i»  uod  nicbt  kleiner  als  —  \» 
za  nebmen  braucht,  so  dass  man  also  für  x  immer  bloss  alle  die 
von  —  \»  bis  -\-  \n  sieb  findenden  ganzen  Zahlen  lu  setzen 
bfancbt,  wobei  man  jedo^  zb  beaMurken  bat,  daaa,  weav  m  eine 
^ermde  Zahl  ist,  der  ante  und  leinte  der  anf  diese  Werne  erhalte* 
neu  Werthe  Ten 

 I» 

(cos  jp  rt  sin  5p  \^ —  1)* 

einander  gleich  sind,  in  dem  in  Rede  stehenden  Falle  folglich  iiuner 
der  eine  der  beiden  in  Rede  stehenden  äussersten  Wertbe,  etwa 
der  letste,  d.  i.  der  dem  Wertbe  +  4»  von  k  entsprechende  Werib, 
weggelassen  werden  muss.  Befolgt  man  diese  Regeln,  so  erhÜlt 
mnn  immer  «  sämmtiich  unter  einander  ungleiche  Wertbe  von 

(cos  9>  db  sin  9     —  1)". 
57. 

1.  Soll  BUMi  die  imagiaSren  ^Srösien 

in  einander  «dtl|tteirM^  an  bringe  sien  dieselben  a«fMint  naeb 
ff .  S8.  aaf  die  Perm  . 

9  (eoa  9  ±  sin  9  l^—  l), 

(cos  5P,  =t  sin  9>,  1/ —  1), 

(cos  SP,  :ir  sin     V^—  1), 

^,  (eea  9>|  zb  sin  9,  V"^!)» 
Vr  B,  w. 


4 
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Dans  ifi  BMk  f.  O.  m  .  • 

IL  fljoll  nai  ilt  inuniiire  GrQMe  ads/ft/^  diireb  imi» 


4Mif^ ;  INI  bringe,  ■an  dicM  brndan 
Crümn  nacJi  f»  5^  erst  reipeeti?«  «iT  die  Fem ' 

DaaD  iit 

grt:/3V^~»  1  ^       COS  y  dt  sin  <f  ^—  l 

a,±^,V^^i^       ^1  *  cot  y|:i:am  ^p,V^—  1  * 

oder 

* 

Weil  nne  aber  nacb  f.  M.' 

•(eea  y,  =&;aiii  y^l^-* l)-<scea  y,  zfsairi  j^,!/'— 1 
ist;  80  iat  <  t 

eder 

/db^U^  =  ^  (co«Spd=»iDyl/i:i)  j  coi(-y  ,)=*=aiii(— |, 
nd  folglidi  nacb 

III.  Soll  man  die  imaginäre  Grösse  a it  ßV^^  auf  die  «te 
Potenz,  wo  /»  eine  positive  oder  negative  ganze  ZakI  aeio  soll,  er- 
beben;  ao  briege  manr  diesa^  WCb.^  5z.  wieder  zaerat  auf  die 
Fem 

^cea  y:feaie  yl/— 1)^ 

Deen  kil 

(a±/?l/-^)*  =  ^»(co8  yd: sin  yl/—  1)«, 
end  (olglich  nach  ^.  51. 

(a  z^ßV^^^^ifiM  «ydbiieiiyV^). 

IT.         iv^"^  wen •  4»» ; {"•g'.üfa^  €irC|iae  «^^V— l,,fwif 

et 

die  Potenz  mit  dem  Exponenten  erbeben  aeU,  bringe  man  die- 
aelbe  nacii  §•  52.  zuerbt  auf  ilie  Form  ^ 

q{cos  5prt8in  qX^ —  1), 
nnd  nntetnebelde  dihn  die  felgenden  fälle.    >  . 
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1,  WcBft  m  cb«  gorid«  ZaU  iit;  ao  bat  naek  f.  51k 


dia  folgandiB  lii  iSmmÜich  tob  ainaader  vaiacbiedenen  Warthe: 


m 


dsj-(co«^+Ai2B;V^), 

o"(coa    '         I  sin 
^5^(caa22Sl±22^.ii^221±H 


n 

n,  s.  w. 


,  g^(aoi  ^*»^-^4-ui  ?y=*=^:-»>^i/:rr),  ' 


bat  die  folgenden  «  aäamtlieb  mter  ainaadar  «Dglaidea  Werlha: 


=fcg«(co8  ^^nn  ^y=T), 

^5(coa  -  sin  WCHf), 


v;  a»  w. 


^"(caa  ^  ^ — s=  —  an  =2 — ^  iL 

%  Wau  n  aiaa  nngarada  ZaU  iit;  fta  kat 


—  f 


die  folgaiideii  u  ftämmtlicli  anter  einander  angleichen  Warthe: 


Digitized  by  Google 


913 


n  '  m 
1  IL  I.  W« 


and 


hat  die  foIgendeD  »  samuiUich  unter  eioander  uogleicben  Werthe: 

tl.  ■»  W. 

WtQ  buo  aber  fiir  jedei  ^  «od  ^«  bekannllicb 


(cos  t^:±:8iD  yl^—  i)  (cog      =i=Bia  ^xV  —  1) 

■ 

ist  i  so  kaoD  mnoy  weon  der  Kürze  wegen 
getetil  wird,  die  obigen  Wertbe  tob 


(«=fc/V-i)- 

Mek  raf  folgeade  Art  «ndrlckei« 

1.  Weno. «  einer  gerade  Zebl  \tky  so  bei 

die  folgenden  jh  MuunUicb  nnter  einander  ungkicben  Wertbe: 
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•  c 

n.  'i.  w. 

Dogegeo  bat  , 

die  folgendea     sämmtlidi  anter  einander  ungleichen  VVerttie: 


^«O,(cos^dbsiii?jl/=n[). 
«-a),(cosi2=fc:.iii^»/=l), 


%  Wena  m  eine  ungerade  ZaU  ist|  so  bat 
die  folgaDdan.  i»  itentltflk  aiiter  einander  nnglelelieB  WeKtbe: 

m  .  ... 


^-^»(ces^dtata^i/'i^iy, 
n.  V. 


•  •  • 


Digitized  by  Google 


ai5 

■ 

Dagegen  hat 

 ■■ 

die  folgeodeo  n  samiuÜicU  uuter  einander  uugleiclieu  VVcrilie: 

m 

Q.  S.  W.       '  • 

M 

§.  58. 

Z^eArsatM,  Der  Modulus  des  Products  zweier  imaff^« 
■irea  GrVai«»  Ut  d»f  Produet  der  Modiili  d«r  b«l4teB 
iBtciaKrea  Psctoreo.  ^ 

Bewela.  Die  beiden  gegebenea  ieiaginärca  Gröaaen  leicn 

M  ilid  «Be  Iblidi  reapective 

-  Das  Product  der  beiden  in  Rede  stebeoden  imagiaareu  Grössen 
ist  nach  f.  51.  3« 

ntfd  der  tfodnlns  dieses  Products  ist  also 

Weil  Bvii  aber,  wie  mn  leiebt  findet, 
(«a,-|J/J.)«  +  ((^»+^«;)»:«(«*-l-/J»)  («.•-i-i».*) 
tat;  fo  iat  «aeli 

j(aa,  /?a. )»!♦== 

woraaa  die  Eicbtigit^it  des  ^uea  nnnittelbar  erbellet.  . 

ZiaMü.  Der  Hodnlaa  den  Products  einer  beliebigen 
Anzahl  imaginärer  Grössen  iat  dae  Prednet  4er  Mooiili 
aller  IttagiaJIrea  F^ietirrea. 


Digitized  by  Google 


■ 

Durch  inceeMi?«  Anwendong  doi  ia  v0vi0M  Plmgtaplwtt  be« 
witgencn  S«ts6»  «rhcilltt  »nf  4cr  Stelle  die  Kielitigkeit  dm  vorlie* 
geiiden  Setees. 

f.  «0/ 

i&«^Mita.  Der  Hodalai  derSampe  irii3  der  Modnlne 

der  Differenz  sweier  inaginäreo  Grdssen  sind  jederzeit 
Mitteltrrosson  zwischen  der  Sammf  nnd  dem  .ihsnlnten 
Wertbe  der  Ditterenz  der  Meduli  dieser  beiden  imagi- 
nären Grössen, 

Beweil.  Beieiehnen  wir  die  beiden  gegebenen  iMigioären 
Crriltien  dorch 

so  iüt  Dach      51.  1.  2. 

nnd  der  Modnlne  Ton 

Ist  folglich 

I  (a  zfc    '  -4-  (i?  =t  (J) »  I  i      1 «  '        '  ±  2(a /  -h  /?^)  +  y »  -I-  d» |i 
Weil  nun,  wie  man  durch  kicble  Kechnang'  findet, 

ist;  so  ist 

I  I 

nnd  der  nbsolnte  Werth  ven  o/H-^d  ist  folglich  nie  grösser  als 

(«•-i-^*)»(r*+^)». 

Dnber  ist  «kffisnbnr  die  Grösse 

jederzeit  eine  Mittcigrössc  iwischcn  den  heiüca  (irüsseu 

-^{a-^ß^)i  {a^^ß^)i  (j^-i-S^)K 

oder  nach  der  aus     33.  bekannten  iSezeiclmung  der  MUtcIgrosscn  ist 
oy-f./?d=ir|— Or»H-d»)l,  (a'+^*)*  O^-i-^T^^U 
Dms  nber  nneh 

eine  llitkelgrSsse  swischen  den  beiden  GrVisen 

ist,  ist  klar,  nnd  man  kann  nlse  nneh  die  verstehende  Gieiehnng 

auf  folcfende  Art  schreiben: 

=i=(a/-t-^<^)=^|— C«»-*-/?')»  (/»-»-«J*)*,  («»-1-^*)* 
Hieraus  ergiebt  sich  nach  §,  37. 

dsS(ar-f-Msif  (r'-H^)»»  ^•»«+#»)»  (r»+^W» 
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uQd  folglich  nach  §.  38. 

, «'  +     —        -f-         (y '  +     -H  <y» ,  j 

«•  H- /?*  zfc  2(ay  4- /JiJ)  +    -f- rf» 

= M I  [(a»  -f-     -  (r* + K«'        + (r*    <^*>J *  j. 

Folglich  ist  nach  §.  39. 

ja»  4-  /?«  rt  2(oy  -I-  ^(J)  H-  y  >  -f-  (T»  {I 
•ine  llittelgröMe  swiMhen  des  «btolaten  Wertbe  der  Diffefwn 

lind  der  Snmne 

Alfo  ist  nach  dem  Obigen  auch 

d.  h.  der  Hodalat  der  GrSia« 

eine  Mittelgrosse  zwischen  dem  absoluteu  Wertbe  von 
und  der  GrSwe 

(«»+jfi?)»+(y*-h^)*, 

d.  swiscfcen  dem  «bsolateB  Werth«  der  Difereag  nad  awiaebea 
der  Siuaae  der  Hodull  der  beiden  iaiagiiiiiren  GrSeaea 

Wfluait  anaer  Sata  abo  jetel  ToHstäadlg  bcwifliea  ist. 


f.  6t 

der 


Zttsatx,   Der  Modulna  derSaaiine  mehrerer  iaaginä. 

ren  (^rtisscn  in  h  o  !  i  p  1»  ?  f*  r  Anzahl  ist  nie  gröiser  nls  die 
Summe  dir  Moduti  aller  einzelnen  zu  einander  addirtea 
iuiuginären  Grössen. 

Weil  der  absolnte  Werth  der  Differeoa  swiachen  xwei  poaili. 
Ten  Grössen  nie  grösser  als  die  Summe  dieser  beiden  positiven 
Grössen  ist;  so  ertrifbt  sich  aus  dem  im  voric;^en  Paraiiraiihcn  be- 
wiespticn  Satze  unmittelbar,  dass  der  Modulus  der  6uiome  zweier 
imaginären  Grössen  nie  grösser  als  die  SaaiMe  der  Modoli  dieser 
beiden  imaginären  Grosaen  ist '  Dareh  wiederholte  Anwendung 
dieses  Satzes  überzeugt  man  sich  aber  aaf  der  Stelle  voa  derRieb« 
tigkeit  des  zu  beweisenden  Satsea  *)• 


*)  An  die  in  diesem  Au£satze  in  einem  möglichst  systematischen  Ganien 
zusammeni^estellten  und  mit  strengen  Beweisen  versehenen  Sitaen  wird 
sich  im  folfEenden  Heft»>  imtiiittelbar  eine  Darstellung  der  neupstrn  höchst 
wichtigen  Untersuchungeii  Gauchy's  über  die  fintwickeluoK  der  Fune- 
tionen  m  convergirende  Reiben  anscbliesaen«  Dies  wird  die  Zusamnien> 
alellang  dleaea  nelateni  aebon  bskannun  Sitae  gewiss  mbtCBriigen. 
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Noch  etwas  über  Turners  Eigenschaft  der  an< 
geraden  Zahlen  (Arcliiv  T.  1  Heft  L  YU.). 

,  "      von  dem 

Herrn  Djoetor.  Hellerang 

sn  Wlnur. 


ni«  Snnae  der  eriten  N  «dtr-A«  ungoradin  Zaklm  iit 
ssA**  oder  JI^,*,,ir»roo  die  g^sste  ssStA— 1  oder  SJ^^— >1. 

Sctit  am  HOB  Aes-- "^^^  und      »^^L^Ü.  Meli: 

J^^I^^*^=zm\  UBd  A^— jr, 

Dtraus  foVt  nua: 

1)  Die  Summe  der  »  auf  einnnder  folgeoden  ungeraden  Zah- 
len, deren  kle^nüte  =  2 A,      1  =  *•(»— ll-f- 1  uod  deren  grüü&te 

2)  folgt  ebenao  leiclit: 

1. +a. +3« +  ===^i2J^ 

B.    Die  Summe  der  ersten  A oder  A^i  Zahlen  der  Form 
ist  =  A  I)  oder  A,(2iV,  —I),  uad  die  grieete  dieaer  Zeb« 

len  ist  =\A — 3  oder  -—3. 

Setzt  luau  über  A-=./i^  und  A\={n  —  1)' ;  so  wird: 

A(2A  -l)-A,(5iA\  — lj  =  (a»  — 1)»  uod  -A— Ar,=2i»  — 

daher  ist  also: 

1)  Die  Summe  der  2m — 1  auf  einander  folgenden  Zahlen  der 
Form  4  .  y+I,  dem  kleinel»  :s4A|+1^4  .  (» — +  1 
uod  deren  grönte  =4A^— 3s4  .  i»»— 3  ist»  s(2«^l)«. 

t)  iat  nun  aueli: 

1 » 4.  3t  ^  5»  + ....  4-  —  1)'  sssA'iM-- 1)  8  Ji«(2»«— 1). 
Setst  man  aber  io  A.  %,  pnn  2m  atatt  m  ao  iat  aiieb: 

1*  ^.2«  -1-3"  H-4»  +  • , . .  =:i»«(2i»-f- 1)»  j 


*}  Diea  Ut  der  Ton  Turner  gefundene  Satz,  den  iber  schon  Kaestner  am 
Ende  seiner  Anat.  ehdl.  CirSssen  behandelt.  H. 

Ilr.Doctor  Ileüerung  hat  inirh  zur  rst  darauf  aufmerksam  gemacht,  Jjss 
sich  Turners  Satz  schon  in  Kaei>titer&  Analynis  endlicher  Grössen  lio- 
det.  Eine  neue  Behandlang  desselben  war  aber,  >\ie  die  Leser  aus 
'  diesem  Aufsatze  Jettt  sehen  midco,  iauner  ffunaehaBiivwtbf  intantiant 
und  ecspricasUch.  G. 
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daher  sobtrahendo: 

2«-f-4»H-6«-4-  -f-(2Ä)«=2  .  ««C»-*-!)'. 

Ebendasselbe  RosuUitt  crbält  mn  aaohiBiu  den  Beiben,  d«m 
rte  Glieder      2  .  v  und  4  .  v  siod» 

,  G.  Die  SiiBiM  der  ersten  .A^  oder  A^,  Glieder  der  Reihe  aller 
geiadeo  Zuhlen,  ist  (iV+1)  oder  iV,  .  (^^H-ljf  und  nimAt 

mn  den  >W«rtli  Ton  A  nnd  !A^,  ans       ao  Itnt  man 

Alao  ist  1)  die  Sanne  der  n  anf  eiäitnder  folgcndeo  Glieder  aller 

Gfcrndcn  ZaMen,  deren  kleinste  t=  2 A^, +2=  mid 
dereu  grusäte  ^2A^=(«-|-l),ii  iat,  s:«*^«;  und 

2)  ist  auch 

+1  +ft  -1-8  ^....^M  4   i— » 

dalicr  etc. 

ITnil  die  Summe  der  ersten  iV  oder  iV,  Zahleu  der  Form  k.v 
ist  =2iV(iV-i-l)  oder  2A,  .(Aj-f-ljj  nimint  mao  aber  die  Werthe 
ton  il^vnd      ans  B.«  so  hat  nuiot 

2iV(Aq-l)— 2iV,  .(iV,-»-I)=(2/i--l)«-t-3(2/»~l);  undil-A,=:2»-l; 

d>  h*  1)  die  SuDune  der  2/» —  1  auf  einander  folgenden  Zahlen  von 
der  Fom  4.f»  denn  kleinste  as4A^, 1)* nnd 
daran  groiate  as4iVs;4.i»«  ist,  ist  3=(2ji  —  l)* +  3.(2«— 1). 

«)Baist 

^.3.[1  +3  +5  +....-|-(2«-l))i— 

dalier:  — Ij' ==»'C^'— wie  oben. 

D.  Wir  wollen  hier  noch  einen  kurzen  Beweis  für  die  Sum- 
men der  Quadrate  der  geraden  nnd  der  Angeraden  Zahlen,  snr  Er- 
ginsang  des  i\  B.  Gefandeneri,  gehen. 

Dn  nan  hat:  l«=sl 


ao  ist  auch: 

l»-f.2»-f..„-Hi»=l .  iH-3 .  (/*-l}+5  .  («-2)4-  ....  -t-(2i»-l)  (j>-iH-1) 

1(1+3-1-54- ....  4-(2«-l)J 
(1 . 3-f-2 .  5H-3 . 7-|-...,H-(ia-l)  (2ia— IJ) 

d.  i.  ^««sii*— ^tK.ie»^3ia+l)i  daher 

3 .  Äd'^rji'-I-Ä^ä»— l)=i»'*f»^^-^^-^5  woraus  sogleidi  folgt: 
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xeicbue 
den  UD(1 


ßf^%^M^^Jz}L^^!!L±Ji}^  UDd  wenB  wir  2»  statt  n  setzen,  so  ist 

auch  1»  -t-  2»  -H  3>  +  . . .  ..-h  (2»)»   1  

u  wir  nun  uuch  die  SummeD  der  Quadrtto  der  cntWi  m  gen-* 
1  ungerad«D  Zahlen  mt  S{2m)*  Bn^2(2ii-1)*,  so  haben  wir  amh 

I*  '•^S{2m  —  1)»  s ^^-^ uod  nach  oben  ist  auch: 
2^»)»  — 2(2»  -  !)•  =  S -H  7  ^  11 -H . . . (4i»  - 1)  =  «(«»H- 1) 

AAtiSf^r^^^"  = y  -f-  4»    6*  -i- .... + (%My  . 

md2l2j^-l)»=^^^^^*^^^^^^ 

Hierbei  ist  es  nur  etwM  anffellend,  dass  nan  die  Sonnen  der 
Kuben  der  geraden  und  ungeraden  Zahlen,  nnd  zwar  auf  zweifache 
Weise,  Icicbter  findet,  als  die  Summe  ihrer  Quadrate,  und  dabei 
erhält  man  nocli  den  Beweis  der  Lehrsätze  A.  1.  und  B.  1.  so  wie  C  1. 
und  l.  in  den  Kauf.  >iollte  es  vicUeiclit  auch  noch  fÄr  die  Snnnen 
der  auadrate  einen  leichteren  Wee  gehen? 

•  Aber  nicht  allein  findet  man  die  Summen  der  dritten  Potenzen 
der  jreraden  und  der  ungeraden  Zahlen  leichter,  sondern  es  ist 
nun  auch  der  Fortschritt  zu  den  höheren  ungeraden  Potenzen  dieser  . 
Zahlen  areireben.    Denn  _^  ^ 

E.  l)^enn  (wie  in  A.)  JV  die  «te  und  JV,  die  (ii-l)te  Th- 
gonalsohl  ist,  so  ist  allgemein,  für  alle  gnnse  Werthe  von  p 

worin  +  1  bei  ungeraden  v,  und  b^  gernden  r.dle  Beijhn 

schliesst  Und  es  folgt  sehr  leicht  dnnns,  wie  in  A.: 

ÄnT^iss—     .N^  '•^^l  • 

i.Ä**'/  wenn  übcrbaupt  Glieder  mit  tlrin — Zeichen 
— Ä»W  1         i*a^cn,  also  wenn  v~^2  ist. 

Wir  fnnden  aber:  jS»*  ssJBf 

Sm*        s  wie  die«  »nch  «is  der  allgeneinen 
Gleichung  folgt. 

Daher  ist  also  ferner:       =    .      .  (4iV—  1) 

.      ==:y .  A » .  (16A*  —  ^il » -i-  12iy  —  3) 
etc.  etc. 

t)  Wem  wir  (wie  in  R)  Ar=  »»  nnd  JT»  sb=  (n—  !)•  setMi 
so  ist  andi  eben  so  allgenein  für  gmnte  v: 


.  •  •  • 


Digitized  by  Google 


+\   9.S,4.5     •  i^*— 2  (2ir»l) •  l^«*--f)J 

woria  alle  Cocfiieienkeili.  wvn  aie  mit  oder  (wcdd  y=:2'/*  ist) 
Vit  I»  Multiplieirt  werdea,  gante  Zahlen  und,  nnd  der  redndrte 

allgenieuie  Factor  ist  eigentlich  =s  ^^^Px*  (anch  Ist  diese  Be. 

«erkdaff  aaf  die  ohige  Cileichunff  Sfiß^--^  ss  •  •  •  •  anwendbar.) 
Bs  Tolgt  aber  nnn  wieder  sehr  leicht:' 

Wir  fanden  aber  -schon»  wie  es  die  allgemeine  Gleichnng  nach 
argiebt: 

daher  weiter:  ;?(2«— 1)»ä-|-.  A^.(ldA>-20A^-h7) 

2  (i«  —  i  j  =  y .  iV .  (4iiA>  — -|-98ir—  31) 

— 2'.  155  «Ah- 381) 

rtc.  etc. 

3)  Es  iüt  also  jedes  ^(2/» —  l)^)*^!  eine  algcbroucbe  Function 
TOB  «I*,  nnd  jedes  Sifi^^  ist  eine  sotcbe  Function  tob  der  «rten 

Trigoualzalil  =  setxt  man  hier  uuu  2/*  statt       utiU  zieht 

aUdauu  ^'(2/»  —  Ip^-»  ab,  so  ist  die  ütäerenz  =  ^(2j»)**'— i,  wodurch 
uuu  auch  die  Summen  der  ungeraden  Polenzen  der  ganzen  Zah- 
len srit  abwechselndem  \  orzeiclien  gegeben  sind  *). 

Uebrigcns  ist  hior  nicht  der  Ort,  eine  weitere  Aasführung  die* 
ser  Andeutungen  zu  machen,  wenno^Icicli  wir  uns  niclit  erinnern, 
die  hier  so  leicht  gefundene  einfache torm  von  6'/»^— iund2(2/i — IJt*'"^ 
anderswo  gesehen  an  haben. 

Die  Resultate  unserer  (sei  es  ohne  Eitelkeit  gesagt)  einfachen  und 
klaren  Darstolltinfr  weichen  nnn  iilif^r  von  den  allgemein  peltPinlf^n  fiir  den 
Fall,  dass  iiuiii //  =  90  8et£t,  ganz  tüi^i  mein  ab.  AI.  s.  Klügers  uiüihciu.  Wür- 
terb.  Art.  Pnten-/.  §.  40.  sqq  Narh  Kliig:fl  haben  alsdann  alle  diese  iroend* 
ltrfif»ii  rllvcrgirendeii  Ri'ila'n  endliclir  W»Tthp,  ^vnp■eJ:^pn  wir  lauter  ac  Hnrlcn. 
Wie  ist  nun  diese  Discrepanz  zu  beseitigen  (  Wahrhaftig,  wir  wissen  es 
nicht.  Im  Gegencheil  sebeinen  nns  Abel  und  der  Herr  Herausgeber  sehr 
Recht  zu  haben,  wenn  sie  so  stark  prpen  jene  Heweisart  eifeni,  wie  dies 
in  Archiv  Bd«  I«  Uft«  1*  pag*  19 — 21  des  Jiterar.  lierichtes  au  lesen  ist. 


tftillL  %l 
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XUI. 

Einiges  von  den  Kegelsiebnitten. 

Von  ,  • 

dcBi  Herausgeber. 


Wenn  den  Parameter  einer  Pnm^iel  brxriclinet ,  0  der  Win- 
kel ist,  welchen  der  Radius  Vector  r  mit  einer  von  dem  Brenn- 
nuaktc-  uus  gezogenen  geraden  Linie  einscbliesBt,  indem  mau  diese 
Winkel  tod  der  in  ReSe  Hebenden  geraden  Linie  an  Immer  naeh 
derselben  Seite  bin  von  0  bis  360°  zälilt ,  und  w  den  ven  der  von 
dem  Brennpunkte  nach  dem  SrbeitrI  der  Parnhel  i^ezop^enen  geraden 
Linie  mit  der  in  Rede  stehenden  g-ernden  Lictie  eingescblossenen 
und  auf  dieselbe  Weise  wie  0  geuummeueu  Winkel  bezeichnet,  so 
hit  maii  bekanntlich  die  Gleichung 

1   .    -  P  1 

oder 

2.  -^p  —  r  |1  —  cos(0  — w)}. 

Folglich  hat  man  fiir  die  drei  Vectoren  r.  r,,  tm  l  din  (Irri  ent- 
sprechenden Winkel  Of.Bi,       die  drei  folgenden  Gleichungen: 

=r  r  |l  —  cos  (0  —  «)|, 

lp  =  r,  |l  — cos(0,— o»)|, 

1/»— >.  |l-cpi(0,-o»)|;  " 

ans  denen  wir  nun  die  beiden  Griisseo  p  nnd  n»  eUmioiran  wollen. 
Dnivh  Blimination  von  p  eriiäU  man  sogleick 

4,rfl— cos(6^— <»))=rt  |1-.cob((&,— ai)j=:r,  |1— eot((9»^<tf){, 
vad  folglich 

r  —  r,  =  r  cos  (0  —  w)  —  r,  cos  (0,  —  w) 
=  (r  cos  O  —  r,  cos      )  cos  w  -H  (r  sin  0  —  rg  sin  0|)  sio  w, 

r  —     =  r  cos  (0  —  w)  —  r,  cos  (0,  —  a») 
=  (r  C4MI 0  —  r,  cos  0,)  cos  or-f-  (r  sio  0  >-r,  aia  0»)  Mn a»; 
also,  wie  man  leicht  findet, 

 r(r,  «^r,)  co«  0-»-ri  (r-^f^^)  cos  'Q,  -f.  r,  (ri  —  f)  cos 

sin  ^—^^^iai^-  ö,)H-r,r,  sin  (ö,  -  ö,)-|-r,r«in 


'  üoa  M  HSr|— r,)sin  ^-l-r,  ^r— rjsin  e,  -|-r,  (r,-~r)  sin 
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Weil  nun  -  '  .       .  • 

sin  w*      cos  «»  =  l  . 
ist,  80  erhält  man  die  Gleichung 

«.  |r(r»  —  r,)  cos  0  +;     (r  —  r,)  cos  0,  -f-  r,  (r,  —  r) cos 0.|» 

SS  \rr rnm  {B  -  0,)  -h  r^r.  ib  (Ö,     ©,) + rir  sin  (0,  -     ^  . 
oder  '    ?  •  •  ' 

7.  r*(r,  -  r.)»  4-  r.»  (r  -  r,)=      r.*(r,  -  r)* 
'  — 2rr,  (r  —  r,)  (r,  —  r,)  cos  (0  —  0,) 
'  -  2r,r,  (r,  -  r)  (r,  -  r)  cos  (0.  -  0,) 

—  2r,r  (#•,  —  r , )  (r  —  r, )  cos  (0,'  —  0) 

=rV, »  sm(0— 0,)»H-  r,  V,»  sin  (0,  — 0,)»-4-r.  V»  8iD(a^e)> 
+2rr,r,  Jr  BSn(0— Ö.)  «d(0,— 0)-|-r,  lin  (8,  — a,)«n  (9^01) 

«Ä       -  0)     (0,  -  0,)|, 

odcr^  wi«  ntnn  lei«1it  'findet» 

-  —  2rr,  (r  —       fr,  —  r,)  cos  (0  —  0,) 

—  2r.r,  (r.  -  rj  K  -  rj  cos  (0,  -  0.) 

—  2r,r  (r,  —  r,)  (f  —  r  J  cos  (0,  —  0) 

ÄrV,»  ^»(0-0.)»       V,»  «0(0,  ^0,)»+r,  V«  rin  (0,— 
+  2rr,r»|riiii(0-0j8in(0,.-0(+rjrin(0,*.0,)nin(0->0,)  « 
-h  r,  sin  (0,  —  0)  sin  (0,  —  0,)|. 

Bringt  man  nun  Alles,  was  auf  der  rediten  Seite  steht^  auf  die 
linke  Seite,  so  erbiUt  imb  naeh  einiffen  leiebten'Verwnndlangen 
9.   OtrrrV,»    |H-cos(0  — 0,)»| 
•        -f-r,»r,»  |l-f-cos(0,  —  0,)'|  ' 
■    4- r.V»  |1  H- f(.s  (/->,— 0)»| 
(     r  ll-hsin(0  — 0.)  sin  (03  —  0)]  J 
—  «rr.r,  |h-  r»  [i  -h  sin  (0,-0.)  sin  (0  —  0,)J  ( 
(+ P -J- iiD  (0,  -  ^  sin  (0.  —  0,)1 ) 

—  2rr,  (r r,)  (r,  —  r,)  tos  (0*— 0,) 

—  «r.r,  (r.  —  r)  (r,  —  r)  cos  (0,  —0,) 

—  2*',r  (r,-rj  (i-  —  rj  cos  (0,  -  0). 
Weil  nun  aber      '         /  * 

(r  —       (r,  —  r,)  =  rr.  —     (r      r,  —  r,), 

ist^  io  Ist»  wie  leidit  erhetten  wild» 
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10.   0  =  rV,*  |1  — CO8(0  — 0.)M 
.    +r,vr-|l— COB(0,  —  0,)M 
r, V»  j l  —  cos  (0,  — 
r  [H-8in(0  —  0,)  sin  (0,-0)1 
—  &r,r,  {  -h  r,  II  +  «B  (0,  —0.)  «n  (0  -  0.)l 
r,  in-  ftiir  (0»  —  0)  iin  (0,  — 0.)1 
(r -f-  r,  —  r.)  eoi  (0  —  0,)i 
-t-  arr^r,  J-h  (r,  +     —  r)  cos  (0i  —  0a)>» 


d.  i. 


11.    0  =  4rV,»  810^(0  — 0,)« 

^/  ,V,»sin  |(0,  -0,)* 
4-  4r» V»  sin  J  (0,  —  0)* 
rll— co»(0— 0.,)-f- cos (0,  -0,)  ~  cos  (0,  -  0)-| 

+  Bin  (0  —  0.)  aui  (0,  —  0) Ji 

1  -hWD(0,— 0,)iiii(0— 0,)J( 

4-r,[l— cob(0,— 0)+cos(0— 0,)-co8(0,— 

-f-  sin  (Öj  —  Oj  üHi  (t>,  — Öa). 

Es  ist  ahcr,  wie  man  mittelst  eioiger  ieiclitea  goniometriftchen  Ver. 

wauiiluugca  iiudet, 

l-_CO8(0--0iH-CO»(0i--0a)-COs(0,-0)-i-8ill(0— 0,)siD(0,-0) 

=  4  Bin  ;  (0,  —  0y  sin  i  (0  —  0,)% 

l-COB(0»-0,)+ÜO8(0,-0)-CO8(0-0,)  +  8iD(0,-0j8io(0-0,) 

=  4stiii<0  — 0.)*«iii(0,  — 0,)% 
I-COB^,  -  0)-*-«ös(0-0  J-«>i(0,  -0,)-^«ii  (0,  -0)«iB  (0,-0.) 

ss48in  i  (0,  — 0,)»  «0  i(0,  — 

UDfl  iol^iich  , 

n.  0  =  rV,»sin  »  (0  — 0,)* 
-*-r,V,'"'siu    (0,  —  0,)* 
^-r,»r»  sin  ^  (0,  —  0)* 

!r  siai  (0  —  0,)»  «n  i  (0,  -  0)' 
+  r,  siiii  (01  -0.r  Bio  i  (0  —  0.)»] 

oder 
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 2  I  «n  i -  O)  j  » I  sin  i  (e     e  J I  »  . 

ü«berliMipt  iat  ilcr 

s=(<»-i-<^-f:«)  («  — Ä  — c)  («  — ^-hc)  («-h^^c), 

ip4  ^  ^«  ^     *         —  U*e*  ^t^m^  =  0 
iit»  80  ana  iiotliimi4i|^  «i&dMtCBS  eine  der  CtrtMen 

verachwindeo.  Weoden  wir  dies  i^uf  die  Gleichung  13.  an,  su  er* 
g^ebt  rieh,  dast  immer  miDdestens  eioe  der  vier  Grünen 

»ipi(e,~e>)     sinice,-^e)  «inice^ej 

sin  —  f»J       gin  \  («,  —      ^  sin  ^  (W  —  e,) 

sip  I       -  e,)  _  sinj  (e.-e)  sinl(e~».) 

vencbwItKlet. 

Wenn  iLeioe  der  Gröeien 

rin  i  (ö  -  «,),  «□  i  <«.  -        wn  *  C^.  — 

vetscbwindet,  so  kuuD  immer  Dur  eine  der  vier  obigen  Grössen 
vergcfcwinden.  Denn  nillime  mon  an,  dass  zwei  derselben  Ter* 
eehwinden,  so  würde  sieh  dnrcb  deren  Addition  oder  Snbtraction 

inuner  leicht  erg-ebeo,  dass  aneb  eioe  der  Grössen  sin  |  {S  — 
sin  \  (©,  —  0a),  sin  |  —  0)  verschwinden  miisste.  Wir 
wollen  Jetzt  den  Scheitel  der  Parabel  durcU  ihren  Brcnn- 
pmütt  durch  /\  die  Endpnnlctfi' der  drei  Vecfteren  r,  ,  r,  re- 
s^ectire  durch  A,  ,  heieicboen,  so  dnai  alio  rzszF.iy 
z=  P  f , ,  —  P  ist,  uod  woMon  annehmen,  das»  diese  drei 
Veotorf  o  aut  ciiii^r  und  derselben  St  itr  dcrAxe  der  Parabel  Hecken, 
und  ihrer  Grusse  nacli  autslei^eoil  vou  dem  kleinsten  bis  zum 
grössten  in  der  Ordnung  r,  Tj,  r,  oder  FA^  FJ^^  FA^  auf  eiiH 
ander  fo!<r r  II.  Setzen  wir  nun,  wM  offenbar  verstattet  ist,  0z=zSFA^ 
©,  G^=zSFAjy  wo  jeder  dieser  Winkel  kleiner  als 

180°  ist,  so  ist  —  0,  =J,FJ^,  6),  —  0—  4F^,.  0|  —  ^ 
:^AFAx^  und  nach  dem  vorher  Uewie^ieueu  ui\in&  uiäu  jederzeit 
eine  der  Tier  folgenden  Gleichungen  richtig  sein: 
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•der 


HXD 

«inMiF.^      fhrMfi^a      tia^/IF^I,  ^ 

— vTöf  "  HTi»;  viw.  = 

sin  l  .i^FA^        sin  \j4FA^       sin  \  4F.4i   

sfn|^iEI,  *  »m^  ./,F/,      mu  i 

"T/^i     —  \/FA  l/F-J,  ' 

atn  i  ilF^^   »tn^  ./,F.#,  _  •injjf^ 

tnnl  AFA^       sm  j  A^FA^  ^  sin  \  AFi^ 
X/FTT'^      \  Fi  {/FU  * 

Weiche  dieser  vier  Clcirliungen  nun  aber  ricLtig  iit,  kann  aui'  fol- 
gende Art  entschieden  werden. 

W«il  die  Winkel  ^/!^.,  ^4,FA^,  JFA^  tünaillieb  kleiner 
als  180»,  also  die  Winkel  {  JFA^^  \J^FJ^,J  AFA^  sämmtlicb 
kleiner  als  IK)**,  folglich  die  Grössen  sin  \  IFJ^,  s!n  ^  yi^FA^, 
sin  I  yiFA ^  sainmtlich  positiv  sind^  so  ist  die  dritte  der  vier  obigen 
GlcicbuniTCU  oAeubur  uutituttbaft. 

Weif  ferner  AFA^^JFAt^  nlso  «ich  \  AFA^'>\AFA^^ 
und  jeder  dieser  beiden  Winkel  kleiner  als  ist,  so  ist  auch 
sin  I  AFA^  >  sin  \  AFA, ,  und  folglich»  weil  FA^  <CFA^^  also 
auch  i/FA^  <  \/FA^  ist,  auch 

«in  ^  AFA^  ^  sin  ^  AFA^ 
V  FA,     ^    \/FA^  * 

woraus  sich  unmittelbar  crgiebt,  dass  auch  die  zweite  der  vier  obi- 
gen Gleichungen  nicht  Statt  linden  kann ,  wobei  man  immer  zu  be- 
achten hat,  dass 

sin  I AFA,,  ein  i  A^ FA^,  sin  ;  AFAi^ 

lauter  positive  Grossen  sind. 

Daher  bleibt  jetst  bloss  noch  sn  tntieheiden,  welche  von  den 
beiden  Gleichungen 

WM^AFA,  _tin^AtFA^  _^u\n^AFAt 
\/FAt     ~~     \/Fd     —  \/FA^ 

die  richtige  ist»  worüber  man  ant  folgende  Art  ins  Klara  lutmr- 
inen  kann. 

Man  lasse,  FA  und  FA^  als  constant  betrachtend,  FA^  von 
FA^  an  stetig  wachsen,  so  werden  sich  auch  die  Grössen 

sin  ^  AFA^    sin  ^  A^FA^    sin  \  AFAj 
VFAy    ♦     \7¥a*  VFA^ 

stetig  veräodern.  Sollte  es  nun  eincu  endliclien  völlig  bcsiimmten 
Werth  des  verändeilichen  Radius  Veetor  FA^^  den  wir  von  jetst 
an  durch  {FA^  bezeichnen  wollen,  von  solcher  Beschaffenheit  ge- 
ben können  dass  für  denselben  uneMdiich  nahe  kansiende  WeiShe 
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m 

dp«i  Tf^ränderlichen  Radios  Vector  ouf  bni<1ea  Seiten  dieses  endüclicn 
völlig  bestimmten  Warthes  (/Idf,),  die  wir  durch  und  Fyf\ 

•bezeichnen  wollen,  mit  Beziehung  der  obcru  und  untern  Zuiciien 
ftuf  eiluuldfr 

sin  i^Fyf^  »in  \A^F/f^   |   sin  \^FAi 

«in  ^AFji\  «n_',  / ,  F.f\  sin 

wäre;  so  .wäre 

8in  lAFA^^       «in  \AFAr^ 
VFA^ 

 fcin  ^A^FJ",  _  sin  \AtFA\  ^  .sin  1^/=*^,  «"lH^i 

LSfltt  mn  Bim  pjf^  und  sich  dem  Radini  Vector  (FA^) 

Bihen,  po  niheni  die  lülforenxeB 

sin  \AF£^      sin  ^AFjt\    tia  iif|J»y.  _  sin  UtFAT^ 

sich  offenbar  der  Nnll  nis,  ihrer  Gränze  bis.  «n  jedem  beliebigtt 
€r»de.  Alio  nfthert  «ieb.  iweb  den  Qbigen  oibMtor  aseli  die  Siuup» 


ein  \AFAy  sm 

der  Null  als  ihrer  Gränze  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade.  Die 
Orö«i«te.  Tvptrbcr  sich  diese  Summe  als  ihrer  Grinse  bie  so  jedem 
beliebigen  tirade  nähert,  ist  al»er  oflenbar 

gsio  jAFAy 

\^{FA^)  * 

and  es  müsste  also  unter  den  gemachten  VoranssetziiDgeD  offenbar 

2sin  ^AFAy      *    .  ,        1  .        1  * 

-p^pzSsO,  d.  1.  p^)^  ^  vm7)^^ 

ue'inj  welches  unfirereiint  ist,  da  (Z^-^,)  eine  endliche  völlig-  be- 
stimmte Grösse  seiu  suil.  Also  Jtauu  uilenbar  nie  iur  gewisse 
Werdie  tob  JFji^ 

dB  ^AFA^       sin  jA.FA,   ,   «in  jAFA^ 

Hir  andere  Wertbe  Ton  FA^ 

■in  \AFA^  »in  \AyFA^      wb  \dFdx 

VFdx  VFd^ 

sein,  sondern  es  inttts  inner  entweder  die  erste  oder  die  swette 
Gielebnng  Statt  finden.  Für  FA^=FAy  ergebt  sich  aber  aus 
der  zweiten  dic^rr  boidm  Olrirftuni^'on.  in  diesen  Faile^|.^^3 
ssO  ist,  die  offenbar  ungereimte  Gleichung 

«in  \AFAy   mn  \AFAj^ 

V-  FA,    ™        \  ^'FA,  • 

Daher  ist  die  zweite  Gleichung  in  dem  im  Rede  stplipnden  Falle 
unstatthaft,  und  gilt  folgUcb  nach  dem  Vorhcrgeheudeu  überhaupt 
■lebt»  Also  Ist  uito  den  gcmacbten  ToraMsalaangwi  innei 
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\/FA^  \/Fä  VFA^  ' 

Weiterer  Lnter.suchungcQ  über  dicsea  Gegenstand  uns  für  jetzt 
enthaltend,  Wullen  wir  nun  sogleich  zu  den  tulgeuden  Betrachtun* 
gen  Uber  die  Ellipse  fortsehreiten. 

Bei  der  Bllipse  bat  min,  wenn  m  die  halbe  grosse  Axe,  €  die 

Bxcenlfieitit  beseicbnet,  Ass-j  gesetst  irird,  B  der  Ton  dem  Ra- 
dius Vedor  r  mit  einer  tod  den  «ntsprecbenden  BrenmDlite  aus 

ffezogeuen  geraden  Linie  eingeschlossene,  von  0  bis  36(i"  gezahlte 
Winkel,  und  oj  der  mit  drrsrlhcn  f.itiip  von  der  von  dem  lo  Rede 
»teilenden  Brennpunkte  nach  dem  uächsteo  Scheitel  der  grossen 
Axe  gezogenen  Linie  eingeschlossene,  auf  dieselbe  Weise  wie  U 
genonunene  Winliel  ist,  bekanntücb  die  Gleichaog 

oder 

15.  «(l»j&>)ssril+i»  m(e— «»)|. 

Für  vier  Vectoren  r,  r,,  r,,  nnd  die  enCapmehenden  Winkel 
9,  bot  amn  dnker  die  fier  Gleicbnngen 

f«(l— i(»)s=r  eoa  (e  — 

j^l -^•)  =  '-i{l-*-Ä  «o«  (ö.  — 

|fl(l~-^»)  =  r,{l-t-it  cos  (e,  — w)}, 
«(1  —  it*)  =  r,|l-f.Xr  cos  (e,  — 

■na  denen  durch  EKmioation  \  on  a{l  — Jk*)  sieb 

r  il  +  ifr  cos(e  ^m)\ 
srsr,  i  1  +  ^  cos  (O,  —  w)| 
sr,|l<4-^  cos  (e, 
=r,ll-i-*  eos  (e,  —  «)| 

■ad  folglich 

r — r,  =  — eoa      — e») — r,  cos  (©,  — a»)}, 
r — r,  =  —  X'jr  cos  {0  —  (o)  —  r,  cos  (0, — a>)|, 
r  —  r,  =  — cos  (0  — w)  —  r,  cos  (0, — w)\i 
also  durch  Division 


r  —  r 


,        r  cos       —  tu)  —  r,  cos  f  f> ,  —  cti) 


r  —  r,       r  cos      —  w)  —  r,  cos  (  n  ^  —  o»)* 

r  —    r  cos  (9  — ü>)  — r,  cos  (e^  — cu) 

r  — r,      r  cos  («  — w)  —  r,  cos  (6,  — «) 

oder 

r— r,  __  r  cos  O-^r,  cos  O,  -i-(r  sin  a-^-r,  wn  e,)  tsng  <» 
r— r,      r  cos  6— r,  cos  e,+(r  sm  6— r,  sin  0,)  Omg 

r— r,  r  cos  6  — r,  cos  O,  -^-(r  rin  8-*r,  sin       tsng  a» 

r,.""  r  cos  e— r,  es«  0,-i<(r  am  a^-r,  sin  0,}  tsng  « 

crgicbt.  fficnni  folgt  ibet  ferner 
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17. 


329 

Itang  m— ,  f^^rAr-^^Uon  e.-f^,(r.--r)  cot», 

•     ®  r(r,-r,)  am  «^.(fw,)  sin  e,^,(r;4r)  «n 

iunir  f,r  —     '^^»-»'i) g-4^.(r-r,)  cos  M.-f-;^(r,— r)  cos 
6  r(r,-r  J  sin  S4-r.(r^.)  «in  e,^.(r,-r)  tin  «g» 

wonai  aidi  snn  die  GieichnDg 

yC**»— r,)  coa  e-|.r,(r— n.s  f^^  -j-  r^{r,  -^r)  cos  9, 
K<r.— r,)  «in  0^rt(r---;rj  «■  et-Hr«<r,— r)  sin 
^ff^'i'^r,)  coi  e-|-r,(r— r,)  «w.»^-»-r,(r,  — r)  cos  ^, 
r(r,— r,)  sin  B-hr^ir-^r,)  tm  e|H-rt(r,— r)  «n 
ergieb^  die  mb  leicbt  auf  die  Fem 

18.  Oss    r  r»(r,  -r.)  sin  (e  -  O.) 

— ♦•»)  «in  (e  —  e.) 

+  ♦•♦•»(^3— sin  (9  —  e,) 
-f-r,r,(r,  —  r  )  sio  («^  —  e,) 
-f.r,r,(r  —  r,)  sin  (e,  —  ©,) 

bringe  Diw  Gleidieng  liMt  «eb  aber  racli  uter  der  Oeitelt  x 

19.    0=     r  r,rj8ia(e  — ej-f-aii,(Öj— ©,)-|-8in(e,— e  )| 
— r,r,|«in(e  — e,)+8io  (e,-^,)+sin(0.— e  )| 

—  Vi  I  «ö  (8i<-es)+iin  (e,— 6,')H-nii  (©,— B,)U 
oder  «Dter  der  Geitalt 

^=     «'••i''»  — sin  4(e,-(9j  sin         — 8  ) 

—  r  r,r,  siii  —r^)  sin^^ö,—«,)  gio  ^(ö,  — 0  ) 
H-r  r^r,  sin  i(e  — ©,)  sin  i(e,— ei»  9  ) 
-r,r,r.  ain                «in                ain  K^.-eJ, 

oder  aach  uaCer  der  Gestalt 

21.   0=     «fai4(e. -^J  sin  N,)  ain  Kg«  —  ».) 

r 

ri 

ain  i(»- e,)  ain  4(#.    e,)  ain  KP.  -  m 
«jp  4(8  -  e.)  aia  Ke.  -  e>)  ain  4(6^  -  9} 
dareteUea.  Die  Gleicbnag  18,  lieaa  naii  aaeb  auf  die  Forai 
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bringen.  .  • 

Acholicbe  Betraclitunp^cn  würden  hIcIi  nucL  ührr  die  Hyperbel 
unstellcn  lassen,  woltr't  ^y\r  txhvr  hier  nicht  länger  verweilen  wol- 
len, da  dieselben  nach  dem  VurhergebeDden  keine  !!icbwierigkeit 


XLIIL 

'  UebungsaMgaben  für  Schüler  *). 


i 


1«   Man  soll  zeigen,  dass  die  <|uadr«twitlTel  aus  der  Grötie 
'  '^^^  Form  aUBgesogeik  werdeo  Jtann,  wenn 

^  eiD  Tollkonraenefl  ^nadrat  UC,  und  in  der  Form  l/a+l/'A 

weliD  1*""^  ein  vollkommenes  Quadrat  isf. 

2.   Wenn  die  Grössen  c  uicht  alle  d#ei  unter  cinaadcr 

gUleh  lind,  ao  ist*  inner  (4»+^+ c)':>^«A0<9(4r*-h^« 
%,  Blaa  ioU  den  Bmoi 

auf  seiaeii  eiofaebsten  Aus^mck  bringen. 

h.  Wenn  zwei  Kreise  sich  in  A  und  B  schneiden,  durch 
den  l'unkt  A  die  beiden  Durchmesser  AD  und  //i'.  und  die  bei- 
den Sehnen  .^C'und  AC\  von  denen  eine  jede  deujeaij^^en  der  beiden 
Kreiie  berührt,  vob  de»  eie  keine  Sekse  ist,  dieser  beiden  Kreise  ge- 
soji^n  sind ,  ferner  die  \JaAitAEE'  denWinkeiy>^/>  'halhirt  und  die 
beiden  Kreise  in  E  ntnl  ¥7  gebneidet;  so  ist  tün  crftneinschaftliche 
Tane^ente  der  heid*'ii  Krriso  <lie  mittlere  Propurtiouule  zwischen 
den  beiden  Sehnen  DE  und  O  E\  und  die  gemeinschaftliche  Sehne 
AB  der  btf  deiL  Kreise  ist  die  aütttere  ProMttienale  «wischen  dM 
beiden  Sebnen  BC  und  BC\ 

Wenn  |t  die  idloge  4m  vea  den  MÜtei^kfee  eine»  nit 


*)  Grösstemheilsi  «usgeiotgea  aus  Cambridge  Senate -House  Fro> 
blensi  Vmi  IMO  von  dsn  HenuiqpMr. 
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dem  Radius  r  beschriebenen  Kreises  auf  eine  Seite  eine»  in  den- 
«ell»en  beschriebenen  regulären  Fünfeckg  gefällteu  Perpendikels, 
und  y  die  halbe  Seite  einet  in  denselben  Kreis  lieiebrieteen  fega- 
iiren  Zehnecks  ist,  so  ist  ininer  r*  =2{p* — ^*). 

6.  Wenn  von  einem  Pankte  in  der  einen  von  drei 
sich  in  den  Funkten  C  schneidenden  Geraden  in  beliebiger 
Anxaiil  gerade  Linien  gezogen  werden,  welche  die  Linien  j4C,  &C 
schneiden,  z.  B.  in  den  Punkten  JS*,  ^  f,  so  liegen  die  Durchschnitts- 
punkte  eines  jeden  Paars  der  von  /  n;jch  den  Durchschnitts- 
punkten  /J\  A'  g'ezoü:enrn  c;or;ul(  o  Linien  AA'  in  einer  . 
durch  den  Punkt  C!  ^ebeodiHi  i>eraden. 

7.  Wenn  drei  sieb  in  A^  ßy  C  sehneidende  gerade  Linien  AB^ 
SC,  CA  von  einer  ddftten  geraden  Linie  respective  iu  C\  A\  B* 
geschnitten  werden,  so  ist  immrr  (hokrnnitliph)  AB'  .  BC  .  CA' 
s=:A'B  .  B'C  .  CA,  und  dns  l'rojurf  der  Flächenräiuoe  der  direi 
'Dreiecke  ABC,  B'CA\  CAW  ist  jederzeit 

.    (wT^  .  BC  .  UAt  «  sin  A  sin  JT  sin  IT)» 
8  sin  ^  ain  ^  sin  6*  * 

;S.  Wenn  f  die  Butfcrnungeo  des  DurcLnd^Utipnokts 

der  die  Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  ABC  halbirenden  geraden  . 
Linien  von  den  Sfitsea  A^  My  C  dis  Dreimüu  sind,  s«  ist  iuer^ 

9.  Wenn  man  die  drei  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks 
ABC  dureb  Bogen  grösster  Kreise  balliirt,  nnd  o,  f  die^xwi- 
schen  deren  gcmeinscbafitlichem  Durchschnittspunkte  und  den  Spitsen 
A^  By  C  des  Dreieci&s  liegenden  Bogen  sind,  so  ist  jederseit 

cos  «  sin  {b  —  c)  Hh  cos  ß  sin  {c  —  «)     cos  y  sin  {a  —  ^)  =  0. 

10.  Weau  drei  Uurchmesser  einer  mit  dem  IJaibmcsscr  r  be- 
aebriebeneii  Kugel  stch  anler  den  Winlceln  ce,     y  sebneiden  nnd 

C^-^nJ^ß-\-Y)  gesetzt  wird,  so  ist  der  körperliche  Inbalt  dea 
von  den  die  Kugel  in  den  Kndpunkteu  der  drei  DurcbmeHer  be» 
rührenden  Ebenen  einges<;hiossenen  Paralleiepipedons 

 Ar* 

V'sin  tf  siu  (cr~  ß)  sin"(ff  — ''^)  sin  (ff — y)' 

11.  Wenn  ein  mit  dem  Halbmesser  r  beschriebener  Kreis  eine 
Pnrabfl,  deren  Parameter  p  ist,  in  vier  Punkten  schneidet,  so  ist 
das  Product  der  Kntfornuogen  der  vier  ÜurciijtclioittspuoMe  von 
der  Aze  de»  Parabel  j  sr= •^r*),  wo  m  die  Bntiernnng  den 
Sdieitcis  der  Parabel  vou  desi  Mittelpunkte  des  Kreises  bezeichnet, 

12.  Wenn  PT,  QT  zwei  an  die  Punkte  7*,  Q  einer  Parabel, 
deren  Brennpunkt  F  int,  o^ezogene  'iaugeuteu  bind,  m  ist  immer 
FF ,  FQ=zFT^y  und  wenn  FF,  FU  einen  gegebenen  Winkel 
u  aiBsebliessen,  so  ist  der  geo«etrisebe  Ort  det  PmkCes  2r  eiiw 
Bjrptibel,  welebe  näher  zu  hestimaien  isU 

13.  Wenn  ^,  ^,  die  Krümmun§<f<«h»lbmesser  in  den  Endpunkten 
xweier  eonjug^rten  Diameter  einer  EUipse  sind,  so  ist  die  Susune 
^H^ji  eine  constante  Grösse. 
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14.  Die  griUste  ProjccUoii  eines  Cubni  itt  ein  reKuJäres  Sechi- 
epk ,  de»raai  i&il«  Mk  sa  iler  Seile  tleer  SeitniflMe  des  Otbne 
wie  1/2  :  |/3  verhiUt.  . 

(Diese  Aufg:nbeii,  unter  denen  iiob  übrigen»  einiges  Beknnnte 
findet,'  werden  i'ortgeaefcxt.) 


xuv. 

Miscellen. 


Id  Dinfflers  polyteebnisebein  Journal.  Band  T^XXIV. 
Heft  3.  S.  194.  Iiat  fforr  Doctor  Mohr  in  Coblenz  folgeudes 
Verftihren,  Barometer  ohne  Ansitocben  luftleer  su  macben,  aoge- 
gebeo* 

„Das  TerfSabren  seist  nnr  den  Gebrancb  fciner  Lnftpnmpe  voraus. 
Man  wird  bierans  schon  leicht  erratlien  können,  dnss  dnrcb  Wegw, 

nnhmc  des  atmospliärisclien  Drucks  dieselbe  Ersclieiming-  hcrvnrjje-  \ 
brnriit  wird,  i%\n  wenn  man  durch  Hinziihrinjrunjf  von  Wanne  den 
^ueckbübcrdamptcu  eine  dem  atinoiiphariscbeu  Drucke  gleiche  Span- 
nung ertbeilt,  und  in  der  Tbat  berubt  bierin  das  nene  -Verfabren. 

Anf  den  Teller  der  Luftpumpe  setzt  man  vermittelst  eines  gut 
geschlilfenen  Trichters  den  auf  Taf.  IV.  Fijr.  3.  abcrebildeten  sehr 
einfachen  Apparat,  den  man  in  kurzer  Zeit  ous  (»lasrohren  nnd 
*  Korkstüjpsciu  zusamiaenhclzcu  kann.  Der  Trichter  a  iu  i'af.  IV. 
Fig.  3.  Mt  mit  einer  p^ten  RautscbudLrobre  an  die  Bleirttbre  h  be- 
festigt, diese  mit  einem  Rorlie  in  die  etwa  14  Linien  weite  und 
5  bis  Zoll  Innere  Glasröhre,  welche  irp^end  eirrm  Stndve  c^c- 
truf^en  wird,  uu«!  letztere  mitteist  eines  Korks  an  die  kleine  Höhre 
dy  an  welche  nun  mit  Kuutscbuckröhren  die  auszukochenden  Baro* 
neter  befestigt  werden.  -  ' 

Nehmen  wir  an,  man  habe  zu  einem  Gcfassbarometer  eine  ganz 

Serade  Robre  Ouerkstlber  zu  füllen.     Zuerst  macht  man  die 

.Öhre  vollkoromcu  trocken ,  indem  man  sie  erwärmt  und  mit  dem 
.  Vaeunm  in  Verbindung  setit;  uuin  wiederholt  diese  Operation  .eini- 
gemal, welches  sehr  raaeb  gebt  Nun  giesst  mauj^as  Queeksilber, 
welches  ebenfalls  in  einer  Porzellanschale  erwärmt  wurde,  durch 
einrn  iintrn  sfhr  en^rn  T*apiertrichter  in  die  Höhre,  befestij^t  diese 
un  den  Apparat  und  pumpt  die  Luft  aus.  Die  Baronictcrröhre  liegt 
s^r  fladi  auf  dem  Tbcbe.  Beim  Bntaieben  der  Luft  sebwellen 
nllo'  im  Quecksilber  gebliebenen  Luftblasen  stark  an  und  die  nrab- 
?fen  trelien  von  selbst  nach  Oben,  ohne  dass  man  etn^ns  Weiteres 
zu  thun  nothig  hätte.  Mao  stellt  nun,  wenn  keine  Luttblasen  mehr 
aufsteigen,  ein  möglichst  vollkommenes  \acuum  dar,  und  fängt  au 
dfe*  Bnrometerrttbre  •  leise  scbllttelnd  su  bewegen ,  gerade  wie  maii 
bei  dem  Auskochen  anf  Feuer  zu  thun  pflegt.  Dto  beiden  Knut- 
fichuckröbren  erlauben  eine  schon  heftipr^  F.rsrhiitternnc,  olme  doss 
der  Ap|»arat  dadurch  ans  einander  käme  >l;in  ttcmc-rkt  "m  licr  Ba- 
ruuicicrrühre  ein  harica  Treilcu  uud  klikcu  deü  t^ueckäiibcri» .  ge- 
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gen  das  GIm,  ebenfalls  wie  beim  Auskochen,  und  gross«  Luftbia* 
Ml  «neheiiMn  aa  allen  Stellen,  wo  die  kleinaten  LnfiblKaeken 
■llEen  geblieben  sind. 

Durch  Bchütteindf  l{<»w<»£rnng  wird  momfntnn  Hrr  schwache 
Druck  des  Quecksilbers  in  der  ^eneigteu  Uütire  autsebobeD,  die 
Luftblasen  Tergrössem  sich,  und  in  diesem  Augenblick  steigen  sie, 
weil  sie  ein  grösseres  VoloMn  einnehnen,  aumftrta*  Dorek  wie* 
derholtes  Schütteln  bringt  man  so  die  kleinsten  Luftbläscheo  ^QB 
Aufwärtsst4>iireD.  Mun  kann  nurli  das  Aufwnrtssteigen  der  Blasen 
bescbleuoigen ,  wenn  man  die  Höbre  über  den  Band  des  Tisches 
etwas  hiaabb&lt^  wednrcfc  sie  iteiler  ai  liegen  koniat.  Binxdne 
sehr  kleine  Bläsdien,  welche  allein  niebl  Stoßkraft  genug  besitzen, 
weiter  zu  rückeu,  vercinicrf  rnan  zn  einer  grössern  Blase,  indem 
man  die  Röhre  aufrichtet.  i)a,s  (Quecksilber  ergiesst  sich  in  die 
weite  Röhre  c,  und  in  der  Bttrometerrohre  entsteht  ein  Vacuum» 
weiefces  nnn  alle  jene  Lnllblilaclien  anlniMBit.  Biegt  man  nun  die 
Plöbre  wieder  vorsichtig  liiiiub^  an  bringt  ainn  durch  dieselbe  llani« 
pulntion  auch  diese  in  der  Spitzp  gesammelte  Luftblase  heraus.  Es 
ist  eine  bekannte  Erfaiirun"^,  dass  friscU  uusirfkorlite  Barometer 
von  Neuem  ein  LuftblHKcheu  zeigen,  weiiu  wuu  nie  durch  Auf- 
richten bat  spielen  lassen»  AUe  einaelnen  noch  ae  kleinen  Luft* 
spuren  sammeln  alek  alsdann  ia  leeren  Ranne  und  werden  beim 
WiederanlaufVnlnssen  sichtbar.  Die  allerscbärfsfe  Probe  eines  luft- 
leeren Barometers  i^it  immer  dus  sichtbar  bleibetidc  T.ut^tbläscbea 
beim  \  uUaui'en  der  Rühre.  Beim  Auskochen  kann  man  diese  I'robe 
erat  naeb  dem  Erkalten  machen,  bei  nnserm  Ap|iaraCe  in  jede« 
Augenblicke  wiederholen.  Ein  10  Linien  weites  Barometer  war 
innerhalb  10  Minuten  so  vollkommen  luftleer,  düHH  oh  ein  kaum 
üichtbures  Luftbläseben  zeigte.  Besondere  Schwicrigkeiteu  mucLen 
Röhren,  die  durch' Anschmelzen  einer  engem  Robre  eine  ^'crdiin- 
nung  des  Kaiibers  haben.  Die  kleinen  Luftbläseben  gehen  nur 
durch  heftiges  Sebiitteln  der  sehr  steilen  Röhre  über  jene  KinschnU* 
ruDg  hinweg.  Srbuiutz  au  der  iaaern  Seite  der  Röhre  hält  eben* 
falls  leicht  Luftbläschen  zurück, 

Heberkaröneter  und  gewSbnliebe  Barometer  befestigt  man  eben- 
foUs  mit  einer  Kautscbork röhre  aut  die  Taf.  IV.  Fi^.  S.  angedeu- 
tete Art  nn  den  Ap[v;irat.  Man  ftillt  die  Rühre  nur  his  an  ihre  Hie- 
guoff  und  lässt  alles  übri^  Quecksilber  auslaufen;  die  fernere  Be- 
handlung wie  oben."  A.ut  diese  Art  bat  Dr.  Mohr  nach  seiner  An- 
snbe  mehrere  Barometer  auf  ihren  Scalen  luftleer  gemacht,  und 
Migt  hinzu ^  dass  dieaes  Verfahren  sogar  das  sicherste  sei,  weil  die 
Rökrc  mehr  georen  mcfbanische  Verletzung  geschützt  ist. 

,.Ks  ist  ii KriiTi  Ds  auch  gut,  die  Parameter  erst  halb  mit  Queck- 
silber zu  iullea  und  alsdann  luftleer  zu  machen,  weil  mau  bei  dem 
geringeren  Draeke  des  Quecksilbers  desto  stärker  erscbHttem  kann» 
um  gerade  die  äusserste  Spitse 'des  Barometers,  auf  die  es  docb 
besonders  ankommt,  luftleer  sU  machen.  Man  füllt  zuletzt  die ^nnze 
Rubre  voll  und  wiederholt  die  Operation  mit  dem  nachgeeilten 
Tbeile«  Es  geschieht  auch  wohl  zuweilen,  besonders  in  nicht  sehr 

flutten  Röhren,  dass  ein«  Lnftblase  beim  Aulirtelgen  In  mebrer« 
leioere  zerfällt,  welche  schwierig  aufsteigen.  Man  muss  alsdann 
durch  wiederholtes  Tummeln  und  Entleeren  dieaelben  berausiu« 
schaffen  suchen.'* 

Jeder,  wer  die  UnaDnehmlichkeitcn  des  gewöhnlichen  fur  ün- 
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ffeübte  immer  aebwierigen  Aoftkodieas  der  Baauaeter  «es  eigner 

Erfahrung  kennt,  wird  mit  uns  die  Ueberzeugung  theilen,  dass  die 
1  obia^c  Methode  »Ips  Ucrni  Dr.  Mohr  verdient,  weiter  geprüft  zK 
werden«  Bewahrt  sie  sieh,  «o  werden  l^iehhaber  im  Stajide  sein, 
aioh  mictdat  4«f«elbea  auf  walilfeile  Weiae  gute,  an  wiaatnaebaft- 
*  lieh  ein  Gebaucbe  taagliche  Barometer  zu  ver«chaifen  und  sieb  bei 
eiiiic^er  Uehung  seihst  iw  vertVrtio^cn .  in  ivolclier  IJpzicliirnir  wir 
vorzügli*"!»  die  T-ehrer  an  (yvmnasiea  und  audcrn  Sclmlcn  aut'  dic- 
aelbe  autiuerkbuui  luacheu  und  zu  ibrer  Prüf  u  ng  uutf  ur dem much- 
iea.  $lBte  Baroiaeter  aiad  jetat  aa  koatspielige  laatraaiant»,  daai 
eiae  wohlfeilere  Herstelhing  derselben  för  die  phjfsikaHaebeif  AMa^ 
rate  der  Sclmlpn  jedenfalls  sehr  zu  wünschen  ist.  Dann  werden 
sieh  auch  die  su  nützlichen  Barometer -Beobachtungen  gewiss  Bocb 
mehr  vervieliaitigeu  als  e&  Jetzt  der  Fall  ist.- 


Maupertaia  lag  einmal  gähnend  in  seineni  Lebnstolile  ausffa- 
atredkt  und  sagte:  ,,lch  wünschte  jetzt  ein  schönes  Problem  zu  lö* 
sen,  was  nicht  srinvrr  wäre.'*  Dieae  Aeuaserung  mahlt  ihn  ganz.  ■ 
(Aus  Chaintortä  Werken). 

Mehrere  Züge,  welche  MaupertvisPa  nngemeine  Eitelkeit  und 
Sucht  Aufseben  zu  err€*gen  bekunden  ,  {indet  man  in  Bossut'a 
Geschichte  der  Mathcumtik.  TIicll  H.  S.  337  der  deutschen 
Uebersetzung.  Kr  war  bekanntlich  einer  der  M.itlirmatiker,  weiche 
im  Jahre  VVi>^  auf  Veranlassung  der  französischen  Akademie  der 
WiaaetiBchalteD  nach  Lapplaod  ffeachiekt  wurden ,  nm,  dort  die 
GrSsae  eines  Meridiangrades  der  Erde  zu  messen.  Als  die  Commia- 
sion  aus  Lappland  zurückgekehrt  war,  hatte  MauportTiT<;  nichts 
Angelegentlirberes  zu  thun,  als  üherall,  in  der  Akademie,  im  Publi- 
kum, in  der  gruäseu  Welt,  worin  er  viel  lebte,  das  Resultat  einer 
Operation  an  TerkOndigen ,  von  wekher  er  sich  jgewlaaermaaaen  al** 
len  Rahm, aneignete,  an  welcher  er  tndeia  ala  Mitarbeiter  nur  einen 
s»'hr  crering-en  Antlioil  hatte.  Kr  liess  sich  sogar  in  lappländische^ 
Kieldung  und  uui  die  brdkugel  sich  lehnend  ,  gleichsam  nh  wollte 
er  ihr  die  sphäroidische  Gestalt  geben,  abmahlen,  und  Voltaire,  da> 
niak  aein  Freund,-  aetste  unter  den  Kupfeiatich  die  rier  folgenden 
achteehten  Verse : 

Ce  i^lohe  mal  cnnnn,  fin"*!!  a  sn  mesnrer, 
Devieut  un  mouuoicnt  ou  sa  gloire  se  fonde: 
Son  aort  Mt  de  fixer  )a  figure  du  nonde, 
De  Ini  plaire  et  de  l^dciairer« 


Von  dem  am  23.  Juli  1836  verstorbenen  berühmten  Cometeo- 
entdecker  Je  an  Felix  Adolphe  Gambart,  Diroctttr  d<r  Stern- 
Warte  zu  Mursciiic,  geburcn  zu  Cette  im  Mai  ISOÜ  erzählt  Ponte« 
eaalant  in  aeinem  kuralich  eraebienenen  Traitd  ^l^mentaire  da 
Pbyaiifue  cdlette  ou  Pr^cis  d'Astronomic  theurique  et 
pratii|ue.  Paris.  1810.  p.  XXV11I.  foli^erufcn  Zuj?:  Je  ne  puis 
me  defendre  de  citer  ici  une  anecdute  hien  (iruprc  a  faire  juger,  je 
crois,  de  iu  peuetratiou  de  G  am  hart,  et  de  Tej^perieucc  qu^ii 
avait  acquise  par  aon  ^tude  continaelie  du  monroment  dea  -aatrta. 
Je  ma  troufaia  mc  lui  ä  PObaerratairai  en  IW,  loiaqu'oD  y  re- 
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lo  pveauib«)<)D(NiTeIle  de  Tapfiaritioa  <ie  Ja  eosieU.de  Hallej, 
el'lt»  Mwertatioiis.  mnjiea  4»  •S»tte  .-par  IL  9wiu>iioli«l.  M 

peiue  G&wbart  y  enteil  jet^  äla^lidte  un  coup  d^oeil  rapide,  qu'il 

mc  dit:  ,,Pöur  quel  jour  avez-TOUB  annonce  1^  rf'tour  de  Ju  comöte 
ait  p^ribälief  — -  l'our  le  13.  Naveai|bre  ^^e  u  aviuii  point  alors  fait 
la  mwM  de  Jupiter  la  carre^tiöa  oai'm'a  conduU  a  reculer  eette 
'^oqne  jDsqu'au  15«  Ifoveabre).  <^  Et  M.  Damoiseau?  contnme 
Gambart.  —  II  annonce  son  passac^p  pniir  Ic  4.  —  C'c»t  vous 
qui  avez  raison,  8'(^crip>t<il ,  la^eomete  scru  au  perilielie  du  15  au 
r?.'  ^  Elle  y  passa  Iü  16,  comme  on  sait;  ainsi  ua  simple  (regard 
iur- le  aioDfeBent,  peadMit  quelques  joirl\  de  cet  aa^..eii 
«■eension  droite  et  en  d^clinaisen,  avait  awfi'  h  l'habile  observateur 
pour  dcviner  tontrs  les  circonstoncrs       sn  mnrclif».    —   Eine  Bio» 
grapbie  Gambarts  findet  man  iu  der  liibliotheque  auiversella 
de  Genfe?«.   Nouveile  Sdrie.  T.  IV.  p.  345. 


••:  XLV: 

Correspoudenz. 

Aussog  ans  einem  Scfareiben  des  Herrn  M^joris  und 
Ritter  0r.  G.  W;  MrttHer  sn.  Hannover  an  den 

Herausgeber.« 

Hannow,  18.  Hai  18lL 

Durcb  Ibre  gütigen  Zeilen  bin  ich  veranlasst  worden  mir  das 
erschienene  erste  Beft  des  Arehtvs  kommen  zu  lassen,  dessen  lo> 
halt  bereits  viel  Interesse  p;ewülirt.  Zu  der  schönen  Abhandlung 
Mr.  AlV.  von  Ibnen  selbst  darf  ich  mir  die  Bemerkung  erlauben« 
dass  eine  vollständige.  Auflösung  des  Pothenut'schen  Froblems  voD 
ailfy  als,  Beispiel  der  ABwenduoff  der  Leibre  von  Zog«  im  3(eii  Befite 
Xy,  Bandes  des  Crdle^schen  Joaraals  geg^be^  worden  ist.'  Der 
fianpf  der  Auflösung^  ist  ftili^oadcr: 

Damit  die  Aufgabe  eint'  bpstlmmtf.  bleibe,  darf  weder  der  Um- 
kreis der  drei  bekannten  Puukte  .i,  ZT,  C,  noch  eiue  von  den  drei 

S'aden  Linien  jfB^  AC^  BC  dorcb  den  Menungs-Staadpuiikt  D 
ireiu  Von  den  drei  Umkreisen,  die  demnach  durch  O  und  zwei 
von  den  drei  bekannton  Punkten  fiilircri.  wälile  ich  ihhi  einen,  z.  R. 
den  Umkreis  ABD^  und  liestimme  durch  die  allg-emeiue  l',ia:ensrli,ift 
der  Peripherie -Winkel  uus  deu  iu  gemesseuen  VViukeiu  und  aus 
i4en  reehtwinkliffendoonliBalen  der  Poakte  B  xneist  die  Coov-, 
.diaaieo  des  Puakle«  in  WjBlehem  die  gerade-  Linie  DC  den  Um- 
kreis ausser  in  D  nach  trifft,  und  darauf  mit  ZuziehunG'  (fer  Coor- 
4inalen  dea  Punkts  C  die  des  Punkts  D,  Es  ergehen  sich  dabei 
die  lederen  durch  Vermittelung  der,  relativen  Polar -Coordinatea 
det  Ponkta  B%  ioi^oU  Tan  A%  B  ala     «ua. . 
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Zar  Verprieichang  beidw  Aiill8aaiig«a  wHt  «ia«Mker  fuge  Mi 

folcrntlp  IVhrrstcht  nipines  Rf'chnung'sgiaogfi  an.  mö^en  die 

reclilwinkiif^eti  Cuordinafeu  der  Punkte  «liirrl»  die  nebcnc^esetzten 
Buchstaben  ./(«r,  Ä),  //(u',  Ä»),  />' ),  Lyh,  ^B),  y),  fer- 

ner die  durch  Messung  in  D  hekaaui  werdenden  Winkel  AhH 

durch  a,  .^i^C  durcl^  ^,  durch  ^  =  —  a  +    boxcichnet  sein, 

so  erhält  auiB  Torberdtend . die  relutiTen  Polar- Coordioaten  (@,  r) 

de«  Punkts  B  vom  Aotaugspunkte      aus  durch  taug  Q  =  ^^^, 


«in  O 


cos  Ö' 


sin 


Setxt  man  nun  1)  =  ©',  2)  r  ^j^  =  r',  so  siBd(0',  r») 

die  relatn  en  Pular-Coordinaten  des  Punkts  ^vum  Anfang^spunkte  A 
niH  und  IS  ist  3)  ^stfi  +  r'  cos©'»  4)  IB^^-l-r'  sin  0.  Setzt 

luuu  ierner 


5. 


Ä"  —  55 

s taog  ^  deagleicbcD 


8.  r 


sht  (»  — 


sin  a 


st 


7.  ip^fs^y 


Q    ^  sin      — e')  ^ 


10. 


siu  a 


11. 


12. 


13. 


•o  «nd  respecthre  r),  (w,  /),  («#',  /'j  die  TeletiTen  Poler-Co4ir« 
dinaten  des  Punkte  D  von  deo  Aofaegepankten  A  und  B  ans. 
Uan  hat  dann 

jÄ'=  %l  4- 1 .  cos  ^ 

I»^m-^f ,  coB  « 
cos 

|jfÄy+/'siBfi^ 

Für  die  Verglelchung  selbst  bemerke  ich,  dass  a  und  /9  in  beiden 
AaflctouBgeB  dasselbe  bedeuleB,  VBd  dass  das  Reeultat  Nr.  12.  von 

den  Ihrigen  Nr.  14.  bbt  darin  sich  unterscheidet,  dass  för  die  rela- 
tiven PoHir  Coordinatcn  zur  p^eg-enseifiiren  f^ogen-Beatimniung  der 
Punkte  />  uiui  A  bei  mir  der  bekuuute  Punkt  A  bei  Ihnen  der 
unbekannte  Pflnkt  D  als  der  retatire  Aflfbngspunkt  betrachtet  wird. 
Man  hat  also  /*=  —  ^  und  tatiij;  /#  =  tnng  y. 

Nur  bemerke  icli  nndi,  dass  die  f.ebrf  vom  ZutfC  voraussetzt, 
dass  der  Uadius-Vector-Zn^:  rben  sowohl  uegativ  als  po^ittv  aus- 
fallen kann,  und  dass  die  uijlicbe  Ausschliessung  negativer  VVcrthe 
swar  Ib  einselaea  FillleB  Bütslich  ist,  allein  mit  der  wahrhaft  alU 
gemeinen  Auffassung  im  Widerspruche  steht.  So  wird  z,  B.  der 
Winkel  der  lici  llinen  in  Nr.  il.  durcli  seine  'l\Tn'jente  pi^pf^ebon 
wird,  Htcts  al»  ein  .spitzer  Winkel  genomtn(>n  u  t  rden  dürfen, 
nämlicli  als  ein  positiver  oder  als  ein  negativer  spitzer  Winkel,  je- 
Bkehdeni  die  Zahl,  welche  Nr.  11,  für  tanj^  a>  giebt,  eine  positive 
oder  eine  negative  Zahl  ist.  Bs.  erffiebt  sich  dam  durch  Nr.  IS, 
voB  selbst,  ob  q  eifia  poaitire  oder  eiae  aegati?«  Zahl  isL 
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tJntersuehmigen  über  ,  die  geometrische  Beden* 

tung  der  constanten  Coeffieienten  in  den  all- 
gemeinen Gleichungen  der  Fluchen  des 
zweiten  und  dritten  Grades^). 

Von 

Herrn  L*  JUossbriigger) 

Lebrer  üer  liatlwiiiatik  an  der  KaatoiMsdliile  w  Arno, 


I.  Ueber  die  geometrische  Bedeutung  der  Constanten 
in  der  allgemeiaeo  Gleichung  der  Flächen  des  zweiten 

Graden. 

#.1. 

Der  allg-emeiuen  Gleichung 
der  Flächen  des  sweitea  Grades  können  wir  noch  ifolgende  awei 

FofBien  geben: 

«■  H-2«  \B'm  +       -f-  ^1  +        +  Cir«  +  S^'^  +  ^y 

In  diesen  Gleichungen  herikksirhtigen  wir  kein  besonderes 
Coordinatenssystom  Setzen  wir  in  die  zweite  derselben  statt  a: 
und  y  irgend  bestimmte,  übrigens  aber  durchaus  wilikührliche  Werlbe 
a^^<lfyW  erhalten  wir  die  mit  der  Ordinatenacbse  der  %  parallelen 
Ordlnateo  derjenigen  Pnokte,  in  welchen  die  Fläche,  welche  wir 
durch  eine  der  Gleichungen  1),  2)  oder  3)  ausgedrückt  beben  und 
die  wir  künftig,  der  Kürze  wegen,  die  Flrirl  o  F  netfoea  wollen 
von  der  Linie  a?  =  d?',  y  =  ^  geschniucu  jvird.  * 

')  Auszug  aus  einem  bald  erscheioenden  Werke  über  antlTtisch« 
Geometrie  des  Ranms  xo»  Vf.  dieses  Anfaatset. 
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Durch  die  wo  ehen  gcnattote  Sabslituttoii,  wird  bIso  die  Glei- 
chiiOf(  2)  zu; 

*»  +  2*  |^a?'H-<?'^H-v^i  +  Ä'y«H-Car»H-2^'Äry+2Äy  . 

-+-2C«;r'-|-Ä  =  0  4) 

Dezcichncii  wir  die  Orilitiaten  der  obcnbcnunnten  Durclischuittd- 
punkte  mit     uod  X/,  so  wissen  wir  aus  der  Theorie  der  GleichsD- 
>  gen,  dass: 

x'  H-  Si  =  —  2(iJ'^+  Cy  +   5) 

Wiederholen  wir  dieses  Verfahren ,  indem  wir  in  die  Gleichnn^  2) 
für  y  die  gleiche  Ordinate  ^  wie  oben,  statt     aher  irgend  omk  h 

andorrn  Iipstinimtrn  übrigeus  alii'r  willkiilir!i<!M  n  WcrMi  ciiitiih- 
ren,  und  mit  s"  und  x,,  die  Ordiimten  der  l)urcliKchuittä|iunkiü  der 
Linie  =  or",  y  =.  y'  mit  der  Fläche  bezeichnen;  diese  Or- 
dinaten  werden  zugloicii  die  Wnraeln  der  durch  jene  Substitution 
aus  2)  entütaiuIftHti  Cilrlclnnig  sein,  wie  dieses  auch  bei  den  Or- 
ditialrn  i'  wvA  in  linn-j-  auf  die  Oetcbnng  4)  der  Fall  ist« 
und  wir  bekumuicu  \vie  vurlitu  die  Gleichung: 

H-  a„  =  —  2(Ä'^"  -4-  cy  -f  -  ^'0  6) 

Sabtrahiren  wir  5)  von  6),  so  ist: 

%''-iC-\-%t,^%,^-%B^{M*-^,^\^B^-^^^^  7) 

Um  diesen  Ausdruck  von  W  durch  eine  geometrische  Cooslruction 
sn  bestimmen^  schneiden  wir  Taf.  IV.  Fifi^.  I.  die  Fläche  F  in  den 

Entfeniungen  OK'  —  a:\  OW  x"  von  d^r  l'^hene  der  y%  durch 
iwei  mit  dieser  pfirallple  Kbenen  Z'A'l  '.  'JL"Iv"\".  und  alsdann 
noch  in  der  Fntteroung  i^R  =  i/  vou  der  Kbeiie  der  .ra  .durch 
eine  mit  dieser  |)arullclc  Ebene  X/"H\'\  diese  letztere  wird  die 
beiden  ersteren  h^benen  in  zwei  mit  der  Achse  der  %  parallelen  Li^ 
iiien  7'//',  schneiden;  die  Fläche  F  selbst  aber  wird  von 

den  beiden  ersteren  Fbrnon  in  iro-eiul  zwei  Linien  zweiten  Grades 
VM,U M\  \  "M„L"M  \  laid  vou  der  Ictztcreu  Ebene  in  einer 
eilen  solchen  Linie  hM,M„FBS^Bi*  f^eschnitteii,  diese  letate  €nrve 
wird  jede  der  In  idi  n  vorg-euanuten  im  Aligemeinen  in  zwei  Punkten 
,  M'\  .)/,,.  ;)/",  weklie  zugleich  auf  «Im  Duri  liscliuittslinieji 
P'N'.  J^"J/"  lietren  vver«len ,  sclin«>idfn ,  und  wir  haben  d  iln  i  itii 
»Siune  der  ubeu  uui^euomuieneu  liezcichuung  J^MfZ=:.%,^  I*'JJ'==zX  y 
P^Mff^%ff^  F^al'* ^x"^  also,  wenn  wir  uns  in  der  Ebene 
Z"'RX'  die  Lioiea  M,A„f  JU'A"  parallel  mit  der  Achse  der  ge- 
sogen denlien: 

Butfaio  ist  ans  7) 

 21*  V' —  ^ 

Setzen  wir  hingegen  in  der  Gleichung  II)  zuerst  .v'  und 
alsdann       und  f/*  statt  .r  und  y,  so  finden  wir  wie  vorhin: 

ä'    5,  =  ~-  2{Z/'.r'  -f-         A'y  0) 

is"'  4-  x,„  =  -  2(Ä'^'  +  C  if  +   10) 

worin. x'"  und       die  Warsela  der  anfolge  jener  SubstHution  aiM 
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2)  «ntiiu^Deii  Gleidiang  ImaMaem,  Dardi  Sabtraotion  dieser 
6lei«^ttgen  eriialtea  wir:  ^ 

^-^+,,^-M,^-tcw-y),  «ii»c=-*"';(^t.'y)~''- 

Ohne  dasa  eine  besondere  Zeichnung  nöthig  ist,  köuucii  wir  uu.s 
in  dea  EnHeraaDgeB  OJUzsz  ^  OK*  =     von  der  Ebene  der- 

\\\\\  (lii  si  r  zwei  parallele  die  Fläche sconeideodc  Ebenen  Z"/!^', 
Z"'/i''X'\  uud  in  der  EutferMinii."  OK' =  .v'  von  der  Ebene  der  ys 
parallel   mit  ihr  eit»e   ehenfalfs   ili*'   Flüche       scbneidende  Ebene 
deukt-n,  uud  auuiug  iiut  dcui  V  urliergeheudeii  die  inii  der 
Acbae  der  %  parallelen  DarcbaehnittoHnieo  /i'A',  p"^',  und  die  Durcb- 
Bchnittapnnkte  dieser  mit  der  Fläche      reapeetive  durch  m\  m,\ 
m,,  bezeichnen,  und  endlirh  -m'n'^  in,H„  in  dfr  Fhene  Z'K'Y' 
parallel  mit  der  Bheiie  der  y%  bis  zu  ihren  Durcbäcbuitteo  n,f  und 
mit  p"/i"  zieheu,  alsdaun  haben  wir  wieder: 

—    =  m"mry  x,„  —     ==  m„f$,„  y'  —  y' —  p'p', 
alao  C7's=s  —  — ^r,    11) 

Führen  wir  endlich  in  der  Gleichung  3)  nach  einander  und 
and  V  statt  ae  vmf  ff  ein,  wo  a:\  %\  ebenfiitls  bestfnaite  aber 
willkibrMcbe  Werth e  Imbcn  können,  so  entstehen  zwei  Gleichungen  des 
zweiten  Grades  in  Beziehung  auf  y;  bezeich iion  wir  die  Wurzeln  der- 
selben respective  mit  yi'tf/'i  yn\  so  geben  diese  zufrloidi  die  Grö- 
asen  der  mit  der  Acbse  der  y  parallelen  Ordinaten  der  Durcbscbuitt^- 
pankte  P'\  f*,j  fi"i  fi„  derJAmtnjjessjf,  msszz'),  [a^ssa^y  % — ^)  oder 


\7^X^i  {?i^ihj  ^^T  l^lache  and  Tvir  ernalten,  wenn  wir  nna 
liV*,  fk^ff  parallel  Mit  der  Acbse  der  a:  gesogen  denken^  wie  oben: 

1t  C  C" ) 

-s^  +  -r»'  +  -r  \  •  -  •  •  12) 


y+y„=:-*j|**H-f  j  18) 

^  ii=-<^^^  "> 

Sobald  nun  B  bestimmt  ist^  kann  dieser  Auadroek  einen  bestimmten 

Werth  von  A*  geben.  Wie  wir  auch  die  lliilfseln  oen  Z'&'i^^ 
Z"K"Y".  Z  'HX:  (Taf  IV.  Fig.  1.),  oder  bei  der  Bestimmung  von 
C  (wo  keine  Figur  beigetÜgt  ist)  Z  A  Y\  X  JiX',  7J"Ji" X"  w.n.x?, 
parallel  mit  sich  selbst  verrücken  mögen,  die  ersten  Tbeile  der 
Gleichungen  8),  11)  und  14)  behalten  immer  einen  and  denselben 
Werth,  es  ist  auch  über  die  T.uge  der  Cuordinatenachsen  durcbaus 
keine  Bestimmung  angeqommen  worden^  mitbin  können  wir  :\\\v\\ 
die  Lage  der  vorgenannten  schneidenden  Ebenen  immerhin  beliebig 
•anebmen,  nor  muas  die  parallele  Lage  der  besieblichen  Kbcneo 
beibebalten  werden.  Die  in  Rede  stehende  Eigenscbatlt  bezieht  sich 
anch  auf  die  hi  sondrrrn  KaUc,  wenn  die  riache  F  in  ein  System 
zweier  paralleler  El>* um  d*  ^'•♦'iierirt.  Die  lei(  liiiri|TeM  5),  9),  10), 
12)^  13)  bestehen  aucli  dann  noch,  wenn  die  ubengenauiiten  schnei- 
denden Ebenen  der  Pl&cbe  F  nicht  mehr  begegnen ,  denn ,  auch 
für  den  Fall  imaginärer  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung, 
hierht  die  Summe  derselben  doch  reell,  blosa  fallt  in  diesem  Falle  die 
geometrische  Deutung  hinweg. 

2a* 
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Wir  können  die  in  8),  11)  und  14)  gefundenen  Ausdrücke  für 
die  Coefficieuten  ß\  C\  für  besondere  Fälle  oock  verdnfticlieo, 
iodem  wir  die  besieklUben  Bcbneidenden  Ebeneo  so  bestinnto,  dats 

wird.   Wir  braacbeo  2U  diesem  Ende  in  der  FiÜcbe  F  nur  f  Jnien 

respcctive  parallel  mit  der  Acbse  der  x  und  y  zu  zieben,  niid  durch 
dir  lyurcbscfini'f''  (Icrscllicu  mit  der  Fläcbe  F  die  parallelen  I'^he- 
neu  zu  letrcn.  Hierdurch  fallen  die  Punkte, if/,,  und  N„\  w„  und 
»,t\  uud  v,f  xusamoien,  und  wir  babett  statt  der  vorgenaonteo 
Gleichungen  folgende: 

Wir  bemerken  noch,  dass  wir  aas  den  Glelcbungen  5) oder  9)  er* 

halten : 

Der  erste  Tbeil  dieser  Gleichung  bczoiclinet  die  Ordinate  der  Mitte 
d(M  vt)ii  der  Fläche  iiitorroptirten  Stücks  der  geradenl^inie  — .ar', 
y  =  y'ji  bczeiübnen  wir  diese  Ordiuute  mit  af,  und  lassen  die  Ac* 
ceote  TOD  o/,  ^  weg,  sn  erhalten  wir 

X  +  /r  .r-  4-  6" ;/      .1"  =  0  16) 

Diese  Gleichung  erkennen  wir,  indem  wir  .r,  y  und  als  veränder* 
Heb  betraditen,  als  eine  solche,  welebe  diejenige  Diametralebeae 
der  Fläche  F  ausdrückt,  welche  alle  der  Achse  der  %  parallele 
Sehnen  balbirt.  Auf  gleiche  Weise  erhalten  wir  ans  \%)  die 
(ileicbung 

oder,  wenn  wir  -  g^*a=y  setaeo  and  die  Aecente  weglassen, 

Ry  -\-  A\v  H-      +     =  0 . . . .  17) 

Diese  Gleichung  drückt  uh^r  dirjcntge  Diametralebene  aos,  welche 
alle  mit  der  Achse  der  y  parallelen  Sehnen  halbirt. 

Wean  wir  in  der  allgeBeiaen  Gleichung 

^^C^+üssO  1) 

der  FlScben  des  xweiteo  Grades  suerst  jp  und  y,  alsdann  ap  und 
und  zuletzt  y  und  «  gleich  Null  setzen,  so  erhalten  wir  die  drei 
Gleichungen 

Biese  Gleichusgen  werden  uns  die  Durcbschnitttipunkte  der 
Coordinateuncbsen  mit  der  Fliehe  F  (welche  wieder  durch  die' 
Gleichung  1)  ausgedrückt  werden  soll)  geben;  beaeiebnen  wir 
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lieb  respective  mit  x\  x'';  ^,  jf\  die  Wiindn  ilioMr  Glei- 

cboDgwi,  so  iit- bekaiiBt,  dMs 

V»»«!?;  y'y'  =  ^;  ^:r"  =  ^  3) 

ist;  bcxciclinrn  wir  tlcn  Anfaiip-  dfs  Co«rdinit<'fisyste!ns  mit  0,  die 
Durcbscliuittäpunkte  üer  Acb^cn  lior  x,  (irr  i/  nixi  der  mit  der 
Flache  respective  durch  /{,  Ji'-,  U'-^  i\  \  erbaiteu  wir 
MM  S) 

OH.OR^D.  ^^=B.  ^^=^  . 
Fäbren  wir  den  m  ebeo  iraftiBileDen  Werth  des  Goeffieienteii  S 

in  dem  iu  ^.  1.  14)  gefutidcoen  Werth  vuu  ^  eiu,  äu  bekommen  wir 

Aas  f.  1.  15)  folgt  auch,  duss  ^ 

Da  in  der  allp^pmeinen  Gleicbun!j-  1)  der  Werth  von  B  und  C  der 
fficifhe  bleiiL>t,  wie  wir  auch  den  Coordinatenunfung  O  luu  Beilio' 
baltuHg  der  gleichen  Achscnrichtnng  verlegen  mögen,  tiu  bleibt  der 
«MHett  der  Froducte  OH,  Oh!  und  0U,04iy  wie  ineb  jeMr 
der  rrnducte  OR,  OR  und  OP,  OF  derselbe  für  alle  beKebigen 
'Pnoktej  dareh  <Ue  wir  noch  bestimmter  Achsen ri<  Ii (ung  drei  gerade 

LinieD  legen.  Da  aber  auch  der  (Uotieat  ^    ^S^"  ^  »it 

■ieb  selbst  parallele  T.nge  den  EbeoeD  Z*K*Y\  Z*'K"Y"  (Taf.  IV. 
Fig.  1.)  hrstäodig  hltMi  f.  sf>  bleiben  es  iiuch  unter  der  ItediDguiig 
der  pnrallelen  Aclisennchlim u  die  in  5)  und  <»)  «;el'undein'ti  Aiir- 
druckc  für  den  Coefiicienteii  A\  Die  Constructiuu  dcH  Auüiirucks 
voD  B  ist  in  den  FallOj  dass  die  Aebse  der  %  der  Fläcbe  wirklieb 
begegnet,  immer  möglich.  In  deageai^^n  Falle  über,  weoa  diese 
A^sa  der  Flächa  F  aioht  begegnet»  giebt  die  Gleicbuag 

a«-|-2^a-«- 0=0 

imagiuäre  Wurzeln,  deren  Prodoct  jcduch  immer  reell  ist.  Im 
erale»  Falle,  wean  nämlich  die  Achse  der  %  der  FlMehe  begegnet, 
ist  /I  positiT,  wenn  die  beiden  Durchschniitspuukte  /t,  iv  aut 
derselben  Seite  des  roordlnatcn-Anfanjjs  lieiren,  ucgutiv  liingep^en 
im  entgegengesetzten  Falle.  Für  das  lillli^^uid,  das  eintbeilige  H}-- 
perboloid .  und  beide  Paraboloide  fst  also  D  positiv  oder  negativ 

ienachdem  der  Goordinatenanfang  ausscrhalii  oder  innerhalb  der 
näclie  genommen  wird.  Beim  z>veitlif ili2"eii  nv|ierboIiiid  ist.  wrnvr 
die  Achse  der  %  beide  Fläcbentheile  triHt  und  der  (_'<»ordinatenari- 
fang  0  innerhalb  des  einen  liegt ,  D  positiv  j  liegt  der  Punkt  O 
«bar  awiscben  beiden  Fläebenniailen ,  so  ist  B  negativ;  trifit 
die  Acbae  der  %  nur  einen  FlÜchcntheil  und  liegt  der  Courdinaten* 
anfang  ausserhalb  desselben,  sn  int  D  positiv,  Tu'gt  er  aber  inner- 
halb, so  ist  D  uejjatiT.  Das  Zeicben  von  H  und  C  büngt  davon 
ab,  üb  die  froducte  OR.OR  uud  0(i^  OQ!  der  auf  den  Coordi- 
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natcnuciiscD  ^Z,  abgeschnittenen  Stücke,  ebenso  die  Producte 
OR .  OH  und  OP.  OP'  der  auf  den  Achsen  der  %  und  der  a:  ab- 
geschnittenen Stücke  von  gleichem  oder  ungleichem  Zeichen  sind. 

Setzen  wir  in  der  allgemeinen  («leichnng  1)  B 'iszC'^X,  so 
wird  OR.  OR=zOQ.  00!:=  OP.  OP*.  io  dieseai  apeciellen 
Falle  ist  die  Fläche  ■Z'  eioe  Kngel. 

f.  3. 

Zur  Bestimrnunu;  der  Coeflicieiiteii  A",  B^^  C"  bedienen  wir 
uns  wieder  der  Gleicboo|i;en  2)  des  vorigen  Paragraphen.  Aus  der 
ersten 

ist,  wenn     und     die  Wuneln  derselben  bexelebneo» 

:^^x'^-tA'\  also  ^-  =  -5^  oder  A''  =  -^$^±^, 

BeseichDen  wir  mit  M  die  Mitte  des  Segments  iSif  ,  so  ist 

^'ss-OiV  1) 

Aus  den  beiden  anderen  Gleichoogen  3)  in  f.  2  erbolteo  wir 

B  —         y    *  ^  — 2 

Beseielioen  wir  mit  JH'  und  ßP'  die  Mitten  der  Segmente  QQ^ 
in\(\  PF^  so  erbalten  ¥rir  infolge  der  Gleicbnogen' 4)  des  vorigen 
Faragrapben: 

QU .  OR .  OK      ,  oar.OR.ofc 
— ~~   o^,.oa  •A»  ^  — oF^op    "  ' 

Wir  können  also  in  dorn  Falle,  dass  die  Acbsen  der  «,  y  nod 
a'  die  Flache  V  AvirkÜch  sclineidrii.  die  Wcrfhe  vf>n  A",  B"  und 
C"  leicht  coustruiren.  A'  ist  Dumlich  gleich  dem  mit  entgegen» 
gesetzten  Zeichen  genommenen  Abstünde  der  Mitte  der  auf  der 
Achse  der  %  von  der  Plllehe  äbgeacbnittenen  Cborde.  In  deajenK* 
gen  Falle  aber,  wo  die  Achsen  der  Fläche  nicht  begegnen»  niiissen 
wir  diese  Coefficienten  auf  andere  Weise  bestimmen.  W^r  wollen 
diese  Bestimmung  xuerst  bei  dem  Cocfticicuten  A"  vornehmeu.  Ge- 
brauchen wir  hierzu  die  in      1.  !(>)  gefundene  Gleichung  derjeui- 

Scn  Diametralebeoe»  die  alle  der  Aense  der  %  parallele  Cborden 
albirt,  nämlieb  die  Gleiebnng: 

s  +  irar-|-CV-i-A''=e  4) 

In  welcher  die  Ordinate  des  Dnrebsebnittsponkts  dieser  Ebene  mit 
der  Acbso  der  %  ist,  jedoch  mit  entgegengesetztem  Zeichen  genom- 
men. Ziehen  wir  <Jalirr  irL''eri(i  (jrct  mit  der  Achse  der  s  parallele 
Sehnen,  so  heatiuijiu  liiejenige  Ebeiir,  welche  durch  die  drei  Haihi- 
ruogü^uiiktc  dieser  drei  Sehnen  geht,  uui  der  Aohtie  der  %  eine  Ordi- 
nate,  die  gleich  -^A*  ist.  Die  Coordinatco  der  Durebscbnittspunkte  der 

Ebene  4)  mit  den  beiden  anderen  Coordmatenachseu  sind  — >  ^  und 
—  'jrr.  Nehmen  wir  die  Clleicbnngen 


Digitized  by  Google 


343 

der'  beiden  anderen  Dimetralebenen ,  welche  respective  die  mit  der 

AcLse  der  y  uod  der  a:  pitrallcicu  Sehnen  iinli>in>n,  so  finden  wir 
'  fxir  die  Coordinntcii  der  l)iir(  lisrhnittsfiuokte  der  Ebiene  5)  mit  den' 
CoerdiDeteoacbsea  der      //  und  je:  '< 

B'  Bt'  B' 

und  fiir  jeoe  der  Ebene  0)  mit  den  gleichen  Achsen: 

£1   ■  —   £1.     ^  £1 

—  V%  j[  5  ^4  —  ~~  • 

Bezeichnen  wir  mit  B  iitut  die  Durcfaschuittspunkte  der 
Üiametralchenc  h)  mit  den  Achsen  der  s,  y  und  ;r,  rljcnso  mit  C\ 
B\  A'  und  6%  A''  die  Durcbschnittspuokte  der  Lbeueu  üj  und 
0}  mit  jenen  Aehseo»  so  haben  wir: 

OC^-^A*^  OBs=^^,  OA:=:i^^l 

OC'zs^^,  OJ'^^^l 

gtrt  g%f  gyn 

0C''=^^,  0S^=-^,  0A^=^^. 
Ana  diuen  Inlgt  aber:  -gi  s  =  mithin 

B"^-^^,      =  =  -  ÖC...7) 

Wir  huhen  aiüu  allen  Coefilcieuleo  ihre  gcumctriäcüe  Ucdeutung  ge- 

Eehenj  zur  deutlichem  L'ebersicbt  woUen  >i'ir\  diese  mit  ihren  zu- 
ommenden  Wertliea  hier  in  der  gleichen  Ordnung/  wie  nie  gefun- 
den wurden,  ansdüiessen: 

B'=. — ^^^^r^  (i^-^-^J  o'^cr  auch  /?'= — 1-  l^)j...8) 
^,^_mrjir^^  (§.  1.  11)  oder  auch  ^=-'^^'(§,1.15)}  ...9) 
^  =  .<^^'^'^Q-^;^^^(».LU)  «der  auch  A' 

D  =  0/^  .        (§.  2.  4)  .  . .  13) 
Wenn  die  Fläch«  F  von  den  Achaen  gctrofi'cn  wird;  so  ist 

^"=-0.1/ 3. 1) . .  Iii    =  - ^^'oiTm^ ^- ^)  •  > 

C^=--^^^^^y  (§.3.3)..16) 
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Wenn  die  Fläche  /*  tob  den  Acbieii  nicht  getreffen  wird;  eo  iit 

Wir  wollcD,  be%'or  wir  weitere  Anweadungco  von  diesen  Be- 
stimmungen inachco,  noch  untersucheu,  welche  geometrische  Deu> 
tuog  die  übrigen  Coefilcicnten  xuicuiscp,  wenn  einer  oder  mehrere 
io  der  allffemeinen  Cteichung 

der  Flächen  des  zweiten  Grades  Null  werden. 


Wir  8ebeD_  ans  %.  l.  8),  §.  2.  4)  und  %,  3.  1),  daas  keiner  dec 

i9,       D  und       von  den  übrigen  abhängig 
ist,  mitbin  kann  einer  oder  mehrere  der  übrigen  Cnefficicuten  yr^ 


Coefficienten        C-,  i9, 


B'\  C"  zugleich  Null  werden,  ohne  dass  die  geometrische  Bedeu- 
tung der  erstem  eine  Aenderung  erleidet  Wohl  aber  erkennen 
wir  ans  f.  1.  14)  nnd  f.  3.  1')^  dass  A'  und  Yon  C*  hin* 
ffcsen  von  C  abhnn^iu  ist,  und  duss  für  ^  =  0  und  C=:0  im 
Allgemeinen  nucli  /  .  it\  C'  im  Null  werden,  in  welchem  Falle 
auch  die  Fläche  /'  nietnuls  eiu  Lllipsoid  sein  kann,  welches  srtiou 
daraus  erhellet«  dass  die  dieicbung  Äv* -i-äjEr'yHr />  =  U,  weun 
B=0  ist,  in  tB'y-^ D=sO  Bbergeht,  welche  nnr  eine  einsige, 
nber  eine  reelle  Wurzel  hat,  weshalb  die  Transvcrsnle  OQU  weder, 
firio  Tangente  an  dio  Flache  sein,  noch  dieselbe  in  zwei  Putikfrrj 
trellcn  kann,  wtis  doch  notbwendig  Statt  linden  miisste,  weuu  die 
Fläche  ein  Llli{)soid  wäre  und  der  l'unkt  O  nicht  auf  der  Ober* 
flSehe  desselben  läge,  welches  vr'ir  nber  Ms  jetst  noch  verausgesetst 
haben.  Ist  aber  auch  D  —  O,  so  folgt  aus  f.  3  13),  dass  einer 
der  Factoren  OB  oder  (Ui'  >j:\v\r\\  Null  ist,  dies  kann  aber  nur 
dann  Statt  finden,  wenn  der  tuurdiuutenanfaug  O  auf  der  Flache  P 
selbst  liegt,  in  welchem  Falle  aber  alsdann  sowohl  einer  der  Fuctoren 
OQ  oder  OQ,  wie  auch  OP  oder  OJP^^  su  Null  werden  sinss,  da* 
durch  alsdann  B^  C,  A\  li\  C  nobestimmt  werden.  Diese  Caef< 
ficienten  müssen  in  di<>sf>m  Fall  wie  in  3.  mittelst  der  Diametrai- 
ebenen 4)  5)  ü)  bestiuiiiit  werden.    Aui  srieicheu  Urle  haben  wir  sre- 

fanden,  dass  Ii" — — — ^  nnd  dnss  OA isz^-^  ist»  wnrans 

-i^=  'off~(f^  wird.    Wir  bemerken  ferner  noch,  dass,  wenn  B 

und  C  zugleich  negativ  siud,  ukdnnn  eines  der  Segmente  OB  oder 
Oi€  in  Besiebung  auf  das  andere  eine  ent gegen gesetsle  Biehtnng 
haben  mnss;  dies  kann  aber  bei  dem  t)llipsoid  nur  dann  stattfinden, 

wenn  der  Uimkr  ititH'rli.iHi  tlnr  Flärfn'  liegt,  in  diesem  Falle  ha» 
ben  aber  auch  du  S(  uaieuie  0J\  OJ*  wie  auch  Ofi  und  Ofi  ent- 
gegeugesctzte  Riciituug,  «lüu  sind  die  Froducte  OP.  OP^  OQ,  Oi£^ 
so  wie  das  Product  OR*OR  negativ,  folglich  die  Unotienten 

on .  OK  oii  on:  ^  . .  ,        .  ^  ,     ^  .  , 

(Ki  '  OP'  OP^  positiv,  woraus  bervorgent,  dusb  bei  dem  Ellip- 
soid  die  Coefficieoteu  B  und  C  immer  |>08iti?  sein  müssen.  Unna 
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•if  glei«b«  Art  kSasM  wirtcigttn,  dun,  wo»  «*  ibi  VMeielieii 
+  hat,  die  beiden  CoefHcieoteo  B  und  C  beim  xweitheiliffea  Uy« 

fierboIcMfi  ztii(^1(>icb  negativ  sein  rattnoBy. bcia  eMtbcAUgvil  lijrpcrb0"' 
oid  über  nur  einer  von  beiUeu. 

Ist  ferner  .#'r=0,  B"  =:0,   C^.O,  mj  iolgt  nach  ^.  2.  3) 

und  f  3.  1'),  dass  ^-^  =  0,  ^^-^  =  0,  £^£l'  =  0,  also 

OR=i^Olt,  OQ=z-^Ofi,  OPr=~OF  Ist;  die  Punkte  /l 
uod/tj  Q\  JP^  liegen  jilio  nicbt  aur  auf  entgegengesetzten 
Seiten  des  PaaktM  aondem  aaeh  gleicli  weit -von  demselben 
entfernt,  «Bch  erhellet,  dass  d^r  Pankt        weil  kein  besonderes 

Cuordinatensjstem  berück  sie  Ii  ti^-t  wurde,  drr  IVlittcl[>unkt  der  Fläche 
seio  musB.    Wir  -erhekeii  auch  nach  ticr  zu  i-.iide  von  ^.  3.  flreffe* 

benea  Tabelle  D^—OH*^  ^^1^^ 

schon  ans  dem  so  eben  Angegebeaeo»  data,  wenn  auf  diesem  Wege 
die  Discussiön  der  Fladen  vortrf^nommen  würde,  dif^rlht*  weit  an* 
sehaulicbere  Resultate  als  die  biüber  gefiiadeiien  iielera  würde, 

.        f ,  5.      . »  ' 

Aus  den  nm  Ende  von  ^.  3.  nngegebencn  CoefHcientenwerthen 
lassen  sich  viele  merkwürdige  Eigenschaften  der  Jb'lächeo  des  swei« 
ton  Gradea  dednctrea. 

Wir  bahe^  aäntieb  for  jadea  .baVabiga  Coardinatensjstea  ga«* 
fvaden,  daaa 

^  OK.  OK   ^  OR.OR 

Verlegen  wir  den  Coordiaacanaafang'  O  aaeh  irgend  cinam  an* 

dem  beliebigen  Punkt  0,  der  Achse  der  %  oder  der  LEaia  ORR^ 
und  ziehen  durch  O,  mit  den  vori^rrn  Achsen  der  r  und  y  re- 
spective  die  jmrallelen  0,F,V,^  0,Q/^,\  welclir  die  1  lache eben- 
falls in  den  reellen  oder  iiaagioäreu  Puakleo  r,^P,  \  Qt  ^ref- 
fea»  so  folgt  ana  der  Beaierlcnng,  dass  die  Coemdenten  JB  and  C 
durch  eine  parallele  Verschiebung  des  CoohUnataasyateaia  durehaaa 
keine  Veränderung  erleiden,  dass  ebenfalls 

0,R.O.R   O.K.0JC 

o.d.  o,a:^  ■  ^  ojF,.o.p;'    .  » 

Setzen  wir  die  Wartha  van  JS^  wie  aacb  die  van  C^änandar 
gleich,  so  erhalten  wir: 

0H,0R , o,q. . om;       oh  on,.o,p,.o,p;  , 

oa.oQ: ,o,R,ojt:        oi'.üp,o.r^o^^*"*"  ' 

VerlMKn'  wir  leraer  den  CoonUaatenaafiuig  ia  eiaen  gas«  baKebigett 

Ort  <9,  und  nehmen  ein  gana  beliehigea  Ooardiaatenaysten,  dessen 

Achsen  0^fij\  O^F^'  imt  jenen  des  vorherg-elicnden  Sy- 

stems durchaus  in  keiuer  lleziehunix  stehen,  bezeichnen  codlich  mit 

6\  die  Coefficienten  von  v'^  uud  u.-  in  der  allgemeinen  Glei-  * 
cbaag  der  Plttcba  F  (wo  jedooi  B^  und      ganz  aadera  Wartha 
haben  ala  0  nadT),  so  i^i  obeafalla  aach  f.  3.  11).  12) 

.  ,  — OQ,,Ö(i"'    ^  ~~  O^P-,  »O  P%'  ' 

Ks  bezeichnen  yi., i^^U^^  ^  die  ffaiebacbaitti^nkta 

der  neuen  Achsen  O^P-^  der  a,  y  und  x  m\l  deiv 

Fläche  ^erleg-cn  wir  jetzt  den  Coordinatenanfanfl;  0^  nach  irgend 
einem  andern  Punkt       der  Achse  O^B(-  dar«»  und  ziehen  O^^Wt 


Digitized  by  Google 


O^P'i  rpsppctive  paraliel  mit  den  Achsen  O^Q.,,  ^^.P\  der  y  und 
je  des  näciiätvorli«rffeheodcD  Coordiaateosysteius,  so  imbeu  wir,  weil 
bei'  «Kettr  Goerdio&a-'Vnrindeniiig  4k<t  W«rtke  von  «od-  nii<p 
verändert  bleibeo,  wenn  /*„  P'^  die  Dnrelisehmtt^pnnkle, 

der  neuen  Achsen  der  y  mtd  alt  der  I^cbe  JF  beieiehnenp  vedi 
den  gleichen  Nemnern: 

Setzen  wir  diese  Werth«  von       and  Cx  jenen  vorhin  gofnn- 

Btt  f^eich,  80  ist: 

Setzen  wir  dieses  Vef&bren,  wodurch  wir  die  Oleichunp^en  1) 

und  2)  erljalteu  haben,  weiter  fort,  unt!  bezeichnen  die  hurch- 
scliniftspiinktc  der  Fläche  F  mit  den  {lufeioanderfolgenden  Achsen 
der  Ai,  y  und  a:  respective  mit 

"Ä,,  Ä',,  Ä,,  »  .  •  •  . 

öo  e  .      fc,   »^^*S^ 

80  erhalten  wir: 

^,«4 •  ^•«'4 •      . e^.ir,  —    oy^.o\F^.o,R\.o,R\  —  * | 


Am  der  Multiplication  der  Olrichungeo  1)  2)  ...  5)  erhulten  wir: 
\o,R.OtR.O^R,,0,R\.0tR.M,K^  (hn^iRn^ihm^» 

op  ,op'  ,0^,  0(i  .  o^F^ .  o^F^ .  o^a^ .  <?^<y, . . 

H&tten  wir  die  mit  ungeraden  Stellenzahlen  versehenen  An- 

fangspanlcte  der  Coordinatca  auf  den  Linien  19^,  O^Q^^  ^«^4  

oder  afirh  mif  0P\  Ö,/",,  O^P*^   genommen,   so  wäMen 

wir  äliiiliche  Gleichun^n,  wie  die  in  0)  erhalten  hat»eu. 

8iud  die  sämmthchen  A«fa«eD  der  %  nemlich  OH',  0^1^, 
*.  Bo  gezogen,  due  aie  di«  Fliidie.#'  heiühfen,  eo 
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IwlMB  wir  fin^OR,  0,R=iO,H\  0,H,=:O^JV,i  u.  «.  w. 
«Dil  die,Gliicliiing  6.  gebt  in  fpigende  über: 


9' 


I 


! 


1* 
± 


f 


1  •• 


■  • 


..Vi 
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8) 


Nelimen  wir  aber  die  beiden  andern  Acliiten  jedenmal  taogirend, 

HO  dass  also  OQ',  0,Q,,  OJ^^  ;  OP,  ö,/»',,  O^i^^  

die  Fläche  F  beruhreo,  so  wird  fßQ:=OQ,   0,Q^  =  O^^t^^ 

O^Q^z=O^Q^  ;  OP=OP',  0,P,  =  0,P',,  O^P^^O^F'. 

uod  wir  ertiahen  aus  6)  folgende  Gleicbuoi^: 

Sind  eiidiicli  in  jedeitt  CkftordinftteDsystem  aUe  drei  Aclisea  tau- 
gireod,  so  ist  aus  dj 

j     OR  .  O.R^  .  O^R^  (hnRn 

  OP  ,00.,  O^P^  .  O^Ui  (hnPln  .  ainihn 

 O^P,  0,0,  .  0,P,  .  0,0t  02n^tP2^l  .  fha^\02»-^\ 

VervieitucLen  wir  die  Gleickungea  der  Demlicheo  Numiuern 
1,  2y  • , .  5,  jedoch  so,  dasi  die  .  reebte  «nd  die  Unkt  besondere 
Prodncte  bilden,  eo  erholten  wir: 

5s 


'^5 


1? 


+ 


I 


■j 


+ 
+ 


55 


I 


+ 


5?' 


+ 

II  • 
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N'ehmen  wir  auch  diesmal  alle  AcLsen  der  »,  y  und  x  tangircnd 
an  dif'  Fläche  F,  so  ercfebca  sich  aus  diesen  Gleicbungen  folgende: 


Oi\O^J\.O^P^  (hnPin 

Addiren  wir  endiicb  die  Gieidiungen  2|,^.5  in  der  nenlicha^ 
Ordomig,  so  ist: 


5"  J^f 


+  +  1: 


>»  ^  ^  -e 

^  ^'^  2- 

u     o  I«- 

*         «  O    Ä  Ä 


M       I  > 


M 

M 


I  ■ 


—  —  _.  g 


f  f 

\  ^  i 


5? 


r 


5s 


M 


rr 


r 


4 
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II,  BestiiliBaiig  der  geonetriBcbcn  Bedeutung  der  Coef- 
ficienteo  der  Gleichung  der  Fläclien  des  dritteo 

Gradea. 

f  1. 

Da  der  Canjj:;,  drti  wir  bei  diesen  Befitimmungen  pinsrhlagPii, 
öfters  mit  ^eueiii  des  in  1.  beurbeiteten  GegeostaudcH  ubcrciustimmt, 
M  werden  wir  nnt  vtt  deo  belreffenden  Piulen,  um  WidderholnegeB 
in  veraieiden,  auf  denielben  belieben«   Der  ellgeMeinett  Gleiebnag 

H-  3  6a:^x  -+-  3  A'ory 4-  3/.ya; ' 
-1-3^'«'  -l-a^y»  -*-3C'^»  4-3/>'^y-h  ^ß'^si     ^Py%  \ 

der  PlIcheD  dei  dritten  Grades  geben  wir  folgende  sn  nnsenn 
Zwecke  dieoliebe  Fonnen: 


=0.,.l) 


r  .ß  .BT 


I 


0  8) 


H-3^4:*  "HB^c  I  ^ 


Wir  haben  hiebe!  .wie  in  1.  kein  betoaderes  Coordinaten- 
beriicksicbtiget. 

Wenden  wir  das  gleidie 'Verfahren  wie  in  I.  %.  1.  an«  und  be- 
zeichnen die  Wurzeln  der  aoS  2)  durch  die  nuf  einander  fulgendcn 
Substitutionen  von  y'\        y  statt       y  eDtstaodeDen 

Gleichungen  respective  mit  Vi^ai^,  %\  \  %'\^  «  3s!\  \  4%,  %"\\ 
lo  erbalten  wir  nncb  4er  Tbeorie  der  Gleicbungen  dei  dritten 
CItndei: 
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Ä'i  +  V,  +  %\         3(^3^+       ^  5) 

»^      a">  =  -         -hBa^'-h^')  . .  6) 

»'^^^»\^M\^^2(J^^^J0a^^A')  7) 

Ava  diegem  üt: 

^  —  S(a?_a/) 

3(y -y) 

Bei  der  CanstrnrHon  dieser  beiden  C'opflicienten  -  Werthe  ver- 
fahren wir  ganz  gleich  wie  bei  Jeuer  der  Wertbe  von        C  in  I. 

S.  1,  BestiehMD  wir  di«  DarefiseliirittipuDkte  d«r  mit  der  Aciise 
er  M  parallelen  Linien  {:v  =  a:\  y^szf/),  (.v  =  .t'',  y  =  f/), 
(r  =  ^',  y  =  y"),  die  wir  J*'/.',  P'^L",  P"'L'"  (Taf.  IV.  V\^.  2.) 
ueuuen  wollen,  uod  der  durch  die  Gleichaug  1)  uusc^edriickfen 
Fläche  F,  respeciive  mit  iV',,  M'\  jV",,  M'\^  iV",;  M'\^ 

JU*"^i  3t'\\  und  denken  uns  von  M\  die  Linien 

M\A''\,  iW.iV'",  parallel  mit  der  Achse  der  a:  bis  an  die 

Linie  P"L",  und  iW'.iV;',,  iV'.  V'",,  J/',A'",  parallel  mit  der 
Achse  der  y  bis  uo  die  Linie g^ezogen,  se  erhalten  wir,  wie 
mm  oben  angegebenen  Orte; 

 Jr,jr.H.jr.Jv..^if.A- 

Durch  ein  äbnlidiei}  Verfahren  uii^  den  Gleichuogen  3}  and  4)  er- 
halten wir:        -      •  -  •  r  - 

.  .  '  •    ip-p'       ^  ••••• 

In  diesen  Ausdrücken  bedeuten  m'\y  P9^'^^m'\j  n'\  a.  s.  w.  in 
Besiehnor- auf  die  PiSebe       und  die  Linien  (^^^;'n^«'); 
(^  =  .r",  »rsM^U  (^=  v\  ;«  =  »");  (y  =  y',  »==V);  , 
»=*');  (y  =  y',  3:i=  a");  die  wtr  rcspcctivc  mit  /^T.  ;/ 
tt'X',  7i"X",  7r"'k"'  bezeicLncti  wollen  (diese  Liuicu  h\nd  alle  in  der 
Figur  angezeigt,  di«  Punkte  m\f  .  . ,  fjb\  .  , .  wie  auch  diu 

Linie  wi^i»'\  u.  a.  w.  lind  weggeiasaenl  da«  bleiche,  was  JIPi,^3Af\, 
3f'\.  A'\  u.  s.  w.  in  Beziebuair  anf  die  Flä<?be  i^«.  nnd  die  Linien 
i»"/.".  bedeuten.  '  ' 

Ganz  aut  gleiche  Art  wie  in  1.  1.  15.  können  wir  für  be- 
Ändera-  Pille  «•  in  10,  11,'.  *.  •  IS)  geAiadeaen  WetOie  ven  A 
^ . . .  •  n.  I.  w.  nocb  Tereinfachen,  so  dass  sie  din  Famien 
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 ijy— —         i;r|ir         '  /  

eriiftlteii. 

Setzen  wir  zuerst  in  der  Gleichung  2)  a:  und  y;  alsdann  in 
9)  «r  und  m\  and  endlich  ia  4)  y  VDd  gleich  NuU,  ao  erhftUcB 
yru  Irigeade  ^Sleiehttogea: 

M'^Zjfx^^ZJ'M'^ß^^sO  1) 

Bescichncn  wir  rcspectiTC  die  Waraeln  dieser  Glcichmigcii  »U 
»M  «.f       y«  yat  yi»  ^«^»m  ^iS  «»  beJumDlUehf 


oder  wenn  wir.  wie  frSber,  den  Coordinaten- Anfana;  nilt  O,  die» 
Durclischnittspuniite  der  Achsen  der  %^  y  und  ac  mit  der  Fläche  F 
be^ieblich  durch  Ry  R^  Qf,  QT^  P,  P"  bezeichnen, 
so  lat: 

iy'=s^0iLOR.o»*%  S^^ofioQ.OQri  ^=s-op.oj^.oj^i 

wonuM  wir  BOgleicb: 

erhalten.  Da  wir  Liebei  kein  besonderes  Coordinateu- System  zu 
berficksiciitigeo  brauchen»  so  nebmmi  wir  daiselbe  ao  an,  daas  es 

mit  jenem  in  1«  entweder  das  gleiche«  oder  doch  mit  ihm  paral- 
lel ist;  alsdann  werden  wir  mittelst  drr  Stihstitution  der  soeben 
ffetuodenen  Werthc  von  B  und  C  in  den  Gleichungen  12,  13, ..lO 
nigende  Coordinaten - Werthc  erhalten: 

in<\t(\^h\n\^m'\n;\  .OR.OR .  OST 

%v"p' .  OH .  oq:  .  w  * 

WS         (m'-.j^t  -f.  m"\n'\  -j-  m"\n-",)  ,OR,0R  ^ORT 

Wie  ,op  .or  ,op*      '   - 


abffekürxten  Weithe  4ieMr  Coordüialin  4diid  m  f«  1.  16w 
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dem 

«US 


Wir  ffclanaren  zur  Bestiminuna^  der  €oef&cieiiteii  At,  B'.  C  in- 
Avir  henierkcti,  tiass  bi  i  «Icr  gleichen  Bezeicbnuni^  u ie      4  % 
üeD  (i'leicliUDgeu  1,  2,  3  jeoes  Pnr«gr»piien  foigt^  dass; 


isf,  und  wenn  wir  in  diese  Ausdrücke  die  Werthe  von  z     »  ^ 
Vx  von  B  und  C  emtuliren,  so  erhalten  wi/'nlsdaDo: 

g^,         iOP  -f-      4-  >^>/"  </A'  (^A' .  f^^a  }  1) 

Nun  ist  «her.  wenn  all«»  drei  Wurzeln  der  Gieichunir  «  2 

«osiiir  sind  fIIi±JlIL±2!L^  üB^M.±£S:  ^  ' 

positiv  sinu,  I  _^  OH-i  j  aoii  ^^p„  ^ü- 

'   1          gleich  dem  dritten  Tbeile  der  Summe  der  Ab- 

stunde  der  beiden  letsten  Durcbsclinittspunkte  B!  und  H  "  vom  er 
sten  Ä  macheo  so  ist  OL  die  Entfernung:  des  auf  die  eben  anirel 
gebenc  Uej-se  be'stimraten  Punktes  ^  vom  Goordinatenanfance  Sind 
M  und  N  auf  d.  i,  Achsen  der  v  und  a:  in  ße/Jehunc-  alif  di« 
Punkte  Ö,  U  a  ,  I\  J  \  P'  ebenso  bestimmt  wir  Z  in  Webm.» 
auf  die  Punkte      R\  Ii  ,  so  haben  wir  auch  zufoi^,  l ) ,  '^""«^ 

Doch^dLiir  Gleichungen  f .  ^,  1.  2.  3.  folgt  aber  auch 

—  -  j   

ist.  Fibrrn  wir  sh,i(  x         ».  s.  w.,  wie  auch  statt  ß  und  T  ihre 
Werth«  in  diese  Ausdrücke  ein,  so  erhalten  wir: 


•)  Der  oben  angegebene  Werth  von  ^  hänirt  jedoch  noch  auf  verschie- 
<^^^^^  Art  von  dem  Vor/.  ir!,en  der  Wurzel,,  x.,  s,  und  -    ab  npm  il. 
J  U.nn  in  Beziehung  auf  diese  Vorzcuhen  noch  fnlpen.7,?  W;rthi  i, 
ben:   -     -»»-^-i  -s. 

1        '  3  '  3  ^  ■^'^n  welchen 

fel**ilfj*/"*  i*^^^'"  nur  das  Eulgcgengeseutc  der  drei  erj^tem  sind- 
lar  diese  drei  finden  w.r  .„f  gleiche  Art  wie  ha  Te^tc  res^ictive:' 

(-ÖÄ-f-^^-=t^)l  gaat  auf  gleiche  Art  latoen  sich  auch 
finde«.^*'  ^  Coeflicieoten  ^,  C  drei  verschiedene  Werthe 

TbtU  L  . 
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{OR.OR^OH.OR'^-OR  .OK) 

%.  4. 


•MR.  ob:,  oh 


.  OH.  OH.  OH 


Um  geometrUclic  Ausdrucke  fUr  die  vier  ooch  uobestimmteo 
Coef&deaten  jP,  E'^  D\  F\  in  erbBltett,  kehren  wir  xn  iler  GM* 

chonfHT  §•  ^-  zurück,  und  tetien  in  jene  iiarlirinnndcr  x\  j/; 
.7',  y";  //.  //";  !><'z<!^irlinpn  alsdann  dip  Wurzeln  der  resul- 
(irciulrn  (iU'icbuiig^ea  rcspective  mit  a',,  3',,  s\x  a",,  a",,  a",; 
^  la  *  a>  *  »i  *'*^i>  ^"'•j  liaben  wir  zutulgc  der  Ktgen- 
scbitften  der  cubiaclien  Gleicbungen: 


+     y  -f.        +  yT)  . ; . , ;  IX 

-^Fy-\-Ka:'^A)  2) 

J^F'ff-\-Eaf"-^j:')  3) 

-h  %^x*^t  H-  =  3( JSy  »     /Vj^^'  H-  G'^"* 

-h  F-y  -4-  J^«"  -H   4) 

Subtntbiren  wir  die  erate  toi  der  zweiten,  uuii  liividir&n  den  Rest 
^nrcb  ^  —  y,  so  ist 
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Es  fiind  aber  oacb  noarrer  in  f.  1.  aoffcoonmeuen  BeseiebDuutr 

il/"*  2,  J/'* ,  die  ()iirrlisclini((.s|)UDk(e  der  Fläche  jP  uud  der  mit  der 
Achse  diT  £  pura)iel(>u  l/ir.ien  P'U,  P"  1J\  P" IJ'\  P'^'JJ^\  so 
dass  also  s',  =  y^»/',,  3',  =  /*'iV,  u.  s.  w  

Darcb  die  EioführuBflf  dieser  iJoien  in  die  letcti»  (ileichung 
wird:  "  ' 

i  #»#  Wr,.p/rj||f  r^.p"»;!!-^  ji"'^^.  p- jT .  J^gr^-^PM^J^if^  ] 

.  ZF'P.F'P 

Construireii  wir,  um  diesen  Aosdnicfc  kürzer  dar/iisfcHcii, 
Z1^is^I,en  P"  Jt"',  und  /"'.V'»',,  /'  '  V",  und  J*"J/  \, 

und      M/",.  /''.V,  und  /»'.I/',,  P"M"\  und  P'^Ai"",.  u.  s  %v  

und  yj/'jdie  mitllcreu  Prunortionalm  *V"',  7"     A'  ,  7' 
JS",r\,  AT'.T*,,  Ä^^T"^,,  Ä**',7*",.Ä",T",.  A'  ,  T'„JS'\T"',, 
fir.T"',,  Ä",T"„  ÄT.T',;  bilden  abdAon  aus  A'»-,  T'^  und  A".  r, 
ein  rechfwinklii^cs  Dreieck,  deaueo  Hypotenuse  soll, 
ebenso  beztMcLncn  wir: 

die  Hypotenuse  d.  rccblw.Dreieck&aus  A     7*",  u.A'",  7^',  wit#'  ,# 

-  *    -     -    -      -       Ä''^r'^- Ä-,r,  - 
 Ä'^r'^-  Ä'.r.  -  ^\M\, 

FfibrcQ  wir  diese  flypotennseii  in  dei  obigen  Wertb  von  F 
ein,  so  erbelten  wir: 

-r—  %F'F.F"P 

Wir  erkennen  aber  hierin,  dass  die  Summe  dir  drei  ersten 
Quadrate  iIit  Ding-nnale  #"',.''^3  eines  recli(\viMkli!;(Mi  1'arailele|ii- 
peds  dessen  kanten  «"^V,  üiud,  gleich 

ist^  und  ebenso  ist  die  Summe  d«r  drei  Huiiern  (Quadrate  dem  Hua- 
drate  der  Diagonale  •"\»"\  eines  andern  reclitwiokliffen  Parallele- 
pipeda  gleich,  dessen  Kanten  *  ',#"„  #'^',#"„  #*",«", 

aindy  and  e«;  T\'ird  daber  der  letzte  Aasdnicl^  zu: 

«  —        ^P'P'  F"  F         otier  ^       ^F'  F  '*  •••••'l 

wo  die  zweite  Catliilo  rin»'»  rechtwinkligen  Dreiecks  he- 

zeichnet,  dessen   llvpotenuse  dessen   erste  Calbetc 

*  t*  *  i^^'  MitteUt  dieses  Warthes  von  I'\  und  des  in  §.  2.  6)  ge> 
fnndenen  Werths  von  E  erbalteo  wir  aus  der  Gleiehung  5),  wenn 
wir  die  oben  aogegebeiien  BeseichnuDgen  und  Ußlfscoealrnetioaeo 
gebrauchen: 


« 
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I 


•55. 


I 


>1 

• 

5? 


+ 


+ 


Aaeh  In  diesen  Anidrucke  kann  dus  erste  Glied  des  zweiten 
Tlieils,  wie  io  8.,  einfarber  durgestellt  werden.  Subtrahiren  wir 
2.  VOD  4.  UJltl  divid'reti  dm  Hest  mit  3(.^r"  —  .r'),  so  ist: 

Sobstituiren  wir  bieriii  den  vorhin  gefundenen  Wcrtli  von  P.  und 
den  in  %,  2.  8.  uugegcbcueu  Werth  vun  6-',  und  gebrauchen  die  im 
AnÜMi^  dieses  Pliragrapheii  engegebcDee  BeteiehDungen,  se  erhal« 
teil  wir  wie  »10..  •  •  -  ^      '  . 
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Vm  endlich  den  Coeffif fontf»n  /}'  zu  hestimi  , 

der  (jlcichung  ^.  1.  3.  nach  einander  a*',  s' ;  .r",  x'  statt  :r  und  s; 
so  folgt  wie  oben,  dass»  weoa  wir  mit  y'j,  y„  y,;  y",,  y",,  y", 
di#^  Wumla  der  reraitireadM  Gltiebnngeii  beMiekaen: 


 Gleicbuogeo  von  einaDder  rabtrabirt,  nad  dea  Rest  ait 

3(«^^«^)  dmdift,  geben: 
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Aas  dieser  Cleicbooff  finden  wir  durcb  Kinführunnr  der  Werthe  von 
y„  y*„  o.«.  w.,  ferner  Yon  Ä,  L  und      falgeodeu  Wertli  von  /f : 

II  • 


5 


+ 


+ 


M 

t 


3 
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Ha  die  t  üctiiciptiten  B,  C,  t,  />.  F,  A',  /.ihre  Wirihc 
uuvei ändert  beibeliuUeU)  wuhiu  wir  auch  d^is  Cüorduiutcosyätcm 
parallel  mit  sich  lelbtt  vernlckeD,  so  können  wir  nbnliehe  Eigeo- 
scliaften  dc^r  TraoBTersalen  in  BezieLuag  auf  die  Flachen  des  dritten 
Grades  berleiten^  wie  wir  es  in  1.  5.  hvi  den  Flärlien  dos  zweiten 
Grade«  getban  haben;  da  aiier  die  Berleituug  ^aui.  die  gletcb«  ist, 
vrie  a.  a.  0.,  so  brechen  wir  hier  diese  UotersucbuDgen  ab,  bis  wir 
•n  einem  andern  Orte  diesen  Gegeutand  ansfiilirlicJier  bebandeln. 


XLVU. 

Ueber  Bernoullische  Zahlen  nnd  die  Coef- 
ficieoten  der  Sekaateureilien. 

Von 

Herrn  O.  Seh lö milch 

xtt  W^ioMr. 


IKe  folgenden  Entwickeln o gen  beruhen  anf  swei  wiehtigen  be- 
stimmten Integralen,  niimlicb  ^ 


•/T  fe^  '  -* 


0   n«»     ,   X 

die  sich  im  Zusaaimeobange  mit  der  Lehre  von  den  bestiniiuleu  in- 
tegralen nebst  einer  Menge  ähnlieber  leicht  entwickeln  lassen,  die 
man  aber  nich  mittelst  der  beiden  Formeln  von  Fnnrier 


y(jp)  sss  — y  ^  cos  t^Odi}  I  ^  coji  a;(:JäQ 

cp(^)  J    sin  jj0r/i^  /  sin  JcOdQ 


1 


leicht  veriücircu  kauo,  indem  mau  im  ersten  Fall  qA0)=Z'-rr 

nnd  im  sweiteo  ^0)  =  setst  Dnrch  die  ersCe  lotegntion, 

^    —  1 

welche  man  nach  (ij  uod  ^2)  ausführt,  gelangt  man  zu  einem  Aus- 
drucke,  der  wieder  gans  iuiulidi  anssieht  «ad  sich  raf  gleldke  Wciw 
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iBtefrifca  Im,      4bt»  mmm  nklit  cm  iitthctii  Bcnilat  W- 

koniBt,  wie-diess  der  Fall        mmm^  wwmm  4tc  Istegnle  (1)  mmä 

^2)  richtliT  «"in  sollen. 

Maltiphcireo  wir  (iji  mit  ^i},  so  wirü  jftiit  der  reditea  8eite 

•»11 

Nm  giekl  aber  die  IKtisicB  wen  jm  Ar  cee  jr  die  be- 

kaontcy  mmch  PoteucB  reo  jr  geerdeete  Retke  «eixt,  eiee  ■eee 
Reihe  ves  der  Fora 

■•C« — ^•^1.2'*^^  1.2.3. 

wo  Äj,  i?,.  ...  8:(^wib&e  Zahleo  sind,  die  eioc  iotcressaate 
Analogie  zu  den  BernouUiscben  Zmkien  ß^^  ß^,  /f^,  ...  besitzen, 
welche  letztere  hekuotlieh  ie  der  Ceefcewt—reihe  eiae  wichtige 
Rolle  spielen.   

Schreiben  wir  i/ —  1«  für      lo  wird 


1.2"  ^1,2.3.4 
,  wenn  wir  diese  Reihe  suU&lituiren 

*^  e  ^»•'-i-o  *•* 


Den  Neuner  deä  lolegraU  wollen  wir  kurz  mil  beieiciineu»  und 
cpe  in  die  hdiaoote  Reihe  eotwickein,  wobei  wir  die  Polcaaco 
voü  .r,  welches  in  Bezog  aef  die  Integration  Consteolc  iet,  vor 
Integralzeicken  setzen  können.    Wir  erhalten  dann 

U/i  iV       1.2/0    N         1.2.1. 4./o     ^       "  J 


•  •» 


=  ^«  T2  ^«       1.2.3.4  ^*  ^ 
•iio  dnicb  Veigieichung  beider  Rethrn 

oder  ellgeaeie        — =  S%t,  d.  i.,  wcii^  wir  den  Werth  ▼ob 

ilT  wieder  einsetzen. 


C  C*  * 


Dwcb  ciB  ihidiebee  Verfthrca  erhalten  wir  ans  (2)  ein  bestiaMtei 

ktegral,  welches  die  (2»—  l)te  BcrnouUlache  Zahl  aaedrückt. 

ftluUiplicircii  wir  niaaiek  beide  beiiea  tob  (2)  aut  1,  so 
wird'  rechts 


*  rJf  —  «— f       7\/ZZ~i{jgx  e-*)  — «iuV^—  Ijc 

also  . 
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Setzen  \^ir  zur  Abkurzuug  _  ^  r=  M  und  geben  vermöge  der 
Heküuu  Uug    =  cot  «  —  2  cot  2«  zur  Taogeote  über,  so  ist 

J  ^  Mß  sio  aar«  —  sin  ^G)dB  =  taog  l/—  1*. 

Entwickeln  wir  nuo  tang  —  l.r  in  <!!»>  Ik  kaimn  Picilie,  welche 
die  UernuulliücheD  Zablco  involvirt,  und  ebeusu  siu  2^0,  sin  ar9 
io  die  nach  Potensen  voo  drC^  forUchneiteiMleii  Reihen,  ao  babea  wir 

-  TTsT 

,   1  OS  04    1  04 

-1-  1,^5"«?  '  ^       —  "  •} 

und  TergieicbeD  wir  beide  Reihen^  Glied  lur  Glied,  eo  enteteben  die 
Relatiopeo 

oder,  weuii  wir  für  iV  scineo  Wertb  Hclirciben, 

Die  Ausdrücke  (3)  und  (4j  sind  zwar  schou  au  bicii  beinerkens- 
wertb,  in  ao  fern  me  jede«  der  inteieeaanten  Coefficieaten  B^m, 
S^tt-A  dnrcli  ein  bestimmtes  Integral,  also  in  gescbloaeener  Pomi 

darstellen ;  interrssunter  aber  ist  folgende  EotwickeluDg,  durch  weldie 

man  zu  einor  Rclutiun  zwischen  ß^n  und  ßin—i  selbst  gelangt. 

Wir  setzen  in  (1)  —  lor  für  Jir,  BultipUctreo  beide  Seiten  mit 
2  sin  ;r,  und  haben  m 

y**  S  siu  jr .  cos  V^^^xBä^  2sin  jc 

Zerlegen  wir  ferner  das  Produkt  2  sin  .r-  .  cus  \/ —  \^cQ  iu  die 

Summe  sin  (1  -h     —  -f-  sio  (1  —     —  entwickeln 

dann  beide  Ausdflieka,  links  die  beiden  Sinoa  und  rechts  die  Taa* 
gentej  in  Reihen,  ao  «nd  deren  (2»     1)1»  allganeitten  Gliedar 


1.2....(2fi»l>  • 
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oder,  weuu  wir  deu  Neoner  uoler  dem  lutegralzeichea  wieder  mit 
A  bctseicbBCD 

 ^  <*9=(-l)-+i  5;  ^Ä*.^i(5) 

Eotwicketo  wir  nun  die  Potenzen  (1  zir  l/*'— 1  1  nach  dem 

BItfoiiiahbeorsiB,  wobei  wir  die  BiDomialcoefficUiiteii  mit  (2» — 1),, 
(2/>^l)i, ....  tezeMiDen,  so  M  «nser  iategtal 

oder 

Aber  jfdeä  dieser  Jntegraie  lässt  sieb  nach  (3)  auätübren;  und  wir 
erhalten  mit  Rücksicht  auf  (5) 

(zL^j-t!  3*--!  (8»»  _  1)       =s  (2#r:rij;^^  _  (2^1)7^. 

-4-  (2«— 1),/?,  -  =t  (2/.  —  l>b-2Z^2.  2  .  (6) 

eioc  sehr  einfache  Kelatiun  zwisclu  n  den  auf  einander  tolLccudfn  Se- 
kantencoefficienten,  einer  üeraoulUscheu  Zahl  und  deu  üiuamtulcoef- 
ficienteii  ibret  ]o4es.  * 

Dieses  Resoltat  lässt  sich  noch  anders  schnibeB. 

WeDD  sian  DänUeh  die  i$ekaiiteiireibe 

Bec  ^  =  Ä„        + . . .  H- 1::::^ + . .  . 

2«  flial  ilifierensürt,  so  ist 

wobei  4le  ftaebfoigeodeB  Glieder  Doeb^  eBtbsIteo.  Also  far*j?ssO 

d>»«eca.- 

Ebeoso  erbfttt  aan  ans  der  TaDgeoteoreihe 
iuuM         «»^y  ^ O  fr  ;  _i_        -     Ä  .r'-l- 
A  •  ^  •  •  •  «^y» 

4ai«k  (ayt  —  ljuHg*  DMTiwiirtin»  ud  für  «sssO 

—  2n 


FübroB  wir  «cte  Wertbe  in  (6)  ein»  so  ist. 
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XLVIII. 

lieber  Cauchy*s  neueste  Cntersiiehiuigen  über 
die  EDtwickelung  der  gesonderten  Functionen 

mit  einer  verftnderliehen  Grösse  in  nach  den 
positiven  ganzen  Potenzen  die^^er  veränderli-, 
dien  Grösse  fortschreitende  convergirende 

Reihen 

Nach  den  Considerations  nouvelles  sur  la  theorie  des 
suites  et  sur  les  lois  de  leur  converg^ence  von  Canchy 
in  dessen  Exercices  d' Analyse  et  de  Pliysique  mathe- 
matique.  9c  Liviaison.  Paris.  1840,  frei  bearbeitet 
und  mit  erläuternden  Zusätzen  vermehrt 

fon 

dem  Herausgeber. 


♦.1.  _ 

Erklärung:.  Vod  üer  (Grösse  X -|-  ¥[/ — 1,  wo  X  uuU  Y 
reelle  aoabbäuglge  oder  «bhiogige  YerlBdertiehe  GrBMeii  beseich- 
.  nen  sollen,  sagt  man,  daet  sie  einen  endlicken  völlig  be- 
stimmten Werth  Ii a b e,  weun  die  GiSsteo  X  Und  IT  beide  Ood* 
liebe  völlig  bestimintc  VVertbe  hüben. 

Der  Null  uueiidlicb  uahe  kummeude  V eräaderuufcu 
der  einen  endlichen  völlig  l^stianiten  Wertb  bnbenden  Grosse 
y  —  If  wo  X  und  7  reelle  unabhängige  oder  abhängige 
▼eränderliehe  GrSssen  bezeichnen  sollen,  heisscn  solche  Verande- 
rongen  dieser  Grösse,  welche  der  iVull  unendlich  nahe  kommenden 
Veränderungen  der  reellen  Grössen  X  und  1'  entsprechen  oder 
durch  solche  Veränderungeu  diu^icr  Grössen  herbeigeführt  werden. 

Eine  FliocHon  /{jp)  einer  beliebigen  reellea  oder  ima^ioäreD 
Grosse  .t*  heisst  für  einen  gewissen  endliehen  völlig  he,- 
stimmte!!  Werth,  oder  in  der  Nähe  eines  g'ewissen  end- 
liclien  völlig  bestiHimtcn  Werths  dieser  veränderlichen 
Grösse  stetig,  wenn  diesem  endlichen  völlig  bestimmten  Werthe 
der  veranderlidien  Grösse  ar  ein  eadlieber  v6mg  hestiasitor  Werth 


')  rnter  gesonderten  Functionen  werden  liii  i  .Ii*  sust  sn|rpmnnten 
functiones  explicitae  verstanden;  da  dic&c  l:unctioncu  wirklich  von 
ihren  veränderlichen  Grossen  gesondert  sind,  so  scheint  der  hier  ge- 
bffsuchts  AoidnwlL  nieht  nnpansnd  su  sein. 
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<ler  Functiou  /{JP)  eDksprieht,  und  wenu  durcli  der  Noll  uoeDdlich 
Qabe  komoidiMle  verKnaeningjan  des  in  Rede  pteliend^ii  endlicheii 
völlig  beBtimniteii  Wertbs  tod  ^ der  Null  unendlich  naLe  kommende 
Veränderungen  des  diesem  pndfirlion  völlig  bestimmten  Wertlic  von 
a:  entsprechenden  Werths  der  Function  /"f.^)  herbeigefulirt  werden. 
Sind  dagegen  diese  Bedingungen  nicht  vollütiindig  erfüllt,  so  sagt 
man,  das«  für  den  in  Rede  etebenden  endliebeii  Völlig 
bestimmten  Werth  der  veränderlichen  Grdsie  ^  eine 
Unterbrechung  der  Stetigkeit  Statt  findof. 

Wenn  für  keinen  reellen  Werth  von        welcher  eine  Mittel- 
grös^e  £wi!»chcu  den  beiden  reellen  Wertheo  a  und  If  von  x  ist,  » 
eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  der  Function  /{a;)  Statt  findet, 
so  sagt  mon.  daea  diese  Function  zwiaeben  den  G-ränsea  0 
und     oder  von  a  bis  6  stetig  sei. 

Die  Function  /{a:)  heisat  ferner  zwischen  den  reellen 
Wej-then  r  und  /i  > des  Medulus  ihrer  veränderlichen 
Örös8e.rals  dessen  Gränsen  stetig,  wenn  für  keinen  Werth  der 
veränderlichen  Grösse  a:,  dessen  Modulus  t  ine  'Mlf felgrössc  zwisclien  r 
und  /?•)  ist,  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  der  Function  /'(^) 
Statt  lindet,  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  für  jeden  VVerth  oder  in 
der  Näbe  jedea  Werths  der  vcr&nderiiclieQ  Grösse  dessen  Me*> 
dulus  eme  MittelgrÖsse  awiseben  r  und  H  ist,  4i«  FoBctieB  /(at) 
stetig  ist.  . 

IitArsmtK*  Wenn  die  Fnnetien  |fas/(4p)  für  einen  be- 

stimntten  reellen  Werth  ihrer  u nabbüngigeo  veränderli* 

chenGrösse,  wrlrh  erder  KiofachheitwegeudurchÄ:  selbst 
bezeichnet  \v  erden  ni.tg,  reell  und  stetig,  und  der  ent- 
sprechende VVerth  J'i'^")  des  ersten  Üit'fereutialquotien- 
ten  dieaer  Fttnction  eine  endliobe  völlig  bestiaate  re<- 
elle>  aber  nieJit  versckwiitdende  Grösse  ist;  so  wird,.iB- 
deinman  die  unabirängige  verän  dcriiche  Grösse  von  dem 
bestimmten  reellen  Werthe  a:  an  sich  reell  und  stetig 
verändern  lässt: 

1.  wenn/'(^)  positiv  ist,  die  gegebene  Function  von  * 
dem  Werth  ey(.r)  an  zu-  oder  ubnelimen,  wenn  die  unab- 
hängige veraude  rliclie  (rrÖKse  von  deui  reellen  Wertbe 
a;  an  respective  zu*  oder  abnimmt;  dagegen  wird 

2.  wenn/'(^)  negativ  i^t»  die  gegebene  FttBCtion  von 
dem  Werfbe  f(a:)  an  'zu-  oder  abnehmen,  vrenn  die  unab- 
hängige V  e  r  ri  Ti  (I I' rl  i  r  Ii  r>  c.  i  it f  von  den  reellen  Weribe. 

^  an  res]»ective  ab-  miev  zunimmt. 

Beweis.  Uie  der  beliebigen  Aenderung  ^a:  von  x  entspre- 
ebende  Aendernng  von  '/(a:)  sei  Jy.    Nach  de«  allgemeinen  dO' 

griffe  dt'ü  Dinfercntiahjuutieuten  ist  f'{^v)  die  Gränzc,  welcher-^ 

sich  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähert,  wenn  man  sich  Ja:  bis 


")  lieber  den  allgemeinen  BegrilT  einer  Mittelgrösse  zwischen  zwei  aut^ereu 
Grossen  s.  m:  die  Abhandlung  XL.  $1.  im  dritten  Hefie,  so  wie 
(IfTin  ilic  in  (lieser  Abhandlung  bevvie.scripii  Sätze,  -wie  ^v^r  scheu  wer- 
den, überhaupt  eine  Hauptgrundlage  der  gegenwärtigen  Untersuchungen 
aber  die  Reiben  bilden. 
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zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Null  nähern  Iftsat.  Für  der  Null 
uncadlicb  nahe  kommende  Ja:  bat  also  ~  mit/'(jf)  oHeubar  cincr- 
iei  Vorseicbeo.  ist  £»lgUch  positiv,  so  ist,  iB»er  für  der 

Null  uoeoiilidi  Dabe  koameDde  Jx^  auch  ^  poBitiT»  nud  Jx.-wA 

Jy  babcn  folfi^lich  gleiche  Vorzeichen,  d. 'h.  die  unabbSugige  rer- 

ändcrliche  f.'rtisse  und  die  Function  nelinien  respective  vön  den 
Werthei^  .r  unil  an  gleicli7,eif i«r  zu  und  ab,  wie  behauptet 

wurde.    Ist  dagea^cn /"'(.i')  negativ,  so  ist  iur  der  Niill  unendlich 

nahe  kommende  Ja:  auch  '—^  negativ,  und  J.r  und  Jy  haben  folg^ 

Urb  cntgegeofietzte  Vorzeichen,  d.  b.  die  Funrflon  Tiimmt  von  dem 
^Vertbe /^.r)  an  ab  oder  zu,  wenn  die  unabhängiu^e  veränderliche 
Grösse  von  dem  Werthe  a:  an  respective  zu-  oder  abnimmt,  wel- 
cb«»  der  stmte  Theil  der  Bebanptung  war» 

f.  3. 

Krtttr  XM»at%.  Wenn  sowohl  die  Function  f^sc^t  als 
aiioli  ihr  erster  üifferentialquotie  nt  /'(.«•)  zwischen  den 
reellen  Gränzcn  a  und  b  reell  und  stetig  ist,  und  Ictz> 
terer  sein  Zeichen  niemals  ändert,  wenn  man  sich  a:  von 
d?£=r«  bi»  as^b  stetig  ▼erftnd.eru  Iftaat;  so  wird  die 
Function  fiai)  entweder  stets  wachsen  oder  stets  ab« 
nehmen,  wenn  man  sich  at  von  a?=sa  bia  Sß^b  steti^p 
verändern  lässt. 

Wenn  f\a:)  in  deal  Intervalle  ah  niemali  verschwindet,  90  folgt 
der  Sats  nuniittelbar  aus  dem  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen 
Satze.  Wenn  ahcry^(.r)  /  H.  für  den  zwischen  n  lind  fliegenden 
Wrrth  c  von  verschwindet,  so  daes  /"'(«?)  =r  0  ist,  so  denke  man 
sieb  das  Intervall  ah  in  die  beiden  Intervalle  ac  und  cb  gethetit; 
.dann  wird  /(.r)  nach  dem ' vorhergehenden  Paragraphen  aowobf  in 
dem  Ittten'alie  ac^  als  auch  in  dem  Intervalle  cb^  und  folglich  auch 
in  dein  'X'<'^^^^v\\  I ntor^nlle  fff>  onf"\^'r(lor  stcfs  waclisrn  ni!fr  sfrt^ 
abneliracu ,  Axohei  iiian  nur  immer  testzubalten  fint.  dass  nach  der 
Voraussetzung  die  Function  f{as)  zwischen  den  (jranzen  a  und  b 
reell  und  stetig  ist.  Dosa  man  gans  auf  ihalicbe  Art  'acbltegaen 
ktenle»  wenn /'(^)  fiir  mehrere  zwischen  a  und  d  liegende  Werthe 
von  jc  veracbwäode,  fällt  sogleich  in  die  Augen. 

f.  4. 

Zweiter  Zä«%nt%.    Wenn  sowohl  die  Functionen  y(^). 
/^(^),  als  auch  die  Functionen  $(^),  %'{fc)',  zwischen  den 
reellen  Gränzen  a  und  b  reell  und  stetig  sind,  und  /'{a:) 
ihre  Zeichen  ntemala  ündern,  aber  laiaer  entgegen- 

fe^etxte  Verzeichen  haben,  wenn  »an  aicb  a:  von  oftssm 
is  a:      h  stetig  verändern  Iiis  st.  so  dass  nrimlich.  wenn 
f{:r')  \'  o  n  ^  ^  a  bis  a-  ■=.  h  stets  positiv  (mI  e  r  stets  n  e  üt  a  - 
tiv  ist,  ^      **  biso;  =:  b  respective  stets  ucgu-  . 

tiv  oder'atets  positiv  ist;  ao  wird  immer  die  eine  der 
beiden  Functionen  f{x\,  $(^)  von  07  =  4»  bis  x^b  s(< 
Warbsen,  die  andere  dagegen  von  a:—a  bia  xtsstb  ateta 
abnehmen. 

Dieser  Satz  ist  eioe  uninittelhare  Folge  aus  dem  ersten  Zu- 
satse  und  ans  dem  in  §.  %  bewiesenen  Satne. 
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Ltthraatx.  Wenn  sowohl  die  F ti n  r t i  o  ne  ri  f\x)^  ^f-''*). 
als  auch  ibre  ersten  Differentiuiquoticntcn  zwischen 
den  reellen  Gränzen  m  und  ^  reell  nnd  stetig  sind^  und 
der  Differentialqootient  ^{pc)  sein  Zeiclien  nicht  .lodert, 
wpnn  man  sich  ^von  x^szm  bi«  X  =  k  «tetig  verändern 
lässtj  so  ist  derllruch 

jederzeit  eine  .Mitteigröss e  zwischen  tlem  kieinäteu  und 
grössten  Werthe  A  und  B  unter  allen  den  Werthen, 
weicbe  die  Function 

erhilt,  wenn  nnn  nleb  von  ^s=«  bit  Jt^6  stetig  ver- 
Undern  liset,  odejr  et  iet  jederneit 

Erster  Beweis.  Weil  A  nnd  B  der  kleinste  nnd  gfötite 
nnlwr  nllen  den  Wertben  «nd,  weicbe  der  Bnicb 

erhalt,  wenn  man  sich  von  =  a  b»  ^a=^  etotig  verändern 
läMt,  eo  beben  die  Grössen 

d.  i.  die  Grossen 

I3r  jeden     von  a;  =z  a  bis  a::=ib  oflenbar  entgegengesetzte  Vor* 

zeirhcn,  und  kcinr»  dieser  Grössen  ändert  ilir  Zeiclien  ,  wenn  man 
sich  a:  von  =:  <7  his  a:z=i  b  ^»tetig  t'ernndero  iHüät.  Diese  beiden 
Grössen  sind  aber  die  Difierentialquotientcn  der  Functionen 

/(«)  -  Aliai),  fix\  -  B%{a:). 

Also  wird  naeb  dem  vorigen  Pkrngraphen  jederzeit  die  eine  dieser 
beiden  Fanctionen  stets  wncbsen,  die  andere  dagegen  stets  ebi 
nehmen,  wonn  mnn  sirli  .7- von  ^  =  .?•  =:  Ä  stetig  verändern 
lässt.   Daher  haben  ofl'eubar  die  beiden  Üitl'erenzen 

/(Ä)  -  Am  -  \f{m)  AmU  fW  -  -  fA«)  -^wi. 
oder 

nnd  folglicb  nntärlicla  nncb'die  beiden  Quotienten 


*}  Wegen  der  Beteicbnung  MiJf  B}  9,  m»  den  Anfsits  XL.  f  83. 
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,   S(^)-S(«)  '  S(*)~SK«) 

jedenelt  entgtgengesetzte,  nlso  die  beideo  Grössen 

.      fib)  -/(«)    /(/>)  -  fC/r)  P' 

jedeneit  gleiche  Voneicben,  woraus  sieb  ergiebt,  dasa  immer 

folglich  noch  XL.  f.  3<^.  jedeneit  ^ 

/(/>) 

eine  Mittolgrttfe  swiMfaes  ^  rad  IP,  oder 

tit,  wie  bewiesen  werdeo  sollte. 

Z    t  i  t  r  r  B eweii.  Män  Iheile  die  Differenz  b^oxnn  glciclic 

Tbeile  und  setze  ' 

=s    also  « SS  «  H- 

go  ist  in  der  aus  der  üiÜerenzpiireclimmg  bekannten  liezeicbnuog 

/(«  H-      -  f{a)  =  4f\o\ 
f{m     2A)  — /(«  +  X?)  =  -t- 
/(«  +  3ifr)  — /(!» -h  W)  =  ^/(«  +  2^), 

u,  w. 

'  /(//  4-  Mit)  -ZI«  +(»  -  1)^)  =  1)*) 

nod 

8(«  -HA?)  -  BW  =  ^(ä), 
g(«  +  2^)  -  8(nr Ä)  =  ^«  + 
3  (rt  +  3^)  —  g(«  +  2^)  ^  -^(«  -H  2*). 

II.  8.  W« 

';^(«  -4-  nk)  —  %a  +(«  —        —  J^a  — 
Addirt  mau  nun  auf  beiden  älaiteo  der  Gleicbbeitazticbeo  und  setzt 
«  -I-  «/=:  Ä,  so  erhält  man  die  beSdeo  Gleichoifgeii 

f{^l,)^f{a)==zJf{a)-^^if{a-\-k)-^4f(*'-\-'^ 
«Odfolglicb^  ^^^^ 

'  k  k  k         '**        ■  * 
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Die  Gr'änzeo,  deuen  aicli  der  Zäbler  und  der  Neuuer  den  Brucbi 
aaf  der  rechten  S^ite  4et  GleickheitoteielM»  nftben,  weeii  »  in*» 
TJneodliche  "wächst,  Xr  sich  also  der  Null  immer  mehr  und  mehr  und 
bis  zu  jedem  beliebis^eD  Grade  nähert,  sind  offenbar  die  Summen 
aller  der  Werthe,  welche  die  Ditfereotialquotieoten  /^a?  und 
erhalten,  wenn  man  sich  ^  von  jc  =  a  bis  ap^b  stetig^  verändern ' 
lisst.  Da  nun  die  TOrstehende  Gleichung  für  jedes  posittve  ganze 
n  gilt,  so  iaty  wMin  wir  die  in  Ende  atekendtn  Snameo  respectivt 
üiurch 


bezeichnen,  oileubar  uucb 


m  -  f(a)  ^  -i 


Weil  aber  nach  der  VofmiMlm|p  die  ataBllicb«i  «iaielBMi  TM1% 
WS  denen  die  Summ« 

besteht,  gleiche  Vorzeichen  haben,  au  ist  nach  XL.  §.  42. 

Xa=db 


^erzeit  eine  Hittelgrilase  iwiscben  nlleii  den  Werkben,  welcb«  der 

%'{^) 

erhalt,  wenn  man  jc  sieb  von  a:=ia  bis  b  stctiac  verändern 

lässt,  ful^icb  auch  eine  Hitteigrösse  zwischen  dem  kleinsten  und 
ffr9i^«n  Wertb«  A  nnd  B  mter  allen  diea»  Werlbea  den  obigen 
Brttcbf,  DBd  MUi  kuiM  also 


folgiicb  aaeb  dem  Obigen  ancb 

f{h)  ^  f(n)  . 

aalMa,  wie  bewieeea  werden  "aollte. 

♦.6. 

ffaeb  den  im  varigaa  Paragraphen  bawiaaenen  Lehraatxe  lat 

aina  Mittelgrötaa  awiaebaa  dam  klaineten  nnd  grösalan  nnlar  dan 
Waitbaa,  walcba 
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erhält,  wenn  nittn  sich  von  a:  = «  bis  ^  =  ^  stetig  veräntiern 
läset«  Unter  der  VorensBetsung  nao,  data 

eine  swiseben  d^n  Grinsen  «r=«  und  a:  =  6  stetige  Fnnetion 
ist,  ergiebt  sich  ans  dem  Obigen  nnaiittelbar  nnd  gans  nnsweidev* 
tig,  dass  die  Grösse 

jederzeit  unter  den  Wertben^  welche 

erhält,  weon  man  sirh  .r  von  a:  =  n  bis  =  A  steti((  verüDdern 
lässt,  vorkommen,  oder  dass  jederzeit  einer  dieser  "Wertbe  der 

Grösse  tt 

gleich'  sein  muss,  so  dass  also  immer,  wenn  eine  gewisse  Mittel- 
grüsse  «wischen  m.  nnd  S  beseichnet, 

ilpesetst  werden  kann.  Setzen  wir  nun,  was  offenbar  in  allen  Päl«, 
en  Yerstattet  ist, 

so  ist,  wvW  nach  der  Voraussetzung  eine  Mittelgrösse  «wischen 
a  uuü  ä  ist,  ^ 

a'^e{6  —  a)  =  3f{a,  6), 

und  folglich  nach  XL.  §.  38. ,  wenn  man  nämlich  von  der 
Grosse  auf  der  linken  Seite,  und  von  den  beiden  Grössen  zwischen 
den  Parenthesen  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitssetchens  die 
Grösse  a  snbtrahirt, 

also  nach  XL.  ^.  37.,  wenn  man  nämlieh  die  Grösse  auf  der 

linken  Sfitc  und  jede  der  !»»'Mk'n  Grössen  xwischon  il<»n  Parenthesen 
auf  der  rechten  Seite  des  (jieichbeitszcichcos  durch  ^  —  49  dividirt, 

0  =  ^(0,  1), 

woraus  sich  also  ergiebt,  dass  O  immer  rine  Mit ergösse  «n'i.sclien 
0  und  1,  d.  It.  eine  positive  die  tiiuht-it  uicht  tidcrsteii^cnde  Grösse 
ist.    UteruuH  und  aus  dem  Obigen  ert^icbt  sich,  daäs  immer 

./(//)  ~»  f{»  -f-       -  o)) 

wo  &  eine  i^cwisse  |)U£tttive  die  Einheit  iiidit  übersteigende  Grösse 
betelchoet,  gesetst  werden  kann,  wenn  auin  alle  im  Obigen  ge* 
■achte  VomussetsuDgen  nis  erfSIIt  ansnnehmen  berechtigt  ist. 
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Setzen  wir  jetzt  ^(:r)  =  ^,  also  =      und  nehmen 

dass  die  Functionen  /{^)  und  /'(.r)  zwischen  den  reellen  (kränzen 
0  und  Iß  reell  und  stetig  sind,  so  sind»  weil  als  eine  con- 

stante  Grösse  sein  Zeichen  nicht  ändert,  wenn  man  sich  von 
«=s#  bis  af=s6  itolig  mäadeni  lästt»  iiod 

nt,  offenbar  alle  iia  Obigen  gemcbte  Voiawetsoiigen  eifftlU,  und 

es  ist  folglich,  wenn  0  eine  gewilse  poaiÜVe  die  Einbcit  aiebc 
nbenteigendc  Grdsse  beseicbaet»  < 

oder 
oder 

/(Ä)  =/(«) -f- (Ä  ^  -h  - 

Für  hssjc  ist  mter  der  TorattBseixnng,  daaa  die  FunetioBeii 
f{^)i  fM  «viscbea  den  reellen  Gränm  ^  vnd  reell  und  iletiff 
und, 

FUr  a  =  0  ist  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Fnnctionen 
/(^)  und  fiop)  awiscben  den  redUea  Gräasen  0  und  je  reell  und 
stetig  siod^ 

Setien  ivir  in  der  Glelcbaog 

/(*)=/(•)+ (4P -  •)/ 

für  m  vnd  Of  respeelive  und  d7+f,  so  erbalten  wir,  ualev  der^ 
Voraussetzung,  dass  die  Functionen  /'(•^)  und  ^(^)  zwischen  den* 
reellen  Grttnzeo  af  nnd  reell  und  aied^  sind,  die  Gleichung 

In  allen  diesen  Gleichungen  heteicbnet  9  eine  gewisse  positire 
die  £iobeit  nicht  ähersteigen^e  Grösse. 

■  §.7. 

BsseijetBt 

wo,   indr-iu  wir  uns  für  .x*  irgend  einen  hrstinunlcn  irrllcii  Werth 

gesetzt  denken,  sowohl  VH^)}        «^"^^  ^/>(ar),  '/  (o;)  reelle 

irSssen  sein  solleji. 
Dan 

4^jr  ^dr 


ist,  aad  offenbar 

a4- 


Digitized  by  Google 


372 

oder 

gtNtst  werden  kuia»  «e  nt  »«ck  dem  Vorhergebende« 

•  l  4* 

*  ■ 

oder 

UUfk  Ml  Ma  ^  Jich  der  Noll  näbern,  so  nähern 

nck  bekMBtffoli  rwpeelif e  den  GrSmeo 

V^(ar)  ond  ^(or), 

nähert  sich  «lao  nach  dem  Obigea  der  Gränse 
iat,  so  nähert  sich 

ofenber  der  Nnll,  wenn       »ich  der  Null  nähert,  und 
ilC  also  die  Gribiie,  welcher 
«ich  nähert,  wenn 

sieb  der  Null  nähert  Weil  nun  nach  den  Grandbegriffsa  der  INf* 
fevaatialvecbaang  letstere  GräBie . 

iel^  io  arbaltta  wir  die  Gleicbnag 
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•der 

Wfgeo  d«r  Gleicbiw^ 
iai  aber 

I 

und  die  vorige  Gleichung  kann  flaJier  aacb  Doter  der  folgenden 
.  Forin  gescbrieben  werden: 

f.  8. 

Sind  jetzt  /I  und      beliebige  feelle  oder  iMgiiire  CMim, 


so  kann  aacb  XL.  §.  52. 

'«srCcoa  w-4>iin  «»  l/'  — i), 


x-  =  »  -f-  r(coa  w  Hh  «in  tü  l/'  —  1), 

and  folglich 

/(«)=/}« -f. Keea  w+md  » 

geaetzt  werden. 
Sei  nno 

an  iit  aaeb  §.  6.,  wenn  die  Fonctioneti  9>(r),  y'(r)  und  ^(r),  ^'(r) 
vwiaehea  den  Gränaen  0  und  r  stetig  sind,  « 

/(^)  =       -4-     (Ör)  -I-  lV/(0}  +  rv»'(0.r)t  V~l 

oder 

wo  ©  und  0,  ffewisse  posItiTe  die  Binheit  niehC  ttberiteigende 
Groisen  sind.   Nacb  dem  Obigen  iek  aber 


cot«-Hain«V^ — 1 

nnd 

/(«)  =  y(0}  +  v.(0)V^; 

aUo  ist 

«ee  « -i-  Mn  •»  K  ~1 


Digitized  by  Google 


374 

DiflereBtüren  wir  die  Gieiehang 

/la-i-r{co»  w-f-siaw      —  lj|  =  5p(rj-i-i^(rjl/  —  1 

»itteiflt  des  im  vorigen  Paragraphea  bewieaeMD  SatiM  in  Besu^ 
wt  r  als  faränderlichc  Gröas«,  ao  erbalten  wir 

(«ka  itf-l-ain  ai    —  1) H- r(coa  oi  +  nn  »l/— l)j 


uud  folglich 

eos  tü-f-siM  tüV  — i 
au  wttUiMr  Gleicbong  crheUet»  daaa 

y'(er)-t-V/(e.r)V  ~_ 

wo  «iao  für  rsO,  d.  i.  fär  ^=ar,  fenchwiDdend«  Groaae  !»<• 
seicbnet,  g«aetst  werden  kann.  Abo  iat  oaeli  dem  Obigen 

+ -  «) 

wo  •/  cioe  für  .r  —  rr  vcrschwindcuiic  (Jriisso  bezeichnet. 

''Diese  GIcicliunu;  fordert  nach  dciu  Ol  iLTni ,  dass  die  Functio- 
nen ^(r),  9'(rj  und  ^(r),  ^  (r)  zwischea  <ieu  üratizeu  0  uud  r  ste- 
tig aind.  Weil  aber  nach  den  Obigen 

f(a;)  =/| «  -f-  r(cos  i»     sin  oi  l/^j  |  =  5p(r)  +  v(r)  1/  ~1 , 

/'(ar)=/-|aH-r(co»        sin  m  =  ^^""^ '  ^"^^  ^— 

y  V  /     y  I         V.        -r^  /I      eoa«n-8ina»  \  -1 

ist;  so  isl  klar,  dass,  wenn  die  Functionen  /*(.«•)  und  fi^v)  in  der 
Näbe  <lr5  hestimmten  Werthes  a  von  ^  stetig  sind,  jedcr/eii  auch 
die  Fuuciiunen  'y>{r)^  ^'(r)  und  ^>{r)s  V'('')  in  ^i*^!*  iVäbc  des  be- 
atiamten  Wertba  0  von  r  stetig  sein  miiiaeB,  iodem  ebne  die  Er» 
lüllong  dieser  letzten  Bediogang  oflfenbar  ouch  die  erstere  niebt 
rrfüHt  sein  kinuife^  wobei  mau  §>.  1.  zu  verc^leichen  hat,  Hirrtius, 
in  \  ( rtiitiduiig  mit  dem  Obigen,  ergiebt  aicli  nun  uamttteibar  daa 
iulgcnde  wichtige  Theorem: 

Wenn  die  Functionen  f{a:)  undyc^)  ia  der  Näbe  dea 
beatinaiten  Werths  a  von  ;r,  wo  a  und  Jt  ganz  beliebige 
reelle  oder  tmnirinäre  Grössen  bezeichnen,  stetig  sind; 
80  ist  für  dem  W  erthc  «r  uoendiich  nahe  konmende  Wer* 
khe  von  ^jederzeit 

wo  J  eine  für  jcssm  Teracbwiadeade  Ivrfiaae  beieicbaet. 

Setzt  man  für  a  und  a:  respertive  a:  und  +  wo  i  eine 
der  Nnll  unendlich  nobc  kommiMidr  reelle  oder  iinagia&re  Gröaao 
liezeichiieu  soll,  so  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Unter  dec  Voranaaetzung,  dass  man  für  .t  bloaa  aol* 
che  reelle  oder  imaginäre  Wcrthe  setzt,  in  derep  Näbe 
die  Fnnctionea  /{äff  und  atetig  aind»  ist  für  der 
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Null  noeBillicb  nahe  komaead«  reelle  oder  imaginäre 
Wcrtbe  von  I  jederseit  * 

wo  J  eine  für  4  =  0  .verscL wi n doode  Grüsse  bezeicliaet. 

§.  0. 

■Lehrsatz.  Es  sci^  cioe  bpliohige  veränderliche  ima- 
ginäre Grösse^  deren  5loduluü  im  .AIlgemeiDen  durch  r 
beseiclinet  werdeo  nag,  und  f{-v\  sei  eine  Pnoctioi^^  vod 
Sßy  welche,  so  wie  ihr  erster  Dinerentialquotient /'(W) 

zwisclien  den  Criinzpn  rr^r^,  u  nd  r  =  y?  stetig"  ist.    Sf  tzcn  . 
wir  nun,  indem  n  eine  positive  (^anzc  Zahl  bezeichnet 
und  7t  seine^  gewuhuliciie  i>edeutuug  hat» 

w  si 

ond 

so  ist  für  jeden  Werth  von  r,  welcher  eine  Mittelj[»^r8sse 
'swischeo  To  tind  R  tat,  mit  desto  grösserer  Genauigkeit, 
je  grosser  n  ist,  und  mit  jedem  beliebigen  Grade  der 
tScnauigkeit,  wen  T)  man  nnr«£rross  prpnua;'  nimmt,  M^=A, 
Beweis.  Nacli  dem  im  vorigen  Purugra|)heu  bewiesenen  butze 
ist  für  jeden  Werth  von  in  desseo  Nähe  die  FaDctiooen  f(x) 
^vA  f[x)  stetig  sind,  und  fdr  der  Noll  unendlich  nahe  kommende 
Werthe  tob  i 

W9  J  eine  fär  «sO  Terschwindende  GrSsse  *beaelcbBet 
Weil  nach  der  Vornussettiing 

0  =  cos  ~  -f-  «o        —  1 

^m  Ä 

ist»  ao  ist  nach  XL.  |.  M. 

r  =  r  (cos  —-t-sin  i)» 

^ = r  (cos  ^  -h  sin  ^V^—  *)» 

aVs=r  (cos  ^H-«n  ^U^). 

'  t 

u.  s.  w. 

IS  fS 

and  die  Grössen 
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habeii  alio  sämmtliclr  inm  M(Mialat  r.  Weil  dod  nach  dar  Vairaw» 
ietmng  die  Functionen  f{x)  und  f{x)  zwischen  den  Gränzen , 
r=:ro  und  r=:/i  stctin:  sind,  so  sind  nach  ^.  1.  diese  Fnnctio- 
nen  in  der  Nähe  eines  jedea  Werth«  Ton  .ar,  dessen  Modulus  eine 
MittelgrSiae  swiicbeii  r«  uil  il  iat»  stetig,  und  mo  kann  also, 
noter  der  Vonmaaetaanff,  dais  r  awe  MittelgrQsae  iwiachm  «i4 
it  iat,  in  der  obigan  Glaichang 

offenhar 

=5  r,  Ör,  0 V,.  ©»r, . . .  d»-ir 

setzen. 

Femer  ist  nach  XL.  f,  54.  für  jedes  positive  ganze 
O*sascos  —  +  8in 


fi  n 

worsufi  sich  ergiebt,  dass,  wenn  0  —  1  eine  der  Null  unendlich 
nahe  komoiende  Grös&e  ist,  jederzeit  die  Grössen 

(0— l)r,  (0  — l)0r,  (0  — 1)0  V,...  (0—1)0-  ir 

s'ämmtlich  d^r  Null  unendlich  nohe  kommende  Grössen  eind^  so 
dass  man  also,  wenn  man,  unter  der  Voraussetzung,  dasa  r  eine 
MtttalgrSBie  swiscben      und  H  ist,  in  der  Gielchasg 

/(^  ^_  i)  -/(;r j  =  i  \f(a:)  -\-J\ 

fttr  «  die  Werthe  ,  ^  - 

r,  0r,  0V,  0»r,.  .  .0"-»r 

■etxt,  fdr  •  gleichzeitig  die  Werthe 

(e— l)r,  (e  — l)e»r,.,.(e  — l)Ö*-<r  . 

aetzen  kann. 

Nimmt  mal  Doa  diese  SnhstitBtloii  wirklich  tot,  and  hesierkl 
sugleich,  daaa 

r-|-(0  — l)r  =  0r, 
e»r  H- (e  —  l)e>r  SS  e  V, 

U.  8.  W. 

0»-lr  -4-  (0  -  1  )0'«-lr  =  0«f 

Ist;  so  erhält  man  die  fulgendeu  für  jedes  r,  welches  eine  Mittelo 
atoübe  zwischen  und  /T ist,  und  jedes  der  Null  unendlich  nahe 
iMweade       1  gehesdes  fileiehiiogeBt 

/(Ö^) -/(r)  =  (0  -  l)r{/'(r)  H- J„  I , 
/(0  V)  -  AGr}  =  (0  -  1  j0r  |/'(0r)  ^  ./ J , 
/(0»r)  V)  =  (0-  1)0 V1/(0V) 

/Kö  V)  — /(0  V>  =s  (0  — 1>  0*ri/^(0«r)  4-  |, 

«.  t.  w. 
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wo  die  Gröaaea 

•^Of  «^I»  "^»l  «^«l  •  •  •  «At—l 

■acb  dem  Obtsren  filr  0  — 1  =:0  sämmtKck  TembwindeB. 

tietMD  wir  nun  statt  der  Grössen 

J.,  ö^i,  0*Af  ö«y„ . . .  0»-4y«_i 

der  Kilrie  wegen  die  Syabele 

^•t  -^t»  •  •  •.-^KH-tJ 

■o  beseiehoee  dieie  Symbde  olfoiiber  eeeb  Gröfliee»  welebe  liir 
9  —  1=0  vereehwiiideB«  ud  die  obigen  CSlelebni^Een  eilMdtcn' 
denn  die  Fem: 

A^r)  -/(Är)  «  (te  -  l)r|€tr(Är) + Jf,  j. 
/(©•r)  -/(e»r) = -  l)r|«Vtev)  -4-  JV,), 
/(eV)  -/(0*r)  =  (0  -  l)r\0'f(ß>r)  4-  üf,  |, 

/(©T)  — y  (6>— ir)  =  (0  —  1  )r  I  ©"-y  f  ©«-Htr)  -f-  .V«»,  (. 

Diircb  Addition  dieser  Gleicbnogen  erbält  amo»  wenn  der  Korse 
wegen 


geeelst,  d.  b.  dne  nrithMelledie  MKtel  switeben  Jf«,  M,,  M^,  M,,.. 
. .  M„—i  durch  —  ^  bezeichnet  wird,  die  Gleicbnng 

DDd  folglich,  weil  nach  XL.  ^.  54.  offenbar  0"=1,  abo  /1(0^) 
Ä/fr)  ift, 

/•(r)  +  ©/-(©r)  4-  0V(Ö V)  +  . .  .  -h  0— >/(0»-^)  —  <»J#=  0, 

diso 

/*(>•) -f- ^j/  iBr)-^  ey(e'r)-i-  * . .  -4-  e«»-i/(»«-ir)  

Nach  XL«  f.  61.  ist  der  Modolus  der  Summe  mehrerer  ima-  ' 
ginSrer  Grossen  in  beliebiger  Ansah!  nie  grösser  als  die  SoBsie 
der  Moduli  aller  einselnen  %a  einander  nddiricn  Grössen,  woraus 
sieb  Unmittelbar  ergiebt,  dass  der  Modulns  von  den  grösstcn 

der  Modnü  der  Grössen  jf/„,  M^.  M^,  j^/,,  ,  .  .  nicht  über- 

steigt, und  weil  nun  nach  dem  Ohigen  diese  Grössen  für  0— l=sO, 
d.  wie  ieielit  erbellet,  we»i  •  nnendliek.  groeo  wird,  •iantllch 
fenebwinden,  so  srasi  ollenbar  naeh  oder  3f  verscbwiBdeii» 
wenn  n  unendlich  groM  wird,  woduob  die  fiiebdgiceil  imien 

Sotzes  bewiesen  ist. 
Weil  die  (ilrösse 
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du  ftritbm«tiiich«  HiCtel  cwiMk««  allen  den  Wevtliea  dcr  .GHSne 

€Kr/'(07r)  ist,  welche  dicHcIhe  erhält,  wenn  man  für  ^  Deck  und 

nadi  die  positiven  ganzen  Zalilr  n  0,  1 ,  2,  3,  4,  .  .  .  « — l  setzt; 
.so  kuun,  wenn  wir  in  einer  hekauntea  BexeicbnUDg'  dieses  ariUi- 
lueliäcLe  Mittel  durcü  liuä  Mjmbul 

bezeicbnco,  der  obige  i^atz  auch  auf  den  folgenden  Ausdruck  ge<  • 
bracht  werden: 

Ks  sei  SP  eine  beliebigre  .verftnderliehe  imaginäre 
Grösse,  deren  Modules  im  Alf^^cmeioen  durrh  r  bezeich- 
net  werden  mag^,  und  /(a*)  sei  eine  Fun«  t  Ion  von 
welche,  so  wie  ihr  erhter  Differentittl(j|uuliciit  /Uc)t 
Bwiachen  den  Gränsen  r^r^  und  r^H  stetig  ist.  Set. 
neu  wir  nnn,  indem  i»  eine  positive  ganze  Zahl  beieich- 
net  und  n  seine  gewöhnliche  Bedentang  hat, 

^  2;        .    2^1/  =- 

(y  =  COS  -        HID  —  K  — Ij 

so  ist  für  Jeden  Werth  von  r,  welcher  eine  Mitteljg^rösse 

zwisolipn  To  und  /l  ist,  mit  desfo  p^rösserer  Ge  m  am  ko  i  t, 
je  grosser  //  ist,  und  mit  jedeitk  l*eliehig-en  (irade  der 
Genauigkeit,  wenn  man  nur  n  gross  genug  nimmt, 

§  10. 

JLe/trsats,  Es  sei  :v  eine  beliebige  imaginäre  Grösse, 
deren  Modnlns  im  Allgemeinen  durch  r  beseichnet  wer- 
den mag,  nnd/'(^)  sei  eine  Function  v(»ii  :r,  welche,  so 
wie  ihr  erster  Differentialquotient  f'{u:),  zwischen  den 
Gränzen  r■=r^^  und  rzz=ijt  stetig  ist.  Setzen  wir  nun, 
indem  n  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet  und  tt 
seine  gewöhnliche  Bedeutung  bat, 

80  ist  d i c  fil rosse  , 

B(. )  ^'^'^ ■  •  -_  l  ^'2'-'  /{9,rt 

zwischen  den  Gränzen  rr=:ro  und  r=:/t  mit  desto  gros- 
serer Genauigkeit  constaut,  je  grösser  m  ist,  und  siann 
mit  jedem  beliebigen  Grad.«  der  Genauigkeit  «wise-hea 
den  in  Rede  stehenden  Gränzen  constnnt  geMacht  wer* 
den,  wenn  man  nur  n  gross  genug  nimmt. 

Beweis,  älei  r  eine  beitebige  Mittelgrösse  zwischen  und 
ü,  Theilt  mm  nnn  das  Intenrall  r— in  »  gleiche  Xbeile,  nni' 
heielehnet  jeden  dieser  Theile  dnieh  g,  so  dass 
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ist;  50  ist}  wovon  man  äicli  durbh  ähnliche  Schlüsse  wie  im  vorigen 
Paragraphen  leidit  überseugt,  nach  §.  8.  fär  ein  uni^ndUcli  giOMet  n 

Ar,     9)  -/(ro )  =  ?     (r „  )  -h  iVo } , 
/{ 0(ro  -t-  q)  I  -/(0r,)  =  Q I  ©/-{(^r«)  -f-  A',} , 

n.  i.  w« 

wo  die  Grfissen  A«»  A^j,  ^V,,  iV,,  ...  für  ein  UDeDdlich 

grosses  /»  sämnitlich  verschwinden.  Addirt  man  nun  auf  beiden 
Seiten  der  i^leichheitszeicben ,  dividirt  sodann  auf  beiden  Seiten 
durch      und  setzt  der  KUrze  wegen 

A^i     »y«  H-  ^«  -i- ' » « A'i»-l 

nod 

 *  — "  1  *-=Mi 

so  erhall  nan 

n 

d«  i.)  weil  oben  fiberhaupt  die  Grosse 

M 

I 

durch  3(r)  bexeicbnet  worden  ist> 

Von  der  Grösse  M  ist  im  vorigen  Paragraphen  bewiesan  wor- 
den, dass  dieselbe  versehwiodety  wenn  n  nnendlieb  gross  wird^  «nd 
aus  der  Gleichung 

kann  man  auf  gaos  Üholiche  Art  wie  im  vorigen  Paragraphen  aus 

der  Gleichung 

9t 

ableiten,  d.ts«?  ruirli  V  verschwindet,  wenn  «  unendlich  gross  wird, 
woraus  sicii  unmiucibur  ergiebt,  dass  auch  die  Grösse  Jv-f-A  ver- 
schwindet, wenn  n  unendlich  gross  wird.  Nach  dem  Obigen  ,  kann 
man  also  immer 

8(»'o-H^)-8K)=Cirp 

setsen,  wo  eine  f&r  m  uiendiicb  grosiea  m  verschwiiideBde 
QrSsie  bexeichnaft. 


Dveh .  gaoa  ttnliehe  R«MiiaMie»tt  BberMafft  man  sieb  dhb 
llbcffbaapt  ?o8  jAnr  Riclitiglwit  der  folgend««  GldjänDgea: 

'    •  B(ro-f-^)-5K)=e  iTo, 

Wr« -f- 2^)  -  g(ro -f- =  ^  iST. , 
BK-4-3rt— ^(ro  +  2o)  =  p  /r,,  . 

a.  ■.  w.  '  * 

H- )  -  «r. -I- 1  )e) = ^  Ä-i  i 

w«  die  GrSiieii  K^,  iT,,  JT,,  A,,  filr  ein  unendtieii 

giowes  »  sämndieh  Terschwioden.  I>urch  Addition  dieier  I3l«chan- 
gen  erhill  naii»  weil  nsck  den  Obigen  belteentlieb     |  egi    i  iil» 


oder 

oder,  weon  wir 
•etieii, 

Da  die  Grössen  ä'o,  A",  ,  A",,  A", ,  .  . .  ATn—i  sämmtlich  ver- 
schwinden wenn  «  unendlich  gross  wird,  so  verschwindet  auch  A, 
wenn  M  uoeutiiich  gross  wird,  wobei  muu  dea  vorigen  Paragrupheu 
IQ  vergleiebeii  bat  Also  verscbwlsdet  wegeo  der  obigeo  Gleiconng 
offenbar  aucb  die  Differenz  ^rj^^fr«)  lur  ein  unendlich  grosses 
oder  für  ein  unendlich  grosses  n  ht  ^(r)  =:  fr(ro) ,  und  uu  dic^s 
nun  für  jedes  r  fi^ilt,  welches  eine  .Mittelgrösse  zwischen  und  Ii 
ist,  so  ist  durch  das  Vorhergehende  unser  Satz  vollständig  bewiesen. 

Biaen  von  dem  vorhergebenden  von  Cauchy  gegebenen  Be- 
wnite  Terscbiedenen  kUrzern  Beweis  des  obigen  Satzes  hat  Moigno 
in  seinen  Levens  de  caicul  diff(^rentiel  de  ralrul  int^crral .  redi- 
g^es  d^apres  le's  m^thodes  et  lea  ouvrnges  publies  ou  luödits  de  M. 
A.  L.  Cauchv.  T.  1.  Parin  1810.  j^lSS  gegeben.  £&  ist  nftBlieb, 
wobei  mn  f.  ?•  in  vergleleben^Hi^ 


är 


ud  Ibiglieb,  ww  Man  nddiii» 
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üt"^    dr  4Ü-  dr 

•Ifo,  wenn  wie  im  vorigeo  Paragraphen 

gMtst  wird, 

1  K/W  .  .  ^Qöv)  .  lyc^'-'r)!  __  ^ 

«l'Ä^  "^""rfr     «-•••■*■     ^     I— ^- 

Nun  ht  aber  imcIi  den  Obiges  , 

Ar)  -i-Aer)  -h/jS^r)  -h  . . .  -i-fi9n~ir)  _  ^ j^j^ 

«idt»lgUe]i 
aleo  iat 

Für  jeden  Werth  voo  r,  welcher  eine  Miüelgrüsse  zwischen 
Md  ü  ist,  und  fttr  ein  imendlieh  grosiee  i»  Terachwindet  Jf  aack 
dem  Torigea  Pamffrnpiieii ;  also  verscIiwiBdet  auch  %'{r)  für  jedea 
r,  welches  eine  Mittelgrösse  zwlschea  und  72  ist,  und  für  ein 
uoendiicli  grosses  »,  woraus  sich  unmittelbar  erficht,  dass  für  ein 
uneodiich  aromna  n  die  Grösse  $^r)  zwischen  den  Gränzca  r=:r^ 
vad  r=jK  eoaataat  ist,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

So  Ittlcbt  dieser  Beweis  auch  an  sieb  ist  und  so  sebr  sich  deiv 
selbe  von  selbst  darldetet,  so  halten  wir  docli  den  ersten  von 
Cauchy  gegebenen  beweis  iiir  strenger  und  tur  der  Natur  der 
Sache  weit  angemessener.  ' 

f  Ii: 

Aas  desi  im  torigaa  Paragraphen  bawiaaeaea  8atia  argiabt. 
sich  unmittelbar»  dass  unter  den  densall»en  anm  Grande  liagtndaa 
Voraassatsaagen  die  Grösse  , 

adar 


sieb  einer  gewissen  Gränze  nähert,  wenn  n  wächst,  und  dieser 
Gränre  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann,  wenn  man  nur  n  ^rosi 
genug  werden  iässt  Diese  Gränze  soll  im  Folgenden  der  kürze 
wegen  der  dem  Modnins  r  der  yeränderlichen  Grösse  iP 
entsprechende  mittlere  Werth  der  Function  A-^)  ^^^^ 
auch  der  mittlere  W  e  r  t  Ii  der  Function  /T-^)  ^"'1  ^  d  ^  n  Mo • 
dnlas  r  der  veränderlichen  Grösse  je  genannt  werden. 


f. 

Es  sei  Jetst  eine  FnBction  der  inftgtoMren  OrSsse  de- 
ren Modulus  im  Ailgeraeineo  durch  r  bezeicbnct  werden  mag,  und 
die  Function  %(x)  sowolil,  als  auch  ilir  crstrr  Differcntialquotirnt 
^'(s),  sei  zwischen  («rlinzen  r  =  0  und  r  =  ^  stetig.  Unter 
diesen  V  oruut>t»eUuug^eu  wollen  wir 

setzen. 

Da  /(0)=0  nnd  Dach  dem  Torkerfjfehendes  Para^mphen 
-J<r)  -hJ\er)  ^A^^r)  ^ . . .  -»-/(»»-ir) 

Ist  so  ist  oflenliar  auch  ^(0]  =  0.  Weil  nun  nach  §.  1^^.  ftir  rin 
UDcudlich  grusäe»  n  und  i'ür  jedes  r,  welches  eine  Mittelgründe 
zwischen  0  nnd  il  oder  nicht  grosser  als  ü  ist, 

«r)  =  3(0)  • 

ist,  SU  ist  für  ein  unendlich  grosses  »  und  liir  jedes  r,  welches 
eine  A|ittelgrösse  swischen  0  und  Jl  oder  niebt  grösser  als  il  ist» 
nach  dem  Vorhergehenden  offenbar 

B(r)s=:0, 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

so  ist 

und  folglich  offenbar 

/(r)  ^/(er)  +/(^-r)  -<  .^/(e*~ir) 

n 

__  y(r)     y  C^/  )  -H  y( Q'r)  -i  i-  gCe^-ir) 

also,  wenn  der  kürze  %v(  Licn  * 

Yi^j-)  ^  V't^)     V>(^V)  H  h  y/)»'-  ir) 

gesetzt  wird, 

und  folglich  nach  dem  Obigen  Ht  ein  unendlich  grosses  •  xmA  . 
jedes  r,  w  elches  eine  Mitlelgrttsse  iwiaehen  0  und  ü  oder  nicht  ' 
grösser  als  H  ist. 
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Setzen  wir  oun 

s  =  r(co8itf +  UBC0  l^^l),  ^ssr,  (cosctfi +aiii  ci»|     — 1); 

«0  ist  nach  der  Lehre  Ton  den  geomftrischen  Progpresdooeo  und 
oach  der  Lehre  yod  dpa  inagioaren  (»röMen 

^  j  r,  (co8  »t  -t-  «in  a»i  V-^ —  1)  i 


1  -4-  - 


r  (cos  0»  -H  >in  AI 

%       /rtV-'-i  cos  (oj,  —  ft>))-HiiD((X:-t-  1)       — ai))V^^ 

*  — ylcoi  («,  —  ftf)-f- sin  (w,  —  w) l/—  I J 

Wenn  niaii  die  Grösse 

«in  ((ifc     1)  (»,  ~  «))  . 


/r,y^-i    cos  —  <u)). 

.1— 7jcoi(«,— 


«)  -f-sin  («1  —  tt»)  V^—  1 J 


«ui'  die  Form 

bringt,  wodurch  man  nach  leichter  Rechnung^  den  Ausdruck 


sm  ((ifc-i- 1)  (<uj  —  0»})  —  —  sin  j{:(oi,  —  w) 
*  —  *  7?-  <?os  (wi  —  a>)  -H  (y) 

erhält,  «0  Sbenengt  man  «ich  auf  der  Stelle,  daas  die  Grosse 

^riy-»-i  .  s  ((/  4- 1)  ((j,  —  0.))-^  sin  ((^-h  1)  (<»,  —  «»v/'zri 

1  —     I  cos  (a»|  —  w)  -t-  sin  (wj  — -  id)  j 

sich  unter  der  Vornnssetzung,  dam  der  Bfodulus  r,  kleinrr  als  der 
Rlüdulus  r  ist,  der  Null  nähert.  v.vnn  k  wächst,  und  derscILon  Ite- 
liehig  utthe  gebracht  werden  kauu,  wenn  man  nur  k  gross  genug  an- 
nimmt, woraus  sich  ergiebt,  dass  unter  der  Vorauiiäetxung,  dass  der 
Modulns  TOB  w  kleiber  ah  der  Modulos  too  «  ist,  jederzeit 

ist.  Weil  nun  nach  dem  Obigen 

ist^  so  ist  noter  der  Vonvssetzung,  dass  der  Modulos  von  x  klei- 
ner als  der  Hodnlns  toh  %  ist, 
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oder,  ^^  ei\  der  Factor  r—fMf  unter  allen  SommeDieicbea  vorkommt, 
wie  zugleich  erbelieo  wird, 

oder  auch 

Vt^-js^«)^^  S  ^  r-^y^. 


,  Weil  bekanatiicii 


iCM'-^-f-lin— K  —  1» 


nod  folglich  nach  bekannten  Sätzen  von  den  imaginären  GriwseB 
(XL.  f.  54.) 

«l^CD8^-8in?2^V/^ 


n 


^-■i«^l/=X 

-|*eos  '  —  am   ■   „  ' 

iat,  so  iüt  klur,  dusi}  iur  jeden  durch  m  ohne  Reat  tbeilbaren  Werth 

vnd  folglich  * 

fi 

ist.   Weil  ferner  nach  der  Lehre  von  den  geometrifchea  Progrea- 

siuueQ 

•lio  dieie  Samme  der  Grösse 


1  -  (cp,  Ä  «  «in  SSEi  WCT) 

d.  i.  der  Grösse 
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gleich  ist,  und  der  Nenner  dieses  Bmcbs  offenbar  niefct  ,vencb win- 
det, wenn  (f  eine  durcb  n  nicht  obne  Rest  thriHtare  c'nnze  Zabl 
ist  *),  so  ist  klar,  dass  für  jeden  nicht  ohne  Kest  durch  m  theilbaren 
Werth  von  q  • 

1  -I-  ^-1-  ©-87-|_  e-ay-i- . .  .4-  =  0, 

und  folglich  auch 
iit. 

Wendet  mau  dies  quo  auf  den  obigen  Au§tlruck.  von  ^{r\  an, 
■o  erhilt  man,  itaer  «oter  der  Veranteetiung ,  daae  der  Moauliia 
von  »  itieliier  ala  der  Modatoa  toh  «  lat,  • 

«'w=in-(^)"+(ir+(^rH-....i8(*). 

Es  ist  eher 

»+(7)"+(fr+(7r+-+(7r 

s=  1  -I-  (^~y  (cos  0»,  4-  sin     l^—  Ij" 
-\-  Q^'^  (cos  w,  4-  sin  w»  V/—  1) 
Q^^^  (co«  '«»1  4-  siu  i^'i  1/ —  1) 


In 


-h  (^)"(cosi«,H-a5ii«.i/=T)'- 
^  l^(^)"(cos«.-|-sins»iV^^l)» 


*)  Geht  nämlich  7t  in  ^  nicht  auf,  to  ist  — entweder  keine  oder  eine 

fr 

ganze  Zabl.   Im  ersten  Fa'ie  ist  oftenbar  nicht 

1— (cos-*-  — 

2a  • 
Ln  sweitsn- Falle  sei  -^ail;,  so  kann  k  keine  gerada  Zahl  sein, 

weil  sonst  s  eine  ^anze  Zahl  sein  wurde,  welches  gegen  die 
Yorauasetsung  streitet,  und  in  diesem  Falle  ist^also 

d,  h«  es  ist  wieder  nicht 

1  _(coa^-sin  ^i^=:i)«a; 
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sin  (A-|-1)«WJ,  —  ^—^"sin  ^"»o»,   | 

Wen  nun  nach  der  Voraussetzung  r,<r  ist,  so  nähert  sich  der 
zweite  Theil  des  Ausdrucks  auf  der  rechten  StMte  des  Meidiheits- 
zrii  hens  der  Nnll,  wenn /•  wächst,  uiul  Kuno  derselbe  beliebig  nahe 
gebracht  werden,  wcuu  man  Dur /•  grc^ss  genug  ninttt,  woraiMBich 

~  t-H(^)"-H(fr-^(fr-^--=— . 


uud  folglich  nach  dem  Obi^n 

ftlflo  filr  ein  nnendlich  grosses  »  offSenbar 

ert^iebt.  Nach  dem  Obigen  ist  aber  für  ein  unendiicb  fffMSes  « 
und  jedes  r,  welches  eine  Mittclgrösae  swischen  0  und  oder 
nicht  grösser  als  Ü  ist, 

0{r)  —  iF{r)  =  O,  d.  i.  <P(r)  =  ^P{r), 

woraus  sich  in  Verbindung  mit  dem  Vorhergeheoden,  ergieb«,  dnss 
fiir  ein  nnendlich  grosses  «  uud  jedes  r,  welches  eine  ülittelgrosse 
swisdieo  0  und  /Toder  nicht  grösser  als  H  ist, 


d.  i.  nach  dem  Obigen 

■ 

oder 


ist,  ,    ,.    ^  .. 

Nach  §.  U.  ist  die  Gräoze,  welcher  bicli  die  Urossc 
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bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  alUiert,  wcnu  n  in'g  Unendliche 
wächst,  der  dem  Modulus  r  der  veränderlick^n  Grfisie  *  enttpn* 
cbeude  mittlere  Werth  der  Function 


und  nach  dem  \  orhergehoudcn  ist  »lir*  1  iiuctioti  ^(.r)  (iiebein  deüi 
Modulu^  r  der  veränderlichen  Grösse  %  eut8|ireciieuiicu  wittjeca 
Wertbe  der  FuDction 


gleich  oder  kann  durch  denselbeo  dargestellt  oder  ausgedrBekt 
werden,  iv<-nn  die  folgenden  Bedingungen  erfollt  sind:- 

1.  nie  Fiinclion  vfr)  sov.oli!,   nis  auch  ihr  erster  DiHereritial- 
quotieiit  <v  (^)i  ujusü  tur  jcUeu  W  erfli  des  Müdulus  r  dir  Crosse 
welcher  eine  Mittelgrüsse  zvvischeu  0  und  it  ist  oder  die  Grösse  H 
nicht  äbersteigt,  stetig  sein. 

'2.  Der  Modiiliis  r  der  Grösse  2  miiss  eine  Mittc^groase  swiaeben 
0  und  Jt  sein  oder  darf  die  i^rösse  Ii  nidit  iiliersteigen. 

3.  Der  Moduliis  der  Grösse  a;  muss  kleiner  als  der  Modulus 
r  der  Grösse  x  beiri. 

Dies  fuhrt  uiimitterbar  zu  dem  folgenden  8atxe: 

Die  Fuoctioa  %{af)  kann  jederzeit  durch  den  dem  Mo-^ 
dulns  r  der  (^rösse  %  entsprechenden  mittlem  1¥ertk 
der  Function 


»(«) 


dargestellt  oder  iiusg^cd  r  ü  c  k  t  werden,  wenn  nicht  hloss 
für  den  Modulu«i  r  der  Grüsäe  äunderu  uucii  iur  jeden 
klein ern  -MTednlus  dieser  Grttaae  die  Functionen  %{%)  und 
s t e 1 1 ir  sind,  und  der  Modulus  der  Grösse  a:  kleiner 
als  d  rr  31  imI  u  hl  s  f  p  r  G  rosse  ist. 

Man  kuiiii  aber  diesen  feiatz  offenbar  auch  auf  folgende  Art 
aussprechen: 

Vür  jeden  Modulus  der  GrSsse  ir,  welcher  kleiner 

ist  als  der  kLeinstc  der  Mo  du  Ii  dieser  Grösse,  für  welche 
eine  der  beiden  Functionen  %{.v)  und  ^'(.r)  «nf hört  stetig 
zu  sein,  kann  die  Function  durch  den»  einem  den  in 

Rede  stehenden  Modulos  der  Grösse  x  übersteigenden 
Modulus  r  der  Grösse  %  entsprechenden  mittlem  Werth 
der  Function 

dargestellt  oder  ansgedrfickt  werden. 

f.  13. 

Nach  dem  yorigen  Paragraphen  kann  die.  Function  ^(a:)  jeder« 
zeit  du  red  den  dem  Modulus  r  der  Grösse  «  entsprechenden  mittlem 
Werth  der  Function 


25 
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dargestellt  oder  «nsf^driielct  werden,  wenn  nicht  blon  Ar  den  H«» 
dnlns  r  der  Grösse       sondern  auch  für  jeden  kleineren  ^lodnlne 

dieser  Grösse  die  Functinnrti  unJ  ^*(*)  stetiir  sind,   und  der 

Moilulus  der  GriJsse  .it  kleiner  als  der  Maduliis  der  Grusle  %  ist, 
d.  Ii.  es  ist  uutcr  den  gemachten  Voraussetzungen,  wenn  wir  den 
dem  Modttlvs  r  der  veränderlielieD  Grtlase  «  eattpreebendeB  mittlem 
Wertk  der  Fonetion 

durch 


bezeichnen  und  eine  ähnliche  Beseichuung  !■  Folgenden  noch  hei 
«ndero  Functionen  gebrauchen, 

Nun  erliellet  aber  au.s  dem  vurig|a  Paragraphen,  daaa  unter 

deu  geiuuchteu  Vorauüsetzungen 

•■Ä«..-K«-k^«.,-hS«.,-.S«..4-  

und  folglich  nach  dem  auü  11.  bekannten  Begriffe  des  mittlem 
Werths 

8(^)  =  «Wr|;^^(*)}  • 


O.  1«  w. 


i{  8(^-^)  +  ^  8(^'r)  +  jgS;^  8(^W 


für  ein  nnendlieh  gruMes  «,  also  nach     11.  offenbar 


389 


-ha;*ißl.|^^j-|-  

ist,  woraus  sich  ergiebt,  daii  «ch  unter,  deo  gemucliten  Voraus. 

sptzunf?pn  die  Function  ^fjr)  jf'der^eit  in  eine  nacli  den  aufstei- 
genden  posiiiveii  p^atizcn  Potenzen  der  veranderlicheu  Crosse  :v 
geordnete  convcrgircDde  Rcilie  entwickeln  lässt,  und  "wir  werden 
also  hierdurch  su  dem  folgeodeo  Lehrsatz«  refuhrt: 

M'enn  di'e  FaoetioDen  und  %'{x)  nicbt  liloas  far 

den  Modulus  r  der  veränderlichen  (»'rössc  x,  sondern 
auch  für  jeden  klein  ern  Modnius  dieser  Grösse  stetig- 
sind,  und  der  Moduius  der  Cirösse  a.'  kleiner  uls  der  iVlo- 
dulua  der  Grösse  m  ist;  so  kann  die.PviiotioD  %{a:)  jeder» 
seit  in  eine  nach  den  aufsteigenden  positiven  gansen 
Potenzen  der  veränderlioli  en  Grösse  Jt  geordnete  con- 
vergirende  Reihe  entwickelt  werden. 

Dieser  Sats  lasst  sich  aber  offenbar  auch  auf  folgende  Art 
•ladrUcken: 

Für  jeilen  Mo'liilus  der  Grösse  ar^  welcher  kleiner 
ist  als  der  kleinste  der  Moduli  dieser  (i  rosse,  für  welche 
eine  der  beiden  Functionen  und  aufhört  ste- 

tig  SD  sein»  kann  die  Fanction  io  eine  nach  den 

aufsteigoadon  positivoa  ganxen  Potenaen  der  veränder- 
lichen Grösse  geordnete  con?ergirende  Heike  ent- 
wickelt werden. 

f.  U. 

Das  allgemeine  Glied  der  ini.  vorigen  Paragraphen  geAindenen 
Reihe  ist 

Für  dieses  allgemeine  Glied,  aus  welchem  die  sämmtlicheu  Glieder 
der  in  Rede  stehenden  Reihe  erhalten  werden,  wenn  man  für  Jb 

nach  und  nach  die  positiven  ganzen  Zahlen  0,  I,  2,  3,  4,  5,  

setzt,  I-isst  sich  aber  noch  ein  anderer  sehr  bemerk rtrs^vrrther  Aus- 
druck linden,  zu  dessen  Entwickeluttaj  wir  nun  üIk  tl; <  licn  wollen. 

Zuerst  hat  man  zu  berücksichiigeu ,  dass  unter  der  Voraus* 
Utsnng,  dasa  die  positive  ganze  Zahl  ^  grösser  als  Null  ist,  all- 
geaieiD  . 

ist.  \acli  dem  ullefemeincn  Begriffe  des  einem  bestimmten  Modiiltis 
ihrer  unabhängigen  veränderli«  hen  Grösse  entsprecbeodea  mittlero 
Werths  einer  Function  ist  uhüiIuIi 

«Rri«-*|  ^^^>~^    (<^'^)-^  H  hCet-ir)-^ 

 ,  1  -f-  e-^  -f-  ö-iw  -I-      ^- . . .  4-  e-(«r-i)* 

n 

för  ein  uoendiicb  grosses  m.  Weil  nun  nicht  >E;  =  0  und  u  uuond' 
lieh  groia  ist,  so  gebt  oflaahar  m  n  Jb  nickt  auf,  und  nach  f.  13. 
iat  also 
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— -  — 0, 

folglich  Dach  dem  Obigcu  ' 

wie  behauptet  wurde. 

Ferner  ist  nach  dem  ailgcmeiucQ  Begriffe  de»  einem  bestünm- 
ten  Modnlus  ihrer  uoabbSUgiffen  Terändenicben  Grösse  eDtoprechen- 
den  mittlern  Werths  einer  FuDCtioD,  indem  wir  wieder  Jb  grösser 
als  Null  aooehneD,  offenbar 

-  s(o)  -  ^  fco)  -  ^  rm  

nnd  folglich  nach  desu  Vorhergehenden 

_  ^  |«w  -  8(0)  -  fy w  -  f 8  w  r:^^-"^^*^ 

Iii)  1 1I ;i eil  und  nach  dem  allgenneiDen  Begriffe  des  einem  bcKtimmten 
Mndiiliis  ihrer  TinrilduingiarPii  a  «'rrindfrliilicn  Grösse  enf.sprct-ln'uden 
mittlem  Werths  einer  Kunotiuu  ist  unter  den  gemachten  Vorans- 
setzuugeu  der  wittlere  Werth 

offenUar  üem  Werthe  der  Function 

8(0)— f 8 (0) -T^rco)   ^  ^^^^m 

für  x=sO  gleich.  Weil  für  n  =  0  Zihler  nnd  Nenner  dieees 
Bruchs  Terschvvindcn .  so  ttuss  man  nach  bekannten  Sätzen  der 
Differentinlrrrhnung  Zähler  nnd  Nenner  in  Bezog  nnf  n  diffemntii- 
ren,  wodurch  man 


erhäit,  und  muss  in  diesem  Bruche  x  =  ü  netzen.    Weil  aber 
diesen  Werth  von  a  Zähler  und  Nenner  wieder  verschwinden,  in 
»ms  ans  tod  Neuen  differentiiren»  wodnrch  man 
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erhalt,  uod  inuäs  in  tli<?Kem  ISruclic  ;s  =  0  bctzeo.  Wie  uiao  auf 
diesi«  Art  weiter  gehen  kaon,  ist  klar.  EndHcb  wird  mon  offeolrar 
den  Bruch 

1717577715? 

erhalten,  in  weichein  s  =  0  gesetzt  werden  muss'.  Weil  aber  fiir 
dicseu  Werth  vuii  x  Zähler  und  Xeoner  wieder  v<'> scliwindeo,  bo 
muss  man  vuu  Keueui  dilTorcnhiren,  wodurch  man  den  ßrucb 

g(^-i)(s)~-$^f^-i)(o)  ; 

erhält,  in  welchem  man  2  =  0  setzen  muss.  Difl'ercotiirt  mau  quo, 
weil  für  »=sO  auch  Zähler  und  Nenner  dieaea  Brachs  ver«ehwin« 
den,  ttochnals,  so  erhalt  man.  den  Brach 

172717775' 
in  den  «laii  «s=0  aetxen  mun,  welches  endlich 

giebt,  «o  daes  also 

»Ärj-y  j  —  17271777*» 

nnd  folglich 

ist,  wobei  wir  angenommen  haben»  daaa  At  grösser  als  Null  ist,  stt- 
gl(>ich  aber  auch  bemerken,  dass  anter  den  gemachten  Voraus- 
Setzungen  offenbar  ' 

ist. 

Hieraus,  in  Verbindung  mit  dem  im  vorigen  Paragraphen  be- 
wiesenen Satze,  ergiebt  nlA  nun  das  folgende  Tbevrem: 

Für  jeden  Inodnlus  der  (ürösse  a:,  welcher  kleiner 
ist  als  der  kleinsfo  dcr!\ludBli  d  lese  r  Grösse,  für  wc'-he 
eine  der  beiden  Funciiuueu  aufliurt  :»iC- 

tig  zu  sein,  ist 

gW^gW-*-— p^-^-TT^-»  +1  g  |^*  +  

Weil 
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lit;  so  isl,  wenn  mn  in  der  vorher  gefimdenen  Gleichnog 


die  Reihe  naf  der  re^bken  Sötte  dee  Gleiehkeitneicbens  bis  sn  Ibren 
Men  Gliede  fortoetit,  der  Reit,  durch  welcben  die  Reihe  dann  nocb 
vrrvo]lstän(iis:t  werden  mma,  nadi  dem 'Obigen  offenbor  der  aitt-  - 
iere  Werth  der  Faocüon 

von       für  ciiiPii  t!cn  Moduliis  von       überstuicu^f nden  Modulus  TOD 
X.    Du  nun  dieser  mittlere  Wertli  bekaaotiicii  die  Gruäse 

'  

for  ein  unendlich  grosses  »  ist;  so  ist^  wenn  wir  den  grössten  der 
Modnii  der  GriiMOo 

8(rJ,  %{&rl,  gC6»»r)  

durch  H  uod  den  Modnlnt  von  ^  durch  q  bezeichnen,  nach  dem 
in  XL.  §.  61.  bewiesenen  Satze  der  Modnlu  den  in  Rede  oke* 
Lenden  Rests  offenbar  nie  grösser  ols 

d.  i.  nicht  grösser  nls  der  Pest  der  geoAetriscben  Progression, 
welche  nan  durch  EntwickeluDg  von 

noch  den  positiven  ganzen  Potenzen  von  q  erhalt. 

§.  15. 

Vm  den  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  wichtigen  Snts 
dnrcb  ein  Beispiel  ni  erlSnCem^  wollen  wir  die  Fnnetion 

g(jF)  =  (1 4- o?)« 

betrachten.  &»etzeu  wir  die  imaginäre  Grösse  ar  =  $H-i2l^ — 1, 
niao  l  +  d^sslH-^  +  ^l/ — It  und  der  Kilne  wegen,  indea  wir 
die  ^nndrntwnnwl  positiv  nehmen, 

^   ^r=|(H-|)»-|-ijM»i  / 
so  kann  nach  XL.  §.  52. 

l+^=eieoi(Arctnog  ^  +^)+nin(Arctang  ^  -4-ibr)l/=Tt 

geietzt  werden,  wo  der  Bogen  Aretnng  -^j^  zwischen  npd 

-HI'T)  nnd  die  gtnse  Zahl  gerade  oder  nngemde  genommen 
werden  muss,  jeuachdom  l-^i  positiv  oder  nentiv  ist.  Nach 
XL.  %.  54.     55.  ist 
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9«teo8 a  (Aretaog        +  ^)     md  a  (ArctaDg  Ä3f)l/—  1 1 

immer  ein  Werth  vod  (I-^-.t)«,  und  (riPB*»!!  WcrtU  von  (l+.r)'' 
wolien  wir  jeUt  aHein  in's  Auge  iasseu  und  unter  ^{jp)  verstellen, 
also  auch 

9(«)=^f  eoM<Arctaiig      -hifar)+«iiMi(Aittaiig  ji|Hnfer)l/^| 

setzen.   Uekuuutlich  ist 

also 

d.  i.,  weil  nach  dem  Vorhergehenden 

(H-^)8'(ar)  =  a8(x) 

iit, 


Folglieb  iat,  wie  mtm  letebt  dsreb  fernere  Diffurentiatieii  findet, 

•Im,  well  naeb  d«a  OUgm 

(1 +*)«'(«) 

Hienus  ergiebt  sieb  dneh  nette  Differentiation  '  • 

also,  weil  nach  den  Obigen 
l-t, 

=  a(a  - 1)  (a  -     («  -  3)  jj^^. 

Wie  man  auf  diese  Art,,  weiter  geben  kenn»  iat  klar,  nnd  ea  iit 

folglich  allgemein 

3W(*)=«(»-1) . .  (a-«+l) 

also 

gO>)(0)ssfl<a— 1)  .  .  »-hl)S(0). 

Weil  nnn 
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ist,  80  iat  sack  dem  Obigeo 

gX^r)  =  a  

9 1  eos  (ArotoBg       -Kibi)  ^«ia  (Arotang  | 

•bo  oaeU  XL.  f.  53.  §.  54. 

g'(ar)=:a^«-i|coB  («  — 1)  (Arctaag 

-Hain  («  —  1)  (ÄrclBDgY^-hibr)*^-^}. 

Der  Müdulus  vüii       ist  V/§»  +         Ut  nun  l^^'  +  »7*  <!  1  oder 
<!i>  80  ist  inmer  1+|>>0,  weil,  wenn  1  +  1^0, 

d.  i.  §3^—1  wäre,  offenbar      ^  1,  und  fol^Iicli  ^'-f-i?'^!, 

sein  würde,  welflirs  üfpifen  die  \  oraussotzunt^  strei- 
tet,   li^t  ulau  litT  Modiiltis  von  .T"  kleiner  als  die  Einlieit ,   so  ist 

immer  l-f-^^-Ü,  der  Ürucli  j        bttt  also  einen  endlichen  vüilig 

bestimmten  Wertb,  und  die  stanze  Zaiil  /-  ist  eine  gerade  Zabl  uod 

kann,  wie  sicli  aiieb  ^  uud  rj  ändern  njojren,  als  roostant  angenom- 
men werden,  woraus  sieb,  iti  \crbiuduug  mit  deiu  Obigen  ergiebt, 

dass,  so  lan^e  der  Modulus  von  .v,  d.  i.  die  Grösse  V^^'  +  >7'> 
kleiner  als  die  Kinbeit  ist,  weder  eine  Unterbrechnog  der  Stetigkeit  ' 
der  FuQction  ^(.r) ,  nocb  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  der 

Function  ^'f.'")  J^talf  Hüdrt.    Wenn  der  Modulus  von  .t,  d.  i.  die 

Grösse  ^er  Kiuheit  gJcicb  ist,  erbäit  z.  B.  schon  für 

-  0 

Css — 1,  ^=0  der  Braish         den  völlig  nobeitimaiteii  Wertb 

Bieraus  und  aus  dem  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  wich« 
tigen  Satze  ergiebt  sich  also»  dass  für 

jedeneit 

ist.  Weil  nun  nach  desi  Obigen 

^x)s=s^|cos^AretMg|^^;|+^)4^no(Arctang|^ 

und  a?=z^-^ti\/ —  1,  also  für  a;=z(i  auch  $  =  0  und  i2=0,  folg- 
lich ^=sl  nnd  ^ 

ist,  wobei  man  uicbt  zu  uberseben  bat,  duss  Arctaog  ^  ^  ^  nach 
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*  .  '  ♦  *^ 

den  01iig;eD  immer  zwischen  — \jf  nnd  +  a7r  genonioieo  werden 
piiM;  Bo  ist  ofteobar 

«ibrl^— 1. 

uuü  also,  weil  uach  dem  Obigea  aUj^euieiu 

gt«)(0)  =  a(a.--l)...(a  — »4-1)5(0) 

IBt, 

8W(0)  =4x(a  —  1) . . .  ((^—  »-f-l)  (c<Mi  ttibr  +  sin  aksV—i), 
•  folglich  > 

utier,  weDü  wir  tu  eiuer  bekannten  Bezeichnung' 


fteUeu, 


=:„4co8  «ihr  +  sin  a^jrl/:^!). 


Fiilireu  wir  dies  in  den  oben  gefundeneu . Ausdruck  von  ein, 

so  crbulteu  wir 

g(ar)=(cog cubr+sio «Xr;rl/— T)  ( 1  +  aiar-|-a,a?* -fr-«,^'  +■  ...)f 

wo     jede  gerade  ganze  Zalil  Lezoicimen  kann. 

Also  ist  Jiftcb  dem  Obigen  unter  der  Voraussetzung,  dass 

iar, 

;s=(coaaibr-f>«iii  aJbnV^)  i         ff -h<jV/^) 

-f-«,(^'-f-?jV^^)*i 


wo  i(  jede  gerade  ganze  Zahl  sein  kann,  nnd  Arctaug  zwi* 

sehen  ^|ir  Und  genommen  werden  muss.   Setzen  wir,  was 

TfrbfaftPt  ist,  i&=sO,  80  eibalteii  wifj  immer  unter  der  Vorau»- 
Setzung,  dass 

ist  uuü  Arctaug  zwiscbcn  —Itt  und  -^^Jt  genommen  wird, 

Kl-l-y-H9*i»4co8  (o  Arctang  j~^)-hsin  (a  Arctaag|~|)W^| 
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Für  ips^  erhält  nan  bierang  unter  der  VoraniseCstto^»  dass  {/(^*}<}t 
4.  Ii,  der  abiolnte  Werth  von  ^  kleiner  ala  die  Binheit,  oder 

-!<$<+! 

(1  -f-     =  1  +  « .  ?  H-  a,^»  +       -h  4-  

Mao  sieht,  wie  leicht  der  im  vorigen  Paragraphen  bewiesene, 
Yon  Caachj  gefiindeM  Sala  au  dieaen  Reanltaten  die  bekanotUdi 
«of  andern  Wegen  nur  aiemlieli  weillSufig  und  achwierig  bewiesen 

werdfn  können,  fährt. 

üeiiK  rkon  Avollrn  wir  noch,  d;is5,  wie  8chon  in  der  elementn- 
ren  Anui)!>is  gezeigt  wird,  in  dem  i'uiie,  wo  a  eine  positive  gunze 
ZabI  ist,  fär  jedes  |  nnd  ^ 

^«.(5-i-,V/zrr). 


iat  Weil  nun  naeb  den  Obigen 

ssel«o»CAretang3^H-Äw)  +  «B  (Arctang 

iat,  wo  Aretang         zwiscben  -«l^r  und  H-iar,  und  die  ganae 

ZabI  Ar  gerade  oder  ungerade  genoBüen-  werden  maa,  ienaebdem 
1  -I-  ^  positiv  oder  negativ  ist j  ao  ist  gana  «nter  denselben  Vor- 
anasetaangen  nach  XL.  §.  54. 

s     coa  a(ArGtaBg  ^)     sin  o(Arctang 

Alan  ist  nach  dem  Obigen,  wenn  »  eine  poaitiTe  g»iae  ZabI  ist^ 
fiir  jedaa  ^  nnd  v 

I(l-Hr-H*  l^icoac<Arctg^4^)-Hiw<Arctg  J 

=  1  +  «.(1 4-  ^v/=T)  -1- 4-  nV^y  «iV"'^* 


wenn  man  Arctang         swiscben  — ^ar  und  -^i^fi  nnd  die  ganae 
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Z«bl  k  gerade  oder  uogerade  ni^uüt,  jeoacbdcm  1  + 1  positiv  oder 
negativ  ist. 

Der  Raam  geitattet  für  jetit  Dicht,  diesen  wichtigen  osd  in- 
teressanten Ge£2;enstand  weiter  auszafiihreD}  wir  werden  nber  wf^!^ 
terhia  auf  denselben  zurückkoBflMn. 


XLIX. 

i. 

r  Anwendung  der  Lehre  vom  Zuge  auf  die  Naek 

weisuDg  der  geometrischen  Bedeutung  der 

Form  a  +  b.V — 1. 

Von  dein 

H0R1I  Ihlajar  and  Ritter  Dr.  6.  W.  Müller 

♦ 

«0  Hannover, 


■ 

IKe  Ton  GsnM  hervorgehobene  nnd  in  Anwendung  gebrachte  geo- 

metrische  Bedeutung  der  sogenannten  inaginären  Form  a  +  ^  •  V^—l 

darf  zu  denjenigeo  neueren  Frwriterungen  Her  Mathematik  g^ezählt  ^ 
werden ,  die  eine  besondere  Autmerksamkeit  für  sich  in  Anspruch 
nehmeo.  Wie  diese  Bedeutung  sich  auf  eine  einSetche  Art  aus  der 
Lehre  vom  Zuge  *)  neebweisen  lässt,  welche  das  Beschreiben  oder 
Durchfahren  des  Raums  als  den  eigentlichen  Gegenstand  der  ana- 
lytischen Auflassung  der  Gpom<>trie  hetrncbtel;»  dieses  soll  durch 
nachfolgenden  Versuch  gezeigt  werden. 

Wenn  der  Zug  eines  beschreibenden  Punkts  die  Seiten  Shn« 
lieber  Figuren  nach  der  Ordnung  der  Aehnlicbkeit  durchfährt,  so 
wird  offenbar  Hie  unter  fleo  ähnlichtMi  Seiten  Statt  Gndende  Propor- 
tion auch  unter  den  besclireibenden  Züo;eu  Sl:att  finden,  imlein  dem 
BegrilTe  der  Aehnlicbkeit  die  \  oruusäetxuuff  entspricht^  dass  in  ähn- 
lichen Figuren  die  i|holiehzeigendeo  Richtungen,  nnd  dnsiit  also 
nnch  die  urössen  der  Züg^,  die  einen  ähnlichen  Gebergang  dar- 
stellen ,  als  £rl'*'clinamig^e  zu  hetrachfcn  sind.  Es  sei  7.  B.  fn  einem 
beliebigen  Punkte  A  einer  geraden  l^inic  HC  ein  Perpendikel  er- 
richtet und  der  Punkt  Dj  wo  solches  den  von  Ji  nach  C'fübreodeo 
Halbkreb  über  dem  Durehmesser  ßC  infSt,  geradlinig  mit  B  und 
C  verbunden,  so  sind  BAD  und  D^A'C  ähnliche  Dreiecke.  — 
(Annerknng.  Die  Beseichnuog  ohne  oder  mit  Accent  soU  hier  bei 
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39B 


den  Punktoii,  (lie  /u  hriden  Dreipcken  {2;ehüren,  untcrsch«  i 'm  ,  ob 
sie  für  das  erbte  uiier  inr  das  letztere  betrachtet  werdeu,  aucü  soll 
in  der  Antrabe  eines  Zuges,  der  swei  Punkte  ?erbind«t,  der  voran- 
stehende  Bocbstabe  den  Anfangspunkt  des  'Xiii'j^eß  bezeiclinen.)  — 
Der  zusauimengcsetzte  Zuff  des  bescit reibenden  Punkts  der  von  ß 
nach  Aj  dann  von  A  nacTi  /},  von  />'  nach  A'  und  von  A'  nnch' 
C führt,  durciitalirC  oflfenbar  die  Seiten  der  ähnlichen  Dreiecke  BAU^ 
IffAC  nach  der  Ordnung  der  Aebniicbkeit.  Man  ^at  »Iso  unter 
den  einzblnen  Theilen  seiner  ZusammeDsetzong-.  die  als  Züge  auf- 
gefttsst  *  werden  müssen,' die  Proportion  fi  1  •  An=z  D'A' :  A' ('. 

Nun  kann  man  für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensvstvm  in 
der  Ebene  den  Ausdruck  mi-\-Oß  als  die  allgemeine  Form  für  die 
analytische  Darstellung  des  Coordinntenxuges  ansehen,  der,  wenn 
er  von  einem  Punkte  P  ausgeht  und  zu  dem  Punkte  Q  hinführt, 
dadurch  des  letzteren  Lage  ge^eo  den  erstcren  bestimmt.  Es  be- 
deutet dann  a  die  Grösse  des  geradlinigeu  Zuges«  der  die  Längen- 
einbelt  in  der  Ebene  mit  einer  lliehtnii||f  besebreibt,  die  mit  der 
positiven  »Richtung  in  der  Abscissenaxc  einer  und  derselben  Richtnng 
im  Räume  parallel  zeigt,  und  H  Mv  f.'rnsse  des  t^cradlinic^rn  Zug'es, 
der  die  f^ängeneinlirit  in  In  i^iheiie  mit  einer  iiiciitung  bf^-^rlireibt, 
die  mit  der  positiven  Uichtung  in  der  Ordinatcnaxe  ciuer  und  der- 
selben Richtung  im  Räume  parallel  zeigt.  Die  Coefßcienten  «  vod 
b  sind  numerische  Factoren,  die  das  Stetten  der  Grössen  a  und  ß 
zur  Bilihrn^  der  beiden  Theile  des  gan/fM  Zuges  näher  bestimmen; 
ihr  absoluter  ^Verth  muss  sich  z;i  1  verhalH'o,  wie  die  Länge  ihres 
Theils  zur  I^augeneiuheit,  aussetdjeui  können  sie  positiv  oder  ne- 
gativ sein je  nachdem  die  Beschreibung  der  Theile  mit  der  Rieb* 
tung  der  (■rössen  a  imd  ß  selbst  oder  mit  der  entgegengesetsten 
zur  Ausführung  kommen  soll.  Es  sind  also  n  und  ö  dieselben  Zah- 
len, die  nach  der  ge>\ uhuru hen  Autfassun^  die  Abscisse  und  Ordi- 
nate des  Punkts  Q  gegen  den  Anfangspunkt  P  einzeln  für  sich 
darstellen. 

Die  Eigenthüinlichkeit  dieses  Coordinatensystems  besteht  darin, 
dass  jeder  Punkt  der  Ebene  von  dem  Coonllnatenzuge  nach  vier 
verschiedenen  Richtungeu,  wie  sie  den  (irössen  -i-«,  — a,  -{-ßy  — ß 
entsprechen ,  durchfahren  werden  kann.  Die  durch  das  Znsammen- 
liegen dieser  tsrösscn  in  einem  Punkte  A  der  Ebene,  als  ihrem  ge- 
meinschaftliclif^n  Anfang".spunkte  oder  l''nd[mnkte,  unter  iliiu>ri  ent- 
stehotulr  Ur/Zicliuni;"  liiiilct  also  Inr  jeiU'n  Punkt  der  i^beoe  statt. 
Lässt  man  von  dem  Ptaiklc  aus  AB  den  Zug  +a,  AC  den 
Zuj;  — a,  AD  den  Zug  AB  den  Zug  — ß  darstellen,  so  * 

entsteht  eine  liagenbezirliung  unter  äliiili(  lu  n  neben  einander  lie- 
genden Dreiecken  BAD  uuU  DAC,  JßAC  \x\m\  C  il\  CAE  w\\^ 
EABy  E4B  und  RAD  s^-anz  mit  derjenigen  Ulicrt  instirtimrnd, 
welche  oben  betraclitet  wurde.  iMau  hat  also  unter  jenen  (Brossen, 
insofern  ein  beschreibender  Punkt  sie  vermittelst  eines  zusammen- 
hängenden Zuj^r  ^  !ui  chläuft,  je  nach  der  Folge  BADAC^  DACAE^ 
CABAR  .  EABA I)  die  Proportionen  —«:/?=—/?:  —  «,  —  ^  \ 
—  ce=«:  —  ß^  a: — «,  ß:a  =  —  a:ß.  Sämmtliche  Pro- 
portionen t;ebeu    die  Beziehung  ßß=  —  uu,   also  ß  —  u.\^ —  1 

oder  ß=zaA,  wenn  -f- — 1  durch  i  bezeichnet  wird.  Deutet 
man  a,  als  den  nrsprünglichen  Biab^tszug,  dnrcb  +1  an,  so  er- 
hftU  man  ß  =-+- 1/—  1  =  t.   Bs  ist  demuacb        ^ .  i  die  nnaJ^- 
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tische  Form,  welche  der  Grösse  des  recktwinkiigen  CordLnatensuigei 
'SukonDit»  woBB  denelbe  «Is  eia  suBBrnmeBhäogveBdes  GaBzes  auf* 
iipefaBst  wird.  Der,  dar  Kinkait  dea'  aweiten  Tlicils  sicli  beifUgeade 

Factor  /■  (Irutet  dabei  an,  dass  die  riinirencinlieit,  welclio  für 
die  Eiuluit  des  i-rstf^u  Tltt'ils  mit  der  jio.siiivL'ii  Abscissenriclilunj^ 
besckricbeu  wird ,  lur  die  Einheit  deti  xweiten  Theils  utit  reckt- 
wiBlüig  abiveicbeader  RichtaBff  ao  beschrcibeB  ist 

IfVenn  a-\-h.i  den  Coordinateuzug  durstellt«  der  vom  Punkta 
T'zuoi  Funkte  übcrfübrt  und  der  <J:^^adIil^ige  oder  R.nün-  \  ector- 
ZupT  von  /'nach  Q  durch  r  bezeichnet  wird,  so  duss  r  üe.sseri  Länge 
in  Thcilcn  der  Längeneinheit  ausdruckt  mit  dem  Vorzeichen  + 
odar  je  Bachdem  iB  -der  geradaa  XÄVkx^  die  Richtung  vob 
P  nach  <^  ala  die  poältivc  oder  uls  die  negative  betracljtcl  wlr  i, 
und  wenn  fernpr  e  di»'  Eloiig^ation  jenes  Uadius-Veetor  ist,  d.  h.  die 
Grösse  des  W  iukeU  be^eichuet,  der  iui  Scbeitelpunkte  /*  aus  der 
Richtung,  die  mit  der  positiven  Abscissenrichtung  e.ioer  lind  der- 
salbea  Kidbluag  des  Raums  parallel  ist,  in  diejenige  überführt, 
die  in' der  geraden  Linie  PQ.  als  die  positive  betracutct  wird,  so 
hat  man  allg^empin  rtt=:r  cos  Lz=zr  sin  <»,  «-f-Ä,/  — r  (»os  c 
-4- sin  e.i).  Die  Grösse  e  lässt  sich  dmcli  die  Zahl  ausiiruckeu, 
waleba  die  LftBge  dea  Bogena  des  ElongatioBswiakels  ia  Tbeilea 
dea  Hiilbmessers  ungicbt  mit  dem  \'orzeiclien  +  oder  — ,  ja  nach- 
dem dieser  Winkel  durch  |»ositi\e  oder  nogalivr  Drcliung-  zu  br- 
schreiben  sein  wird.  stt  lien  dann  a  und  1*  die  rechtwiukligen, 
€  und  r  die  Polar- Cuurdiuuten  des  Puukts  Q,  gegen  den  Anfangs* 
«'puBkt  /*Bach  ibrer  eiazelBea  Grüsse  dar,  nod  zwar  die  absoluten 
oder  die  relativen  Coordinaten,  je  nacbdem  P  der  Anfungspankt 
des  roordinaten-Svsteras  selbst  oder  oiti  arulcrrr  Futikf  der  iibene  ist. 

Die  durch  (  aucliv  aufirekonutn  ih*  üciK'miuüg  .. compleve  Zahl" 
ftir  die  Zahl  von  der  >  urm  a-^  0  .  i  scheint  bereits  das  Bürgerrecht 
grewomien  zu  baben.  Die  von  ibm  befolgte  Ausschliessung  nega- 
tiver Wertbe  für  den  Modolo!«  der  comidcxi  n  Zahl  oder  für  die 
Gröspo  r  in  der  Forin  r .  (cos  e  -f-  s'n  <?.f)  hat  zwar  für  einzfiae«' 
Fälle  ihreo  ^ul£eu,  slört  uher  die  Allgemeinheit  der  Auilassung. 

Die  durchgreifende  Allgemeinhcil  der  Darstellung  der  Grösse 
des  ('»ordinatenzuges  dnrch  die  coaplexe  Zablenform  erbellet  am 
auffallendsteu  bei  der  Rechnung  mit  eomplexen  Zahlen.  Es  sei 
z,  B.  A  der  A nfaiit- spunkt  des  Coordiiiatensystcms,  Alt  die  mit 

Sositiver  Absci.s.seuricbtuiig  beschriebene  Längeneinheit,  so  stellt  der 
lUg  die  ursprüiiglicbe  Einbeit  dar,  die  deai  Coordinutenzuge  zun 
Gründe  liegt.  Nun  bezeichne  «r-f-^. ^=5 r (cos  /f  +  sin  e.i)  die 
Grösse  des  Coordinatrruuffcs.  der  aus  -/  nach  dem  Punkte  C  fiilut. 
so  tritt  durcli  das  Setzen  dieser  eomplexen  Zahl  d'-r  7j\vr  von  ./ 
nach  C  un  die  Steile  des  Eiuheitszuges  von  A  nach  Denkt 
«aB  sich  die  conplexe  Zahl  ar-f-^  •  s  nia  eine  Summe  von  aliquoten 
Theilen,  so  wird  das  Setzen  derselben  zu  einer  Folge  von  Punkten 
hinführen,  die  Endjiunktc  von  eBt?^precljenden  ali(|untrti  Tfirilm  (!<>< 
R«diMs->  erti)r-Ziiü:cs  /^'«rnd,  und  da  »'in  Zii«j  ?tls  <!  i  ( .  1  an/\ orstel- 
hing  des  Aueinanderreibens  einer  ^iuJ.iIn«  vuu  uneudiicli  vielen  un- 
eniUfeb  kleinen  aliquoten  Tbeilen  »uf'gc faist  werden  kann,  so  ist 
mit  d«  in  Setzen  der  eomplexen  Zabl\/  ~\-  h  .  l  in  der  That  auch 
das  Setzen  «jes  Rndins-Vector-/fiir<"^  1  ll  st  verknüpft.   Man  darf 

also  sagen,  dass  das  Setzen  dt  r  (dnii  lf \(  n  Zaiil  ^/-|-//.  co.s  <? 

sin  e.i)  aus  dem  EiuheiLscugc  ^/>'  den  Ii.  Y .  Zug  AC  hervor- 
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g-clif^n  lässt  und  dass  dabei  e  den  Uebergang  aus  der  pogitiTen  Kicb. 
tuu^  des  Binheitszuffes  in  die  des  U.V.  Zuges  und  r  als  Fuctur 
Ton  1  «Ii«  aus  der  lunbeit  kerrorvehende  linearo,  Grösse  des  Zuges 
AC  anzeigt.  Nun  sei  die  cooipTexe  Zahl  91  -h  ^  .  t  =  9{ .  (cos  6 
H-sin^.t)^  welche  von  J  zum  Funkte  D  hinführt,  das  Product 
ans  den  beiden  complexea  Zahlen  a b  .  i=:r  .  (cos  e-^  sin  e.  t) 
und  •\-  y  »i^s^r ,  (ees  +  s»  .  i)^  so  vini,  weim  die  entere 
dabei  als  MultipHeand  angesehen  wird,  diese  für  die  Ausfilbrnnfj^ 
der  Multiplication  nn  die  Stelle  der  Einheit  des  Mii!ti[(!i(  atars  treten, 
es  wird  also  der  Kadius*  Vector-Zug-  AD  su  aus  dem  /<  .  F.Zug 
bervorgeben,  wie  es  das  Setzen  des  Multiplicators  für  die  IliP 
dung  eines  R.  F.  Zages  ans  dem  Biiiheitssii|[fe  utf^  Tonchreibt, 
d.  b.  CS  >vird  den  Uebergang  aus  der  positiven  RicbttlBg  des 
Ii.  y .  ZtiL'-<'s  JC  in  Hie  (i*>s  ii  .  V ,  Zwttm  AD  angehen,  und 
als  Factor  von  r  die  lineare  Grösse  des  R .  F.  Zus^es  AD  hervor- 
bringen. Mau  würde  aUo  hiernach  z=  rr'  nud  ^=e-|-e'  erhal- 
ten, welehes  Tollkomsien  mit  denp  wirkiielieii  MnltipUcatioosprodocte 
der  covplezen  Zahlen  selbst  fibereiostimmt^  inden 

r.(6ose-4-  sin e .  t)  .    (eos    -|-  sin    .  s) 

s      .  jcos  (c      e') -f- sin  (e -f- .  i) 

ist 


L. 

Anwendung  der  Fresnel'schen  Formeln  zur  Be* 
Stimmung  der  von  einer  beliebigen  Anzahl  pa- 
ralleler durchsichtiger  Platten  reflectirten  und 
gebrochenen  polarisirten  Lichtintensit&tea. 

Von 

Herrn  J.  FleschT, 

Lehrer  der  MAthemstik  und  der  Niturwissensshsfien  an  der  ütalscbule  su 

OasseidorL 


1. 

Die  Phänomene  des  Lichts  werden  hervorgebracht  gedacht  durch 
Vibrationen  eines  insserst  feinen  höchst  elastischen,  das  ganze 
Universnm  erfüllenden  hypothetischen  Fiuiduros,  welches  man  laicht» 
Aethcr  nennt.  Die  Vibrationen  der  Aethertbeilchen  erfolgen  immer 
und  jederzeit  seukrecht  zum  l^icbtstrahl,  also  stets  in  ein(>ranf  dic> 
sem  letzteren  senkrechten  Ebene.  Bleibt  die  hchwioffungürichtung 
der  Aethertheilchen  eonstant,  d.^  h.  sich  isiaer  parallel,  so  heiaal 
das  Licbl  polai'tairt}  ändert  sich  dieselbe  aber  conttnuirlicb»  se 
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heis&t  dus  Licht  aap o larisi rt.  Ich  nenne  mit  den  fr^iozösiscben 
P&ytikern  dasjenige  polariiirte  Licht,  deesen  VibnitioBen  aenkrecbt 
ge^cn  die  BiDfallsebeDe  erfolgen,  in  der  Kinfallsebene)  dasje- 
nige hini::firpn,  drssrn  Osrillntioncn  in  der  Kinfallsebenc  geschehen, 
senkrecht  zur  bi  ti  t  a  1 1  s  r  b  e  n  c  pnlarisirt.  üa  sich  das  «inpo- 
larisirte  Liebt  betrachten  lasst  aU  eine  continuirliche  Aufeinanderfolge 
oadi  allen  ni5glicbeo  Riclitiingen  polartsirten  Liebte,  ao  den  lo  einer 
sehr  kleinen  Zeit  nacb  jeder  Richtung  gleich  viele  nad  gleicb  starke 
ScbwitJCftinj^en  crfolc^en:  f5o  knnn  dasselbe  ?i!so,  wenn  es  nach  der 
Einfallscbene  und  senkrecht  c^egen  dieselbe  zerlet^t  wird,  unire!«ehea 
werden  als  ein  System  senkrecht  zu  einander  polurisirter  Sirahien, 
jeder  von  der  halben  Iiileneität  dea  nnaerlegten  unttaiarisirten. 
Ueabalb  also ,  weil  ea'  der-  einfachere  Fall  ist,  und  weil  daa  nnno* 
larisirte  Licht  als  niis  polarisirtrm  bestellend  Mngeschen  werden 
kann,  verdient  mit  der  Betrachtung  des  polarisirten  Lichts  der  An- 
fang gemacht  zu  werden.  . 


Fällt  in  der  EiufuUsehenc  polarisirtes  Lichta  desseo  Vibrationen 
alio  senkrecht  gegen  dieie  Ebene  erfols^en,  von  einer  ala  Einheit 
angenonnienen  Iniensitüt,  unter  dem  Vl^lnkel  i  auf  die  Trennnngs- 

fläche  zweier  durchsichtigen  Media  von  versrliierlcner  Dichtigkeit 
und  wird  dasselbe  unter  dem  Winkel  #'  refr;i(  tii  t:  so  sind  die  In- 
tensitäten des  reflectirtcu  und  durchgehenden  Lichts  respective  aus» 
gedrilcht  darch  folgende  Formeln: 

sin*(f«0      .  ,       ^-      sin 2t. sin 2«' 

Auf  gieiehe  ffeiaa  aind  die  fntensMren  dea  ges^iegetten  nnd 
durchgehenden  aenkrecht  gegen  die  fciinfallsehene  pularisirten  Lichta, 

dessen  Scbwinirniiiifen  rtlsD  in  dieser  Kbrne  erfolgen,  unter  übrigem 
ganz  gleichen  L'mütänden,  gegeben  durch  die  Ausdrücke: 

Mt*  tang»(/  —  t")      .   -       »t  sin 2t.  sin 2<' 

^  —  tang^U'-f-O  ™  ^  — *  — sin'('-h«''Jco8»(«-0' 

Diese  4  Formeln  wurden  gegelten  von  Fresnel  in  den  M«?- 
iBüires  de  Tacademie  des  scieace»  und  traffcn  seioeu  ehrenvollen 
Namen.  Man  findet  lie  gleicbfalla  ausführlich  entwickelt  in  Ra- 
dicke'a  Hapdbuch  der  Optik.  1.  Band.  Seite  231.  If.,  so  wie  auch 
in  den  neueren  Lehrbüchern  der  IMiysik,  z.B.  in  Cours  de  pbysique 
a  Tecole  polytechuKjue  par  Lame,  Tuuie  IL  ^.  637.  u.  s.  w.,  wes- 
halb ich  von  ihnen,  als  von  allgemein  bekannten  Formeln,  in  mei- 
ner kleinen  Arbelt  auegehen  lU  dürfen  geglaubt  habe» 

Fällt  ein  Lichtsfrahl  unter  einem  beliebigen  Winkel  auf  die 
TrennuogsBäche  zweier  durchsichtigen  Media,  von  verschiedener 
Dicht^keit,  so  wird  derselbe  im  AutTallspunkte  im  Allgemeinen  in 
swei  Prahlen  setbeilt,  von  denen  der  eine  unter  dem  Anffallawinkel 
ins  erstere  Medium  zurückgeworfen^  der  andere  unter  einem  andern 
Wirikfl  ins  zweite  Medium  gebroclu-n  wird.  Fällt  also  in  der  Ein- 
lallsebenc  polarisirtes  Licht  unter  den  oben  (Art.  2.)  bezcubncten 
Bedingungen  auf  die  obere  Fl&che  einer  Glasplatte  mit  parallelen 
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BegreuKUDgseUtinrn.  su  wird  eio  Tbeil  in  die  Luft  reflectirt^ 
•in  iiDderer  Tbeil       dniifft  uoter  dea  Winkel  f*  in  die  Glaauiasse 

ein  und  trifft  unter  demselliiea  Winkel  i'  auf  die  untere  Grenzebene 
der  Plattr.  In  dieKcm  Punkte  thcilt  alrli  dirscr  letztere  Tlicil  C* 
wieder  in  /,\\<  i  Sfralileu,  von  denen  der  eine  ins  Innere  der  Glas> 
müsse  gespiügeit  wird,  der  andere  unter  dem  Winkel  aUo  pa> 
nllel  der  aoffalleoden  Licbleinheit,  ans  der  Platte  herauairitt.  ]>• . 
'  aieli  nun  die  Wertbe  von  ^i*  un4  nicht  ändern ,  wcun  i  und  ^ 
uiit'T  onKiiifier  vertauscht  werden,  da  also  die  Intcnsitattn  drs  re- 
flectirten  und  gebrochenen  Lichtes  aus  der  etits[>rt  (  lieinli-n  ln(en- 
sitüt  des  außalleuden  stets  aut  dieselbe  W  eise  besümml  werden,  das 
Liebt  laar  nater  deai  Wialiel  I  aiifii  dichtere,  oder  unter  deai  Win- 
kel if  anS  Blinder  dichte  Medium  aufTullen:  so  erhalten  wir  aho  in 
diesem  Falle,  wie  im  erstoren,  die  Intensität  des  ins  Innere  der 
Glasmasse  zurückgeworteueu  und  aus  derselben  heraustretenden 
Lichtes,  %venn  wir  die  Intensität  C*  des  auflaUeoden  respective  mit 
A*  und  atiiitipliciren.  Die  Intensitilt  des  ersteren  Strahles  ist 
also  C*A*9  die  des  andern  C*,  so  dasi 

C*  s=  C*A*  +      =s  C*{A*  -H  €•). 

Wenn  wir  anf  diese  Weise  die  Sache  verfolgen,  so  erriebt 
sich,  daas  innerkalh  der  Glasplatte  zwischen  deren  beiden  parallelen 

Begrenzung'sebcncn  eine  unendliche  Meng^c  vnn  ReOexifmcn  Statt 
haben.  Alle  diese  reflectirten  Strahlen  haben  das  gemeinschaftlich, 
dass  sie  sämmtlich  in  der  Einfallsebene  liegen  und  unter  dem  Win- 
kel reflectirt  werden*  Und  .da  man  die  Intensität  des  gespiegelten 
Strahls  erhält,  vrenn  man  die  Intensität  des  auffallenden  mit  A*  muU 
tiplicirt,  80  werden  dif*  Intensitäten  aller  im  Innern  der  Glasmasse 
reflectirten  Strahlen  also  eine  geumetrtsche  Frt^^ression  bilden,  de» 
ren  erstes  Glied  C*  nnd  4eran  Quotient  A*  ist  Diese  Reihe  ist 
alsas 

C*'-^C*A*'^C*A*'^tte,r=:C^l'^A*'i-A*'^ttc.)==:j^==U 

Um  nnn  die  Intensitäten  der  aus  der  oberen  oder  unteren  Greaa* 
ebene  der  Platte  heraustretenden  |Ntrallcien  Strahlen  zu  erhalten,  ba* 
ben  wir  nur  die  betreffenden  auffallenden  Lichtinteusiiäteo ,  aus 
deren  Zerlegung  sie  bervorges^angen  sind,  jedes  Mal  niit  C*  an 
inaltipHeircn.  Die  von  der  oberen  Grensebcne  der  Platte  nater 
dem  Wint(<'l  I  ausgehc'nde  Lichtintensität  wird  also  gleich  spin  der 
Summe  tulgcuder  Reihe,  deren  Glieder  die  LichtstaHLC  der  einzel- 
nen Strahlen  ausdräeken: 

A''i'C*A*'^C*A*'^C*A' '  C^l-h-^*-!-^'  +  etc.)  == 

+      •  =  I^^  (1  -h^'+l-^«)  = 

Aut  gleiche  Weise  erhält  man  die  Intensität  des  aus  der  nn> 
teren  Fläche  der  Platte  heraustretenden  Lidhta  durch  die  Summa- 
tioa  der  Reibr: 

C*  -h  C*A*  +  C*A*  -h  etc'.  =      (1  -f.  ^*  -H  ^»  If.  €tc»)Ä. 
Folgende  Gleichnageo  stellen  die  jedesmaligen  aaffalleoden 
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Lichtintensitäten  mit  ihren  respectiven  refiectirten  und  gebrocheueii 
Strabieu  dar,  ia  welcbe  sie  gicb  bei  ihrer  Zerlegung  theilen: 

1  =  ^»  -I-  C» 

r»  =  (j'A^  -f-     =  r»  {A^  -+-  c»), 

C*A*  =  TM*  -f.  C*^»  =  C^A*  {A*  +  r«), 

deren  Eicbtigkeit  evident  ist. 

Ans  der  vorangebenden  Bntnicklang  eigiebt  Bich  fibersicktUck 

dargestellt  folp^endes  Resultat: 

Fällt  in  der  Einfallsebeno  uolarisirte«  Licht  von  der  Inten» 
flitat  =s  1  noCer  dem  Winkel  i  noi  Luft  nef  die  obere  Fläche 
einer  Glaiplatte  mit  pnrnllelen  Begrenzungscb^en,  so  ist  die 
Intensitrit  alles  tob  der  obern  Seite  der  Platte  unter  drm- 
selben  Winkel  i  Miagebenden  Licbta  gegeben  durcb  den 
Ausdruck 

—  » 

und  die  Intensität  des  unter  dem  Winkel     also  parallel  der 

auffallenden  Lichteinheit,  uns  der  untern  Fläche  der  Platte 
austretenden  Lichts  wird  dargestellt  durch  den  Ausdruck 

Wir  finden  also  das  von  der  «iT>prn  odpr  nntcrn  Flärlic  der 
Platte  kommende  Licht,  wenn  wir  die  lutenäität  des  auttallenden 
respective  mit  Ai*  oder  C^*  multipliciren. 

.4.  • 

Wir  denken  uns  nun  n  parnünlr  Platten  auf  einander  liegend 
lind  bczeicliiH'ti ,  analog  tletn  \  uriL;('ti,  das  unter  g"anz  denselljcn 
ümstündeu  vuii  der  obern  Flacliu  der  obersten  Platte  au^geiiende 
Liebt  doreb  An*  und  das  mit  der  nntem  - Fläche  der  imleteten  bei^ 
«Bstretende  durch  Wir  fügen  neeb  eine  Platte  hinzu  und 

wollen    bestimmen    die  bei   der  Vfr^Mniirung  von  (w-f-1)  Platten 
von  der  obersten  und  untersten  Platte  kummenden  LicbtinteutiUäten,^ 
also  An+i^  und  Cn+i*. 

Vor  ÄUeai  ist  einleuchtend ,  dass  swiscben  der  anfem  Fläebo 
der  »ten  und  der  obern  Fläche  der  darunterliegenden  («»+l)ten 
Platte  eine  unendliche  Menge  von  Lirhtinteositäten  sieh  befinden 
werden.  Wie  oben  '^Art  6.),  so  haben  auch  hier  alle  diese  Strahlen 
das  gemein,  dass  sie  sämmttieh  in  der  Einfallsebene  liegen,  duge« 

fen  aber  alle  nnter  dem  Winkel  i  von  den  beieicbneten  beiden 
lachen  lierkommen.  Wir  ünilcn  nun  die  Intensität  irgend  eines 
dieser  Strahlen,  wenn  wir  die  Intensität  desjenigen  auffallenden, 
aus  dessen  Zerlegung  er  hervorgebt,  respective  mit  A^"*  oder  An* 
maltiplieiren»  jeoaebdem  der  anltallende  Strahl  auf  die  eine  einaelne 
oder  die  m  vereinigten  Platten  trifft.  Diese  Strahlen  sind  also 

C„»  +  Cn*A,*  +  Cn^A.^Am*  -|-Ci,»^,*^»»+C;»^/^««+etc. 

Am  diesen  letetertn  sieh  swiseben  den  beiden  Piattentjatemen 

26* 
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bewegenden  StraMon  fmdcu  wir  nun  din  einzelnen,  von  ihnen  her- 
rührenden,  aus  der  unteren  Flüche  der  einen  ei  nz  ei  neu,  oder 
der  oherea  PIScbe  des  SjrBtens  von  m  Ptutlen  parallel  unrer  ein- 
ander Lernustrctenden  Uchtioteositäten ,  wenn  wir  die  bctreflfendeD 
(aufrallrtulfn)  Strahlen  respectivr  mit  oiler  f'\,^  multipliciren, 

je  nuclidcm  dieselhen  nuf  die  eln/ilne  udcr  die  m  Platten  auflielen. 
Also  wird  die  Intcusttut  alles  vuu  der  obern  Fläche  der  (n  1} 
auf  einander  liegenden  Platten  kennienden  Lichts  gleich  sein  der 
Summe  folgender  Reihe,  deren  Glieder  die  Lichtitarke  der  einnel* 
Den  Strahlen  bezeichnen: 


=4.» -4-  €n*^^*^n*'^Cn*Ji^•M*^  +  etC  = 

Ebenso  ht  die  Intensität  aller  ans  der  untersten  (i»+l)ten 
Platte  bcrniistreteoden-  pamlielen  Strehlen  gleich  der  Sonme  fol- 
gender Reilicr 

Folgende  Gletchnogen  stellen  die  aofTallenden  Lichtintensttiteii 
mit  ihren  respectiven  reflectirtea  und  refractirtea  iitrahien  dar,  in 
welche  sie  ^ich  aerlegen: 

1  =r  J,,'  -4-  €„\ 

u.  8.  w.^  deren  Richtigkeit  sich  von  selbst  ergiebt. 

Setst  mon  in  den  für  A»^t*  ond  gefnndeaen  allgemei* 

Ben  Aosdriieken  sueeeiiive 

«  =s  1,  ü  =  9,  fS     3  o.  s.  w«» 

ao  erhilt  van  noch  einigen  leichten  JUdnelioBeB: 

Riefiiiis  schliessen  wir  allgemein: 

^«  gw^*  j^,  1—^» 

flo  daju  jederzeit 

1  =       H-  C*». 

Wir  fassen  zusaiamcu.   Fällt  iu  der  EinCallsebene  polarisirtee 
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Liclit  von  einer  als  Kiiilicit  jiDgenommf noii  Infrti.sitat  iiutcr  dem 
Wiukel  i  uuä  Luit  auf  u  über  eiuuuiier  Jiegeiitle  {»arullele  Glas- 
plaHen  anf,  lo  ist  die  f  oteDsität  alles  toi»  4er  obersten  PUUe  unter 
ileniseiben  Winkel  nusgelienden  Lichtes  =^4^*  und  die  Inteusität 
des  aus  der  Unternien  Platte  parnllel  der  atin;i1lrnden  TJcliteinlieit 
lieraustreteutieo  i^ickU  =  C«'.  Beide  Theile  bleiben  in  der  Ein- 
fttllsebene  pulurUirt. 

^  5. 

Da  filr  Liebt,  welcbes  senkreebt  geg:cn  die  Einfollsebene  po« 

larisirt  ist,  nn  die  Stelle  von  in  den "vorbcrgebeDden  Entwick- 
lunn^eu  //'  tritt,  übri^^ens  nntrr  denselben  Bedinffungen  ulics  ffenuu 
dasselbe  bleibt,  so  werden  aiso^  analo|^  den  bei&n  vorigen  (a),  die 
Formeln 

die  von  der  obersten  und  untersten  Platte  5ir  diesen  Fall  koanaeii- 
4eD  polarisirteii  Liebtiateasitiltaa  aaadriiekeii;  so  dasa  wiadenin 

1  =       -I-  Dn\ 

Fällt  uuti  über  uuicr  denselben  Umätünden  gewübulicbes  un« 

Klarisirtes  Liebt  auf  von  der  lateastttt  sssS,  und  denken  wir  ans 
Bselbe  auf  die  oben  (Art.  I.)  angedeutete  Weise  in  ein  Sjsteai 

«senkrcrht  ZU  einander  polnrisirter  Strahlen  zerlegf,  'oder  Ton  der 
luteusiliit  =1,  und  von  denen  die  \  ibrationen  des  einen  in  der 
Einfaliscbene^  die  des  andern  senkrecht  gegen  diese  Ebene  erfolgen^ 
so  ^vird  also  die  Intenaitlit  alles  von  der  obetatea  Platte  ausgebeo- 
den  Liebte  dorcb 

,iiild  des  ans  der  antersten  Platte  kerapstretenden  durcb 

ausgedrückt  werden  kdaaen.  Heber  die  Natur  dieaer  beiden.  Liehl- 
intensitäten  wollen  wir  keinen  Toreiligen  Seblusa  laaeben. 

«. 

Formt  man  den  Auadruck 

"~  siii-(i -4- /■') 

vermöge  der  Fundamcntulirleiclinng  der  lirecbupg  des  Lichts 

sin  i  =    sin  i' 

UM,  SO'  siebt  man,  dass  derselbe  sein  Minimum  s  oder 

Maximum  =  1  erreiebt,  je  oacbdem 

•  =5=  0  oder  #  =  -J«  ist. 

Aiirh  liisst  sich  durcli  DilTerentiation  leicht  nachweisen,  dass  der 
Werth  von  A"*  von  der  einen  Grenze  zur  andern  mit  dem  Autfalls* 
Winkel  conUnnirlich  wächst.  , 
Her  Wertb  van 


4m 

—  tiiigni-f.f-) 


biDgegeo  erreicbt  leia  Hiiiinion  =0,  weoo- 

•» 

Alidann  «ber  ist 

sin  ^  =  cos 

iolgUcb 

sio  « c=s    f  in  f'     /*  cm  I 

■  • 

und  ^ 

tiitig  iz=  fjt. 

Fäiit  uiso  senkrecht  ir^^g^en  ä\n  t^iDfallsebeDe  polarisirtes  Licht,  un- 
ter dem  durch  diese  Gieiclmug-  besUramteo  Winkel  «uf  die  Tren- 
nnngsfläche  zweier  darchsichtiger  Media  auf,  so  wird  durchaus  keine 
Spur  von  Liehl  reflcctijrt,  sondern  alles  dringt  ins  zweite  Medina 
eia.  Fällt  hingegen  gewöbnUcbM  BA^olAniir^  Licbt  aal,  «O^ 
hält  das  gespiegelte  Licht  ^ 

^*  -I-  ^  », 

weil  il*r=0  ist»  nur  in  der  Eia&llsebene  polarisirtM  Licht  und 
man  saart  dealialh,  das  laicht  sei  durch  Reflexion  voUkom- 
men  polar isirt.  üud  daher  heisst  dieser  Auffallswinkel  auch  der 
Polarisatianswinkel  oder  der  Winkel  der  voUkomnienea 
Polariiation.  Es  ist  leicht  m  leigco,  dass»  weil 

ist,  dar  rellectirta  StraU  anf  den  gebrochene»  seakracht  itebf.  • 

Far^  =  0istü^=:(^{y5 
PBr  f  SS  arc(tang  ^  =  0,  also  Miaifluiitt. 

Für  i  =      jB'  =s  h  Bfaxiaram. 


Aas  dev  VorangefaeDden  ergebea  sieb  folgeade'  GesefM: 

1)  Fällt  polarisirtes  Licht  auf  die  Trennungsfläche  aweier  durch- 
sichtisrn  Media,  so  wird  hei  sfnkrpchtcr  Incitlrnz  nur  cin^Theil 
r€fle(  tirt,  bri  horixontulcr  dap^cLif  u  alles,  das  autlallende  I>irht  mag 
polarisirt  seia  in  der  fcÜotuiläcbeoc  udcr  senkrecht  gegen  dieselbe. 

2)  Ist  das  Liebt  in  der  Bin&llsebene  polarisirt,  so  wichst  dia 
Inten sl tut  des  gespi^elten  Lichts  mit  der  Schiefe  der  Incidens. 

3)  Wenn  hingegen  das  Licht  polarisirt  ist  seokrecht  xur  Ein- 
fallsebcuc,  so  wird  bei  einem  gewissen  von  der  lichtbrechenden 
Kraft  des  zweiten  Mittels  ubhäugigfu  iscLieteu  Auffallswinkel  (Fo- 
larisationswinkel)  keine  ü^ur  gespiegelt,  sondern  alles  dringt  ins 
zweite  Mittel  ein.  Je  weiter  sich  aber  das  auffallende  Liebt  nach 
der  einen  oder  der  andern  Seite  von  dieser  Grense  eatfiernt»  desto 
mehr  wird  reflectirt. 

7. 

Die  Werthe  von  Jm*  aad  ßm*  rind  ahhäogig  m  ji*  umi  M* 


« 
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■  4 

einerseits,  untlererseks  von  der  Pluttenanzalil  «i*  Wir  wolIeD  vei> 
snclieo,  die  Geselse'  dieeer  AbbMogfgkeit  xu  beathitteii.  ^ 

I.    Es  »eien  A^  und         eouatant ,  u  vuriubei. 

a)  Wenn  m  wiebst,- SO  Däbert  eieh  der  reciproke  Werth  von 

^  jin*,  nämlich 

der  Binlieit  und  kt  «=oo,  so  bt  ^  =  1,  folglich  auch  ^«'=1. 

Offeuher  ffilt  vw        datadbc,  eo  biige  i7'  >  0. 
e)  Ist  aber  i^^ssO»  so  ist  ^ffn^asO  «oabliitegig  fon  selbst 

für  n  =:  <äc,  / 
i/)  Weil 

C«»  =  1  -         und         =i:  1  -  Bn\ 

so  gilt  von  dem  alle  Platten  durcbdringendeo  ^Liebte  das  Bntge. 
goegeseute  des  eben  Aogefukrten. 

II.    Ks  sei  H  coustani,  yi^  und  U-  aber  veränderlich. 
e)  Wächst        so  wird  in  de»  Bruche 

.  '* 

der  Zahler  kleiner,  (irr  iNeniirr  pfrÖssfM     rtlso  aus  beiden  Gründen 
der  Werth  des  Bruches,  utithiu  auch  der  Werth  von 

klein(*r;  folglich  wächst  Ah*^  wenu  /.unimint. 
y)  Nimmt        ab,  so  nähert  sirii  lu  dem  iirucbe 

der  Zähler  der  Einheit,  der  Nenner  ioiiner  mehr  der      ea  wächst 
folglich  der  ganze  Bruch,  mithin  auch  der  Worth  von 

also  muss  ßn*  selbst  kleiner  werden,  wenn        kleiner  wird.  - 

Wenu  t  =  0  oder  •==^,  so  i«t  >/"  =       (Art.  0.)  folg-' 

Mch  An*  =  Br>^ 

Hieraus  schliesseu  wir  folgende  Gesetze:      '  ' 

1)  Fällt  nolarisirtes  Licht  unter  einem  beliebigeo  Winkel  auf 

ein  System  über  einander  liegender  paralleler  durchsichtiger  Plat^ 

ten,  so  wird  im  Allgemeinen  um  so  mehr  refleclirt  (von  der  o?)er<'u 

Fläche  der  obersten  Platte  nusp^ehen),  also  um  so  Weniger  die 

Platten  durchdringen,  Je  grosser  deren  Anvcubl  ist. 

t)  Ist  die  Ansahl  der  Platten  nnendlicb,  so  wird  alles  Liebt  rc- 

flectirt  und  keiiio  Sfm  drmgt.  dvreb,  vclchos  auch  der  Anffalls- • 

Winkel  SOI« 
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Dieses  ffilt  im  Allgemeineo,  das  nutfalleode  Licht  mag  in 
der  Ein&llsebeoe  oder^  lemkrecbt  gegen  diese  p<llarisift  sein. 
3)  Ist  das  laicht  lu  der  Einfallsebene  |>(Marisirt,  ao  wird  ba  un* 
veränderlicher  Flatteiiznbl  um  so  mehr  renecHrt,  also  nsi  10  WOdL* 
ger  durchgeheo,  je  schiefer  das  liioht  iiultallt. 

,  A)  Ist  dageffeu  das  Licht  senkrecht  gegeo  die^  Eiofallsebene 
polarUirt,  so  wird,  wenn  die  Aiwabl  der  Platteo  dieselbe  bleibt, 
IIB  SO  mehr  refleclirt,  ulso  um  so  weniger  durcbdriiig^en ,  je  weiter 
sirlt  TKicli  der  einen  oder  der  aDdern  &ite  der  EiDfailawiokel  vom 
Folunsatiouswinkel  entfernt. 

5)  Fällt  aber  iur  dieüeu  letzteren  Füll  duä  i>icht  uuler  dem 
Polorisationswinkel  selbst  auf,  so  dringt  alles  darcb.die  Platten 
hindurch  und  es  wird  keine  Spur  Behr  reflectirt»  selbst  dann  nicbt, 
wenn  die  Anzahl  der  Platten  unendlich  gross  wäre. 

Dieses  ist  der  einzijje  Fall  der  Ausnahme,  weicher  uns 
uüthigte,  so  eben  bei  1  und  2  den  Ausdruck  ,^im  AI  Ige« 
meinen**  hiDcnaufüc:eo, 

6)  Fällt  gewöhnliches  Licht  senkrecht  auf  oder  horizontal,  so' 
ist  man  nicht  im  !!»tande  dasselbe  zu  pnlarisiren  weder  dureh  Re- 
flexion, noch  durch  Refractioo,  ma^  man  sich  hierzu  bloss  einer 
spiegelndeu  Fläche  bedienen  oder  eine  beliebige  Aniahl  von  Matf> 
ten  anwenden. 

«  En  wurde  oben  (Art.  ij  berührt,  das»  gewöhnliches  uopolari- 

airtes  Lieht  sieb  faetraehten  lasse  als  ein  System  seakreeht  zu  ein» 
*     ander  polarisirter  Strahlen  Ton  gleicher  Intensität.   Ebenso  lassen 

s\rh  umfrckehrt  senkrecht  zu  einander  polarisirtr  Strahlen  von 
gleiclier  l^ichtstärkr  ansehen  als  gewöhnliches  unjiolarisirtes  Licht. 
,  Auch  in  ßezuff  uut  ihre  Wirkungen  zeigt  die  Beobachtung  keinen 
IJnterscbied.  Fällt  also  nun  aar  unser  Plattensystem  gewöbnlicbea 
EÄcht,  so  entbSlt,  wie  bereits  (Art.  5)  gezeigt  wurde,  sowohl  daa 
zurückgeworfene,  als  durch o^ehende  Licht  senkrcclit  ru  einander 
polarisirte  Strahlen.  In  dem  redeclirten  Lichte  z.  1$.  bildet  nun  der 
minder  intensive  Strahl  mit  einem  gleichen  Theile  des  andern  ge- 
wöhnliches Licht  und  es  bleibt  also  ausserdem  noeh  ein  Ueber- 
schuss  polarisirten  Uchtes  von  der  Beschaffenheit  des  lichtstarke- 
ren Strahles.  Kin  Gleiches  ^11 1  vom  refroctirten  Lichte.  Pa  nun, 
•wie  wir  bewiesen  haben  (Art.  4  und  5) 

I 

SO  folgt  daraus 

^»»-A*=:Ä»  — ....  (r) 

.     Und  hieraus  scbliessen  wir  fci!(ri>nden  Satz; 
,  '  In  dem  reflectirten   und   d  irchifehenden  I/iclile   finden  sich 

ausser  dem  in  jedem  entlialienen  irew«»hnlic!icn  Lichte  gleiche 
Inteuäitaten  senkrecht  zu  einander  polarisirter  Strahlen,  die 
PlattensabI  und  der  Binfullswiokel  seien ,  welche  sie  wollen. 
Pur  eine  Platte  ist  dieses  Gesets  das  bekannte  Theorem  voa  Arago, 

Unter  der  Vibratiousebene  eines  itulari^irten  Strahles  ver- 
stehen wir  diejenige  Ebene,  welche  durch  den  betreifenden  Strahl 
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und  die  eoDstante  ScliwinguDgsrichtiiDg  seinem  AetliertheilclieD  g^^t. 
Unter  PoUrimtionsebene  aber  «e  ^nrcb  den  Strahl  anf  die^ 
OadllatioDsrichtung  senkrecht  geführte  Ebene.  B«  stehen  abo 
beide  Klipnen  stets  auf  finaodpr  senkrecht.  Denkt  mnn  sich  nun 
durch  dcnjeni&^en  Punkt,  in  welciieui  ein  Lichtstrahl  die  Grenze 
zweier  durch^iciitiger  Media  trifft,  auf  die  Richtung  des  Strahls 
eine  Bbeae  senkrecht  gelegt,  so  werden  in  dieser  oder  ihr  parallel 
die  Schwingungen  der  Aethertheilchen  erfolgen  können  nach  jeder 
beliebigen  Riciifuno-.  T>rr!it  sich  die  Vibrationsrichtung  in  dieser 
Ebene  um  den  Autlallspunkt  im  Kreise  herum,  so  dreht  sich  also 
auch  die  Vibrationsebene  und  mit  ihr  die  Polaristttiooaebene  um  den 
einfallenden  8trobl.  Macht  die  Sefawin^ungsrichtung  mit  der  im 
Auffallspunkt  «uf  die  Einfallsebcne  erricbtetcu  SenKrecIiten  den  ' 
Winkel  a,  so  bildet  dfnseiben  Winkel  u  also  auch  die  Polurisa- 
tioDsebene  mit  der  Eiutullsehene  und  man  sagt,  das  Licht  sei  in 
'den  Asimuth  o  polarisit.  In  nntenstehender  Pigtir  (s.'am  Ende 
der  Abhandinnff)  sei  nun  ACB  die  Einfallsebene  ,  CO  die  Polari. 
sationsrfirne,  DCAz=:s(3i.  das  Azimuth  der  letzteren,  CE  die  Schwin* 
gun|rsricLtung  des  Acthertheilchens  (\  C3f=\  die  halbe  Oscil- 
iutionswciic  desselben^  deren  Componeuieu  nach  der  EiutalUebenc 
and  senkrecht  gegen  diese  respeetive 

C^  =  siD  a  und  MB  =  cos  a 

sein  werdeoj  da 

Und  es'l&wtsicb  also,  weil  die  MchHotensitiUen  proportional 
sind  dem  Quadrate  der  Oscillationsgescbwindigkeiten ,  die  in  den 
Azimuth  «  polarisirte  F -irliteirihfit  in  zwei  senkrecht  zu  einander 
polarisirte  Strahlen  vun  deu  inteositäten  sin  *a  und  cos  'a.zerle* 
geu,  so  dass  wiederum 

l  =  8iü  ^a-i-cos  ■■*«. 

Auf  plrichc  Weise  können  umgekehrt  zwei  senkrecht  zu  ein- 
ander puiuni»irte  Strahlen  in  einen  einzigen  zusammengesetzt  wer- 
den^ dessen  Asinntb  tang  *a  olfenbar  geftnden  wird,  wenn  nan 
die  Intensität  des  in  der  Einfallsebene  schwingenden  Strahles  «iurch 
die  Intensität  des  senkrecht  gegen  diese  Eb»'no  vibrirenden  dfviilirt. 
Fällt  also  auf  unser  Plattensysteni  gewöhnliches  Licht,  so  ist  so- 
wohl das  refiectirte^  als  durchgebeude  polarisirt,  Jedes  in  einem  be. 
sondern  A«inuth.  Nennen  wir  das  Aninntk  des  reAeeti«lea  ob»  das 
des  refractirten  ßio  so  ist  also 

/   B„j^   2nB*  — 1)^» 

tang       —       —  j _,_(2»i—  k)ß*  '  ftitA* 

lang  P»  — c;^— n.(2i,— i)Ä«*      Isr^d*  — 

1 4-(2ie— i)^*  •  I  —  -d»      l-t- (Sil— 1)17*  • 
wenn  der  ^ürse  halber  gesetit  wird  . 


und 
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-T5  =  taDg  »«  and  r^-T5  =  toug  *ß. 
Folglich  iit  «llgemeiii 

Aus  Art.  2  aber  folgt 

if»  _  cot  »(t^»')  . 

1    /a 

midiiD  ist 

taag  *a:,^ng  */}=soos  also  aach 

taug  *ii»:taiig  */f|,scos  '(l-f-l')  oder 
tong  obsqpcos  (1+^)  teng (J) 

Beide  Asiautbe  stdiea  also  laBier  ia  dieser  eiafaebeB  Besiektftag 

zu  einaDder.  Jedes  ist  eiae  Fooctioa  des  Einfallwinkels  und  der 
PlaiteDzahl ,  und  inr  wollen  dio  Gesetse  dieser  Abbäagigkeit  an 
tiestiaiiaen  sucben.  ^ 

10. 

Wir  Men  gefitaden 

taag  <^=±  cos  (•^•O  •  taag  ^M* 

Da 

cos  (^+^<1^ 

so  ist 

taug  a„<:taDg  uud 

anabbüogig  yoo  •  uod  «u 

1.  Ss  sei  »  eoBstaat,  i  also  aneb  ji*  uad  variabel. 

a)  So  oft  A*  =  it*y  so  ist  taag  *a«=l  =  (aDg  ^ßnt  aUo  . 

b)  lät  i=0,  8ü  iist  .4^  =  JS"*  {Art,  6),  mithiu  Un=z~-=:ßm. 

c)  Ist  s=ar€(taiig=/*)j  so  ist  B*^%  folglich  ^cii  B^*sdü. 
Und  da 

taag  »<»»s=^  (Art.  9), 
so  ist  lar  dIeaeB  Fall  taag  ob=0,  fol|[^cb  ««=0.  Aber 
tong  *ßH=  i^r^^i  =l4-j^^>l,  also 

ßn^"^»   Für  IS  ^GD  ist  ^00  =:-^.. 

d)  Ist  ^>arc(taBgsi»>,  so  ist  i9*>0>  felglicb  A;«>0, 
abo     >  0.  Aber  taog      <  OD,  also  < 
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«)  Ist  issf ,  io  iit  A*=xB^  (Art  «),  folgUeli 

Hieraus  ergeben  sich  folgende  Gesetxe: 

1)  Die  Poliirisatinnsf bpnf  des  rcflectirten  I^irlitcs  bildet  mk  der 
Eiolallsebenc  iuiiner  eiueii  kleineren  Winkel,  als  die  Folarisations- 
ebeoe  des  durciigebeodeo,  der  Eiafallswiakel  und  die  iMalteuzahl 
ieieii,  miche  ne  wellen, 

2)  Fällt  das  Licht  lenkrecht  auf,  ao  Itt  dai  Aninntli  jeder  der 

beiden  Feleriaatienaebeaen  folgKeli  sowohl  das  refleetirte, 

als  dnrehgebeDde  Liebt  unpolarisirt. 

3)  Wächst  der  Binfallswinkel ,  so  wird  das  Asisiiith  des  reflee- 

tirten  Licbtcs  kleiner,  das  des  rofructirten  RTfJssrr.  Erreicht  der 
Einfallswinkel  dorr  PolnH<;atioDswiDkcl ,  so  fällt  die  Polarisation»- 
ebsoe  des  reHectirten  Lichtes  xusammen  mit  der  EinfallsebeDC.  Das 
Adsinth  des  dnidkgehenden  Lichtes  aber  wächst  mit  der  Platten» 

zahl  uud  ist  =— ,  wenn  diese  unendUcb  gross  ist. 

\)  Wachst  der  Kinfallswinkei  über  den  Polarisationswinkel 
hinaus,  so  wachst  das  Azimutb  des  reflectirteo  Lichtes  wieder,  das 
des  dorcbgehenden  aimt  ah. 

5)  Fällt  das  Licht  horise^td  anf,  so  ist  das  Asimnth  des  re-- 

flectirten  Lichtes  wieder  gleich        folglich  das  rellectirte  Licht 

üelhsL  unpolarisirt.   lu  diesem  Falle  dringt  kein  Licht  durch. 

II.  Es  sei  der  Einfallswinkel,  also  auch       nnd  con« 

Stent  und  m  veränderlich. 

Balsl 

XZIi^  ^{i—t)  ^     cos  sin  '{i^t)         rus  -^{i-^i) 

^  ^tSBg  COS  »(t— O'  Sin  *(t-H»l «<»  »(«— O  • 

Da  eher 


SQ  ist 


«OS  «(t'— 


1. 


Vergleicbi.  man  nun  die  recimrokes  Wertbe  von  An'  und  ^n'» 
ttlsaieh 


5^1 


"255»"' 


so  folgt 

'  folglich 
Und  da 

so  ist  also 


1 


An*  > 
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•       *  •  * 

Nun  »ber  ist  ^ 

taug  -a„  =  — <1,  folglich  a«<:-^  und 

<  <  .  1  Dil  "  •«        1  .  71 

lang  -i^„=^^^>l,  aU  ßn  ^j. 

Wächst  «I,  flo  nähert  sieh  «fas  Verhällniss  Ton        der  Einheit 

und  lUr  M  =  CD  ist  dassel|>e  =  1,  folglich  a«  s       Es  dringt 
alsdann  kein  Liebt  durch  die  Platten  hindurch,  es  sei  denn,  dass 
dasselbe  nnter  desi  Polarisationswinkel  avflalie,  wo  ß^zss-^  ist 
Bieraas  ergiebt  sieb  folgendes  Gesetz: 

Ist  die  Plattenzabl  endlich,  so  ist  das  AatDotb  des  reflectirten 

Lichtes  kleiner,  das  des  durchgehenden  grösser  als—.  Mit  ilor 
PlattenznUl  wächst  das  Azimuth  des  r^ectirteo  Lichtes  und 
nähert  sich  Ist 

OD,  80  ist  «,  =  -j-  und  /?«  =  — . 

Fällt  hingegen  Jus  Licht  auf  rlot^  unendlich  grosse  Aosabl 
von  Platten  unter  dem  Polarisationswinkel,  so  ist 

«-  =  7  »od /?»=ry. 
IL 

Wir  kSnnen  nicht  ninbin ,  mit  einem  Worte  einer  Disconlinnl- 
tat  in  unsem  Formeln  zu  erwähnen,  dir  wir  in  den  Erscheinung^en 
der  Natur  nicht  leicht  anzunehmen  j^^etieigt  sind.  •  Ks  w  ird  nanilicli 
senkrecht  gegen  die  Einfallscbeue  polurisirteü  laicht,  welches  auf 
eine  nnendliä  ff  rosse  Plattenannahl  auffallt  j  stets  und  in  .alten 
Fällen  ganz  reilectirt,  welches  auch  de^  Eialallswinkel  tou  der 
senkrerliten  bis  zur  horizontalen  Incidenz  sein  möüre :  erreicht  der- 
selbe über  den  Polarisutiunswiukct ,  so  dringt  pluizlich  alles  Licht 
*  durch  die  Platten  hindurch.  Es  möchte  vielleicht  nicht  weniger 
gewagt  sein,  die  Natur  eines  solchen  Spruno^es  in  ihren  Krechei- 
nungen  ohnmächtig,  als  unsere  Formeln  desbalh  falsch  nennen  zu 
woImpd.  Da-^  FTnendliche  ist  bloss  eine  Grrnze  ,  der  wir  uns  viel- 
leicht nicht  eiumai  nähern  ktinnen,  die  wir  uUu  um  so  weniger  zu 
erreichen  vermögen;  nnd  ebenso  wenig,  wie  wir  uns  durch  irgend 
einen  Sprung,  wie  gruss  derselbe  auch  immerhin  sein  möge,  vom 
Eudlicben  an  jene  Grenze,  ila^.  Incndliche,  versetzen  können:  r!ien- 
so  wenig  können  wir  aber  auch  behaupten,  da^ts  die  Natur  nicht 
im  Stande  wäre,  wenn  man  sie  veranlassen  konnte,  sich  unter 
solchen  Verhältnissen  «u  änssem,  eine  äbnilefae  Diseontinoität  in 
ihren  Erscheinungen  sn  neigen. 

12. 

Fragen  wir,  unter  welchem  VViukel  das  Licht  auf  eine  belie- 
bige Aniahl  |Minllelev  Platten  anffallen  müsse »  damit  die  IntenriCtt^ 
des  refleelirten  Lichtes  gleich  sei  der  des  dnrcbgehenden*»  ao  babeo 
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wir,  da  die  Intensität  des  au(fttlleuden  Liclues  =2  angenomueo 
wurde,  zu  dieser  ße^timmuDg  oflfenbar  die  GUicbung: 

oder 

welche  entwwkelt  anf  t>r!a:ondc  Kcdingunp  tübrt: 

» -j^     -I-       —  l)A*jB*  =  1. 

Hw  aber  iit 

«n»(t  — r)_  [V<M^-.siM'i-costp      /p~yy  .  , 
^ — 8iii»<«*H-0~  IW^»  — wii»«-#-cp»<> 

— tang'(«-f-«')~'  — CO«*'  * 

weoD  der  Kürze  LalLer  gesetzt  wird 

W^j»»  — «n'^sas und  cos  1  =  7. 
Dieie  Wertbe  für  w#*  und       rabitituirt  geben:  . 

o  Wir  kSntten  diese  Gleicbong  nacb  und  nacb  folgendergeitnlt  ver- 
ändern: 

+        -   '  {p  -       =  0, 


Üividirt  mau  durch  pq  und  setzt  -^ssj?,  M 

 M% 

und  setzt  mau  •  ' 

l-h^*±^  =  ^*  so  ist 
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ub4  UeraoB 


felglicli 


1— SM*S  ^ 


^»  —  1  — w 

Doreh  diese  Gleichvnr  ist  also  der  Wiokel  bestinoit»  unter 
dem  doa  Licht  auf  eioe  beiiehige  AnsabI  paralleler  Platten  auffallen 

muss,  dnmit  prlfMche  Mcnjren  rrflcctirt  wcrtlrn  und  dur(  hp^rhrn.  Zu- 
gleich aber  geht  aus  derselhcn  auch  luT\(ir.  dass  einen  solchen 
Winkel  zu  linden  jedesmal  duuu  uiimugiich  lät,  weuu 

oder  was  dasselbe  licisstj  wenn  das  Lirht  aus  oinem  Mittel  von 
Stärkerer  auf  eins  von  einer  minder  starken  iichthrechenden  Kraft 
attfflUlt 

13." 

Nach  den  Fresnel'schen  Formeln  (Art.  2.)  für  die  Intensität  des 
gespiegelten  und  durchgehenden  polttrisirten  Lichts  ist  die  retlectirte 
Lientitärke  so  lange  Noll,  als  sich  die  Diebtirkeit  des  durchsichti- 
gen Mittels  nicht  ändert;  und  es  mBsstc  folglich  bei  einem  in  seiner 
ganzen  Masse  Tollkommen  homogenen  und  gleich  dichten  durchsicbtl- 
gen  Körper  alles  Licht  auf  seine  untere  Fläche  uuüallen,  was  auf  der 
ohereu  Fläche  in  den  Körper  eindrang.  Da  aber  in  der  Natur  wohl 
kanni  ein  solcher  Körper  ezistiren  wird,  indem  die  Schwerkraft, 
'  der  bestftndige  Temperaturwecbsel  und  dergleichen  Umstände  mehr, 
leicht  ein«  verschiedene  nichti^koit  un  verschiedenen  I'unkten  des 
Körpers  hervorbringen:  so  futgt  daraus,  dass  sich  das  Licht  beim 
Durchgang  durch  dorchsichtii^e  Körper  offenbar  sehwKeben  ntiss. 
Betrachten  wir  x.  B.  eioe  ruhige  Flüssigkeit,  aof  deren  eine  hori- 
zontale Gren/.Hächc  Licht  auffallt.  Wn  strenge  genommen  die  Flüs- 
sigkeit in  jrdcm  horizontalen  iSchnitle  eine  andere  Dichtigkeit  hat, 
so  müssen  nothvi  endigerweise  auch  im  Innern  derselben  Reflexionen 
den  eiogedrnnsnenen  Liebts  Statt  finden  und  es  gelten^  mithin  für 
einen  sollen  rsll  ähnliche  Formeln,  wie  wir  sie  für  die  Intensitfit 
des  n:rspirp:fUcn  und  durchgehenden  Lichts  hei  einer  beliebigen 
Aoxahl  paralleler  durchsichtiger  iicbichteo  entwickelt  haben. 
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■ 

LI. 

Eigenschaften  der  ungeraden  Zahlen  in  Bezug 
auf  beliebige  Potenzen  der  einzelnen  Glieder 
der  natfirlichen  Zahlenreihe* 

Von 

Herrn  Prof.  C.  A.  Itrel Schneider 

zu  Gotha. 


Der  im  ersten  Ilcflc  des  «•pgcnwärtig-en  Arrliis^  bewiesene  Tur- 
nerische Lehrsatz  v(m  dea  uugcraUeD  Zuhleo  iai  uur  eia  specieUer 
Fall  eiMS  weit  «llgcmeiiiereB  Tbeorevt,  4m  ieh  aehoa  tov  Mh* 
rereii  Jabrcn  {peAmileii,  aber  nicht  liir  neu  gehalten  habc^  Ei  i«t 
Däoilicb: 


'  ^  =  1 -|-3-f-5H-7-t-  -I- (2 . /o«  —  I), 

d.  k.  jede  Potenz  einer  gansen  Zahl  p  von  dem  crt  rüden 
KzponeDten  %m  ist  gleich  4er  Sunae  aller  ungeraden 
Zahlen  von  der  ersten  an  bia  nur  /»"ten;  ingleicben; 

i»»+i  =  (2».l-»-l)-h(2«.l-4-3)^....-|-f2«.l-h(2.2-  — 1)1 

3*H-i  =  (3».2-M)-h(3«.2-h3)-t-..^.-+-[3'«.2H-(2.>  —  l)J 

• 

• 

d.  Ii.  jedp  Potenz  einer  ganzen  Zalil  /;  von  dem  ungera- 
den Exponenten  -f- 1  ist  e:K'icli  der  Summe  von  p"  auf 
einander  tfuljreutieu  uu&<iruiieuZaiiieu,  deren  crütefirleich 

p-O-iH-ifit  * 

Der  Beweis  dieser  Sätne  lit  hiebat  einfach.   Bezeichnen  nftin* 

lieh  <3r,  ^  und  t  beziehung«>we)Re  das  erste  Glied,  die  Differenz  und 
die  Gliederzabi  einer  arithmetischen  Reihe  erster  Ordnung,  so  ist 
deren  finaiBie  «  =  a«  +  ^x(x  —  \)ä»  Im  vorliegeudeu  Falle  ist  nun 
für  einen  geraden  Exponenten  der  Potens 
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«^=2,  x=:p^, 

mithin  wird 

1         4/i"(;v"— 1 ).  2  =:/^. 
Für  eineo  nDgersdeo  ExpooenteD  iler  Potent  biogegen  wirds 

und  folglich: 

n  =  [;^"(;»  ~  I  >+- 1]  ^t»«  +  ^//"O»«  —  1 ) .  2  = 

Hieraus  ergeben  sicL  sofort  durcli  Addition  von  /»"  die  Aus» 

drücke: 

;!y2/»  -i-     =  f>«f;/"  -f-  1 )  —  2  -h  4  +  i)  -t-  N  -f-  .  . .  -f-  2  . 

welcbe  die  entsprechenden  Eigenschaften  der  anf  einander  folgenden 
geraden  Zahlen  cnthalton ,  wie  dies  von  dem  Herrn  Ilcrausgeber 
bereits  für  die  dritten  Puteoz^n  bemerkt  worden  ist.  Deinnadi  ist 
also  «.  B.       ■  ■      •  ■  ' 

1»  =  1 
1*  =  1 


2*  =  H-3-|-5-f-7 

3«  =  l  +  3+54.7  +  9+U  +  13  +  i5+17 

1=1 

2*  =  5 -4- 7 -4- 9 -f- 11 

3;  =  19  +  21  +  23  +  ^ -4^^+29  +  31 +  83  +  35 
4*s=49  +  51  +  d3  +  ....  +  77  +  79 


J>»  »  lH-1]  +  1  )+3J +. . . + \p^ip^\)-^lp*^\  )J 

•  '  U.  8.  W. 

Bei  ihrer  grossen  Eiufrirlilicit  dürften  die  vnr!irtrcn(!rn  f.rhr- 
sätze  ein  zweckmässiges  Beispiel  zur  Anwendung  der  aritbuietiscben 
Progressioncu  durbieten. 
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LH. 

Zur  Tbeorie  der  bertiiDHteB  Integrale. 

Ton 

Herrn  O.  Sclildiiiileli . 

zu  Weimar. 


Die  Entwirkelunof  der  scliönen  Tlicoromf*  von  T.njrrang'c  nnd 
Fourier  beruht  liektinntlich  auf  der  UntersucliUD^  der  Uräuze,  wel- 
cher sieb  das  bestimm le  iDt^gral 

für  ixauxCt  püüilivc,  wachsende  »  nähert,  voransgesetzt ,  dass  die 
FuDktion  f[0)  wäbreDd  des  fntegratioDsiDteHralles  weder  iiDeodHek 
grosi,  Docb  unstetig-  werde 

Diese  Aufgabe  iässt  sich,  wie  ich  gtaobe,  TöUig  streng  und 
kurz^  folgendermussen  lösen. 

1)  Wir  nehmen  erstlich  c^^^  Sje^-lsses  (der KSine  we- 
gen) nnd  iiikren  in  des  Intogrel 

eine  nene  VerSnderlieke  »  =  mO^  also  19  s=:  — ,      =    ein.  Da- 

durch  wird 

m 

Dieses  Integral  zerlegen  wir  in  eine  Reihe  nndeier,  welche  s&mt- 

lieh  nach  dem  lutervall  ^  fürtschreiteu ,  wobei  wir        *  •^'^"'^ 

m 

kurz  mit  /  (:&)  bexeiclitiuu.  Al^o 


*)  Me»  sehe  ki«&her  die  Tortreilicke  Akkandheg  des  Hn.  Prof.  Lt^tuat 
Diriehirt  im  Journal  f.  r.  o.  a.  Mthcmstik     Grelle,  B.  IV.  &  IV,- 
TMiii  27 
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f  ni 


Zvei  ovf  'Ci^aniw  itl|peii48  > «llgBOMUu«  IplMiAtr  di«acr  Reibe 


siod 

IMew  beiden  Integrale  kueii  lieli  Ickbl  «af  die  Grämen  0  ond 
briDfen,  iadem'  oiee  im  eriton  ssrir^«,  t«  zweiten  ji — nf  |  m 

sclzt,  wo  ^  eine  neue  VeraudfrltcLe  lieUeuiet.  Dann  hat  luau,  ab- 
gesehen Ten  Vorzeielien: 


n 


und  weun  man  dem  ersten  Integrale  das  entffeff engesetzte  Vor- 
zeichen giebt,  so  Tertenaclien  die  Granzen  ibre  Plätse»  und  ttehen 
denn  ^enuu  so  wie  im  zweiten.  ' 

Die  Vorzciclicn  ituserer  Intej^rale  finden  sich  durch  riii  Ipifhtcs 
Raisonnemetit.  Der  Zficbenwcrlisel  in  jenen  f ntPirralen  hiitiirt  bloss 
von  dem  Vorzeichen  des  sin  %  in  üb.    fhi  nun  (irr  .Sinus  po- 

•itir  iet  van  «  =  0  bis  s  =  7,  negativ  n-on  x  =  7r  bis  s  =  2;r,  po* 
sittv  von  x=2jr  bis  sssS^r,  n.  s.  f.,  so  ist  u<  fi  das  erste  Fear 
unserer  lntc<rra](>  i^ositlv^  das  sweile  negativ,  das  dritte  positiv 
H.  8.  IL   iüiu  hüben  wir 

n 

indem  wir  den  InJex  r;=     2, . . .  m  setzen;  oder 

TT 

Bin  allgemeines  Glied  dieser  Reibe  ist 

m  sin    m  sin   — 

nt         '  m 

wobei  das  Vorzeichen  nicbt  benebtet  xu  werden  brauebt,  weil  wir 

den  Wechsel  schon  kennen. 

Wollen  wir  nun  die  («ranze  bestimmen,  welcher  slrlt  dn*?  Inte- 
ffrai  J  für  wachsende  =  2/j  +  1 )  nähert,  so  haben  wir  Ute 
Glänze  von  /l[r7r^;r)  für  wacbseode  ns  zu  nntersncben,  wobei 
zu  berücksichtigen  ist,  dutiü  r  die  Reihe  der  gnnnen  Zahlen  von  1 
bis  •  dnrehliuft.   Wir  beben  dalMr  2  Falle  zn  nnttrsebeiden. 
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1)  Es  sei  r  endlich,  algo  das  znftehSrige  Glied  endlich  weit 
vom  Anfange  entfernt.    Dann  iat  rjfzh^  etwas  findlidieg  =s« 

'l'^  =*=■*)=  «an  .den  nch  hebenden 

Faktor  «  eiDaetst, 


1^  iS(r7r=tu:)=~  .  Lim   -/(--)  y^^yj 

flio  — 

oder 


2)  Wäre  r  so  gros«,  das  sciioD  ~jj-^.eioe  eodUche  Offöiie  P 

wäre,  so  ist 


Li»  ^rfr=tjp)=aLii»  -2ÜL£_  /•(^,):=20, 

80  (lass  niso  die  uoeoUlicL  weit  von  Anfange  entfernten  Glieder  ver- 
scuwinden.  . 
So  haben  wir  endlich 

oder,  weil  /][0)  eine  Cönfftaale  ist. 


71 


Lim  J^=: /(O)     '  T-?-  H  !  !  !_  .  ^  ^ 

l|m  nun  difsps  Inten-ml' weiter  attsfdbren  7U  knnnon,  müssen 
W»r  die  eing^eklauiiuene  Keihe  summiren.  *  Diese  äanme  F  kann 
Man  ans  xwei  anderen  aich  bestebeud  denken: 

^=^-2.^!— 4-— —4-  i 
r=  i— +_!  1.   ) 

Nun  iindet  sich  aber  leicht 

=  log  ft  .sin  .^r;  •  r  » 

aJao  dorch  Differenziation 

»7' 
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p 

Aehnlicb  bat  maD 


=  2iogi#  cos  ^.r } 

folgUeli 


Also  J>^cot  ^+^Dg  i<^)  oder  weil  cot  ^  = 


cos  T 

» 


taiiarldr=:-^^  ist.  /*=:—;  oder 

_1  1  .  «   (     I   1  t  I 

sin    "*"*"^'*'l>?^'^"*jr»-4r» «r»  "~  *  •)* 

Substitnirca  wir  diesen  Werth,  so  fiodet  sich 

— 

Lim  J=/(0)r\m  a;  .  J  A^h  oder 


WSre  die  obere  firänae  des  lotegrals  «r^-j»  so  gebt  oaser 
lateg^ 

weaa  wie  Mher  aiS^a  gesetat  wird.  Aber  in 


m  sin  — 

n  . 

sc  A 

Am  ht 


Da  nuD  C'*C^t  so  wtaw;-<^,  also  etwa  mc=.h  wo  h<im^ 


ist.  Also  haben  wir 


_      /*  s  «in  «     -/X.  .    .    /*  3  sin« 

Da  non  A  ffleicbacitig  mit  ai  wachst,  so  sind  auf  daa  erste  lotegral 
alle  die  früh  eren  Schlosse  aaweadbar  and  geben 


Lim  J=|/(0)^-Lim/J   -5!2JL. rf*. 


^2 
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Ua  das  zweite  Integral  beurtheileo  tu  kdoneo,  nelineii  wir 
M^/i^~^af  uod  habeo  so 

Da  A  uiul  ///  irUichzeitii?  waclisen,  wird  — ,  also  auch  ~z*^ 
eioe  gewisse  eodiicbe  Grösse  a,  uod 

Wo — — — j;>t»+;^K-*=5nsir;  /o"»(*t+*)*'' 

m  sin  (a-H — ) 

So  gross  nuD  aucb  Ik  sein  mug^t  so  gieBt  die  Aosfäbrirog  des 
Integrals  doch  nur  eine  endliche  Grösse,  ond  da  ns  loi  Nenner  steht, 

verschwindet  der  sraoze  Ausdru4cf(. 
Wir  haben  also  zusammen 

le— y  >->••••••  (2) 

3)  Wenn  e  swiscben  y  nnd  n  liegt,  so  können  wir  e=Jg^m 

■elvoii,  wobei  •^^«;>0  ist.  Mitbin 

n_ 

/•»-•sin  !«€>  wi-ix  jn      /'2sio  mB 

y'TTsin  m8  sin  mG  ^ 


3 


Im  sweiteu  und  driuen  Intt'grale  nebmeu  wir  &  =  jt  —  a'  uod  er- 

halten 


n 


/'S»— «sin  mO  f  aain 

TT  .  . 

•+:/  0  ^  F  /(»  -      -./  "-^^  /(»  -  *)^- 

Das  erste  uod  zweite  Integral  t'iikrcD  wir  uack  (1),  das  dritte 
nach  (2)  ans  und  hohen  so 

oder 

4)  Fasseu  wir  nun  zusammen  waä  in  i,  2,  J  gefunden  wurde, 
•o  «rgioht  lieh  auf  der  Stelle  dos  Resvltat 
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niiai  ist  das  icbSne  Theorem,  dfiien  frfichtlwre'  Anwendang 

sm  (2/i-h  1)-^ 

aut  der  Eij^eoschaft  ¥ou  ^        Uie  Reihe 

»'««2- 

1  +  2|  ros  0     cos  20  4-  cos  «0  j 

SU  suamireo,  beruht.  Bs  lässt  sich  als«  vernvge  der  vorig^en  Forsnel 
Jede  Reibe  siimmireo,  deren  allgeneines  Glied  J*^Aß)  ^*  ^  ^* 
3r>>e>>0,  ist;  oder  Mao  bat 

^fitt(^H-l)|  .  . 

/o  ~fiß)d&=J^fmde-^is J.qA&}  CO*  «e> 

oder,  wenn  man  die  Reibe  ins  üoettdllebe  fortietstt  (» =^  QD  Diaint) 
vad  liaJis  2&  ßkr  0  setst» 

LI»  eosi.<9  d9 

M'obei  links  das  HesuHat  jrf{0)  crsclieint.  Aus  iliesem  Satxc  lassen 
sieb  die  Tbeureiue  von  Lauritiige  und  Fourier  leicht  ableiteo. 

5)  Die  hier  anfcevaadle  Methode  der  Grftnxeaterleguog  lasst 
sicli  Bit  vteleai  Vortheil  öfter  anweodeo. 

So  giebt  s.  B.  daa  bestiomte  Integral  /^~^  ^>  wean  nua 
sieb  die  obere  Gräose  als  <^  Vielfaches  tod  ^  denkt,  and  es  in 

eine  Reibe  anderer,  sänaitlicb  von  0  bis  ^  genonmeo^  «erlegt, 

das  uämlicbe  Resultat,  wie  die  vorliixi  getuhrte  Bntwickeiuug,  iveuo 
■an  darin  /(0j  constant  s  l  niinninit.  Nämlich 


•sing  ^  n 

0  msß^*^* 


Setst  Bwn  u&  far      wo  o  eine  gans  beliebige  Grösse  ist,  so  bat 
auch 


•«in       ^  n 


weiche»  Resultat  sich  hier  auf  eioen  ebenio  ieichlei  als  griindlielien 
Wege  findet 


1 


USh 

Deber  eine  geodätische  Aufgabe. 

dem  licrauHAcixir. 


f.  1. 

Das  Problem,  mit  üetiseo  Auflösung  wir  uos  in  diesem  Aufsatz« 
besebMftif^en  wollen,  katiii  auf  folgeooe  Art  ausg^esproclieB  werden: 
In  einer  Ebene  aeien  drei  Pnokte,  die  wir  durch 

bezeichnen  w*>!Ifn,  ihrer  Laare  nacb  gegeben, 
nnd  iV»  *V,  srifu  zwei  aiidi-rc  ihrer  I^H^ife  nacb  un  be- 
kannte Punkte  in  derselben  h)beue.  Wenn  nun  in  den 
gcsrebeBen  Punkten  0^  0^  die  180*  nieht  Qberttei- 
ffcixlen  Winkel  SOS,.  SO,S,^  JSO^S,,  welche  die  von  d«ii 
Punkten  Oy.  nacb  den  Punkter»  S.  S\  n-px » «r e n c o 
Ivesicbtsltnieu  mit  einander  einsciilicüsea,  und  ausser* 
dem  noch  in  dem  einen  der  drei  gegebenen  Punkte 
0,  Ol,  O,,  etwa  in  dem  Punkte  O-,  d«r  180^  nicht  öher- 
steigende  ^Vinkel,  w  e  1  c  Ii  e  n  die  v  u  n  dem  Punkte  0  nach 
dem  einen  der  beiden  I*i!nM('  .V,  <y, ,  etwa  nacb  dem 
Punkte  jS),  ^ezoffene  esi c Ii t slin ic  OS  mit  der  einen  der 
beiden  Linien  00^,  etwa  mit  der  l^inie  00,^  ^in- 

scblienst,  also  der  180^  nicht'  libersteigende  Winkel 
SOO,^  g-emessen  worden  '"iod;  so  i«oll  Inao  die  Lage  der 
beiden  Punkte  6'  iin  !  S\  bestimmen. 

IHe  bekannten  recittuinkligen  CoordinAton  der  drei  gegebenen 
Ponkle  Oi  0^,  O^  in  Benug-  anf  ein  beliebiges  rechtwinkligen 
Coordiriatensystem  der       seieo  respective  ///.  n\  um,.  /», ;  so,, 
Ferner  wollen  wir  die  Kntfernun2:en   OS,  O^S,  O^S  rrr^pectivc 
diirck  o,        Oj,  die  Entfernungen   ^^-V, .  ,   O^S^  respective 

durch  r,  r,,r,  bezeicbnen.  NuD  denke  mau  sieb  durch  die  Punkte 
^9  ^3  >la  Anfana:8{>unkte  die  mit  dem  Systeme  der  vy  paral- 
lelen ijyaterae  der  .r'//'.  r'^if  ^\y't  K^^l^g^^  i'*^^  bezeichne  die 
von  den  Linie«  OS,  0,  ^<  O^S  und  f)S,,  0,S\,  O^S,  mit  den 
positiven  Theilen  der  Axcn  der  a.'^y  a;\y  a:\  eiu^escblosseueu  \Vin- 
kcU  indem  man  alle  diese  Winkel  von  der  Seite  der  positiven  jc 
an  nach  dar  Mte  der  positiven  y  bin  ?on  0  bis  300*  zlUilt^  reapee- 
tira  dnrch  9P,  cjp,,  und  ^,  %%*  ^'^^  vorausgesetzt,  sind 
offtnbar  in  völlisrer  AHu^emeinheit  in- Bezug  auf  die  Systeme  der 

Coordinateu  des  Punktes  S  respective;  « 

*  q  cos      ^  sin  9>;  • 

'  9i        spi»  ^,  sin 
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und  die  Coordiaateu  den  TuuLtes  iS\  iu  Bezug  auf  dieselben  Hy- 
ttene  sind  lettpeethre: 

r  ces  x,rmtx\ 

r,  cos        r,  sin  Xi  > 

r,,  cos  ;|f;,,  r,  sin 

Also  bat  man  nach  bekannten  Formelu  der  Lehre  von  der  \  er- 
-wanUluiig  der  Coordinaten,  wenn  man  durcb  o.*,  y  und  x,,  die 
geBoeliteB  C«Nirdim»teii  der  Punkte  S  und  in  aeii  Syiteme  der 
afp  bezeithDet,  die  folgenden  Gleicbungen: 

!af=m-\-Q  cds  (f,  y  =  i»4-^  ein  9; 
^  =  ••1  -t-^i  cos  5P,,  y  =  «,  -HPi  sin  y,  ; 
a?  =  <w,-i-^,  cos  SP,,  y  =  i»,-^^,  sin  y^i 

nnd 

äor,  ^  et  -I-  r  cos  x*  yt  ^  «  -l~  r  sie 
coi  x%*      =««         »in  X^- 

Weil  nacb  der  Voraussetzung  die  180^  nicbt  übersteigenden 

Winkel  J!fOS^,  SO^S^t^  SO^S,  gemeMen  worden  sind^  so  könoca 

offenbar  die  Diflerenzeoj  X^'f-:  '/.\  —  Tu      —    1  ]v[h'r/v'\t  als  be- 
kannt aogcseken  werden,  uud  utuu  kann  duiter,  ludeut  a,  a^, 
bekauute  Grössen  bezeichnen, 

3.      sp  =  «>  ;fi  —  8Pi  ==«j» -r»--y«==«i 

oder 

feinen,  wodurch  die  Gleicbnngen  ^  die  folgende  Gestalt  erhalten: 

(      Ä',  =///  +  /•  cos  («-f-y)>  f  f>ni 

&.    Li-,  -+-r,  cos  (a,  -hy,),  y,  =«,  -hr,  sin  (a,  H-y,); 

=i»,-|-r,  cos  (u, +        y,  =«,-f-r,  sin  (a^+jp,). 

Der  Winkel  9  kboH  offenbar  Immer. als  bekannt  angesehen 
werden,  weil  nach  der  Voranssetnong  der  180*^  niclit  übersteigende 

Winkel  aSOO,  p^emessen  worden  is»  ,  und  die  xwiilf  Gleicbungen 
in  I.  und  5.  reichen  ulso  zur  ISestimiuuug  der  in  ilinen  cntbulteuen 
zwülf  unbekannten  lirösscn  .r,  y?  •^"u  yi>  Qy  Qu  (la  ''n  »"a»  ^i»  ft 
bin,  so  dasa  falfflicb  unser  Problem  durcn  dieselben  aufgemst  ist. 
Man  kann  sich  noer>  wie  es  mir  eeheint,  die  Anflöeiing  auf  folgende 
Art  erleiclitern. 

Wir  wollen  nänilick  jetzt  den  Punkt  O  als  den  Aotuug  und 
die  Linie-  OJS  als  den  positii'en  Tbeil  der  Axe  der  |  eines  nenen 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  ^17  annefanen,  und  wollen 
die  Coordinalen  der  Punkte  6^,,        in  Bezug  auf  dieses  System  ' 
respective  dureh  ;  a,,      ;   die  Coordinaten   der  Punkte  S 

ond  iV,  in  Bezug  uut  dasselbe  isiytiteio  aber  durch  ij  und  17, 
beseiehBen.  Diee  Tommgesetzt,  hat  Ann  neek  der  Lehre  tob  der 
Verwandlung  der  Coordiaaten  die  folganden  Gleichongen: 
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sfli«|-«t  ^  9  —  ^1  BMI  9,  «,  ssM-l-^i  sin  eos  9; 

ji»,*ssM  +  «r,  cos  9  — Bin  9)  it,       +     sin  9  +     eos  f\ 

ii»,  ^Mssiii  COS    — ^1  Bin  9,  «,  —  sin  9«-f-^i  cos  9; 

«r,  — =      cos        ^«  sin  9),  — 'issx«^  sin  9)  +  ^'  7» 

uud  t'nltrlicli,  ivie  man  IcicLt  (Inilet, 

i«j  =  («,  —  *ij  siu  </)       (m^  —  m)  cos  7». 
=  (1»,  —  n)  cos  ^  —  (si,  —  *»)  sin  f% 
=  (»,  —  j*)  sin  9     (sp,  — >  s«)  cos  9, 
^9  —  (jB,  <—  <i)  cos  9>  —  («o,  —  SB)  sin  9»« 

llittelsl:  dieser  F'ormeln  kann  suin'die  Coordinaten  «r,,  If^  und 
r/  ,  //j  leiclit  bprfrhncn,  weil,  wos  man  imnior  fcistzulialteii  hat,  der 
iiikcl  9)  jederzeit  uIm  bekannt  nns^i-seiieu  werden  kann,  da  naeli 
der  Voraussetzung  der  180"  nicht  iiljerütcigendc  Winkel  SOOt  IS^' 
■essen  wordeii  ist'  Besc<clittet  von  die  von 'den  leimen  Ot^i  und 
mit  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  a:'  eingescblussenen, 
von  der  Soite  der  positiven  .t'  narh  der  Seite  der  [»ositiven  ?/  hin 
v«iu  U  bi:»  ^$60"  jfPzHiittcn  Wi?ikrl  durch  0,  und  ("> .  ;  ^  »  ist  oüenbar 

coö        M,  — y»=  00^  .  sin  0, ; 

cos       JB,  —  it^        .  sin  9) ; 

snd  folglicii 

Hat  man  mittelst  dieser  Formeln  0,  und  ^^gefnoden;  so  hat  man 
uacb  6.  zur  Itrrechnang  der  Cuordioaton  m^^  ^,  und  sr,^  if^  dio 

fulgeodeu  Formeln: 

(«.=(•,  — >  -y'.        =  -«.) 

^    1    •       *    '         '       cos  *      *    i  *    •         '      cos  öj  ' 

— COM  .  — C^^-y) 

Ferner  ist  nach  der  lA'hrc  mh\  der  \  crwinuilunu;  der  Coordiuutcu 

,jp  =  jw-f-|  cos  (p  —  13  sin  jjp. 


\«B, OB  S=  ^  . 


107  =  ; 


^  + 1  sin  9  +  9  cos  §p; 
oder,  weil  offenbar  i|=0  ist, 

^    ja?Ä«p-t-|  cos  9, 

uud  auf  ähnliche  Art  hat  man 

t«     {'f\=»*~h^,  POS  rp  —  ij,  sin  cj>, 

l  y,  =  «  -I-  $,  Mitt  y  4-  fl,  cos  y. 

£odlich  haben  wir,  v?rnn  jetzt  y,,      ;  y,  «,  «1«  'u 

BesOf^  auf  das  System  der  eine  ganz  ähnliche  Bedeutuni^  wie 
Torher  dieselben  Synbole  in  Bezug  auf  das  S>btem  der  ory,  aber 


4M 

Dfetürlich  nicht  g^anz  c^leirbe  Bedeutu«^  wie  dert  *  buken ,  naeb  l, 
und  5.  die  fulgeoden  G^idmogeD: 

cos  y,,  12  =     -f-o,  stn  (p^'^ 
$  =  #,-i-^,  cos  SP,,  i^  =  ^,-i-^,  sin  9,; 

und  , 

I,  +r,  CO»  (a,+jp,)»  q^s^i+r«  ein  (a. +)p  J;. 

5i»<»»  +  r,  cos  (a,  +  9)^),  «},arÄs  +  r,  aia  (a,+9>«)* 

Diec  sind  wieder  swftif  GlcichoBgen  xwitehen  deo  sw$lf  UBbekara- 
teo  Gröasen  f,  i;,      ly,»  9>  **♦  ''m  »"j»  ^it  9»»  wod  reicben 

also  zu  derea  fiestimmnDg  bin ,  wte  wir  jetzt  mit  nebrerem  zeige« 

wollen. 

Durch  Fllimination  von  'i,  r,       tj,  erhält  man 

^  =  cos  (f^=:a^~i'Q^  cog 

und 

r  coa  a=«i,  -f-r,  coa  («,  -|~f»|)s0««(-r«  coa  (tt,  +  9»s)« 
r  aia  a s  ^1  ^ r«  ain  («i  +     =  ^«  +  f.  afn  (a,  -f- y,). 
AUo  iat 

«,  —        — coa  9»„  0,  — — ^,  cos  (jp,; 

=  —  ^,  siu  ifiy  =="— ^,  siu 

und 

ar, — rcoa«=r— r,  cos(<(,-f-9),),  «r, — r  cos  a= — r,  cos 

^, — r  siu  a= — r,  sin  (tt,-!-^),),  ä, — r  «in  «  =  — sin  («j-j-g',). 

Dividirt  man  nun,  um  ilif»  <irössen  Q^,  o,.  r,,  zu  eiiaiiaircn, 
diese  üleicLuugeu  durch  ciuauüer:  su  erliait  iuud 

15.  cot  ^,  cot  91,  =s^°^^  ^ 

uuü 

1 

•  +  9.)  =  ^;-.r  («•  +       =  /^l-r  s.n 

oud  diese  vier  Gleicbung-en  eothalteo  uuu  hlo«a  noch  die  vier  ua- 
beknonten  Gröaaen     r,  ^j,  ^p,. 
Weil  bekaoBtlicli 

cot  (a.H-yJ=  tot«.  coty,-l        . ^    v ^ !^i.£2i5irl 
\  i-i-ri/      eot  «,-i-cot  ^ cot     +  cot  9», 

iat,  ao  iat  ntcb  14» 

a>i  »"»r  coa  «      cot  «,  cot  y  i  -^1 

— r  coa  «      cot     cot  y »  —  1 . 
A«— tin  «       cot  «,  +  cot  9,  ' 


4W  . 

womui'  lieb 

cot  M  —  (g,  —r  cos  a)  cos      -4- (Vi',  —  r  sin  n)  sin  «, 

"*  («,  —  r  CO»  a)  ftb  er,  —  (Ä,  — r  sin  a)  cns  «,» 

r  GM  «)  8m  r  «tn  o)  cos  «, 


17. 
oder 

18. 


cot  »  S  —  <>  i  —  r  von  («  — g,) 

'  <»i  sin  «1— eos  «i-f-r  sin  («  —  «,)» 

cot«  —      ^«  -i-^.  -  r  cos  (g  -  a,) 

^*  «r,  —     fo«  »t-^r  «in    — a,) 


Alan  ist  nach  d««  Obigen 


19. 


"i—  Q   cns  tl^  ^//,   sin  ff,  — r  CO«  (tf  —  «i). 

I    ^1  «1  «in  «i-^^i  CO«  a,-4-r  «in  (cc  — «,)* 

l^a  ■— p  CO«  «aH-^a  —  ^  <      ("^  —  ff;j) 

«,  «in     —     ««1  «t-i-r  sin  (or  — 


20. 


und  diese  Gleicbnogiia  enthalten  bloss  uucli  die  zwei  uniickauuten 
GriSsseo  ^  und  r.  Beitifliint  man  nun     so  erbält  man 

[    .  ^    g|  cos  ff)  -i-A,  sin  ff,  — r  CO«  (o^ff,) 

r        *       *      «in  «,  — *,  cm  ai  -|-r  sin  (a  —  a,)* 

lo=:a  cos  ff,  -f. «in  <s  — r  00s  (« «,) 

I*)  »in  sin     —      —     cos  (g  — «,)}r 

«,  sin  «1  —  i*,  cos  «1  -i-r  sin 
(^.^  Mii  <^a-|-       sin  (ff  — «^1  -      cos  («  — ««){r 

sin  a, cos  «s+r  sin  (a  — a«)  ^ 

und  bieraut  ergiebt  «cb  die  folgende^  Gleicbnng  zur  Beitinnmog 
TOii  r: 

.   2»>     g|  sin  «I— cos  «iHhy  —  ' 

«I,  sin  cos  g,  +  r  sin(«  —  gg) 

 (g,*H-^i*)  sin.g,-^-)«,  sin  («  — «,)  — /y,  cos  (»  — ff,)(r 

(«»*-*-^2')  sin  <rs-|-l<'s  «n  cos  (g  — «s)jr* 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 
iST,  =sin  (a  — a,), 
^iffissia  (0  —  ' 

-^i  sin  «I,  ' 

Z/j  =:  («r,  -  + /{-^  ■*)  sin 

^1  t=«,  siu  a,      ^,  cüs  a,, 
JU^  =      sin      —  6^  cos  a,, 
A,  s#,  ein  (a— «J^r-^«  eop 
J^,3s«r,  ein  (ii*«^-*^«  eoe 
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si»  erliält  die  vorhergelieode  Gleiebnog  die  folgende  Pom: 
oder  U9tk  gehöriger  Botwickelung 

Un  dU  Grilwett  JT,,  AT,,  Z„  iV,.  Jf,»  A",«  iV;  teil 
Leichtigkeit^ bereclineo  zu  könoeo,  suche  neo  die  beiden  fliilfswin« 
kel      und  ni«  mittelst  der  Formeln 


23.    taDcr  ixi.=— ,  taufr  ü/-  =  — . 

Denn  ist  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  findet, 

Jf,  A8in(a  —  «,), 

i7,s=:mn  (a— . 

 »in  «t 

^  eos  »,»  ' 

r  si»  cf^  \ 

^»   CM  «S^» 

^       «1  sin  («I  — ft>t) 

*  coa  o»!  ' 

 a%  «in  («a  —  <"a) 

*  COS  $0%  * 

«   <i.  «in  (ff  — <g,  —  ttft) 

V   «o  w,) 

*  cos  (U, 

Weitere  Erlauteriinsc^^n  über  den  Gang',  welchen  man  hei  der 
Auflösung  zu  nebiueu  luit,  fiig'en  wir  der  Kiirre  wegen  nicht  lici. 
da  dies  scliou  aus  dem  Vorhergclieudcn  dcuUicli  genug  vou  üelti»t 
erhellen  wird. 

^. 

liemerken  wollen  wir  aber  nocli,  dass,  wenn  vier  Punkte 
Oj  0^  durch  ihre  Coordinaten       n\  «n,,  «r,, 

n«t»  gegeben,  und  in  diesen  Punkten  die  180^  nicht  fibentei- 
gendcn  Winkel  SOS^^  SO^S^,  SO^S^y  SO^S^  ffomesscn  worden 
aind,  auch  diese  Data  znr  Restiuimiing  der  Coordinaten  .t,  y  und 
d^,,  ^1  der  Punkte  S  und  iS^^  d.  i.  der  Lage  dieser  Punkte  hin- 
reichen. 

Nneh  1.  and  5.  bat  man  nftnlieb  Bechsebn  Gleicbnngen  Ton 
d^  Form 

^s=;«i-|-^  cot     ysie^-^  lin  91 
d?s=«i,         cos  y„  -^-^i  «n  9,; 
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^s=fl#,H-9i  «08  y,,  y=r»,H-ßa  sin  5p,; 

ssM-Hr  cos  (a  +  jp),  y,  Ä»-|-r  tin  (a+9>); 

cos  (a|  +  SPi)s  yi=«iH-'',  sio  («,  +9»,); 
««t        +    «««  («i-Hy»)»  yi  "*»  («ii-hy.); 

+r,  cos  (0,  + 95,),  t/,  =», -f-r,  bId  («, -f-y,); 

und  diese  sccLzelm  Gleichungen  reiclieo  zur  Bestimmung  der  seclu 
tebD  in  ihnen  eathaltenen  unMannten  Grössen 

?M  J3».?3»  '"2,  '•i;       Spn.  STi».  SPi  Die  Auflösung 

dieser  1^ lf»!<hungen  ist  aher  Schwteriirkriteii  ntitprworfeo,  und  wir 
wollet!  iiieselbeu  hier  daher  nur  so  weit  entwickeln,  dass  sie  bloss 
ooeb  die  vier  nnbekannteo  Grössen  o*,  y\  .2^1,  y,  enHinlten,  welches 
obne  Schwierigkeit  geschehen  kann.   Durch  ISlimination  ron  ^, 
and  r4,r,9  r«,  r,  erhält  »an  nänlich  - 

lang  9=15^.  '»»8  («  +  P)  =  |j^5 
Settt  man  nan 


tanjr  tt-f- tätig  y   

—  n 

1  —  tang  «  ung 

tsng-  fr,  -i-tanpr  «f,   

-«1 

1  —  taug  fi,   taug  y  , 

tanjr  ((n  -f-  taup  y-,   

y. 

1  —  fang  cf j  taug 

tanp  «,  -f-  t.ing  7,   

yi 

1  —  taiig  «I  taug  y. 

.r, 

— 

und  bestimmt  tang  9^,  tang  (jp^,  tang  y„  taug  aus  diesen  Glei« 
cbnngen^  so  erhült:  man 

.    (.r,   -  y/i)  s\n  u  —  (y,  —  n)  cos  « 

9  — (j-^  _      co;s  « (y,  — Ii)  «in  «• 

.»y«—     (*!  ^w,)  CO«  o, -h(y,  —  ff,)  tin  «I*  . 
«  (X,  «in  a,  ~  (y.  cos 

.  y»        (a.^  ^  m j     ä,    (y, — «i,>  sin  «,» 

I    w,)  sin     — (y.—it,)  cos  «, 

Alio  hat  aan  jelat  die  vier  fol^anien  Gleichangan: 

y  — ü  _  •  (Xi—m)  sin  n  —  (yi  —  w)  coi  «r 
»       *x—m         (ar,  — n»)  «os  «-|-(yi  — n)  »in  «• 
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> 

— *1  _ 

ix, 

—  #1,)  sin  «,  **-(y|< 

—  Hl)  «oa  «r, 

X 

^w,)  cos  «1 

■ 

—  «i)  »in  01* 

V 

—       sin     —  (y. 

—  tl%)  CMS  rr. 

ig 

— •«,)  cos  rt,4-(y, 

-^it»)  sin  o»* 

V 

—  n^   

(«1 

—  Wj)  sin  R,  —  (y, 

—  «,)  cos  a. 

X 

—  «»,)  cos  «,  -t-ilfi 

J-«,)  sin 

aus  denen  die  Tier  unbek.mnton  Crösspri  ay^  y\  jr,.  bestimmt 
werden  müssen.  Diese  Gleicliuu£eu  bringt  man  aber  leicht  auf 
die  Pom  • 

tone  a  — — ^^1^  rvi  — w,)  -  (y  — //,)  i.r.  — m.) 

tanir  a  —     ~  ""''^  Cy »  -      -    -  ~ 

(x,-ii»,)H-(5r— (y,-if,)» 

tang  = 

oder 

_«f  r  —  j:,)  —  m(y  —  v ,  ^  —  f.ry,  —yj:,) 


teolr  «  n.far— JT,)  — m.fy-y,)     (.;-y,  -y.r,) 

taiiir  a  =  -  j:.)  -        -y.) -  (xy .  -  //.r. ) 

tsnff  et  =  H,(:r-~ar, )  -  ///,(y  - y . )  -  (  ry .  - yx.) 

oder 

0  =  («or  —  «y)  cos  a  -\-  {m"^  4-  «2      mx  —  ny)  siu  « 

—  \{m  —  a:)  sin  a-f-(i»  — y)  cos  a|a?, 
-f-       —  .-r)  cos  a  —  («  —  y)  uo  tfjy,, 
.Ö  =  (»,«?— «ly)  «08  o,+(M|>  +  i>i*'-Midr<— ji,y)  Bin  «, 

—  —  ^)  sin  a, (»,  —  y)  cos  a,  I«, 
—     «oia,  — (», -^y)  sio  «,  |y,, 

OssC^aJ?— «f,y)  coB  a,  4-(*w,»-4-«,*  — #1,^  — »,y)  gin 

—  — sin  «a-hf^a— ;/)  cosa,|a:i 
'\-\{m^  —      cos  «3  ^  (»,  —  y)  sin a,|y,, 

0  =  (»,^  — isw.y)  cos  a,-|-(i»,^4-«,»  — iw,^-,j,^y) 

—  K«, — «n  «,  -\-  (»,  — y)  cos  a,  1^»» 
H-  K«»»  —     «OS  a,  —  («, — y)  sio    |y , , 

Die  fernere  Auflösung  dieser  vier  GleicbaDgOB  scheint  ober  in 
grosse  Weitiinfigkettea  su  ilikroo. 


I 
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LIV. 

Einige  Eigenscbaften  d«  Bnamialcoeffidieiitoi. 

Von  • 

Herrn  O.  fteblömilch 

SU  Weimar* 


Wir  wolien  zuerst  die  EntstchuDgsweise  der  BinomialcoefBcien- 
ten  durch  ein  sehr  einfseliM  Verfalifeii  «eigen,  wekbei  wir  ihireh- 
gangig  in  dieseoi  Auf^intze  beibehalten  werben. 

Jm  seien  u  und  %  beliebige  GrSuen^  so  iat  beknnotneh 

■  •i^«-|-l)=««+iH-ii«. 

Sctnen  wir  « -f  - 1  fiir  «  und  addiren  zv  der  ao  entetehendeii  Gioi- 
ehnng  die  obige  anverändert,  ao  iat  * 

d.  i.  «»(«-I- 

Wiederholen  wir  das  angegebene  Terfiihren,  so  konoit 
^%-^\^u  -h  1)*  +  U'{u  -H  1)*  =        -4-  2»*+'  H- 

oder  ^  ^ 

Muu  üUer^ieht  gleicb,  duss  bei  »aialiger  AnwoBdung  dieäes 
Verfahrens  eine  Gteiebnng  von  der  Fora 

-I- 1)»  =  tt*t»  +  «u^,««'""  ^  + . .  • 

und  ebenso  hei  (»H-1)  malij^^er  eiue  iiiiulichc 

xim  Vorschein  kommen  würde.  Nun  entsteht  aher  (2)  aus  (1),  In- 
dem man  in  (1)  ä -h  1  fnr  t  sclirfiht  und  die  Gtcichung  oocU  ad- 
dirt,  ganz  so,  wie  dies  gleich  anfangs  geschah.  Also 

Vergleicht  man  die«8  mit  (2),  ao  findet  aicli  mm  den  allgemei- 
nen  Gliedern  die  Reletioa 
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Dicge  CktefGcienten  nennt  man  BiDomialcoefficienten  fiir 
pogitive  giinxe  hlxpoDenten,  und  bezeickoet  "^i,  "^9.«  kurz  mit 
Mg,  .  .  .,  wobei  »0^*"»  =  ^ 

Aus  (1)  tolgt  nocb,  weoo  mao  mit      hebt,  undttf  =  —  setzt, 
oder 

(1 -f- =     + »lOr + «aor* +  + 

Gans  dat  nimliclic  Vciftttiren^  irerdcn  vir  snr  Batdeckunff  von 
Eigenschaften  der  BinnniialcoeifieieateB  selbst  f^broncheD,  onadaso 
bloss  die  Fundameotaltvrmel . 

(ai-H-l)rS«ii»r— ff- f-asb-«..  (4) 

aDweaden. 

lo  so  frrn  nun  jedf  r  Hrnnmialroffficient  «Wr  von  2  Elementen 
zugleich  ubhan^t,  können  wir  auch  nach  den  Verändcruug'cn  frap^en, 
die  derselbe  erleiden  wird,  weun  sich  eins  dieser  Elcmeate  ändert. 

a)  Für  eia  eoastaates  m  Ködere  sich  r. 

Sebreibea  wir  ia  (4)  r-f- 1  für     so  babea  wir  t 

ebenso  • 

wenn  wir  uUo  uddiren  und  auf  die  linke  iijeite  wieder  die  Delation 
(4)  anwenden: 

[m  H-  2)^4-2  =  ///r      2«^!  -h  ///,-4-2 

ebenso 

also  durch  Addition  nad  wegen  (4) 
Verallgeiaeinert  giebt  diess  den  Satz 

(«l  +  n)fH-li  =  »o««rH-ii|«Vr-|-i  +  ''i«^r+i+«  •  •  (5) 

Daraus  folprt  u.  A.  fiir  r  =  0,  M  =  in, 

(2///)«,=://..,M-^«,'H-w,»-H...  (7) 

d.h.  Die  Quadratsiuiimc  d(r  11  i  n  o  m  i  alcoeffi  ci  e  n  t  e  n  ist 
dem  mittcltiteu  B i nu mialcocii icienlen  für  den  doppel- 
ten Exponenten  gleich« 

l/)  Fiir  ein  constantes  r  ändere  sich  tu. 

Wir  braochea  jetzt  die  Relation  (4)  unter  der  Fonn 

S»r~ia=(M  +  l)r^<ü^«**  (7) 

uttd  aebreiben  darin  at+1  fdr  «r,  so  wtrd 

(m  -I-  1      =  (iw  -f-  2)^  —  (si  -h  1)^ 
Ziehen  wir  die  erste  Gleichung  von  der  zweiten  ab,  so  ist 

(m       l)r-i  —  «»^4  =  («1  -I-  i)r  —         -i-  i  jr  -t-  ««r 


4M 

oder,  weon  wir  die  fittlM  Mio  nscli  (7)  Mtaaw 

«Ir— 3  =  (iW        2)r  2(m  -f-  l)r  -|-  »»r. 

Sclircibcn  wir  wieder  m  -\-  l  für  m  und  zieheo  davon  die  For- 
mel für  /fir^2  UDgeäodert  ab.  so  kommt 

(jw  4- 1 — =  (//»  + 3)r  —  2(»i -h  2)^ -h     -I- 1 

d.  i. 

iW^  »  (fli 3>  —  3(«l  +  2)r -t- 3(«l -f.  l)r  «Cr. 

d  «  vsliger  Anwendmig  babeiT  wir 

Diese  Reihe  ist  sehr  vieler  Folgeruageo  Sähtg. 
Z.  B.  für  ist 


Für  n  =  m  ergiebL  hieb,  weil  r-tfü^  m  sein  muss, 

0  =  m^{:lm)r  —  m ,  {'Im  ~  1)^  "i"  W.C^  —  ji)r.—  .  . .  (10). 

Für  r  =  0  erliälc  naii 

Os«»-*-«,-!-«,«--. (11) 

wvs  Aucb  sonst  liekannt  ist. 

NiABt  man  endlich  rsss»,  so  wird,  weil  mm-^'=^mn  ist, 

M^s i»o(«i -t-  Ii)»  —  »  —  Hr 2>» — . .  (12) 

eine  Reibe,  welche  einen  BinomialcoefficieDteB  dnrcb  die  bttberen 

Bzpooentpn  nusdrückt  *). 

Das  bisher  g^ebrauchtc  V  crtuhrcu  lässt  sich  aucb  auf  goniome- 
trische  Fuuktioucu  sehr  vortheilhaft  anwenden.  Z.  B.  ist  be- 
kaontlicb 

2  cos  op  .  cos  «p^  =  co8  (jw -4- 1  )^ -f- cos  (ot — l);r. 

Man  inuki()iicire  beideri»eiüi  mit  2  cus  u.*  und  »erlege  rechts 
jedes  doppelte  Cosinusprodukt  wieder  In  eine  Sunmie,  so  wi^ 

(2  cos  jcY  cos  Ma:  =  cos  («w -i- 2).r cos  ma: 

-f-  cos  cos  {/n  —  2).z? 

=  cos  (jew  +  2);r  +  2cosMar+cos  (st — 2)j; 

UftD  moltiplieire  wieder  mit  2  cos      nnd  zerlegt^  weiter,  «i  iat 

(2co«Jr)*CMiMaeg(aH-3>dp-|-es(«»-|-l)' 

+2c8(M-hl)^2cs(fli— 

-4-cs(s»-'l)4H-eB(«»— 

=cos(M+3)^+3cos(w+l).ir-f-3cos(i» — l)aHH:os(«i— 3)jr. 
Also  hat  uiun  allsfemcin 
(2  cos  £r)f  cos  mx = » »cos  (jw-t-^j^-^-zf^  cos  («Ii»  2)a>4-  • .  •  (13) 


*)  Soviel  kb  weiss,  sebetbt  diese  Reibe  necb  akbt  bekamit  sa  sein. 
L  38 
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wobei'  von  «i«4»i»  wcoowiv»  4ie  geraden  Znlil«n  «bgtMgc»  wefim 

Bohandelt  man  ebenso  den  Ansdrnck  %  eoi  .  lin  «ur»  so  er- 
hält man  unalug: 

«)»  sin  «r.r  =/»o  sin  (iw-|-»).tH-ii ,  sto  (^»«+-«1 — 2).2r-h , . .  (14). 

N^bmen  wir  in  beiden  Ausdrücken  m  negntiT  und  der  9r5sse 
nncb  ^11»  so  entstehen  die  Gleichuogeo 

(2  coB  Ofjr'  eoc^flKTSM^-f-ffpi  cos  %a?'^m^  cos  4^+  . . . 

(2  cos  asy*  sin  moFs^m^  sin  2fr  +  «s,  sin  4^-|- . . . 

oder  far  dirss^^, 

(2  cos         cos  cos  &  +      cos      +  (15) 

(2  cos  i©)"  sin  ^0  =  «?,  sin  »in  20^- ^ ...  (10). 

Dnrans  fMjffft  radi 

(2cos  4©)'"  cos  —  ö—l                          •  i 
 =:cQn(:^-i — 5-cos2@-f- — ~^  ^  cos  3(9-4- 

■  ^  ==  Sin  ©H  Bin         ^  ^—-^  sin  3©-h.  • 

Lassen  wir  nun  m  «bneboien,  so  nHbert  sieb  im  ersten  Falle 

cos        der  Einheit  und  ^^^j^^?**,      bekauutlicli  dem  AuüUruck 

LtOg  (2  CO!  1^);  in  zweiten  Falle  nähert  sich  sin  ^0  desi  Bogen 

sin  ~Ö 

-sr0.  also    tlcra   Ausdrucke  40,   und  der  andere  Fuktur 

(2  COB  ^0)'^  der  Eiuheit. 

Gehen  wir  also  zur  Abnahma^renze  0  über,  so  wird 

Log  (2  cos  ^9)=s:co8  B — l  cos  20 4- i  cos  30—  ...  in  inf,  (17) 
i^ssin  (9       sin  20 -Hi  sin  30— ...  in  inf.  (18) 

Diese  Entwickelung  der  Itekuonteu  Heilien  hat  vur  dcu  bisiieri* 
gen  den'Vorang^  der  Einfaclibeit  und  der  Vermeiduajg  des  Imaginä* 
ren,  weiclics  bei  elementaren  Vorträgen  immer  Schwierigkeiten  dar- 
bietet und  nur  eini;  Art  tliilfsconsfraktioo  ansmacht»  da  es  bei  den 
Endresultate  wieder  verschwindet. 

Anmerk ung[.  Die  zuletzt  in  diesem  Aufsätze  gebrauchten 
Scbnisse  scheinen  mir  nicht  yon  allem  Zweifel  frei  nn  sein.  G. 
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Uebangsanfgabmi  fiir  Schftler* 


llerr  Prnfps?;nr  und  Dirrrtor  Strehlke  ZO  Dnuzig  hof  im  Prö-' 

frainm  der  dortisren  IVtrisrluilc  vod  18iü  cum  ersten  Male  die  deu 
erfitsscrn  von  Fru^rauiincD  aa  andern  LefaraQütaUeu  zur  Nach* 
aknung  dringend  su  enpfeblende  EinricliCiing  getroffen,  dau  er 
oater  der  üebertcbrifi  Pädaffo irische  MitthciUngM  jf<en 
Programmo  eine  Anzjif»!  von  Auf^itben,  I^elirsätupn ,  Frugen  oder 
wisseQjiclAattliclicu  licmerkunt^cii  bcitiigen  wird,  die  im  Unterrichte 
wirklich  vorgekommen  siud^  und  sich  in  irgend  einer  Weise  als 
anregend  und  fruchtbar  bei  der  Bildung  der  Jugend  gezeigt  habes. 
Da  solche  kleine  meislenff  nicht  in  den  Buchhandel  kommende 
Schriften  wt«'  l'roa;Tamme .  Dissertiitionen  n.  dorgfl.  leider  nur  zu 
häuüg  der  \  crgt  ä^euheit  anhcim  fallen,  so  werde  ich  padasrogtsche 
MitthcUungen  von  der  vorher  bezeichneten  Art,  io  M  feni  Aesclbeii 
den  Zwecken  des  Ardiivs  entsprechen  und  zu  deren  Forderung 
heitrapcn,  in  detuselbcn  mit  der  Erlaubniss  der  ^'erfussrr  wieder 
abdrucken  lassen.  Die  von  Herrn  Frut'essur  Streb Ike  iu  demP^ro* 
grumm  von  1840  mitgetheilten  Aufgubea  äiud  folgende: 

1.    Fläcbc  des  ebenen  Vierecks. 

.  Das  Quadrat  der  I  lache  eine!«  rlirnen  Vierecks  ist  gleich  dem 
Quadrate  der  Fläche  tiiie«  Kreiävierecks  mit  denselben  Seiten,  ver- 
mindert um  das  Produkt  uilcr  4  leiten  iu  das  (Quadrat  des  Cosinus 
der  halben  Suninie  zweier  Gegenwinkel  dtoa  Vieracka» 

Der  Beweis  dieses  Satzes  wird  fetcbt  gefäbrt  dnrcb  Zerfallung 
fies  Viereck«  in  *2  Dreiecke,  auf  welche  man  den  IInu|Ttsatz  der 
ebenen  Trigonometrie  zwei  Mal  anwendet,  und  indem  man  zu  bei- 
den Seiten  der  hieraus  erhaltenen  Cteichung  die  doppelten  Produkte 
der  beiden  an  die  verf^lende  Diagonale  anstossenoen  Seiten  bin- 
znaddirt 

indem  mnn  nnf  ähnliche  Weise  das  sphärische  Viereck  behan- 
delt, so  erhalt  num  den  Satz: 

Das  Quadrat  der  dreifachen  Stumme  der  knbiseben  Inhalte  der 
beiden  Tetraeder,  welche  die  Sehne  der  s(>Läriscben  Diagonale  mit 
den  Sehnen  aweier  Seiten  und  drei  Radien  bildet»  ist 

=s»in  (-|-  — «)  .  sin      — .  sin  (4  — •  8>n  (y  — 
—  sin  «  .  siu  6  .  stD  c  .  sin  a  .  cos  (    ^    )  ,  i»s  ( — ^ — ■), 


*)  Die  JUiwenduu^  des  eben  micgctheihen  6jUi>^  fuhrt  auch  zu  einem 
leichten  Beweise  der  sogenannten  Umkebning  des  Ptoleoiaiscben  Lehr- 


wo 

wenn  rr.  c,  fl  die  auf  ninuncler  folgenden  Seiten  des  Viere<i(s,  * 
die  huuiiiic  aller  Seiton,  it  den  von  a  und  ^,  deo  von  c  und  d 
eingeschlossenen  Winkel  bedeutet. 

Gewin  fd^fot  es  für  das  spliärisdic  Viereck  einen  Ansdruck 
von  (tang  j/*)*,  der  den  Lex  eil  sehen  Ausdruck  der  Flache  des 
sphärischen  Kreinvicrerks  als  eiiioii  hcsondero  Fall  entbliit.  Bis 
jetzt  habe  ich  diesen         nicht  gefnudeii. 

2.    Quadratur  des  hy perboliteben  Sektors. 

Für  f  int'  Fllipsr  mir  den  Halbaxen  a  nnd  //  ist  hrkan iitlich  der 
Sektor  zuiscIk  ii  der  a rossen  llalbaxe,  dein  aus  dem  MiKcljiunkte 
nach  einem  l'unkte  (^'|  y)  gezogenen  Hadius  Vektor^  und  dem 
elliptisdieii  Bogen 

=  \aO  .  uro  (sin  =: 

i 

Da  nna  l/^.  ^=lo$r  •  (cai  ^^V—\  .  gio       ro  iiC  ftr 

eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  m  und  b\/ —  1  oder  eine  Hyperbel 
Bit  den  Malbaxen  a  und  b  der  entsprechende  hjperboliacbe  Sektor 

3»   Cnbatuc  der  dreiseitigen  Pyramide. 

Wenn  man  in  einem  Tetraeder  eino  heliehiife  Kante  in  n 
giciclic  Tbcilc  thcilt,  und  durcii  die  'riieilungs|iunklc  |iarail<>le  Ebc- 
Dcu  ZU  einer  an  die  gctbeilte  Kante  anstuä.scntlcn  ü'reiecksfläche 
des  Tetraeders  legt,  und  aas  dea  Darcbscbnittspunkten  der  Kbeneo 
und  Kanten  Gerade  parallel  zti  der  ^elheilten  Kante  zieht,  so  ist 
der  Gesaiaait-Cubikinhalt  aller  dreiseitigen  ftusaero  Prismen  (durch 

Hülfe  der  Sammation  der  Qnadrataablen) 

wenn  F  die  DreiecksflSche  und  h  die  Höhe  des  Tetraeden  anf 

diese^  Flaclie  bedeutet.  Die  Iletraehtung  der  Gränze  dieses  Ans* 
drucks  führt  zum  cubischen  Inhalte  der  dreiseitigen  Pyramide» 

(Die  Fortsetzung  folgt  im  naehsten  flefte«) 


LVl. 

Miscellea« 


In  dem  228ten  Bande  des  Crenr*srhen  Journals  hat 
Gauss  einen  oeueu  sehr  sionreicheo  Beweis  für  das  aus  der  sphä- 
rischen Triffonometrie  bekannte,  für  die  Geodisie  so  wichtige  Le- 
ge ndre*BClie  Theorem  gegeben,  den  wir  im  Folgenden  mit 
einigen  nns  hier  nüthig  icbeinenden  Brlintarimgen  mittbeilen 
wollen. 
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Bezeicboen  -wir  «icu  sog-cnaunteu  sphärisclmn  Excess  eines 
sphärischen  Dreiecks,  desaco  UrPi  Seiten  6y  c  tiiud,  durch  3cüy 
uod  die  des  Seiten  c  gegen ibentokendeo  Winkel  dieses 

Dreieeks  retpcctive  durch  jßt-^-uiy  C^o),  so  ist  offeobar, 

wfnn  TT  geiae  ^^«inMkDliehe  MedeutUDg  ket,  Csstt,  weil 

bekiiQDllich 

3(tf  =     +  itf)  +  (Zf  +  (d)  +  (  C-f.  e»)  TT 

ist.    Bezeichnen  wir  nun  die  halbe  Summe  der  drei  Winkel  ^-l-ot, 
mf.C-^üi  durch  JS,  so  ist,  wie  man  leicht  findet, 

M + «)  =  ^  jr  -     -  iüi), 

iSr  ^  (  r+  «»)  »  i^r  -  (C-  i») ; 


Dvd  fofglick 


f08  »V=:      siu  Jw, 


cos  j  »V  —  (.:/  -f-  ti> )  {  =:  sin  {.4  —  {w), 
€08  I (/?-!- w){  =  »in  (ü  — iw), 

Also  ist  neck  tweS  sehr  bekanitea  Formeln  der  nfkaritcken 

Trigonometrie 

■|D    ,a  —  sin  (Ä-Hw)  sin  (6* 

'   sin  (Ig  —  »  «in  (C— » 

cot    jm —        (i?-hw)  sin  (C-t-fti)  ' 

nnd  folglich,  wie  man  kiereus  leicht  tindet, 

sm   gin  *j(r>  sin  *(//  —  4<n)  

cos  sin  gin  (/f  —  i»)  sie  »(C-f-w)  sin  (t'—i«)* 

Ganz  eben  ao  ist  aber 

sin  *^ff    sin  'jm  sin        —  jw)  

cos  sin  '(^^.iij)  sin  (i^— 4w)  «in  w)  sin  (6'— i<")' 

Dividirt  man  jetzt  mit  dem  zwritpn  <lrr  heidcn  vorhergehenden  Aus- 
drücke in  den  ersten,  und  zieht  nun  den  erhaltenen  gleichen  Quo« 
tienten  auf  beiden  Seiten  des  (■ieichbeitszeichens  die  Quadratwnr- 
sel  nni;  lo  ergiebt  sick  die  (^iekkang 

»in  »iß    cos  U   sin  (J^u)  sin  — 

cos  ^  '  sin       —  sin  (iT-f-o^  sin  ^(tf  - 

man,  wenn  der  Riinie  wegen 


—     m*  cos  jtf    8siu'^/y    sin(i#-H«>)  sin  ^{A — ^)  sin  *B 

isin*!»  '  JäcÖHi  '  sin  * ■in(^H-»)sin><ir-4«>) 

gflietxt  wird»  anek  nntev'der  Fern 


aekreiken  kann. 
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T)ie  vier  fmdtann  4«r  Gnuß  D  «allf»,      «lui  «mrM  n&ber 

betrachten. 

Weil  xüerbi  nach  eioer  bekaooteo  goniomctriscUco  Funaül 
sin  '^tf=3  4(3  stD  \a  —  sin  \ä) 

ist,  so  ist 

8  sin  *\a  —  «r*  cos  Jrtr=:2(3  sin  \a  —  sin  \a)  —  »•  cos  \ft. 

Entwickelt  man  nun  sin  sin  |Ar,  cos  \a  auf  bekannte  Weise 
in  Reilieo,  so  cHinit  man  nach  Ictcbter  Rechnung* 

8  Hin  *jflr—       cos  j«=5-l-ö'^'  —  •  •  •? 

und  siebt  also,  das«  ia  Bezog  auf  m  aU  eine  Grösse  der  ersten 
Ordnung 

8  sin  *\m  —  iv'  caa  \m 
eine  €röasa  der  siebentea,  folglicK 

-  a*  cos  \a 
*"Saiii»ia 

eine  Grösse  der  vierteil  Ordniwg,  alia  der  Faoloc 

cas  In 

8  sin 

der  Grösse      vo«  der  Eiobeit  um  aioe  Grnme  der  vtertaa  Ordnoag 

verschieilen  ist. 

Gans  auf  älinliche  Art  xeigt  man,  dass  der  Factor 

8  sin 

b*  LOS  \h 

der  Grosse  D  vuu  der  Liuiieit  in  Uexug  auf  6  als  eine  Grosse  der 
«rstea  Ordnaiig  im  «im  Gröaa«  der  rtertea  Ordnung  verschieden  ist. 
Nacb  bekannten  goniomttrisclien  Ponsal»  ist  um» er  . 

ain      — sin  M^-ai)  sin  «C^  — » 

=  810       — I  sin  (A'\-tS)  |1  — cos        — ü>)| 
=  sia  *A  —  I  sin  {A-\-ix))-\-\  sin  (^i  ~f- tu)  cos  (•./  —  w) 
=  sin  *A  —  \  sin  (^-hw)-+--^  sia  ZA  —  i  sin  {jA  —  2w), 
und  folgUcb,  weil  bekanntlich 

sin  *A^\  WBi  A-^k 

sio      — sia  (-<#-|-w)  sin  *(^  — ^o*) 

=  1  sin  A  —  I  sin  (.  /      w)  —  ^  sin  (-  /  —  'iw) 

=s-J  sin  A  —  ^  siu  -/(cos  a»H- J  coa  2a>)  — ^  cos  ^/(sin  m — '  sin  2ai). 

Entwickelt  man  jetzt  cos  u»y  cos  2iUj  sin  (ü,  siu  aut  be- 
kannte Weise  in  Reihen,  so  erhält  man  nacb  leichter  Rechnung 

sin  '  /    -sin  {A-\-bi)  sin  *(^  — ^(y)=  $w*  sin  -if  —  ,  .  . 

und  siciit  also,  dass  in  Beaug  auf  ta  als  eine  Grösse  der  ersten 
Ordnung  die  Grüssu 

sin       — sin  (.4-i-a>)  sin       — |o») 


*  sin  «-i 

«beofiillt  eise  Grotie  der  swetfeo  Onlnaog^,  atio  der  Paetor 

sin  (A     tt>)  s'm  *( J  —  ^u) 
iiöTi 

iler  Grösse  /I  ven  der  £i«bek  um  eine  Crjiäse  de,r  zweiteu  Ür<l- 
nuag  reficliiedeii  ist. 

Auf  grat  IbRlicbe  Art  Kbeneort  n«p  sieh,  di»  der  Factor 

m  *B  

•in  iß-i^o))  sin       — 'w) 

der  Grösse  />  von  der  Etobeit  uin  eine  Crosse  verscliiedcn  ist, 
weiche  in  Bezuz  auf  w  als  eine  Grösse  der  ersten  Ordnung  von 
der  zweiten  Oriniung  iaf.  • 

In  der  spliäriacben  Trigonometrie  *)  wird  aber  folgender  merk- 
würdige Atudrock  fUr  des  spJuUisclieD  Bacess  3a»  bewiesen : 

lang  |w  =  l/tang      tang       —  a)  tan^  iU" '»»g  -A*  —  ch 

wo  #  =  Ä ist'.    Au8  diesem  Ausdrucke  crlirÜrt  srfir 

leicht,  dass  iu  Bczu«^  auf  die  Seiten  /k  r  als  Cirössen  der  er- 
sten Ordituug  die  Grösse  ai  jederxcit  ciue  Grosse  der  zwei« 
teo,  also  w*  eiae  Grösse  der  rierteo  Ordnung  ist,  uod  wenn  naa 
dies  nun  mit  dem  Obigen  zusammealiält.  so  ergiebt  sieb  auf  der 
Stelle,  dass  jeder  der  vier  Fuctorcn  der  G riis.se  /)  roo  der  Kinbeit 
um  eine  (Crosse  verschieden  ht .  welche  in  Kezug^  auf  die  Seilen 
des  sphäriäclieo  Dreiecks  als  Grössen  erster  Ordnung  von  der  vier- 
tea  Ordnung  ist. 

Weil  «ao  iiaeb  de«  Ob|gea 

ist,  so  kann  offenbar  ia  Bezug  aaf  die  Seiten  des  s|ibliriscbco 
Dreiecks  als  Grössen  erster  Ordaiiag  Mit  Veraaeblüssigaag  von 
Grössen  der  vierten  Ordnung 

m       sin  yrf 

6        sin  /i' 

und  jiberhaU|iL  also  In  IJeznfr  auf  die  Seiten  r/.  //.  c  des  ^]iliHrischen 
Dreiecks  als  Grössen  erster  Ordnung  mit  ^  entaciilassigung  von 
Grölsen  der  riertea  Ordanag 

*L      «»n  A  sin  B   _c  _^  sin  C 

k  —  sin  ÜT"      —  «Sa  C»  »  «in 

gesetzt  werden,  wo  aacb  dem  Obigen 

Sit. 

*)  M.  s.  s.  B.  des  Herausgebers  Gieineute  der  ebenen,  snliiriscbsM 
und  spbiroidiseben  Trig«n«itif  tfis.  Leipiig*  1§S7,  S.  180. 


Nimmt  man  nun  hierzu,  dass  väl-f-w,  i?-f-w,  C-|-a>dic  Win- 
kel  des  spbäriscbeo  Dreiecks  siad,  und  durch  oi  der  dritte  Theil 
des  sphäriscbeo  Ibc«eisei  daaelbeo  besetcliD«t  worden  iit,  «o  «f> 
£iebt  aich  ■naittelbar  dai  folgende  merkwilfdige  nod  wichtige 
Theorem: 

Jedeä  sphärische  Dreieck,  dessen  Selten  gfegeii  den 
Haibmesaer  der  kugel,  auf  welcher  e»  iicgt,  sehr  klein 
sind,  kann  näberungaweiae,  nnd  swar  nor  erst  mit  Vor- 
nachlässignnff  von  tirötsen,  welche  in  Beang  ouf  die 
Seiten  des  Fphiirischen  Dreiecks  als  Grössen  erster  Ord- 
Duoflf  von  der  vierten  Ordnung^  sind,  aU  ein  ebenes 
Dreieck,  dessen  Seiten  den  Seiten  des  suhärischen 
Dreiecke  gleieb,  nnd  deeaen  Winkel  die  nv  aen  drttteii 
Tbeil  des  Excesses  des  sph&riscben  Dreiecks  vermin« 
derten  Winkel  den  letztem  sind,  betra  r  h  tet  und  all  elll 
aolchcs  ehencs  Dreieck  berechnet  werden. 

Diesen  merkwürdigen,  besonders  für  die  üeodäsio  so  überaus 
wichtigen,  von  Legendre  prefundenen  Sata  hat  Ganaa  in  der 
widitigett  Ahhandlung:  Diaqnisitiones  generales  circa  super- 
ficies curvas.  Gottingae.  1828.  auf  Dreiecke,  die  auf  einer 
beliebigen  krummen  Fläche  von  Bogen  kürzester  Linien  einge- 
schlossen werden,  erweitert,  worüber  man  auch  das  fünfte  Kapitel 
in  des  Herausgehers  Sphftroidiaeber Trigonometrie.  Berlin. 
1833^  4.  naehaehen  Itann. 


Die  ungemeine  Gleichung  des  Kreises  awiscbeu  rechtwinkligen 
Coordinuteu  ist 

oder 

Ist  nnn  aber  der  Anlanff  der  Coordinaten  aelbat  ein  Punkt  des 
Kreiaea,  so  wird  diese  Gleichung  auch  durch  dPssO^  y=sO  eifiUlt, 
und  ea  ist  folglich  in  dicaem  Falle. 

also 

Seien  jetzt  m,  m^y  n^i  m^,  n.  die  Coordinaten  dreier  be* 
liehiger  Punkte  dea  Kreiaea»  ao  iat  nach  dem  Vorhergehenden 
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Weil  nnn,  wie  mao  leieht  fiodet,  die  Grösse  auf  der  raebton 

Seite  des  GlfirliTicitszcir  In  ns  vrrschwindet ,  so  findet  zwischen  den 
reclitwinkligca  Coordinatcn  dreier  beliebiger  Funkte  eines  Kreises, 
wenn  der  Anfanff  der  Cpordinaten  selbst  ein  Pnokt  des  iwreises  ist, 
jeaentit  di«  Refetton      «  - 

0=:(ini' +»*)  (MjM^  —  M^f»i) 


Für  die  im  zweit«!  Befte  dieMsTheib  4nrc&  RecboiiDg 

aufgelöste  Aufgnbe: 

Wenn  zwei  Funkte  der  Lage  nncb  fachen  sind,  so 
Mull  mau  die  Luge  zweier  andern  Funkte  durcix  biusse 
*  WiokelnesBaBffeD  an  den  letstera,  ohne  diese  tob  den 
ffegebenen  Punkten  »us  xu  beobaehlen,  bestimmen; 
hat  einigen  in  dem  neuesten  bis  jetzt  erschienenen  Stücke  der 
astronomiHcbcn  Nucbrtchten  (Bd.  XVHl.  Nr.  430.  S.  367)  die 
folgende  geometrische,  auch  bei  der  Mesatischpraxis  anwendbare 
Anflösunff  gegeben. 
•  In  der  unten  atkbenden  Figur 


seien  M  umi  N  die  beiden  beknnatite,  ji  «fed*  A  die  beiden  aobe- 
kMDlen  Puokte,  deren  Lage  bestioinit  werden  aoll.   Da  man  nach 

der  durch  <Hr>  AntVahe  a'pstrlltt  n  Bedingung  die  unbckaDDten 
Punkte  ^t/,  Ii  nicht  vun  den  bekannteu  Punkten  3iy  iV,  8oud«rn 
hlosa  die  letzteren  von  den  erstereu  ans  beobachten  soll,  so  kann 
■laD  nur  in  dem  Pankte  A  die  Winkel  JUAN^a  «nd  MABxszß^ 
in  dem  Punkte  B  die  Winkel  MBA^rzy  und  ABAsszS  mcseen, 
und  diese  Wiukel  siod  daher  riehst  der  bekunoten  Lage  der  Punkte 
ßf  und  A  dip  einzig-en  Data,  mittelst  welcber  die  Punkte  A  und 
B  bestimmt  werdeu  müssen« 

Beschreibt  man  wm  dan  Dreiedt  MAN  f^wtk  Kreit,  walcher 

die  Liaie  AB  in  A*  sobneideu  mag,  und  ciebt  die  Linien  MA^ 
und  NA*^  so  ist  d»  r  Winkel  MA'.4'  =  ß,  und  die  Lage  der  Linie 
IVA  also  bekannt,  weil  die  Lage  von  ßJi\  und  der  Wiukel  ß  be- 
kannt ist;  zieht  man  ferner  an  deu  um  das  Dreieck  MAA  be- 
schriebenen Kreis  durch  M  die  Tongenia  ÜCJfT',  so  ist  der  Winkel 
JiMX=zu,  der  Winkel  K'MA'=zß,  und  c>i  i^t  folglich  sowohl 
die  Lage  von  ÄA'',  als  auch  die  Lni»-p  \'on  MJ'  bekannt,  weil  die 
Lage  von  äiA\  der  Winkel  u  und  Uer  Winkel  ß  bekannt  ist;  also 
irt  aneh  die  Lage  des  Punktes  bekannt,  weil  nao  die  l^ffe  der 
Linien  NA  nnd  MA'  kennt.  Auf  i^üMz  ähnliche  Art  hesclireibe 
man  um  das  Dreieck  Mfl\  einen  Kreis,  welcher  die  Linie  Afi  in 
B'  Kchneideo  mag.  und  ziehe  «Hr  Linien  MB'  und  A'//',  so  i>st  der 
Winkel  A3fB'  =  und  die  i^uge  der  i^inie  MB'  aisu  bekannt, 
weil  die  l^nge  dar  Linie  MN  nad  der  Winkel  4  haknaat  ist;  «ieht 
mau  ferner  an  den  um  das  Dreieck  MBA  iHescbrtebenen  Kreia 
durch  jV  die  Tantrrnre  L/J^  so  ist  der  Winkel  A A  1/ —  der 
Winkel  JJA Ii'  ■=  utul  ps  ist  folglich  sowohl  die  Lage  voti  f^U 
aU  auch  die  l^age  von  AB'  bekannt,  weil  die  Lage  von  ibLV,  der 
Winkel  Yt  vnd  ^er  Winkel  6  bekannt  ist;  alte  ist  audi  dia  Lage 
des  Punktes  B'  bekanat,  weil  aian  die  l^ige  der  Lini<>n  MB^  nnd 
AFt'  kennt  Wnil  fn;ui  hun  dic  Lng'e  der  heideu  in  der  Liote  AB 
liegenden  Punkte  A'  und  B'  kenut,  so  kennt  man  auch  dic  i>nge 
der  Linie  AB  selbst.  Der  Punkt  A  ist  der  andere  Darchschuitta- 
punkt  der  Linie  A'B^  und  des  wm  das  bekannte  Dreieck  MAN 
heschriebeneu  Kreises,  und  eben  so  ist  der  Punkt  B  der  andere 
Dorcbsrhnittspunkt  der  IJnie  A'B'  und  des  nn  daa  bekannte  Drei* 
eck  MBA  beschriebenen  Kreises. 

Ans  dieser  Analysis  lasst  sich  nun  nnmlttelbar  die  folgende 
Cnnstructiou  ableiten.  Durch  den  gegebenen  Punkt  M  lege  man 
die  Linie  KK',  welche  mit  der  gegehenen  Linie  MA  den  Win- 
kel KMA:=.a  cinschliesst,  und  mnrho  hierauf  den  Winkel 
MAA' z^.K'MA' :=iß^  so  erhält  man  den  Üurchscbnittsimnkt  A' 
der  Linien  MAf  und  NA.  Anf  ähnliche  Art  lece  man  durch  den 
gegebenen  Punkt  A  die  Linie  I^MJy  welche  mit  der  gegebenen  Li- 
nie  .VA'  den  Winkel  JLA3f-=y  cinschliesst,  und  mache  hierauf 
dcu  Winkel  AMB'-=L'AR'=o^  so  erhiilt  muu  den  Durchschnitts- 
punkt  B'  der  Linien  MB'  und  AB',  Zieht  man  nun  die  Linie 
AfB*  nnd  beschreibt  um  die  bekaanten  Dreiecke  MAN  nnd  MB'N 
Kreise,  so  siod  die,. von      nnd  Ü' verschiedenen,  Durchschnitts* 

tunkte  dieser  Kreise  mit  der  nöthip^enfalls  gehtirig  TCrlängeften 
linie  AB'  die  beiden  gcsuchtt n  Punkte  A  und  B. 

Bei  der  Messtischpraxis  kann  mau  von  dieser  Auflösung  den 
folgenden  Clabfnnch  machen,  wahd  wir  dia  auf  dam  BfanrtiiGha  ge- 
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gebeae,  der  LiQiQ  MA  mi  deiu  t  «ide  «otiiprecIiQnde  Linie  durch 
mm  beseiclioeD  wollen.  Man  begpebe  Bich  mit  dem  ÜMstitcbe  auf 
den  Ponkt  stelle  m  vertikal  über  lege  die  Kippregel  aa  mm^ 
oriciitirc  <las  Tischblutt  auf  i\\  richte  die  an  ///  liegende  Kippregel 
auf  den  Puukt  J/,  und  ziehe  an  der  ScUärfe  des  Lineals  der  Kipp- 
regel eine  Lioie^  so  ist  t^te»e  Lii»ie  die  der  Linie  KK'  ent- 
sprechende LIdIa  kk^  mai  den  Ucefltiiefce.  Hiertuf  lege  maa  di« 
kippre^el  in  Mgekebrter  Lage  an  Ic/e',  so  das«  das  Ocolar  auf 
dir  Seite  des  Ohjectivs  kommt ,  orirrjtire  das  Tis^lifilatt  auf  V, 
richte  die  ati  ///  liegende  Kip^iKi:«!  naek  //,  uud  ziehe  an  der 
^cbärie  des  Lineals  der  Kippreirei  eiuo  Linie,  so  ist  diese  Linie 
die  der  Linie  JM'  aoUprecbendift  Mm  «uf  dtm  lleeatiscbe. 
JeUt  stelle  man  »  vertikal  über  lege  die  Kippregel  un  «m», 
«ricntir»'  das  Tiscbblatt  auf  rldite  die  an  tt  Tlfpj^ende  Kippregc! 
nach  Jiy  uud  siebe  au  dur  iiidLärte  des  Ltoeais  der  Kipprcgel  eine 
Linie,  so  ist  diese  Linie  die  der  Linie  A'A'  entsprechende  Liuic 
m'  Ulf  den  IHesgtitclie»  und  der  Dufehicbsittspinikt  a'  der  laniea 
mm'  und  muf  ist  der  dem  Psakte  A'  enlgprecbende  Punkt  auf  den 
Messtische.  Iinlem  man  sich  jctzl  mit  den  MenHtische  auf  den 
Punkt  ja  hegieht,  uud  hier  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher  auf 
dem  Punkte  A  operirt,  erbalt  man  den  dem  Punkte  enttpreeken* 
den  Punkt  ö'  auf  den  Messtische.  Jetzt  siehe  man  die  Linie  a'6\ 
lege  die  Kippregel  un  dieselbe  und  orientirc  das  Tischblatt  auf  den 
Puukt  A\  dann  l^gß  man  die  Kippregei  ah  m  «xl^r  u  und  visirc 
nach  M  oder  A\  2m»  giebt  der  Ourcbscunittspuukt.  der  au  der  Schärte 
dea  Lineale  gezogenes  Linie  mit  der  Linie  iiit  de»  geencbCan 
Punkt  welcher  dem  Punkte  B  auf  dem  Felde  entspricht,  und  dn 
mott  darrh  Anleguncr  d«'r  Kipprrn;?''  rttr  m  ttnt!  n  zwn*  Brsttmmun* 
gen  tur  den  ge««uolit<  li  Punkt  b  erhalt,  so  hat  hkiti  in  df  reu  l'eher- 
einstiymnuug  mit  eiuauder  zugleich  eiu  Kriterium  lur  die  Hicbtig- 
keit  der  Opamlion«  Den  den  Punkte  auf  dm  Felde  entspreoben* 
den  Paukt  m  nof  dem  Messtische  kann  mnn  auf  ganz  ähnliche  Art 
bestimmen,  wenn  man  jsiolt  mit  dem  Mo*>sHs<  hf'  wieder  nach  A  he- 

S;^iebt.  Wenn  die  Punkte  ft  uud  //  nahe  nit  eioaader  zuaamuen* 
allen,  wird  die  Auflösung  unsicher. 

Bemerken  wolle«  wir  bei  dieser  Gelegenheit  noch,  daae  ickon 
in  dem  1825  erschienenen  3ten  Bande  der  aatronomi sehen 
Nachrichten.  Nr.  62.  S.  233  von  Gerling  die  folgende  triga« 
nonetrische  AuQüsung  unsers  Problems  gegeben  wurden  ist« 

Man  setze  der  fe^ürse  wegen  in  obiger  Figur  den  Winkel 
AMMz^^^  den  Winkel  SA'Mxs^i  §a  ifd 

AB  _  mm  (m^ß^jr^   JK  _ 

mid 

Aß^        sin  (ß^y-^if)    »ilf  _  sin  y 

BAI  ~~         am  ß       '    MA       »in  y* 

FolgUch  ist 

JB^        .        sin  U-t-^-f-^  ^  .       sin  (/f-|-y-f-  d) 

.ainj?     smusiaJ    —  «•«  y     sin  ^  siTy"^» 

elfte 

sin  J  .  sin  u  sui  ü  !>rn  {ß  ^y-^-J) 
«in  |r      sin  ß  biu  y  am  d)' 


Btirecbnet  man  nun  den  HUIfswinkel  9)  mittelst  der  Formel 

 sin  «  sin  d  sin  (Ji-^y^^ 

•*  o  X      sin  /3  sin  ^  sin  (a  +  /9  +  d)* 

ao  ist 

sin  X  

«in  y  5"* 

ttinl  folglich 

tili  g  —  siu  y  ^  —  tang  y 

ainx^ipnjr"'     1^  taug  9^ 

also 

tang:  ^)  =  —  tang  4(jp  -f-  y)  toog  (45»— 

Nuu  ist  aber  oflcubar  ;r  +  y=/'  +  <^>  und  folglich 

tang  \{a:  —  y)  =s  —  tong  ^  +     taog  (45«»  —  9). 

Weil  man  jetzt  ^  +  y  und  .t  —  1/  kennt,  so  kann  man  anrh 
a:  und  y  seihst  finden.  Hat  mau  aber  r  utid  so  ergeltea  sich 
AM^  AA\  BM^  BN  mittelst  der  folgendea  Furmeln: 

^jr=Ü!^-ii .  MS,  JM^^"^  .  JW, 

«III  a  '  Sil!  u  ' 

und  auf  diese  Weise  ist  nun  die  Luge  der  Punkte  A  und  B  gegeu 
M  und     bMtbuit,  wie  verlangt  wude. 


Einfache  Beweise  iweier  LebrsStse.    I^on  dem  Berrn 

Doctor  Rädel!  tu  Berlin. 

1)  In  einem  jedenDreieck  ist  das  Quadrat  einer  Seite 
gleich  der  i!»umnie  der  Quadrate  der  beiden  andern  Sei- 
ten weniger  dem  doppelten  Produkte  dieser  beiden  Sei- 
ten multipticirt  mit  den  Coainni  deiC  von  ibnen  einge* 
■cblossenen  Wiiikcls. 

Beweis,     fc^s  seien  a,  5,  c  die   drei  Sc'it(>n  des  DrfMioks  und 
ß»  y  <1*®  ibneo  ffe^enüberstebeoden  Winkel;  dann  ist  nach  einer 
Oiiindfonnel  der  DireaeekefMknnit 

«s5  cos  y-f-c  coB  ßj 

ifz^ia  cos  ^Hf-c  cos  «, 

cz:sib  cüb  a-f-a  cos  ß. 

Mii!ti])li<  irt  man  nun  die  erste  Glcichang'  mit  a,  die  zweite  mit  6 
und  die  dritte  mit  — c  und  addirt  die  Froduktengleichangen,  so  er* 
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» 

^»  _|_     ^     r=  2a//  cas  y, 

indeni  sich  die  ubric^cD  Glieder  als  idenfisrb  tind  mit  entg^^offe- 
seUtea  Zeichen  Lehuftet  aufliebeu.    Hieraus  folgt  nun  onmittelbar 

2)  Jede  harmonische  nnendliche  Reihe,  in  #elcker 
alle  Glieder  dasselbe  Vorseiehea  babeo,  ist  divergenV 

Beweis»  Isl  "^^^  irgead  eia  Glied  der  banaoaischea  ReUM« 

8»  kann  aua  launer  ▼eraosseCsen,  dass  a  und  d  ganze  Zablea  siad, 

'  weil  mnn  entgegengesetzten  Falles  ZShler  und  Nenner  dieses 
Bruches  mit  (lom  kleinstfn  gemeinsclwiftlichen  Vielfachen  der  Nen- 
ner von  a  und  inuitiuliciren  könnte  und  dadurch  a  und  d,  folg- 
lieb attcb  a-\-tf,  if'i-xäy  «  +  3<f  a.  s.  w.  in  ganze  Zablea  über« 
gebea  wQrdea, 

Betraebtet  aiaa  dfe  aaeadilobe  baraioalscbe 


^  «-i-rf^  «-i-arf  4»^W^  

ia  kaaa  »aa  sie  seriegea  in 


1 


1,1,1  . 
m{i^4^^d'^  «(l-|.^>-4-2«f  mil-^ii)^^ 


■•"•(l-l-il}»} 


•  •  •  * 


Da  nun  der  xwcit^»  Thell  der  nncndlifhcn  Reihe  ans  a,  der 
dritte- nus  /r{l^f/).  der  vierte  aus  fr{i t/y  Gliedern  u.  s,  w. 
besteht,  tm  sieht  uiao  leicht,  dass  jeder  einzelne  Theil  grosser  ist, 

als  1:5:5»  föJglich 


und  da  nun  die  Reihe  rechts  gewiss  diver^irt,  so  wird  die  unend- 
liche harmonische  Reihe  S  um  so  mehr  divrrq^irea.  Bierdareh  ist 
nno  aber  aoglcicb  aacb  die  Divei^enx  der  Reihe 

J       A  A  A  A  ^ 

0'  a-^iP  m^id'  m^W  m^kd?*"" 

bewiesen. 

Anmerkung.  Dieser  Beweis  ist  eine  Verallgemeinerungd^s- 
jenigen^  welebea  Caacby  ia  seiaesi  Caan  d'Aaaljse  T.l.  ^1S7  filr 
die  Reibe  +       gegebea  bat 


Digitized  by  Google 


446 

Nacbtras:  zu  dem  Autsatz«  XIV.  im  Archive  der  IMTa- 
thcir.  und  IMi>8.  1.  Theil  I  Hoft.  (Aiifliisiiag  dkt  ^BthtAftf ^ 
«ciieii  i^rubieuis).    Vom  Heriiu8^ol>er. 

KiDc  zur  Recbuuuj^  bequeme  Auflösung  des  PotheoüL  beben  i'ro- 
U«B%  fiber  welch««  «he'LÖer  auch  eiaiffe  B«aerkuDg-en  in  mneM 
•  iiu  3tea  Hefte  S.  3*)5  auszugsweise  abgedruckten  Briefe  des  Hem 
^1aji»rs  Mnd  Ritters  Dr.  G.  W.  >!iTllrr  tu  Hannover  an  den  lleraus- 
t^phcr  liiulen,  lag"  nicht  im  Zwecke  <ies  «Inn  genannten  Aut'siitzes. 
Du  öicii  über  auü  den  io  demselben  aui'gestelkeu  Glcicbiiugoo  leiciit 
-  eine  aebr  elegante  Auflönog  dieses  Prableois»  die  oiit  der  bekava» 
tcD  von  Gausa  g^ebenen  Auflö^og  grosse  AebBÜflkkeU  bat,  ab« 
leiten  liisst,  so  mögeo  als  Nacbtrag  zu  den  in  dem  obenan nten  Auf« 
salze  get(cbcuea  EatwickeluDgen  liitf  oocii  die  folgeudea  ferner« 
kuDgen  Platz  finden. 

wir  babsB  «•  a.  0.  2«  die  Ibigandeo  saebs  Gleiobnagaa  ge- 
fnndea: 

S^ssjeH-^  eos  fp»  i^sss^^p  sin 
.r  ,  =r  Jf-»-«i  cos  (5p-f-a),      =y-4-^,  ain  (9)  +  «); 
.ir',  =  .'r  +  ^,  cos  i^-i-ßh  i/^=ij-\-q^  sin  (sp-H/?); 

welche,  wen«  uan  jetzt  der  Kürae  wegen  ^-f-a=7,, 
setit,  die  folgende  6estalt  erkalten: 

9     se^  =    -|-  ^  cos  if,  j/-=^ij  -^Q%xn<f'^ 

2.  =^H-^i  cos  y,,  y*,  =y-|-^,  sin  9Pj  j 

[af^  =  a;~\-q^  cos  9,,      =yH-^,  sin  jp,. 

Durch  STibtraciion  de»  nreitsn  mid  dritteo  Paat»  van  dm  erstea 

erhält  uiun 

^    |jr  — dr',=:9C08SP^Ct  cosjp,,  sia^— sin  SP,; 

I ^ — a^^ssQ  cos  9 — ^,  cos  SP,,    — S^%^9  nn  9»— ^»  sia  fp» ; 

wadurch  die  Coordinalen  ^  nnd  y  eliauoift  sind.  £liaiinirt  man 

nnn  ferner  sowobl  nu-^  dm  beiden  ersten  Gleicbun£!^eu  die  Grösse 
als  aucb  aus  den  beiden  letzten  die  tiröasa       au  erhäit  aian 

die  beiiii'ii  (*lüicbuogca 

^  — o/,)  sin      —  (y  —  y.)  cos      =e  sia  (5p,  —  y), 

\{:r'—a/^)  sin  y*,)  cos  y.s:^  sin  (jp«  — $p); 

d*  i.  nach  desi  Obigen 

Kar'—«',)  ein     —  (jr^^-y.)  coa  f»,»^  m  ^. 

Nun  bestiainie  »an»  was  bekaaBtllcb  iataier  durcb  leichte  Rech* 
anog  möglicb  ist  *),  die  llttUBgt>osBea  r,  «nd  «1  so,  dais  dieselben 
den  beiden  Gleicbuogen 


*)  Sollen  lÄmlidi  üherbaapt  die  Groasen  JS  nnd  2P  den  beidsn  Gleicbnngea 

^»ie  coa  If,  B^M  sin  N 

gemäss  bestinnt  werden,  so  recbne(  man  am  besten  nach  folgenden 
Schena: 
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j/— 4/,  =r,  CO»  ü,,        y*!  =s»'i  «II  «1, 

und  dio  Hülfsgrötseo  r,  oud  6»,  80^  dass  dieAelbeo  deo  beiden 
GleicbuDgea 

genäffen;  daoo  erhalten  die  licidea  ülcicbaogCD  5,  welche  noch  die 
ttnbekaiHitoit  Grttmn  jPi,  ^  enthsTtea,  offeolfBr  4k  einfocbe 
Fl 


S.  r,  eio  (y,  •^ftf,)ssp  eip  o^r«  sin  (9,-01,)  =  «  liii  ^; 

und  führen  durch  Division  zu  der  Gleicbuug 


uder 


9    ^1        (7\  —öl,)   sin _rt 

r  j  Mu     j  —  w,)       sin  ^ 


IQ     sin^(7i  — ftj>,)   sin  a        sin  «  r, 

*    sin  (7,  — cüj)       Tj  sin  ß         r,    *  sin  ß* 


die  nun  ^  nicht  mehr  eotlialt.  Berechnet  man  den  UiilfswiDkel  $ 
BiiUeist  der  Formel 

fc      y>  sin  g       &iu  g  r, 

u.  mg  i=r^  »laß— TT' 

ao  wird  die  Gleichoog  10. 

und  vcrwasdeU  sich,  wenn  man  aof  beiden  Seiten  die  Binbeit  suh- 
tnbirt  npd  addirt,  tuid  dann  diridirt,  in  di«  Gleichung 

13    «in(yi— <«>t)  — »in(y>  — 1— tang  { 
tL  i.  in  die  Gleichung 

14.  taug  iiisPi— SP»)  —  (<*i cot  i((9),-|-y,)  — (u»,-f-a>,)| 

=  -tang  (45»— 5), 

0U8  der  aich 

15.  tnng  i|(9,+sp,)  — («,-i-itf,)|=s 

-cot  (45»-|)  teng  ^|(y,  -  ,,)~(o»,  -  Ol,)! 

oder 


log  .  Ä  cos  N  —  !op 
log  .  it  sin  ^alog  B 

log  cot  iVslog^~logif 

A^a  .... 

Ilog  J  —  log  cot  2f 
log  /r-rlog  ein  N 


log  je»  I 
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—  tang  (45« -h^)  taog  iKsPi  —  SP,)  — («i  — 
oder,  weil  uach  dem  Obigen 

SPi  — SP»=«  — SPi  +  9P»  =  «-*-i^-*-'^ 

ist, 

17,  twigi((i»+«-(«, 2<ip|  = 

—  Uiig  (4&«-|.$)  taDg  4}(a-/SI).(«»,— ttt,)t 

ergiebl,  in  welclMr  Gleicbnng  nun  bloss  noch  die  «ioe  unbekannte 
Grösse  9  enthnicen  iit,  die  nUo  mittelst  derselben  gefunden  wer- 
den kann. 

Hat  man  y  gefunden ,  üu  ergiebi  sicli  Q  mittelst  eines  der  bei- 
den nof  8.  flieMcnden  Anidrieke: 

r,  sin  (y,  —  w,)  ^      sin  (y-fr-g  — t»t) 
^ sin «        *~  sin «  * 

-  ^  r,  sin  (yt  —  tt?,)  r,  sin  (y-h^  — 

sinjl        —  sinil 

Die  Coordineten  Jc  and  y  liefern  biemnf  die  nns  %  ticb  «ig«- 
1»enden  Foraeln 

19.  opsssa/ — Q  eo8  9,  ysy— ^  ein  jp} 

und  die  Entfernungen  ^,  nnd  ^,  iidnnen  dann  aaeb  laiebt  nittelM 
der  aof  !•  folgenden  Auadrücke 

^'      cos  (y^.a)      sin  (y«f-«>* 

*f»     cos  sin  i9-%-fi) 

berechnet  werden. 

Zu  bemerken  bat  man  noch,  «Iri^s  din  Formel  17.  für  5p  jeder- 
zeit zwei  360*»  nicbt  übersteig^eudc  Wertlic  liefert,  und  dass  man 
von  diesen  beiden  Wertheu  immer  denjenigen  zu  wählen  bat,  wel« 
chem  in  Folge  der  Fonneln  18.  ein  positiver  Werth  von  ^  ent- 
ipricbt,  worüber  wir  weiterer  Bemerkungen  uns  hier  um  so  mehr 
enthalten  können,  d»  von  diesem  Gegenstände  schon  auf  ^»  93b  im 
ersten  Hefte  dieses  Theils  die  Rede  gewesen  ist. 


Beriebtigvngen. 

Der  Name  des  Herrn  Vfn,  des  Aufbaues  L.  in  diesem  Hefte  ist  nicbt 
Fl  es  c  h  1 ,  sottdf  m  Fl  e  seb.  Der  Fehler  ut  durch  Undeutliehkeit  des  Mscpls. 

entstanden. 

Die  Nummer  der  ersten  Abbandlunff  in  diesem  Hefte  muss  XLVL  statt 
XLL  sein. 


(Die  Heim  Antoren  and  Verlegtr»  nsaeiillidi  die  Verfasser  und 

Verleger  von  Dissertotiooeti.  Prog^rammen  ii.  s.  w.,  wclclic  eine  recht 
baldis^e  Anzv^cr^  ihrer  Nchriftfn  in  rlicscm  litrrarisrhrn  Rorichtc 
wÜDBcheir,  -werden  um  reckt  schleunige  Einsendung  derselben  an 
die  Biicbb8DdlnD||f  dei  Herni  Koch  tu  Greifirwald  ersaelt  Der  Her* 
aosff-eber  wird  sieb  bemühen,  diesen  Berichte  eine  immer  griissere 
Vollkomnir'nfirit  nnd  ^'ollständipfkcit  zu  geben;  dieses  !M;iI  war  noch 
SO  nutncbe  frühere  I>.sc)ii-inijriu:  riarhzutrapcD .  dass  absolute  Voll- 
ständigiieit  nicht  zu  erreicnen  wvr.) 


Syttome,  Lehr-  und  WiMerbllcher« 


A.  8.  de  lloiitle?riers  Dietioviiaire  detacloBeet  Mjfcbd- 
■Rtl^vei  pvres  et  apuliqn^es,  tome  3,  soppMment  tonte* 

nHTit  plusienrs  articfps  snr  ia  g-^ometrie,  la  trigonom^- 
trie  et  laHtrouoraie,  u«r  le  colooel  PoUiant.  Snu.  4. 
5  Thlr.  16  gÖr. 

A  System  of  Practiral  Mnthpnintics.  rontaining"  Elements  of  AI- 

febra  and  Oeomctrv.  Wilh  a  cotiection  of  Accurate  8tereotvped 
'ables,  compriving  the  Logarithms  of  Nurobers,  of  Miaes,  Tangents 
•od  Seeaots;  Natoral  Sinei,  tbe  requisite  Naotieal  «ad  AetroBoai^ 
cal  Tables,  and  Tables  of  Conponiid  ioterest  and  Annuitieti  Br 
J.  Davidson,  A.  .^I.  With  nnmerons  Cots  and  Coppcrplatea.  4t(» 
editioo,  greatly  improved  «od  enlarged.    8.    15  s.  boards. 

Voriemgeo  über  feine  Mottowtik  ?ob  J.  Fnz,  Vnt  in  01- 
Miltz.  01ail£  1839.  8.  2  TUr.  (Bniblll  die  gewobnlicbMi  Bio- 
aente.) 


*)  Der  Herausgeber  bemerkt,  das^i  diese  literarischen  Berichte  tlieils  TOD 
ibm,  theils  von  andem  Hitarbeitera  TüfiMst  yntimu 
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Arithmetik.  « 


SMgey:  ProbHmes  d^ArithnK^ti qne  et  cxcrctces  de 
calcul  8ur  les  questions  ordiuaires  de  \a  vic,  nur  lag^o- 
metrie,  la  n^eanique,  l*attroiioaiie,  la  ^eo^^raphie,  1« 
physique,  lachimieetla  m^trologic  ancienne  et  modern«* 
5. ed.  Brnxellei.  8ggr.  Solntioos.  4  gg^. 

J.Jaclot  etArbel:  R^cr^atioii9  aritbm^tiques  ou  dix- 
bult-cfott  pToblimet  4oiit  lea  riiultata  pr^seuteiit  des 
faits  nUM^riques  pris  4ana  l*4ltttefte^  la  geo^rapliie,  la 
pliysiqup.  la  chinie»  l*ftitronoaile  etc.  2vol,  in  18»  Binx.* 
Itlilr,  löggr. 

Die  Elemente  der  iKalileiiUIire  In  Syiten  nnd  Bei- 
spicleo  von   Tra$tgi0$$  JF'ram^f  Dr.  ph.,  Professor  un  der 

tecb  Discl!  p  fi  R  i  I  d  u  n  pcsa  n  s  t  a  I  f  tu  Dresden.  Erster  TImmI, 
Die  Zttbieii->erbiiidungeu  und  Zublea  - Veränderungen. 
Dresden  und  Leipzig.    iSiO.  8.  12  ggr. 

Ist  eigentlicb  als  eine  systematiacb  geordnete  Saauriung  von 
Beispielen  zur  BucbatabeurecbnuDg  uud  niedern  Algebra  zu  betracb- 
ten,  A'io  A^n  Lolirern  an  böbern  (  nterricbtgaostulten  erwünscht  sein 
urird,  dü  mau  an  sutcben  Beispielen  uicbt  Vorratb  genug  haben 
kann«  Die  Beispiele  aind,  wie  der  Verf.  in  der  Vorrede  bemerk^ 
80  gescbaffco,  dass  sie  die  folgenden  Gesetze  voiiiereiten,  tbeilweise 
andere  für  die  Fola^e  wicliflur  Üesctze  entlialten  ,  und  iiht  rfianpt 
unter  dmi  Scheine  grosser  Scüwüistigkeit  auf  einfache,  dem  Auge 
gefällige  oder  dem  Gedächtnisse  leicbt  bebaltbare  Formen  führeot 
vn  dadorcli  die  Liebe  snr  Sacbe,  welcbe  bei  der  abttracteo  Form 
sonst  bald  verschwindet,  in  dem  Lernenden  zu  wecken  uod  nn  er- 
brüten.  Die  Resultate  beizugeben  hut  der  Verf.  unterlassen.  Er 
beabsichtigt  eine  ähnliche  Siuniiilung  für  dir  uiihestimnitc  Analytik, 
die  Lehre  von  den  bieiciiuogcn  bölierer  Grude  uud  ili«  üiäerentiaU 
vnd  IntegralrecbnttDg  folm  m  lamn.  Bier  oameottteb  siebte  ea 
doch  manchem  Lehrer  woDBcbeoswerth  aein,^irenb  aneb  die  Rainl 
täte  beigegeben  worden. 

Btofenmassi g  geordnete  algebraische  Aofgaben  dea 
ersten  Grades   mit  einer  oder  oiebreren  nnbekannten 

Grössen,  durch  in  Worte  gefasste  Schlüsse  und  durcb 
Gleichungen  auf  möglichst  verschiedene  Weise  anfge- 
\6Bi  von  I»  Nvfsc/tmuU.   Esaen.    184L   8.   18  ggr. 

Die  AnflÖsuDg  algebraiseber  JVvfj^ben  obae  Gleiebnngen  dntob 

blosses  Raisoonement,  welcher  der  Verf.  in  der  \  orrede  mit  Reebt 
das  Wort  redet,  hat  schon  f^huilier  in  seiner  Anleitung  zur 
£  I  e  m  eu  tar- A I  !r  ^  h  r  a.  'i'iibingen.  i79i). ,  als  eine  trcfnicbe 
Hebung  des  Scburlsinnes  empfohlen  und  neben  der  eigentlichen  al- 
gebraischen Aollösung  in  Aeweodung  gebrnebt 

Analysis,  bearbeitet  von  Carl  ilolfxmann^  Prnfcjsnr 
au  der  (i  rossherzoglich  Badischeo  poljtecbniscben 
Schale.   Karisrube  1840.   8.  2Tbir. 
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OtoBS  dlt^  sog-cDADote  Aualjsis  des  £D(IIirlion.  Aufmerksam 
nacbeo  wir  uui  dea  auf  S.  375  ft*.  gearebeneD  aul;  ffcometriscbeD  Be- 
traehtungen  im  Raaiaa  bervlieadeB  Bevaii  te  rvadanaalalsatxea 
der  Theorie  der  algebraiicbaa  Hleiehniigea,  «of  daa  wir  Titdlaicbt 
ifKtar  in  diataa  Arebiva  snrSckkafliBiea  wardaa. 

^ttvier:  Reäum^  des  le^oos  U'uiiitlytie  dauuees  ai^cole 
polytaebaiqaab  2 Tal.  S.  4 Tbfar. 

DabRmel:  Couri  d^analjsa  da  Tdcoia  paljlacbaiqoa» 
Seeaade  partie.   8.  2Xbir. 

1d  Nr.405  der  astravaaiischeD  Nacbrichten  (Bd.l7.  S, 
326.^  giebt  Herr  Th.  Clauseu  cioeo  Beweis  des  Fnodameotalsatxai 
der  Pbcorie  der  Olplrbuocren  in  eiuem  Beweis,  dass  die  ale^^c- 
braischea  Gl.eicbungen  Wurzeln  vun  der  Form  0-4- ^^'') 
■fc»baa^*  fibertebriebeaea  Aafiiatea.  Dieter  ao  äkh  lebr  sinnreiche 
Beweis  ist  jedoch  nicht  von  allaM  Zweifel  frei,  weil  er  auf  der 
Theorie  der  Heiben,  insbesondere  auf  (!rm  LagTanßfc"'scbcn  Theoreme 
beruhet,  die  bis  jetzt  bekannten  Beweise  des  letztem  Theorems 
aber  io  so  fern  uU  maogelhat'l  bezeichnet  werden  müssen,  wcii  sie 
die  Gaavergenz  aad,  Divargeaz  der  Reibe  völlig  unberiickaiehtigt 
iHteo.  In  einem  der  folgendea  Hefte  dieses  Archivs  werden  die 
BeuesteO)  höchst  wichtigen  (Jntersuchung'ün  Taucby^s  über  die  La- 

Sransre'sche  Reihe  mitgetheilt  werden,  welche  den  Zwerk  haben, 
eu  Beweis  dieser  wichtigen  Reihe  iu  der  angedeuteten  Beziehung 
gabörig  IV  TerralltÜBdigeii. 

In  Nr.  406.  der  astrooomiacben  Nncbrirhten  (Bd.  17.  S. 
351.)  theilt  Herr  Th.  Clausen  den  fulgeudcn  merkwürdigen  Sali 
über  die  Bernoallischen  Zahlea  ebne  Beweis  mit: 

Der  Brueb  der  itten  BeraaaBiaebaa  Zahl  wird  so  gefnaden; 
Mao  addire  zu  den  Tbeilern  von  2m  ... .  1,  2,  a,  a\  a'\  ...,21»  die 
Einheit,  wodurch  man  die  Heihe  Zabien  2,  3,  «-h  ! ,  a'-j-l,  ....&»-f-l 
bekomiat.  Aos  dieser  uuniut  mau  bloss  die  Primzahlen  2,  3^  j/, 
i.i.w.  md  MMat  dea  Braeb  i|er  «taa  BeraeiriliaebeB  Zahl: 

Das  obere  Zeicbea  glU  für  ein  ungerades,  das  untere  fiir  ein  gera* 
dai  M» 

J.  J.  Jaclot:   Traite  et  table  d'additioo,  enHeicm  nnt' 
las  proc^d^s  des  calculateurs  les  plus  habiles  puur  fuire 
eatte  Operation  a?ec  promptltsda  et  prdcieian.  BraxelL 
18.  «ggr. 

lir/r/ofr'jt  Tables  of  Squares,  cubes,  square  roots, 
enbe  ruots,  reeiprocals  of  all  integer  numbres  up  to 
lOOOO.  stereotype  editioa»  examiaed  and  eerreeted« 
Rojal  12.  88.  sewed. 

Aritbueticai  Tablaa.  By  WHdüm  IV^ti.  IB.  «d.  eawad. 
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Sammlung  mathematischer  Tafeln.     Als   nc»nc  und 
völlig  umgearbeitete  Auflage  vuo  Georg»  Freiherrn  von 
Vega  gröflsenTD  logarithmisch  •  triffonometrischen  Ta* 
'  fein  herausfifegebeu  von  T)r.  /.  A,  mUae.  Stereotyp- Aus« 

fabo.  Erster  Abdruck.  Leipzig.  Weiävfton'tche  ttucli* 
audluug.    18i0.  3  Thlr.  12  jr^^r. 

•Diese  ueue  Ausgabe  der  in  ihrer  frühem  Gestalt  aus  zweiThei- 
ien  besteheudeo  grössern  Vega^sehen  Tafelo  balteo  wir  iÜr  ein  iv 
jeder  BcziebuDg  sehr  verdieostliches  Cnternehmeu ,  und  cm|)fehleii 
dieselbe  <tI1i  ti  Mathematikern  und  allm  fraktikcro,  denen  dir  (nsfüh- 
niog  loü,aritlimisch-trie:on(»nH  h  isrin  r  mimI  anderer Rcchnunü^en  ohlio£rt. 

Die  gauziiche  Ausächliessuu^  der  in  der  altern  Ausgabe  cutlial- 
Maen  astronomisclieo  Tafdo  ist  dadurch  fallst&ndig  gereebtfBrtigt, 
weil  diese  Tafeln  bei  dem  gegenwIlrCigen  Zustande  der  Astrononi« 
als  viilli^r  veraltet  bezeichnet  werden  müssen,  urid  dirrrli  die  ver- 
vollkauimuete  Gestalt,  in  welcher  jetzt  die  astronomischen  Kfiheme* 
riden,  namentlich  das  Berliner  astrunomische  Jahrbuch,  die  Con* 
.  naissance  des  tens,  die  Effemeridi  astronomicbe  di  Hilaoo  und  der 
Nauticul  Almanac  erscheinen,  in  der  That  auch  völlig  eothchrUch 
gemacht  werden.  Durch  diese  Ausschliessung  der  astronomischen 
Tafeln  ist  es  vorzüglich  möglich  gemacht  worden,  die  Tafeln  in 
der  neuen  Ausgabe  auf  einen  weit  kleinero  Raum  zu  reduciren,  ond 
auch  den  Preis  bedeotend  zu  ermässigen  \  da  die  ältere  Ausgabe 
SThalcr,  die  neue  nur  3  Tlialer  und  ß  gute  Groschen  kostet,  und 
ülierdies  haben  die  Käufer  tiir  die  wepfg-elassenen  astronomischen 
Tafeln  durch  Hinzufuffuug  einiger  in  der  altem  Ausgabe  nicht  ent- 
haltenen,  sehr  nStslichen  Tafem,  die  wir  nachher  hesonikin  nsn« 
haft  machen  wollen,  sehr  reichlichen  Ersats  erhalten. 

Die  fol^^rnde  Anrr;,hi<  (irs  Infuilts  Wird  Afll  beStCO  SUT  Eoipfoll* 
long  dieser  schönen  Tafeln  dienen. 

Einleitung  über  Einrichtung  und  Gebrauch  der  Tafelo 

I.  Tafel  der  geineinen  oder  briggischen  LogarithnieD  alter  na« 
tnriichen  Zahlen  von  1  bis  108000. 

Die  Einrichtnn'j  dieser  Tafel  ist  die  gewöhnliche.  Beigefügt 
ist  noch  eine  kleme  Hülfstafel  zur  Verwandlun£jf  der  gfemelnen  Lo- 
garithmen in  natürliche,  und  eine  Uülfstafel  zur  Verwandlung  der 
natfirlichen  Logarithmen  in  gemeine. 

II.  Tafel  der  briggischen  Logarithmen  für  die  Sinns,  Cosiann, 
Tangenten  und  Totangenten  von  0  bis  90  Grad. 

Auch  diese  Tafel  hat  im  Ganzen  die  grewöhnliche  Einricfatuog. 
in  den  5  ersten  Graden  schreiten  die  Winkel  von  10  xn  lOSecnnden, 
nachher  von  Minute  zu  Minute  fort.  Wir  bedauern  sehr,  dass  der 
Herausgeber  nicht  durcli  den  tranzen  Quadranten  die  Winkel  von 
10  zu  10  ^»ecunden  wie  z.  H.  in  den  ('allct'sclien  Tafeln  Iiat  fort- 
schreiten lassen.  Ware  dies  der  Fall,  so  wurden  seine  lafelu  allen 
übrigen  Torxiehen. 

Angehängt  ist  eine  Tafel  der  Längen  der  Kreisbogen  filr  die 
'einzelnen  Gra()o.  Min'jfrn  in  1  Secunden. 

III.  Tafel  der  wirkiuiien  I^änge  der  trigonometrischen  Linien. 
In  dieser  Tafel  schreiten  die  Winkel  ganz  zweckmässig  von 

Hinnte  cu  Minute  fort.  • 

IV.  Sehneutaf'i  I  für  den  Halbmesser  500  von  0  bis  125  Grad. 
Hülfstafel  zur  lerwandlung  der  Centeiimalbogen  in  Sexagesi* 

malbogen. 
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5. 

Hülfstafcl  zur  V  erwandluiig  der  Sejuigesiiiialbogen  in  BrucbÜi^ile  ' 
des  Quadranten.  „ 

V.  Tafel  aller  einfachen  Factoreti  der  durch  2, 3, 5  nicht  theil- 
fwirr  n  Zahlen' von  1  hii  102000  und  der  Primsahlen  von  lOSOOO  bia' 

400000. 

VI.  Tafel  der  natürlicbeu  Logarithmeu  für  alle  aaf  ciunnder 
folfrenden  Za|ilen  m  1  bis  1000  und  für  alle  Primzahlen  von  1000 
bia  10000. 

T)i<'.  Log;aritbmen  sind  in  dieser  Tafel  in  nclit  Dccimalstellen 
aogegebcn.  Angeliäna^t  sind  noch  die  Potenzen  von  2  von  der  1^l(»n 
bis  zur  458tcn,  die  l^otenzen  von  3  von  der  Isten  bis  zur  <iOüten, 
die  Poteasen  von  5  von  der  Isten  bis  mr  STsten. 

VII.  Potenzen  der  Grundzalil  e  des  natürliclien  Logarithmeii«' 
Systems  für  alle  Hundcrfe!  von  0,01  bis  10  nebst  dm  hriircri sehen 
Logarithmen  dieser  PoteriK  ii:   oder  iJintjekcbrte  Tafel  der  natürli- 
cbeo  Lugurithoieu,  welcbe  iur  alle  Uuudcrtel  der  natürlichen  Loga-  ^  . 
rühmen  von  0,01  bis  .10,00  die  aagehörigen  Zahlen  nehsC  ihren  ge-  . 
meinen  Logarithmen  enthält. 

VIII.  Tafel  der  l^nadrat-  Und  Cnbikwnraeln  aller  gnnaen  Zah- 
len von  i  bis  10000. 

Die  Uuadratwurzeln  sind  auf  12,  die  Cubikwurzelu  auf  7  De- 
cimnlfltellea  berechnet. 

Angehängt  sind  einige  in  Decimalbrüchc  verwandelte  oft  vor* 
kemmcnde  CJoefficicnten  unendlicher  Reiben  nebst  ihren  Logarithmen. 

IX   Potensen*Tafel»  enthaltend: 

A.  Die  ersten  11  Potenien  aller  Zahlen  von  0,01  bis  1,00. 

B.  Die  ersten  9  Potenzen  aller  Zablea  von  1  bis  100. 
C*  Die  ersten  3  Potenzen  aller  Zahlen  von  l.bis  1000. 

D.  Die  ersten  1(K)  Potenzen  von  1,01;  1,02;  1,025;  1,0275$  1,03$ 
1,0325;  1.035;  1,0375;  1,0  i;  1,015;  1,05  und  1,06. 

B.  Die  ersten  XOO  Potenzen  von        ;  j^j  jj^j  . 

_J  _!_     _1  J_  ^  _1_      1  .1 

J.0325'  1.035  *'  1,0375  '  1,04»  1,0V')'  1  0^  l,Of,  * 

F.  Die  ^uiaiiiatiuneu  der  aufeinander  ioigcndeu  VVertbe  der  Tafel  jO. 

6,  Die  Snmmationen  der  auf  einander  folffenden  Werthe  der  Ta- 
fel E. 

Angehängt  ist  eine  Taffl  der  Zeiten,  in  denen  !5ich  ein  dnreh 
zusammengesetzte  Zinsen  wachücudes  Kajiitai  vervielfältigt, 

X.  Mortalitäts- Tafeln. 

Angehängt  sind  zwei  Uiilfstafeln  zur  Verwandlung  des  Duode- 
cimalmaasses  in  Dedmalmaass,  nnd  des  Decinwlmaasses  in  Dnodck 

eiiuilmaass. 

XI.  Tafeln  zur  Vergleichung  der  gebräucbiichen  Maasse  uud 
Gewichte. 

XII.  Hlrweiterte  GausBiscbe  Tafel  snr  Bemhnnng  eines  Lo|(to- 
rithmen  der  !l$urame  oder  Diffsren«  sweier  Zahlen,  deren  Loganifa« 

men  nur  gegeben  sind. 

Angehängt  ist  endlich  noch  eine  latct  zur  Erleichterung  den 
Btnadkalteas  oderInterpoUrens  unter  der  Uebersehrillk  inteipolationa* 

Tafel,  und  den  Beschluss  macht  eine  Tafel  einiger  oft  vorkommen» 

den  Zablenwerthe  und  der  Logarithmen  derselben .  wie  t.  B.  der 
Werth  von  tt,  log  vulg7r,  log  uatA,  der  Werth  vou  log  vulg  ^, 
log  not     und  mekreres  Andere,  . 


Digitized  by  Google 


Die  TiBifeln  IV,  Till,  eio  Theil  der  Tafel  IX,  die  Tafela  X,  die 
Tafeln  XI  und  vor  alleo  die  Tafeln  Xll  Biod  neu  binsogekoiaaieii. 

Nimmt  man  hierzu  nun  noeb,  daas  diese  iTafeln  aaf  selSaen 
Papier  mit  nicht  zu  kleinen,  scharfen  und  deutlichen  Lrttern  ge- 
druckt sind,  wodurch  sie  sich  naoienllich  vor  den  CalIot''srfi(>n  Tafeln, 
deren  Druck  viel  kleiner  und,  ivic  Jedi^r,  der  diose 'l'atelo  ott  und 
viel  gebraucht  bat,  aus  Erfahrung  wiasen  wird,  angreifend  für  die 
Augen  ist,  sehr  vortheilhaft  avsseiehnen,  so  wird  man  ff^wlss  on- 
sere  oben  ausgesprochene  Ueberzeugung,  daaa  diese  Tafeln  ein  sehr 
vfTtiienstlirlips"  und  der  Eoipfelilunü:  sehr  würdiges  lTnternebm€ll 
tiind,  tlitilcii,  und  auch  den  Preis  jedfinfalls  sehr  miissii?  finden. 

Für  mon^Iiclist  genaue  Corrcctur  haben  ausser  dem  Herausgeber 
die  Herren  Dr.  ürundes  und  Alicbaelis  Sorge  getragen.  . 

Loga  rith  ml  sehe  Tafeln  der  Nvmmer  -  LognrUhmea 

(1«— 10(HjOK  der  Sinns  und  Tangenten  in  Graden  und  Mi« 

nuten,  der  Taliellr  zur  Findung  des  Log.  der  Summe 
■oder  Ditferenx  zweier  Zahlen,  welche  Beibst  nur  durch 
Ihre  Log.  gegeben  ^ind,  und  einiger  anderer  Hülfsta* 
fein.  Auf  eine  neue  Weise  geordnet  und  herausgegeben 
von  A.  Meldota^  Lehrer  des  kattfmännisehtfa  Rechnenn 
und  der  in nth ematischen  Wissenschaften.  Mit  einer 
Vorrede  vom  Conferenzratb  Schumacher.  Altona. 
8.  16ggr. 

Herr  Conferenzrath  Schumacher  spricht  sieh  in  seinem  Vor« 
Worte  über  dieae  Tafeln  auf  folgende  Art  ans:  „Herr  Meldola 
wollte  die  Logarithmen  mit  5  Decimalen  in  einen  kleinem  Raum 
hringen,  und  sie  dadurch  bequemer  zum  Gebrauche  und  wohlfeiler 
macbeo.  Da  gerade  diese  Logarithmen  sehr  bauüg  Anwendung 
finden,  so  kann  «in  solches  Unternehmen,  gut  ausgenbrt,  nur  den 
Keclmem  angenehm  aein,  und  dass  er  es  gut  ausführen  und  vor* 
SÜgiicb  für  correcten  Abdruck  sorgen  werde;  \erbürg:t  sein  Fleiss 
und  sein  Streben  nach  Genauigkeit.  Die  Gaussisehen  Tafeln 
um  den  Logaricbmen  der  Summe  oder  Differenz  zweier  Zahlen  zu 
finden,  die  selbst  nur  dorch  ihre  Logarithmen  gegebe»  sind,  hat  er 
auf  den  Wunach  des  Beim  Geheimeraths  Bessel  htnzngeftigt.*^ 
Dem  rrtbcüe  eines  80  rnmpeteufeu  Richters,  wie  Herr  Conferenz- 
rath Schumacher  ist,  haben  wir  nur  noch  hinzuzufügen,  dass 
diese  Tafeln  auf  gutes  Papier  mit  scharten  und  deutlichen  Lettern 

8 ed  ruckt  sind,  nna  gewiss  verdienen,  von  deu  Eeehnem  hiufig  und 
eissig  gehraucht  sn  werden. 

« 

Taheller  i  Mathematiska  Amnen.  lUgifneaf  E.  A. 
Björkman.  1  Twcnne  Dclar.  Förra  Delen.  Logurithmiska 
och  triffouometriska  Taheller.  Stockholm.  1840.  16. 
1  Rdr.  3«  Sk.  (Talein  fiher  mathemntisehe  Gegenstände,  berausg. 
von  B.  A.  Biürkmnn.  In  zwei  Theilen.  Erster  Theil.  Logurithmi- 
«die  muk  tngOfnometrioQhe  ToübId). 

Populationistik  oder  Bevölkernngfwis«?enRrhnft  von 
C!Ä.  Bernoulli^  Professor  zu  Basel.  Erste  Haltte.  Allcre- 
meine Bevölkerungsstatistik  od erVerbäitaisse  der  Leben- 
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den.  r.f  hörnen,  ¥«r«b«liekleB  ■•48*«tbeBd«B.  Clsttlll 

1  Xbir.  21 

(Gebort  der  Voiiti6chefi  Ahüu&etik  we^B  kiedier.) 


Geonetcie. 


Enclids  £le«eBte  fünfzehn  Bücher,  aus  demCiriecbi- 
sehen  iibersttst  J.  P.  Itoreni.  Amtn  «ene  beraosg^e- 
irebeB  «ebat  Aibaage  von  AL  C.  Dippe.  Seehtl« 

verlbcsaerte  Angabe.  Balle  184a  8.  ITiUr.  8ggr. 

Tbe  Eleneots  of  Kuciid:  vis.  tbe  first  six  ßucks, 
togetber  witb  tha  BleYeath  aad  Twalftk  Priate4  wttb  a 
few  Variation!»  and  udditional  Rtfefeaces,  from  tha 
Text  of  /i.  SimMon.  M.  D.  turefully  «orxecUd  hj  ^  Afary^ 
•OtriaC   diew  edit.    iö.   öa.  boaad. 

Tba  Elements  of  Enclid:  tbe  first  aiz  Booka  aad  tba 

£leirent!t  aud  Twelftb.  Editcd.  in  tbe  Sjmbolical  Fara^ 
bj  ML  Biäac*l0cJc^  M.A.  18.  6«.  60.  hoards;  7a.  boaad. 

Tbe  firat  siz  Booka  of  tbe  EloKaata  of  Eaclid,  witk 
•  Commentary  and  Gaoaiatrical  Ezereiaes.  Towbich  are 
ftnnexed  aTrrati?>c  on  st;  l'i  d  (»co  metry  ,  and  sbort  Essays 
on  tbe  ÄocicDt  G  eo  mct  n  cal  Aualysis,  and  tlx^  llieorj 
af  Traosveritals.  For  ibe  use  of  ScbooU  aud  Uoi- 
varaitiaa.  Bj  üiojifitM  l^rdmer,  LL.  D.  7tk  edit  8.  7a. 
boarda. 

EuclidisProportionslära  med  fürklarinci'ar;  utgifwen 
F.  N.  Ekman,  Docens  l  Matbematikcn  wid  Uu&ala  Uni* 
veraitet.  Stockbolm  1840.  8.  16  Sk.   (EucUda  mportioai- 
lehre  mit  Erklärungen;  berausgegebea  TOD  F.  N.  Eluaan,  Doceat  der 
Halb,  an  der  Uni? •  aa  CpaaU). 

Lebrbaeb  der  Geoaetrie  ala  Leitfaden  bei»  Dater- 
riebte  an  böbern  Bürgerschulen  und  ähnlichen  Lehran- 
stalten, von  W.  MinA-,  Lehrer  der  Hathemati  k  an  doi  koken 

Stadts.  Jiule  zu  Crefeld.    Crefeld  ISIO.    2<l  trerr. 

Kiu  tur  »einen  Zweck  euli  n  i  ht  wohl  eigueudes  elempntares 
Lehrbuch,  welches  übrigens,  was  der  Titel  unerwähnt  lä«st,  auch 
die  Eleaentn  dar  ebenen  nnd  iphirticben  Trigonoaietne  antk&lt 

Lehrbuch  der  Geometrie  für  technische  Lehranstal- 
ten und  Gymnasieu  von  H.  Rose.  Erster  TheiL  Die  ebene 
Ueoaetrie.  Küruberg  1840.  8.   IThlr.  üggr. 
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System  der  Geometrie.  Lehrbuch  für  ßkademiBclie 
Vorträge  Ufitl  höhere  Onterrichts- Auttiulteu  vua  Dr.  A. 
Arnetli.  Von  4eu  geraden  Linien  im  4er  Bbene.  Erste 
nnd  zweite  Abtheilun^.   SUttgart  1840.   8.   1  Thlr.  6  ^gr. 

Hauptsächlich  den  Ansichten  von  Schweins  folg^end  beabsich-* 
tifft  der  V  erf.  ein  ToUständig^cs  System  der  Geometrie  zo  liefern, 
kfeidel  dieselbe  aber  ffleick  vom  Anfange  an  in  ein  rechnendes  Ge* 
wand,  wodnreh  freiliefe  ihr  scfeSoer  STtttlietiicher  Cbaracter  ganz  ver- 
loren geht,  wenn  anch  auf  der  andern  Seite  nicht  zu  leugnen  ist, 
dass  durch  den  von  dem  Verf.  betretenen  Weg  nllerdinga  eine  Ver- 
einfachung des  Systems  erreicht  wird. 

Geometrisehe  Untersuchungen  zur  Theorie  der  Pn- 
rnllellinien  von  li.Lobatechewaky.  Berlin  1840.  12ggr. 

Anleitung  zur  Autlösuug  geometrischer  Aufgaben 
Ton  Dr.  €h.  NageL  Ulm.  1840.  10  ggr. 

T'ober  die  symmetrischen  Kreisvielecke  von  ungera- 
der Seitenzahl  von  J.  H.  T.  Müller.    Gotha  1840.  4.  0  ggr. 
Eine  sehr  leseniiwerthe  Abhaadluug. 

Betrachtungen  9ber  verschiedene  Gegenstände  der 
neueren  Geomotrie  von  C.  T.  Anger.  Professor  am  Gym- 
nasium und  Direktor  der  Königlichen  Gewerbeschule 
zu  Danzig.  Erstes  Reft.  Einleitung.  Theorie  der  Aehn- 
liebkeitspunkte.   Danzig  1839.    h.   ^  ccgr. 

Der  Gedanke,  welchem  oiese  Schrift  ibrc  Kntstehuner  verdankt, 
kann  ein  sehr  glücklicher  genannt  werden.  Herr  Professor  und  Di- 
rector  Anger  in  Danziff  beabsichtigt  nämlich,  in  einzelnen  nach 
nnd  nach  erscheinenden  neflen  vertcaiedene  Gmnitilnde  der  toge- 
nannten  neuern  Geometrie  auf  eine  möglichst  elementare  Weise  an 
behandeln,  und  so  die  mcrkwürdig^eo  Entdeckunö:PM  von  GcriroTinr, 
Poncelet,  Steiner  ii.  \.  einem  crriissern  Publicum  auf  nioglicbst 
leichte  Art  zugaogiicb  zu  machen,  wodurch  Herr  Professor  Anger 
sich  nnsCreitig  ein  weeentlicheB  Verdienet  nai  die  if^uere  Verwrei- 
tung  dieses  schönen  Tfeeils  der  ftlathematik ,  uncT  dessen  sehr  zu 
wünschende  Einführung  in  den  geometrischen  Elementamntrrricht 
erwerben  wird.  Zweckmässig  würden  wir  übrigens  die  völlige 
Ausschliessuug  der  Anwendung  der  Lehren  der  analytischen  Geo- 
metrie ans  diesen  Heften  finden,  deten.  schnelles  Anfielnandeffoigea 
jeden&Us  sehr  wüaschenswerth  ist 

Lefebure  de  Fourcy:  Le^ons  de  Geometrie  analj- 
tiqne.   4.  ^dit.   8.   2  Itilr.  21  ggr. 

An  a  I  V  t  i  s  (■  1)  <„'  Crnrnntrir  im  Raum,  eritlialtpnd  die  Flä- 
chen /.weiter  Urdnunir,  nehst  der  a  i  i  ^  e  ui  c  i  n  u  a  'l'heoric 
der  krummen  Flächen  und  der  Linien  von  doppelter 
KrBmanng  ¥on  JP,  A,  Lef^^  ibersetst  nach  dar  nwai- 
ten,  verbesserten  nnd  verraehrten  Anfinge  von  #*. 
Mütt^ffkmim.  Stuttgart  1840.    1  Thür.  9  ggr. 

In  Nr.408.  der  astronomischen NachrichLeu(üd.l7.S.374). 
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beiiodet  sich  ein  höchat  leseoswertber  Aufsatz  des  tierrn  S.  Lü- 
wenatero  übtr  die  TrunafornatioD  der  reehtwinkliffen 
Coordinttten,  welcher  den  Zweck  hat,  das  Auflinden  der  übuch*. 
aten  TninatoniMtiODeil  der  rechtwinkligen  Geerdimiten  so  erleichtom.  n 


Praktiselie  Geometrie. 


Frnncocur:  Geodäsie,  ou  trait^  de  lafigurede  laterre 
et  de  sea  parties.  2.  ^dit.  8.   2Thlr.  21ggr. 

t/lere:  Baaai  anr  lea  dldaienk  de  la  pratiquedealevera 
topographii|nea.  l.ToIome.  8.  OThlr. 

Duhoutiüct:  Application  de  la  g^ometrie  äia  topogra-  ' 
phic.   2.^dit.   Paris.   8.    10  Fr. 

An  Introduction  to  Meosuration  and  Practical  Geometry:  wifh 
Notes j  contaiTiinc:  the  Reason  of  every  Rule.  By  J. Bo n ny castl ej 
late  Professor  ot  iUathematics  in  the  Hoyel  Milit«ry  Acadeiuy,  VVool- 
wieh»  18.  edit.  cerreeted  and  iaprofed'  hj  S.  Maynard«  4a.  6  d. 
bonnd. 

In  \r.410  der  as  t  r  o  n  o  ni  i  sc  Ii  t  n  Nach  r  icliten  (Bd.  18.  S.26.) 
befindet  sich  ein  Aufsatz  dt^  Herausgebern  dieses  Archivs:  Bemer- 
knngeo  iiber  trigonometriaehe  NiTellenenta,  inabeaoB» 
dere  über  die  terrestrische  Strahlenbrechung,  von  Dr. 
J.  A.  r  u  n  o  r  t .  in  Avclrlu'in  der  Versuch  gemacht  wird,  eine  Methode 
anzugehen ,  mittelst  welcher  mau  genauere  uud  zuverlässigere  Be- 
atimmuugen  des  Coetlicienten  der  terrestrischen  Stralüenbrechnng 
erhalten  kann,  ab  dnreb  die  blaherigeii  Methedeiu 

H,  Li.  Smal'mn» ^  Königl.  Freuss.  Oberforstmeisters  etc. 
^Banrnhöhenmesser  uud  eiofacbes  Verfahren  der  Baum-^ 
■  etsuDg  und  Holzberechnung  für  Forstnänner,  Bau- 
berrn  und  Bolzhändler«  Stralaund  1840.   12  ggr. 

Enthält  die  Beschreibnng  eines  sehr  einfachen  BaumhühcDmes- 
sers,  der  zugleich  auch  als  Krenzscbeibe  gebraucht  werden  kann, 
nnd  den  der  Herausgeber  aus  eigener  Kenntnis«  und  nach  seihst 
raiachteB  Gebrancbe  tAn^len  fcanii.  Er  iat  In  der  LöfHerVkeii 
VerlagshaDdlung  zu  i^Cralannd  für  den  sehr  geringen  Preis  tob 
1  Thlr.  ISSgr.  zu  halicn,  und  dürfte  seihst  ein  für  Schulen  instruc- 
tives,  sinnri'ich  einntrichtetes  Instrument  seyn.  Seine  Theorie  setzt 
nur  die  Lehre  von  der  Aehnlicbkeit  der  DreieckLe  voraus  und  der 
obigen  Beacbreibnng  wird  eitt  Exemplar  auf  Merke«  Kartenpapier 
beigegeben. 
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Trigonometrie* 


Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  und  PoIvG^ono- 
metrte  tod  Friedrieb  Pross.  Früfessor  der  Mutheinati  k. 
an  der  KöDifflicheo  pul ytechuigcheo  Schule  xu  Stutt- 
gart.   1840.   £  1  Thir;  6  ggr. 

Eine  recht  Tollatändiffe  und  sehr  deutliche  Darstellung  der  ebe- 
nen Trioronomcfrie  und  Folygonometrie  init  violcn  Anwendungen 
aut'  Ueudäsie  und  einer  ffrossen  Anzahl  vnllstäudig  aüügerecluieter 
nameriscber  Beispiele»  m  wm  Theil  »iu  wirknch  ausgefiibrtea 
Mesaungcti  ontnomnica  lind ,  in  wetcber  Beiiehung  daher  das  Bneh 
iusbcsuudere  Praktikern  empfohlen  zu  werden  vf  miont.  Die  gonio- 
metrischen  und  cyclumetrischcu  Keiheu  bat  der  Verf.  auch  aufge- 
nommen, dabei  aber  nie  die  Bedingungen  der  Convergenz  und  Di- 
veiffent  l»eriiclinchtigt,  wesbalb  die  Bebaiidlnng  dieser  wichtigen 
Lehre  Iceineawegs  dem  neuem  Zustande  der  Mathematik  und  den 
jetzigen  Anforderung^en  onlspricht.  Ahor  nuch  al»f::ese!!en  hiervon 
müssen  wir  den  auf  S.  r>(j  uua  57  cfcgchenen  Beweis  der  bekannten 
Reibeu  für  siu  a;  und  cua  u;  lur  völlig  ungeutigeud  und  verfehlt  er- 
kISMQ.  Vnn  der  Beihe 


4i« 

teli 


)  •!■  m  der  Aoaljile  bekannt  angenoniBen  iriid,  anagebend» 
igt  nialleb  der  VerL,  dasa  die  Anidrtteke  - 


die  er  der  Kürze  wegen  durch  3f  nnd  A'  bezeichnet,  und  die  Func- 
tionen cos     und  sin  of  gewisse  Eigenschaften,  wie  z.  B. 

Af*  -HA'  =  l  und  cos  .tr*  -f-  sin  .r'  =1, 

ferner  A/=l  ,  A'^=0  für  .-r^rr^O  .  und  cos»r  =  l  ,  sin/rzrrO  für 
jCTszOy  mit  einander  gcuiem  btibeu,  uud  »cblietittt  duuu  auf  ä».  57 
anf  foigenda  Art: 

,,Die  Anadiiicke  M  nnd  N  haben  also  gans  die  Eigenacbaftea 
fon  cos     und  iln  jr»  wonuia  desuiack  folgt»  dasa: 

 1^   

Kau  bat  alao:  - 

eotjr — *""2"*"2.a.4  2.3.4.5.6"'' 

Hnrnu«?  nhpr ,  dnss  Fiinrtionen  gewissi*  FipTiisrlüiftrn  mit  ein- 
ander gemein  haben,  kann  man  doch  wohl  nicht  uut  ihre  Uleichhcit 
im  Allgemeinen  schlicssen!  Solche  falsche  j^chlüsse  verwirren  nur 
den  Anfibigw  nd  cneagM  ftMie  Begiiih. 
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Wir  können  nicht  nmhin  ,  dem  Herrn  Verfnsser  nicksichtlich 
der  CooTergens  und  DiTergenz  der  Reiheo  die  weiter  unten  an« 
geführte  Stelle  aus  einem  Briefe  des  leider  zu  früh  ferstorbeoen 
trefQicben  Abel  an  seinen  Lehrer,  deo  Professor  Holaboe  io 
ChristiaDia  recht  dringend  un^s  Herz  zu  legen. 

fn  der  im  Eingänge  nambafo  genachteii  Biickaicbt  wird  daa 
Buch  über  doch  Nutzen  stiften. 

Die  sphäriseha  Trigonaaietrie  in  analytisehar  Dar» 

Stellung  nehät  einem  Anhange  grössten  Theils  noner  go- 


Die  Schrift  kann  Aofängern  wegen  ihrer  deutliebMi  uad  toU- 
ständigen  Darstellung  oinptohicn  werden.  Die  Lehre  vom  sphäri- 
schen clxcess  hatte  der  \'erf.  aber  dorli  auch  aufnehneB  sallaOi  da 
dieselbe  für  die  Geodäsie  so  höchst  wichtig  iak. 

(Die  trigosMialriaekaii  Tafela  a.  «iitar  Ariihaietik.) 


De  not«  eorpörUn  libere  eadeatlnak    Partfeala  t 

bistoriam  hujus  scientiae  continene.  Seripait  Dr. C*6,A« 
Becker.  Vratislaviae  1S40.  4.  8ggr. 

BoocliarJat:  Eldaeaa  de  MdcaDii|oe.  iLddit.  8.  STOr, 


Die  Mechanik  oder  Anleitaag  aar  praktischen  Ma- 
sehiaeakaade  und  zur  Beartbeilitag  nad  Leitunar  be- 
wegender Kräfte.  Aus  dem  F^ngl.  nach  Chambers  i^rzie- 
bungS'CursuB  übers,  voa  Frofesaor  Dr.  Menaiag.  Erfurt 
«r.  1^  12ggr. 

AllfreaatDe  Maschinen-Encyclopädie,  im  Verein  mit 

G.  Altmnller  vud  A.  Riirg  (Pro ff.  am  polyt.  Inst,  zu  Wien), 
Th.  Fischer  (Maschinenmeister)  und  M.  F.  Gätzschmnnn 

iProf.  an  der  Bergakademie  in  FreibergL  C.  G.  Huuimel 
Leetor  aa  der  polyteeba.  Lehraaitalt  in  Copenhagen), 
l.  KarinarHch  (Direetar  der  Gewcrbschula  in  HaaoverL 
F.  Reich  (Professor  nrr  der  Hergakadcmie  in  Freibergk 
J,  Schneider  (Prof.  am  Coli.  Carol.  in  Braunschweig),  J. 
A.  Schubert  (Prof.  an  der  technischen  BiidungsanstaU) 
«vd  E.  Weialig  (IngaBienrlievteaaut  iu  Dreadea),  Dr.  A. 


MUse.  Leips.  im.  S.  1« u.^Lief.  aiii  Atlas  iu  Foüo  5  iblr.^iggr. 


Mechamk. 


Piraktische  Mechanik. 
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Von  diesem  Werke,  welclies  für  praktiscbe  Mechanik  wichtig 
sa  werden  verspricht,  sind  aae  bb  jetzt  awei  liefemageB  sDffcgaow 
gen,  die  leboii  nebrere  lebr  «lanihrKebe^iiad  lehnreiebe*  Aitikel 
eothalteD. 

Poncclet:  introüu ctio q  a  ia  mecanique  iodustrtelle 
physique.  d.^dit.  8,  2Thlr.  16ggr. 

Lanz  et  Betancourt:  Eatai  avr  la  cempoiitian  dea 
macbioes.   3.  ödit.  4«  ti  Thlr. 

D*AnboietOD   de  Tpisiai:    Traite   d'h ydrauliqoe  k 
l*nsage  det  Ingdaieara.  S.ddlt.  Paria.  S.  dlTiree. 

Pinbert  et  Tardy:  Exp^riences  sur  lea  roues  iiydrauliques 
k  axe  vertical,  et  rar  l^oalement  de  l'eaa.  S.   1  Thlr«  14  ggf. 
« 

\ndraud:  T> r  Tair  comprind  et  dilatd  conae  atoteur.  ' 

P.aris.   8«   3  Frcs. 

Urban  JUrgensene  alliremeiiie  GrmidsStae  der  ge* 

naucD  Zeitmessung  durch  Ubren  oder  Zusammenfassung 
der  (üruudHätzc  des  fHironhaues  zur  sorgfältigsten  Zeit- 
-  m  e  8  8  u  n  ,  mit  eine  in  A  n  Ii  a  ri  c  versehen,  enthaltend  zwei 
Abhandlungen  über  die  Uhrniacherkunst  und  Ue Schrei- 
bung eines  sebr  genau  gehenden  Hetalltb er« «Bieters. 
Nach  der  zweiten  durch  Ludwig  Urban  Jürgensen  be- 
sorgten und  vermehrten  Ausgabe  deutsch  bearbeitet« 
Leipzig  1S40.  4.  3Thlr.  12ggr. 


Astronomie« 


Traite  dl^mentatro  de  lMivslf|ijr  rclfst-e.  on  Precis 
dVAHtronomie  theurique  et  |iratii|uc,  servant  d'introduc- 
tiuu  a  r^tudc  de  cette  scicnce,  pur  (J.  t/e  Pont^c^ulatU, 
OiiTrage,  destind  aux  personnes  pen  versdesdans  Pdtude 
des  SGiences  math^matiqncs  T.  I.  II.  Paris  1840.  8.  4|Thlr. 

Kin  ecut  geschriebene«!  populäres  Lehrbuch  der  Astronomie,  das 
nur  die  elementarsten  mathematischen  Kenntnisse  voraussetzt,  und 
für  die  Liebhaher  der  französischen  Literatur  eine  willkommene 
Bnebeinung  seyn  wird,  da  es  die'  Bauptlehren  derAstronooiie  deat» 
lieh  und  ziemlich  vollständig  vorträgt.  Etwas  mebr  bütten  wir  je- 
doch in  einem  soIHhm?  Huche  Uber  die  Fixsirrne  r\\  finden  geglaubt, 
denen  nur  das  bloss  drei  Seiten  lange  dreizehnte  Kapitel  gewidmet 
ist  In  Deatsehland  besitzen  wir  schon  mehrere  senr  vorzügliche 
Sebriften  ihnlichen  lobalts.  Dem  zweiten  TbeUe  sind  einige  Noten 
mathematischen  Inhalts  über  die  Verwandlung  der  Rectascension  und 
Deciinntion  in  Länge  und  Breite  und  umgekehrt,  über  die  Parall- 
axeurcchuuug,  über  die  Bestimmung  der  grössten  Mittel punktsglei- 
«baag  dar  SanaC'  dmeb  Baobachtuogeo ,  über  die  elliptische  Bewa* 
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ffVBgr,  Micf  üe  Berechnnng  der  Planeten  bah oeD,  ober  dae  Oeeati 
der  allgemeinen  Gravitation,  über  die  Werthe  der  Massen  der  Fla»  ' 
neten,  über  die  Gestalt  der  Erde,  über  die  Veränderung*  der  Schwere 
«sd  der  Länge  des  »Secuodeopendels  beigefügt,  in  denen  wir  nichts 
Nea«a»  wm  mar  eircr  berondem  Mitteilung  wetfeh  ivtre,  gct'uu- 
.dei  liftben* 

U  a  n  d  b  0  k  i  l*  r  u  c  t  i  s  k  a  Astronomien  n  f  S.  A .  C  r  o  n  8 1  r  a  n  d. 
Förste  Haftet.  Till  leduiug  uudcr  förel äsuingarn a  wid 
det  hSjrre  Milltir-LKrowerlKet  nft  Maricberff.  Stockbolai, 
1840.  o.  1  Rdr.  32  8k.  (Hundbuch  der  praktischen  Aatroooinla  ' 
von  S.  A.  CronstmiH!.  Erstes  Heft.  Zum  F^eitfadcn  bei  den  Vbrle- 
svugen  an  der  biibero  Militärunterricbtsanstalt  auf  Marieberg), 

Jfthrbiich  für  1840.  Herausgegeben  von  H,  C,  Seku^ 
macjker,  alt  Beiträgen  von  Bessel,  Erman,  Mädler  und 
Oiifers.    Stuttgart  un  tl  Tii bin  CT*' n.    ISiO.    S.    2  Tbir. 

Die  EiDriehtung  des  aütruuumiscbeu  Theils  dieses  Jahrbuchs 
kann  als  bekannt  vorausgesetzt  werden.  Die  Aufsätze,  welche  die- 
ler  Jabr(|;ang  entbUlt,  sind  folgende : 

Ueber  Manss  und  Gewicht  im  Allgemeinen  und  dM  pran^M^t 
LängenroaBHS  im  Besonderen  von  F.  W'.  Besse!. 

IJeber  die  Weltsteliung  der  Kur|ier  unseres  bonnensjstenis  voit 
H&dler. 

Ueber  die  neoern  StemblTder  von  Olbers. 

üntersiicTtnnp^rn  Über  den  Binfluaa  des  Ifoiida  «nf  die  Witte- 
rung von  M  (i  d  1  c  r. 

Ueber  meteorologische  Beobachtungen  aul  einer  Seereise  un  - 
die  i^de  von  A.  Erman. 

Besonders  machen  wir  auf  den  Aufsatz  Ton  Bossel  aufmerk* 
sam,  in  welchem  ausfulirliche  Nachricht  über  die  Maassregeln  er- 
theilt  wird,  welche  vor  Kurzem  in  Preussen  zur  Fcstsef/ung 
der  biulieit  des  preussiücbeii  Längeomaasses  und  Behufs  der 
leickten  Kriangung  eebr  genauer  Copien  derselben  ergriffen 
worden  sind.  Ueber  diesen  wichtigen  und  allgemein  interessanten 
Gegenständ  verbreitet  sich  auch  ein  Aufsatz  von  Besaei  in  den 
AstroBOffliieben  Nachrichten.   Band  17.  Nr.  397, 

Berliner  astronomisebea  Jahrbneb  f^jr  1843.  Berltn, 

1840.    8.   2Thlr.  16  ggr. 

Enthält  folgende  Abhandlungen: 

Ueber  die  Hinrichtung  des  Jahrbuchs.  Geoffraphische  Lage  der 
lluiptetemwartenf  tnianunen  gestellt  Ton  Dr.  Wol  fera. 

Ueber  die  Vorausberechnung  der  Planeteodnrebgftnge. 

Ueber  zwei  nautisclie  Atif^MLn  n.    1.  Korrrlintinc^  der  nautischen 
Aufgaben  uacli  den  Grundsätzen  der  runden  hciiitituhrt.    2.  Die  gc>  - 
wohnlichen  Metboden  der  Seefohrer  zur  Ueductioo  der  Mooddistanzen. 

In  dem  Ifixten  Anfimtie  sind  fUnf  versebiedone  Methoden  aar 
Reduction  deK Monddistalisen  susammen^estellt  und  bewiesen;  die 
beiden  ersten  sind  Tüllig  geoan,  die  drei  letzten  sind  Nähemnga- 
methoden. 

In  der  Hoffnung,  doss  vielen  Leseru.  die  dieses  tretKIiche  Jahr- 
bneb nicht  beaitseo,  dadnrcb  ein  «ngenenner  Dienst  geleistet  wer«  . 
den  wird,  wollen  wir  ui  Folgenden  des  von  Herrn  Dr.  Wolfers  mit 
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grnmBT  Sorgfalt  vmi  IciÜMmt  ÜMnlgkoit  «nMUMif(Mtallto  Vtr- 

zeichaiss  der  Hadptstemwiirten  nebst  ihrer  ffeograpßschen  Lag« 
nittbeileo,  da  dies  die  Punkte  auf  der  Erdoberfläche  sind.  df>ren 
geographische  Positiooen  gegenwärtig  ala  am  genaueateu  beatiouat 
angesefiea  W9iim  kftiMMii. 
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Blannheim,  •  •  •  . 

+  49 

29 

13, 

7 

+ 

0 

19 

1 

26 

7 

28, 

5 

Mnrscilie  •  •  *  . 

+  43 

17 

49, 

0 

+ 

0 

32 

6, 

0 

23 

2 

0, 

0 

Muilaud  ..... 

+  4t> 

28 

0, 

7 

+ 

0 

16 

49, 

2 

20 

51 

12, 

0 

München .  •  .  .  • 

+  48 

8 

45, 

0 

+ 

0 

7 

9, 

0 

16 

0 

Neapel  •••••• 

Nicolajew  •  .  •  . 

o     a.  A 

+  40 

51 

46. 

6 

0 

3 

24, 

8 

31 

54 

0 

9o 

Iv 

1 

14 

1», 

o 

At\ 

■VJ 

3N 

24, 

0 

Padua   

+  45 

%\ 

2, 

0 

0 

6 

5, 

/ 

29 

32 

4, 

Palermo  •  •  .  .  . 

+  ;iis 

6 

44, 

0 

+ 

0 

0 

ö> 

9 

31 

1 

1, 

5 

Param»tC« .... 

—  83 

48 

49, 

8 

9 

10 

30, 

8 

168 

41 

0 

Parii  •  •  

+  48 

50 

13, 

0 

+ 

0 

44 

14, 

0 

20 

0 

0, 

0 

Petersburg  •  •  . 

+  59 

56 

31, 

0 

1 

7 

44, 

0 

-47 

59 

30, 

0 

Pulkowa  

+  59 

46 

18, 

0 

1 

7 

49, 

2 

48 

0 

48, 

0 

Prag  

+  50 

3 

18, 

5 

0 

4 

9, 

3 

32 

5 

49, 

5 

Rom  •  .  •  •  •  •  . 

+  41 

53 

54, 

0 

+ 

0 

3 

40, 

8 

30 

8 

18, 

0 

Speyer  ..«••• 

+  49 

18 

55, 

2 

+ 

0 

19 

40, 

0 

26 

6 

15, 

0 

Stockholm.  .  .  . 

+  50 

20 

31. 

0 

0 

18 

39, 

3 

35 

43 

lÖ, 

5 

Turin  

+  ^5 

4 

6, 

0 

+ 

0 

22 

47, 

1 

25 

21 

43, 

5 

Upsala  

+  59 

51 

50, 

0 

0 

16 

59, 

3 

35 

18 

19, 

5 

Torgeb,  d.  g«  Q, . 

->33 

5« 

3» 

0 

0 

20 

19, 

5 

36 

8 

22, 

5 

Warsebin  •  •  • . 

+  52 

13 

1, 

0 

0 

30 

n, 

0 

38 

i 

45, 

0 

Wi«0  

+  48 

n 

35, 

0 

0 

11 

56, 

4 

34 

36, 

0 

16 

Jakrbnch  d«r  K.  Sternwarte  bei  Mäneben  für  IS^O. 
Heraitigeg^beii  yoo  XLaaoBt.  Miaeliea.  l&iOl.  12.  1  Tblr. 

■ 

'  Astf •■•aiUelies  Jabrbveli  fir  pbysUelie  mid  natnr- 
liiitiirisabft  flinunelsforschcr  und  waolegeD  u. s.w.  Her- 

ansgcgeben  von  Fr.  v.  P.  Gt-uiffmUen^  ordentlichein  Prof. 
der  Astronomie  su  UüBcbeB.  DrittesJabr.  Mioobes  184Ö. 
8.   2TWr.  idggr. 


Physik. 


Lam^:  Cours  de  Physique  de  l'^cole  polytecbnique. 
2.  <Sdit.   SVolumei.  6Tblr.  16ggr.  ' 

Peyr^:  €ouri  4e  Pbyaique.  3w  idit;  8.  4  Tblr. 

C.  Despretz:  TraiU  ^l^meotaire  dePbysique.  6.  ^dit. 
Braxellat.  8.  3l*blr.  6ggr. 

Pouillet:  El^mens  de  pLysiqne  ezp^rimentalc  et  de 
md  t^orol  o  tri  c ,  onvrac:«'  adopt^  par  le  conscil  royal  de 
rinstructiuQ  publique,  puur  reosciguemeut  de  la  phjsi- 

aiie  dans  let  ^tabliaiemens  de  PnniveriU^  4.^  Bnizefl«!. 
STbIr.  ISggr. 

lU'cquerel:  Traite  expi^rimental  de  l'^Iectricit^  et  du 
maguetiäme,   et  de  leurü  uhenomeoes  uaturels.    T.  V. 
Partie.  T. Vi.  l.  Partie.  l&Tbbr. 

Mattencci:  Essai  snr  let  pb^non^iiefl  ^laetriquea  dea 
aoimaux.   8.   1  Tblr.  3  ggr. 

Dr.  6.  Dfliffi:  De  cenditione  colnnnae  Toltaicae 
electro  •  statiea*  Disaertatio  pbyaieo-BAtbematiea.  &W 
liae.  4  ggr. 

IHe  GaWanoplattik  oder  4aa  Verfabren  eobSfeiten 

Knpfer  in  Platteo  oder  nacli  soDit  gegebenen  Formen» 

un  mit  tri  bar  aus  K  fp  r  a  u  f  1  üsu  n  n  ,  nnf  crnivnnischcm 
Wee^e  zu  producirtu.  Von  Dr.  51.  H.  J.icobi,  Kaiserl. 
Russ.  Hofrathe  41.  B.  w.   St.  Petersburg.  ibiO.    8.    1  Tkir.  » 

Binea  Jeden,  weleber  die  dnreb  Herrn  Hofratb  M.  H.  Joeobi 
gotradbte  bidut  wichtige  Erfindung  der  Galvanoplastik  genau  kea« 
nen  -rw  Iprnf'n  wünscht ,  kann  der  Hrraiisjeber  diesf  Schrift  aus 
voller  Leberxengung  empfehlen.  Sic  ist  sehr  deutlich  vcrfasst.  und 
enthält  auch ,  gewit&hcr müssen  ulti  Eisleitaag  für  weniger  mit  der 
Pbvtik  und  Cbenie  bekannte  Leior,  eSne  Dnraleiteti^  ier  Lehre  vom 
iamus,  welches  der  sehr  zu  wünscheaden  weitern  und  allge» 
BCiBeNi  Vorbieitong  4«nelben  foinu  aebr  ^ttfdcriiob  aefn  witd. 
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Atlss  des  Erdmag^netieani  nacli  des  BleaeBtttB  d€r 

Theorie  entworfen.    Berausgegcben  von  C  F. Gast«  aad 

W.Weber.    Lelpziir.  4.    3  Tblr.  8  gg^r. 

Dieses  wicbtige  \\  vrk  ri\th'n]t  eine  Reihe  magnetischer  Ikarten, 
die  durch  Herrn  Prote^töor  Wiihelm  Weber  und  Herrn  Doctor 
Goldaelmiilt  allein  naeli  der  Yon  Gaiiti  1b  dritteo  Jahrgange 
der  Resultate  des  magnetischen  Verein«  bekannt  ^^emacbteu  Allge» 
■einen  Theorie  des  Erdmagnedsmit  entworfen  werden  eind.  Die 
Anxahl  der  Karten  ist  18, 

Tbeorie  der  Wolken  oder  Nepheleolorie  nach  ihrem 
neuesten  8tanr!jiiTnkte  bearbeitet    Von  Anton  Gandin- 

ger.    Wien.  lUO,    8,    12  cr^r. 
Euthalt  eine  populäre  Darstellung  der  bekannten  Theorie  derWolkeil* 

üeber  die  nicht  periodischen  Aenderungen  der  Tem- 
peraturvcrthei  I  u  n  cf  auf  der  Oltf^rfl'äche  der  Fr<!r  in  dem 
Zeiträume  von  1789  bis  i8'i8.  Kine  in  der  Akademie  der 
Wissenschaften  gelesene  Abhandlung  von  J91  W,  Dope^ 
Hit|rltede  der  Akademien  der  Wieaensobaflen  sn  Berlin 
'».■.w.   Berlin  18iO.    1    2  Thlr. 

Wichtig  für  die  Meteorologie. 

# 

Garnier:  Traitd  de  Mdtdorelogie  oa  physique  du 
globe.  2  Voll.  4Thir. 

Peltier:  Meteorologie.  ObserTOtioiis  sur  la  forma- 
tion  des  trombea.  Paris.  8.  8  Pres. 

H.  Lecoq:  Elements  de  geographio,  ;>hy<tiqne  et  de 
meteorologie,  editi on  beige  par  J.  W.  Schmitz.  Bruxel- 
les.   8.   3Thlr.  18ggr. 

V'oyag*^  nutour  du  mondc  ^x6c\xt^  ppndant  lesanni^os 
183r)  et  1837  sur  la  corvette  In  Uonitc  couimand<^e  par 
YaiUaut.    Observations  met^orologiques.    8.    6  Thlr. 

L.  F.  Wiirtmann:  Memoire  sur  les  ^toiles  filantes 
nhserveps  a  Geneve,  dans  la  nait  dn  10  an  11  aoüt  1838. 

Bruxclies.    8.    lö  ggr. 

Arngo^B  Unterhaltungen  aus  dem  Gebiete  der  N^atur- 
künde.  \.  Theil.  Aus  dem  Frans,  von  Dr.  C  F«  Griel>« 
Stuttgart.  1840.   1  Thlr.  18  ggr. 

lieber  die  Berechnung  der  beiWägungen  vorkommenden 
Bednctionen,  von  Efantrafh  Schvmacher,  Hamb.  IS^^K  \  HVirgrv 
Diese  den  wisseuschattlichen  Theil  des  Jahresbcriclits  der  muthe- 
DUitiscben  Gesellsebsfit  zu  Hamburg  für  1837  bis  1839  bildeuUe  Ab- 
handlung scheint  erst  jetzt  in  den  Buchhandel  gekoMen  zu  sein, 
weshalb  wir  hier  auf  dirselbe  weifen  ihres  höchst  lehrreichen  Inhalts 
besonders  aulmerksani  machen.  Alles  was  \\^\  der  Aimtiiltrung  ge- 
naoer  Wägungen  dem  Physiker  und  Chemiker  zu  wissen  nüthig  ist, 
findet  er  nebst  swSlf  Hiiltstafeln  snr  Eileichtening  der  auszuführen« 
den  Becbnmisea  ia  dieier  treOleben  Abhandlung  bcimuien« 
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•  Vermischte  Schriften. 


Oeuvres  compl^tes  de  A.  It.  Aftel^  Math^maticien, 
avee  des  notes  et  d^veloppemeuts,  redig^es  par  ordre 
4«  B^i  par  B,  MUmi^ef  prafefei^vf  !!•  tta^btfaaiiqnet  k 
l^BsWecsiU  de  CIiri8t)«Bi!4f  e|c.  Tone  premier,  contenaBt 

les  oeuyres  de  l'auteur  qui  ont  ^t^  publikes  nuparnvaDt 
Tome  sccond,  contenaat  lea  oeuvres  de  Taateur  qni 
a'ont  pas  6t€  publikes  anparaTant.  CkristiABia«  IslA. 
4*    16  Thir.  16  ggr. 

Dieses  Werk  gehört  unstreitig  sn  wichtig-stcn  Erzeugnissen 
der  neuern  mathematisciien  Literatur,  und  alle  Mathematiker  sind 
Seiner  Majestät  dem  Könige  von  Schweden  ku  dem  wärmsten  Danke 
▼eifffieltet,  dass  Er  den  Herrn  Profomor  Holinboe  s«  ChriadaniBy 
^nrch  welchen,  was  gewiss  hier  beson^CTS  bemerkt  und  hervor- 
gehoben zn  ^Verden  verdient,  Abel  zuerst  auf  die  I^aufbahn,  die 
er  nachher  mit  so  grossem  Ruhme  verfolgt  hat,  geführt  worden  ist, 
in  den  Stand  gesetzt  hat^  die  Arbeiten  eines  der  ersten  diatkenuir- 
tlker  der  wtmm  Zait  'm  mmneln ,  nd  !■  «biei»  flireai  treflicbn 
Inbalte  rÖllig  enCapreehenden  äussern  OciteH  der  gelehrten  Welt 
Tor  Augen  zu  lecken,  eine  Aufgabe,  welcher  sich  Herr  Professor 
Holmboe  mit  einer  Liebe  und  Sorgfalt  entledigt  bat,  di^  der 
grössten  und  ^wärmsten  Anerkennung  wertb  ist.  '  ' 

Der  ernte  Tbeil  entiilllt,  wie  lebon  der  Titel  benagt,  lanter 
Abhmdlungen ,  die  schon  früher,  tlieils  in  dem  ('re  iTe^s  cEeB 
Journal,  Theil  I  — IV.  theils  in  Nr.  138  nnd  117  der  Astrono- 
mischen Nachrichten  abgedruckt  worden  sind;  alle  sind  aber 
hier  von  dem  Herrn  Ueraosgeber  iu  französischer  Sprache  geliefert 
wordeD,  wodnreb  aicb  derftlbe  um  die  grössere  Qiid  allgemeieere 
Terbreitano:  dieser  wichtrgen  Schriften  ein  wesentliches  verdienst 
erworben  iiat.  Ausserdem  sind  in  diesem  ersten  Theile  noch  Nach- 
richten über  Abels  Leben  enthalten,  die  sich  zum  Theil  aucb 
schon  in  Cre Igle's  Journal,  Theil  IV.  S.  402  finden,  und  daher 
bMv  ale  bekeniit  vorausgesetzt  werden  kdaneii.  Venerlien  wollen 
wir  jedoch,  dass  Herr  Professor  Holmboe  einen  an  diesem  Orte 
sich  findenden  Irrthum  jetxt  berichtigt.  A.  a.  0.  wird  nämlich  der 
25.  August  1S02  als  Abels  Geburtstag  . angegeben ,  welches  aber 
nach  des  Herrn  Professor  Holmboe  Angabe  dahin  zn  beriebtigeii 
ist,  'daae.Abel  vielmehr  9i  ^August  1S02  sn  Findöe  in  dar 
Diöcese  Christiansand,  wx)  sein  Vater  Sörea  Georg  Abel  Predi* . 
ger  war,  das  Licht  der  Welt  erblickt  hat. 

'^er  zweite  Theil  enthält,  mit  Ausnahme  einiger  wenigen,  die 
IMber  in  dem  Magazin  for  Natnrvidenskaberne  für  1823 tmd 
1825,  in  Det  kongelige  norske  Vid^nskaberiaelakabi 
Skritter.  Trondhjem.  1827.,  und  in  dem  5ten  und  6sten 
Theile  des  Crellescben  Journals  erschicoien  sind,  bis  jetzt  noch 
ungedruckte  Abhandlungen,  weshalb  wir  dessen  luhalt  hier  voll- 
atündic^^engelieli  wielkiM  « 

1.  Sur  ki  naxiBinit  e|  »limvinBff  Am  jot^gmllNi  WK^dUK- 

renccs.         .  *  vi«, 

B«B<1  L  % 
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11  Sur  les  conditions  n^cessuires  pour  que  rinUgrale  finto 
d'unc  "fonction  d<j  plMsi«iiw,  variaH«»  ^  ^  diÄtw«»  wit 
int^grable  etc.  ^ 

III.  De  U  fonction  -{-^V 

IV.  .  Im  fonckiom  transtendantcs  ^(ji)»  ^^)*  •  •  •.  ^(^i)  .**" 

V.  Sur  IMnt^grate  AfinSo  jr  (l— ^>     (/-)  • 

Vi.  Sommatiou  4ela8<ri<iyÄyW.Tf'9(l)  •^.r*-y(H-f^*'^;V 
-f.       .  ot»,  » «iNftt  n«  BoaAre  catier  pontiC  fini  4m  infirn  et  ft») 

me  fonction  alg^brique  rationelle  de  «.  .    ,  , 

Vll.   LMnt^r«le  ^ie  J^.sHor)  cxprim^e  par  unc  integrale  d6- 

ff^^vilT'^PropriotÄ  f€«BrquaH«i  de  le  foicÖQO  |f===5p(^)  dd- 
«ennilide  par  l'equation  fy  .  dy^äa:  \/|(«— y)  S^)  (»»  rf) 

,  . .  y)|  =xO,  fv  ^tant  UDO  fonction  qnclconqne  de  y  qm  ae 

derient  nas  z^ro  ou  iulinic  lorsqiie  y=«,  «^u^s* 
•  IX.   Sur  iLoe  propriet^  reinarquable  d'une  clasae  pam  dtf^ndne 

de  fonctiona  trenaeendviitfla.  ,       ,  .  -    a<>*i  ; 

X   Extension.de  !•  thcorie  prec4dcntc.  . 
XI.    Sur  la  comparaison  de*  fonctiona  transccndanles, 
Xli.    Sur  les  foDctions  gi^nerutriccs  et  leurs  üeteriniiifUit^s...,  , 

•  ,    Xlll.  Äur  quelqu^  integrales  d^finiM.  ^  .  „      |„  a 

XIV,  Thdorie  de»  trenacendnnte»  elliptiqpen.  ;  . 

ChapUre  /.   R^duction  de  l'intögrale  Jv^(a^^^«>^«j^*) 
par  des  fonctiona  algebriques.  :  1 

Rdductiott  de  l'iiitd^ley^^'. 
•  Rdductiondc  ri<»t^gralcj^^_^^^/^- 

phmpifr€  II.  KMMon  de  nnidgrale^^  per  dea  fonctiens  le- 

•  Problfeme  I.  Bxprhner  l^t<|nreley'*-^*=^  par  le  flu 

/*     is  ' 

.'.  ..PröliliAe  II.  .inresTer  les  oendifiw  ndeeMali^  ponr  qne 

PrebUve.in.   Trönver  teiitei  lei  ini<gt»lea'  de  la>raM 
i\i-f.x)  dx     .       y^^^  ^  exprbiÄBi  par  H  fettetien 

PrebUme  IV.    Trenrer  tentes  1^  ijpjtdgnlet  de  1».  Ibme 
y*  (^^j .  ^  qui  peorent  a'ezprliMf  fer  fa|!f|tt«tiett  le- 


I  .  r».    Ii)      T  <iii 


19 

ChafjUre  III,    Sur  une  leiütiou  remarquaUe  qui  eiust^  ,■  eotre 

pIvtMni  integrales  4cf  lS'f«me 

y^dx      ^x^dx       P      dx  ' 

R^actiuiiü  des  trunsceudautes  elliptiqueB  de  (roi- 
•i^fle  ispece  par  rapport  mi:Mrtiiiibtre.  HIEtliode 
de  trooTW  ime  infinit^  de  foraiiMes  de  rldnction  poiir 
lc8  trunscendaiites  cllipf iques  de  la  troisilme  eapjbce. 

XV.  Sur  la  r<?solutiüii  alg^hriquc  des  euuatiouB. 

§.  1.  nptfrmmatioii  de  la  fotve  g^o^aie ,  u'ttAe  «jffCMitoA  alg^ 

Lrii|ue. 

f.  %  DdtenilDati«Btd«  l'domti^ii  U  bmhm  ^lev^  •  laqiielle  |Wttt. 
sutistaire  une  expression  al^Ariaue  dom^ 
'^•3*  ^lir  la  furmc  de  Vexpression   algebrique  qui  |ieat  ■atifffiirfl 

k  uue  ^(jiiutiuu  irri'ductibte  d'iin  <!eu*rf'  <!oiin('. 

XVI.  i>eBiuDüirtttiuu  de  quelques  luriiiuleä  eiit^tiques.  ■ 

XVII.  MdlMe  g^^nd»  d4  tronver  des  foQOtioos  d'nato  a«tde 
quaadt^  variiMe  Imnfo'oae  |it«priet^  de  ces  fonctions  est  aspruBte. 

|iar  Oae  d^otion  ^•nfre  ffeiix  vnri;i!ilrs  iti'lf'pt'ndaiiti'«», 

XVIUL   E^solutiou  de  quelques  prubleuiea  a  Tuidc  d'iiU^graUs 
d^finies. 

L  I^a  Taleur  de  rezpraagion  cp(^-f~y  \/^)-\-  (p{x — y  \/ — Ii. 
%  Lea  noinbrea  de  Bernoulli  exprimes  pur  des  int^ffrules  de- 
finies,  d*uu  1*011  a  ensiiite  ddduit  rexpieasioD  de  riot^rale 

linie  ^ff{:r), 

XIX.    Sur  1  equatioo  dlffc^reotieUe  <^=(^+^y+r  oil 
I»,  f  et  r  «out  des  fonctioDs  de  ae  seut. 
XX  Sur  ('dquation  diffi^rentlelle 

XXI.    Determination  d^une  fuuctton  uu  mojren  d'i^e  ^uatioii 
qui      conticnt  qu'uue  seule  variable*  -  \ 

XXIL  Not^  sür  la  fooctioo  ^'  ' 

9*      X*  ' 

XXIIL  Bslraita  de  qvdqfte;  latties.  da  PaMw  k  Mr.  Ctrelle.'. 

XXtV.    Lettre  de  Tauteur  a  BIr.  Legeudr^ 
W'V.    Kxtrnits  dr>  quelques  lettris  de  i*aufteiir  k  rdditojur»  No- 
tes et  dev<'irtpppm<,Mits  de  i  editeur. 

Für  jct/t  möge  diese  liilialtsaDzeig^e  des  vorliegenden  wiehtie^en 
Werks  genügen.  Jedoch  können  wir  nicht  umhin,  die  folgende 
SteRe  aus  einem  unter  dem  16.  ioouar  1920  von  Beriia  ans  an  den 
Frofesior  Holnboe  geschriebenen  Briefe  Abels  hier  auszulieben, 
"weil  dieselbe  als  ein  gewiss  sehr  avmIifps  und  im  höchsten  («rode 
za  beherzigendes  Urtheii  aus  dem  Munde  eines  der  ersten  Matliema« 
tiker  der  neuern  Zeit  über  eiucu  der  wichtigsten  Theile  der  Ana- 
lysis  die  gr$«ate  Beachtung  verdient,  nnd  ea  aehr  Noth  tlinl,  den- 
selben  imaier  hesser  und  schärfer  zu  begründen,  obu^leich  von  meh- 
reren neu(>ru  Mathematikern  Allerding-s  schoB  BSBebes  Trefiflicbe  10 
dieser  Ke/it  hunp:  t^cleistet  worden  ist. 

üel  er  die  l^ehre  von  den  uueudlicbea, Reilien  läaal  sich  näm- 
lich Abel  aut  fuigeode  Ai^i  auä: 

1* 


1 


Les  s^ies  divergeutet  Mnt  «Ii  ßkk4ral  mielque.  cliose  4m  JbkH 
fiitol,  et  c*est  une  howU  «u^Mi  M  ««t  «rM  -wy  londer  «ueiine 

momtration.  Od  peut  demontrer  tout  ce  qu^on  vciit  pn  les  em- 
plnyant,  et  ce  sont  oUoh  q^ui.ont  fait  taut  de  niallH'urs  et  qui  ont 
entttut^  tant  de  paruduxes.  Peut-oa  imaginer  neu  de  pius  borrible 
que  de  d^iter 

t  3«»—'V« -fr-  ete^ 

oii  «i  est  ua  novbre  entiet  poslHf?  ISofiii  mta  ytum  m  lont  des-- 
Billys  d*DDe  mani^re  frappante,  car  k  Texceptioii  des  caa  lea  plva 

simples,  par  exempte  les  s<^nes  or,<nm^tnqwes ,  il  ne  se  tronve  dans 
It  s  nuith^matiques  prefjque  utinine  serie  inlinip  dout  lu  sommc  est 
dctermiuee  d^uoe  mauiere  ri^uurcuae,  c'ebt-ä-dire.  lu  partie  la  plus 
eiaeatielle  dea  natb^matiqiies  eat  aana  foodaneitt.  Pottr  la  plna 
grande  partie  lea  rfgnltats  aont  jttstes,  il  est  vrai,  oiais  c'est  la  une 
chosf»  h\pu  Crange/  Je  m'ofrupe  a  en  clierolipr  Ja  raison,  prohleme 
treü  lutereüsant.  Je  ue  crotü  que  tu  pourruH  u»e  propos«r  qu'un 
tres  petit  nombre  de  prohlemes  oa  de  tb^i^aMsa  centenant  des 
s^ries  iafioiea,  a  la  ddBonstratioa  desqaela  je  ne  potirrais  faire  dea 
objectioDS  bieo  fond^es.  Fais  cela,  et  je  te  r^poqdrai.  Pas  meme 
la  formule  bindaM  n'eat  encere  ngoaremenent  d^owatr^.  <Pai 
trouv^  qu'oD  a  ' 

pour  tontea  Taleura  de  m,  lonipie  eat  moindre  que  l'nnif^.  liOii- 
qne     est  ^gal  b  H-lt      m^m^  fotiinfle  a  Heu,  mais  seolemeat  ai 

M  esf  jtliis  grand  que  — 1,  Inrsqiie  .t  est  egiil  a  — 1,  la  formule 
u'a  licu  que  pour  des  val<  urs  (lositivos  de  m.  l*oiir  tontes  les 
aotres  valcurs  de  o^et  de«i  lu  serie  1  -f-  etc.  est  divergeute. 

Le  Ibdorime  de  Taylor,  baae  de  tont  le  eaicul  iftfintt^sianai,  ii*eat 
paft  Biemc  fond^.  Je  n^en  ai  trouv^  qu^une  aeale  d^monstratian 
rigourcusc,  et  celle  ci  est  de  >lr.  Cnncliy  dans  son  R^sum^  des 
le^ons  sur  le  calcul  iufinit^äimaf,  oii  U  a  dömootr^  qa^on 
aura 

9>(^,-i- o)  s=  9pa: -I- a  .  y'jr -h -g- .  jg^'-a:  •4- . . . 

taut  aue  la  s^rk  eat  conrergente;  liaia  oa  l'eaiplele>a  lVii4iadra 
aaas  la^on  dans  tons  les  cas. 

La  fli^orie  des  s/Ties  infinies  en  uf^norfil  «  st  jusqu'a  presetit 
tr^s  mal  fopdce.  Ou  applique  aux  series  laliuies  toutes  les  upera- 
tinaa,  conaM  ai  ellea  etaieat  fiaiea;  maia  cela  eat-il  biea  peraiia? 
je  ereis  qne  noo.  Ob  eat  tl  dtoontre  qu'on  obtient  la  diflerentielle 
d'une  Serie  infinie  en  en  prenant  lu  din«'reuti«'llc  de  chaqur  tprine? 
Rien  u'est  plus  iucile  que  de  donuer  des  exenples  oii  ccla  u  est  pas 
Joste;  par  exemple 

-^^majc — ain2d?-hi^B3^ —  etc.} 

ea  diffcrcutiaut  on  obtient 

^  =  cos    —  coa  "ijc     cos  3ar  —  etc. 

r^sultat  tout  faux.  rur  refte  s^rie  est  divergeiife. 

f^a  niöme  riionc  a  lim  par  rappnrt  a  la  iiiulttplifation  et  a  la 
divi:»iuu  des  beriet  iuliuieü.   J  ui  commenee  a  ejuuniaer  les  reglos 
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les  plas  uDportnnteB  qiii  (ä  pr^ent)  soot  ordinairement  appronv^eg 
a  cet  ^ard,  et  a  montrer  en  qqels  cas  elUw  9opt  juat^f  ^^  Aav« 
Gels  V«' «flu- Mmi.*H.i**iMltM|iM  inialMiit.  . 

Die  Mittheilung  dieses  bemerkeDswerthen  Ürtheils  AAnl^  UbeR| 
den  Zustand  des  gröasten  Theils  der  Theorie  der  Reihen  i^eschieht 
liier  aus  einein  doppelten  Ciruude:  eines  Tlieils^  weil  es  dem  lier- 
aasgeber  dieses  Archivs  wie  aua  der  äeele  e^nchri^be^  ist^  .uod 
derselbe  «galMs  ilmikhe  AniidhleB- acboa  in  mAumm  «eiaet  Sebrif-- 
ten,  wie  Zr  B.  m  4tt.  Vaiv«4e  zu  den  Elemenl/M  ller  ebenen, 
sphärischen  und  sphäroidisckcn  Trigonometrie.  Lcip«. 
zi^.  lK:n.  fi^eaussert  hat;  andern  Theils.  weil  uichtjj  mehr  als  diese 
Worte  Abels  giseifpnet  iat,  die  AasicUten  deMt^Äeb  zu.  be^eichmeo, 
welche  den  Rerauj^ber  bei  den  die  Lehre  von  4m  M^ib^n  be- 
treffenden Artikeln  diMs  Aidm  n  det  Mga  b«|l||Bdig  |tf n  wollen. 

Beiträge  zur  reinen  und  anj^ewawdten  UartlfCliatik 
von  J.  \.  Grnnert  Zweiter  TbeiL   Brandenburg.'  1840, 

4.    3  Thir. 

Dieser  2te  Theil  enthalt  die  folgenden  Abhandlungen:  • 
.  üeber  eine  Anfgnbe  an«  der  lw«ebre  Ton  den  Kegelfchnllten.  • 
üeber  die  Bestimmung  der  BrechungsreilHlUnisse. 
Analvtii^rhe  TTntennehnngeii  iber  die  centinairlielMB  Bittehe«* 
(Krste  Abtheiluni^). 

Völlig  elementarer  und  strenger  Beweis  des  Satzes  tob  Paral> 
lelo  gramnie  der  Krifte  mid  des  HeeetMe'  det  Bebele. 

Bestimmung  der  Polhöhc,  der  Zeit  nrnil  deaAfllMtttbe  ohne  Bbr 
bloss  mittelst  eines  Azimuthal-TheodoHten, 
*'    |Ue|)er  die  hühern  Differentiale  der  Kreisfiinctionett. 
'  Nabhtrog  zu  der  Abhandlung  Uber  die  Bescbreihuag  eines  Re* 

Sblscbnitt^  Aireb  ftlaf  gegebene MhiUkte,  nnd-  Uber  die  Befeebnnag' 
er' Bahnen  der  Doppelsterne.  {'t\\\.  I.  S.  lÖO). 

Elementare  Ent^ickelung  der  Theorie  des  einfachen  Peadfels. 
Heber  das  Prinzip  der  virtuellen  Creschwindigkeiten.  ' 
lieber  das  Preblem  von  Douwes. 

Beatimmung  der  Polbdhe  durch  die  Fiingiin  Imälnmwt 
Ueber  die  Lebre  toa  BUnebeltett. 

Jabl^ee-B e rieht  der  Hamburger  Gesellschaft  zur  Ver- 
breitung mathematischer  Kenntniese.   yom  3^  Ittärz  183^' 
bis  zum  3.  März  1840.   4.         ^  . 

Enthält  als  wissenschaftlichen  Theil  die' beiden  folgenden  le- 
lenewerthen  Aufsätze: 

Aufgabe.  Ein  geffebenea  hohles  RHipsoid  ist  zum  Theil  mit 
einer  gegebenen  Masse  Wasser  geftillt.  Es  soll  die  CJeichung  der 
Curve  gefunden  werden,  in  welcher  die  Horizontalebeue  der  Ober- 
fläche des  Wassers  das  Ellipsoid  Bei  jeder  beliebigen  Lage  desselben 
sebneidet.   Der  Verfasser  hat  sich  nicht  genannt. 

Aufgabe.  Es  wird  eine  Reihe  voo  «  +  1  Zahlen  gesucht, 
von  der  Eigenschaft,  dass,  wenn  sämmtliche  Glieder  der  Reihe,  jedes 
Glied  für  sich,  quadrirt  werden  ,  iede  beliebige  Summe  der  quadrir. 
ten  Glieder  toa  ersten  Gliede,  ihclasive  desselben  angmebnet,  wle^ 
der  eine  rationale'  ^»vaNebl  werde.  Ton  Herrn  Hiittj^tsianü.' 
Werthein. 

M^moires  (nouveaux)  de  TAcad^mie  royalc  des 
Bcienees  et  belies^lettreu».  4^.  Bruzelles.  Tome  X&l>  an 
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fort  volume  ia  4"  avec  gratUTei  et  iithogj>«piiip9  noi^es 
et  colori^es.  4  Thlr.  ' 

,  Dieser  neneite  Baa^  evIUll  Üto  fblffMibii  BfAeMtfieliw  «ad 

^^ikBlüelien  Abband langeh: ' 

Pag'öni:    .^lemotrp  ftir  quelques  transformatlons  s^^neralfs. 

Qttetelet:    Sur  la  lon^itude  de  TObservatoire  a  oruxelies. 
'  '  '       ■  Sur  l'etat  du  uiaguetisme  terrestre.      '         ■'       "  •  •  - '  ik 
*  Cuttfiagiie  4ee  principales  appavilio^  d*^ilea  filantesi:  r 

—   R^Bume  des  observations  »^tifiorologiqacs  et  des  obaerva« 
ttODS  sur  W%  tf^mp^ratore»  de  Im  tortty  ^les  on  1838^  ä  i'obaeiW'. 
vatoire  de  Bruxeiies.  ,  . 

Craha^:  Rösumc  des  obserrations  m^t^rologiques  faitei  k 
Lonvain  eA  1888.  '  ^  • »  ' 

Miakelers:   Obsenrations  m^teorologiques* 

illifftAttst  Hteeirtt  aar  la  |Äle  galfani^iie,  ... 

.  Vermiaebte  Sehrifien  Ton  Friedriek  Theodor  Bebn- 
'   bert.    Neue  Folge,    Brater»  Zweiter  uird  Dritter  B#ndL 

Leipzig.    1840.   «.  , 

Die  Art  uud  Weise,  wie  diese  Scbrtfteo  eiucs  veräturbeuen  bc« 
rübnteo  Matbevatikers  und  Astrouoneu  verfasset  sind,  kann  aus 
den  frSber  eracbieneiien  Tier  Tbeilen  deraelben  als  bioreicbeod  be«. 
kauDt  vuruusgesef/t  %vcrden.  Aucb  die  jetzt  erscbieneneo  neuen 
drei  Theile  enthalten  in  klarrr  und  fiirssrtuler  Spracbe  gescbricbene 
populäre  Aut&ätzc  über  ('»mi nstaode  lU t  Astronomie  und  Physik, 
wie  z.  B.  über  die  Kometeui  über  dos  l'iuueteu&^steiaj  über  die 
Fizsterae;  8ber  die  Webetrasse;  über,  die  Nebelfleeke»  verMer- 
licben  Sterne,  neue  Sterne  und  die  Duppelsterne;  über  den  Kalen- 
der; über  den  Scbail,  üb^r  die  Blitzableiter  uud  über  J<  u  Sebla^ 
Dem  ersfen  Tbeile  ist  das  Kildniss  des  \  erfusscrs  beigegeben. 

Gebildete  Leser  werden  gewiss  auch  aus  diesen  wie  aus  den 
frfiber  erschjooiMi  'Tbeilen  aaMugfiillige  Bel^braog  und  Uoterbal* 
tllDg  schöpfen  können. 

Für  I^laiitpuatiker,  namentlicb  für  T.obrer  nn  böbern  ünterrichts- 
^     UDstalteu,  dürfte  insbesondere  der  im  driUeu  Tbeile  befindllcbe» 

ber  absicbtlicb  nocb  nicbt  nambaft  gemacbte  Aul^atx  „Ueber  den 
-  „Nutzen  der  Matbesiatik/*  der  mia  aiancbe  gute  Qnd  pädago* 
giscb  wichtige  Bemerkungen  zu  enthalten  scheint,  ron  Interesse 
seyn.  Zur  Ergötzlichkeit  unserer»  I^escr  führen  wir  aus  diesem  Vnf- 
satze  an,  wie  sich  der  berühmte  Joseph  Scaligcr,  yoU  Neid  und 
logriaiBi  gegen  deo  als  Matbeauntiker  oesonders  durcb  seiaen  Com- 
mcotar  xu  den  Ulenicnten  des  Euclides  berühmten  und  verdienten 
Jesuiten  Ciuvius,  dem  die  Verbesserung  des  Kalenders  nufgetra- 
grii  war,  nach  weicher  Scaligern  seihst  gelüstet  hutte,  über  die- 
seu  und  in  seinem  ungezügelten  Zurn  über  die  Mathematiker  über* 
baupt  auslasst.  Seine  eignen'  Worte  latiteo  folgendennassen s  «,Pte^ 
tabam  Clavium  esse  aliqulid :  il  test  confit  en  matMmatiqnes,  scd  nihil 
aliud  seit.  Teuto  est,  hene  hihit.  Asniiis  ruii  |irrictrr  Fiirlitlt  ni  nihil 
seit.  C'est  un  gros  ventre  irAllfmand.  Est  (h  i  mmmus,  iin  e.s|irit  lourd 
et  paüent}  et  tales  esse  debent  mutbematici;  urucclarutn  ingPDium  non 
poteiit'esse  magnas  niatbeinliti^tti.*'  Sebone#t  fügt  gaoa  i'ithtig 
hinzu:  „Solche  Angriffi  verdienen  kein«  Widerlegung"»' feie  be«> 
sebunpfev- Mir  deo,  der  «le  ainehts** 
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Geschichte  der  Bfatlieiiiatik* 


Id  den  HalliscbeD  Jabrbuebeni  fiir  dentsche  Wissemdiaft  nnd 
Kunst  Nr.  67.  findet  man  sehr  lescnswertlie  EriDiieriiiigeii 
•o  B.  F.  Thibaut  von  A.  Tellkamiif. 

In  den  BiSttern  aus  der  Gegenwart  fitr  nutslidie  Ünterbaltonj; 
und  wisscnicbaftiiche  Betebruag  ymi  Diez  mann.    1841.   Nr.  l£ 

S.  113.  findet  man  interessante  Züge  aus  Arngo's  Leben,  (icson- 
dcrs  iilipr  seine  Erlebnisse  attf  Majorca  im  Jahre  bei  Gelegen- 
heit seiner  Grttdmessung. 

Nclla  solenne  inaup^urazioDe  della  statua  di  Galileo,  rime  degli 
arcadi  della  rolonin  altra,  offerte  in  oin  iL'^'xio  »gli  scienziufi  italiani 
nel  ior  primo  congre^so  in  l^isa  ncli'  oUubre  i§39.  Pisa.  8. 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


D.  F.  Hecht:  Lehrbuch  der  Arithm.  und  Geom.  Zum 
Gebrauche  bai  den  Cnterr.  an  den  Bergschnlen.  ErsUr 
Cnrstts.  Geseina  Aritba«   2te  Auflage.   Freiberg.  1841. 

Lehrbuch  der  Matliematik  undFbjsik  für  Staats-  nnd 
Inndwirthnebaftllcbe  Lebrnnetalten  nnd  KasrnraHstan 

Überhaupt,  von  (J.  A.  Gruner!.    Leipzig.  1841.  Bnter 

^b^il.  Kr^tc  Abt  Ii.  Elemente  der  tbeoretisclicn  wnfl  prak- 
tischen Arithmetik.  ZweitcAbtiu  Politische  Arithmetik. 
gr,  8.   3  Thlr.  1  ggr. 
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Oer  zweite  Theil  wird  in  zwei  Abthci hingen  3ie  Geometrie  mit 
Eiuüclilufiä  dei'  Stereo iuetrie,  die  ebene  Trigonometrie  uud  liie  Geo« 
dSiie»  der  dritte  ebeofells  in  swei  AtheiluDgen  die  Physik»  tnabe* 
flondefe  auch  die  Heteofologie  enthalteD. 

Le^ona  de  aath^niotiques.   Par  l'Abbö  Bordes.   Paris.  8. 

Coan  de  ■athdMtiqnes  parei.  ParN.  Didies.  Perii.  4. 10 Fr. 


Le^ODs  ^l^mentairoR  de  rnntlit^inutiques,  comprenant  arithm^tiqiie, 
ftlgebre^  g^m^trie,  trigonometrie,  slatique.  ParPoirrier.  2VoL8. 


EMmeDts  de  laalMiatiqNi. at  da  cMoraimnUe.  *Par  Coinee. 
8,  4  Fr.  .  ^ 

Cours  d'aritbm^tique,  de  g^ometrie  et  de  trigoDometrie,  ä  i^nsaffe 
dti  lou-affiieieni  da  corpi  reyal  de  Partillerie.  12.  Pute.  4  Fr. 

Cours  de  matlidmafiqurs .  a  riisa2;-e  df  l*iögenieur  civil.  Par 
Adh^mar  (Application  de  geomethe  descriptivc.  Umbres),  S.  15  Fr. 

CofM  di  MateButiea.  Di  Picatdi.  Napoli.  1839.  8. 

Dizionario  delle  scienze  mateniaticbe  pure  ed  !i[>pHcate,  com- 
pllato  da  uaa  societa  di  anticbi  nllievi  deliii  scuulu  politecnica  di 
Parigi,  sotto  la  direziooe  di  A.  S.  de  Montferrier.  Prima  ver> 
■loaa  ItaUana  con  nainer9ee  oggiunte  a  eorrezioni  del  dottor  Giu- 
lappa  Qaabarri  e  di  Ginaeppe  Frantoie.  Fireaae.  1840.  8. 


Arithmetik. 


A.  Kummer:  Die  Zabienrecbaung  in  Beispielea  and 
Anfgaben.   Für  Bürger-'  aod  Volktsehnlen  bearbeitet 

2te  Aufl.   Dresden.  1840.   8.    16  ggr.  ' 

EiDB  recht  sehr  zu  empfehlende,  äusserst  roichhaUlpro  Sammlnnp- 
arithmetischer  Aufp:abcii  bis  zu  den  Proportionärccbnaugcii,  die  sich 
fast  immer  auf  eine  sehr  zweckmässige  Weise  an  natarwissen- 
•chaftlicbe,  hiatoriscbe,  geographische,  statistiiche,  techaische  and 
andere  ähnliche  Gegenstände  aDschliessen ,  wedialb  Avir  anf  dteia 
gewiss  recht  sdir  beacbtuitL'^^'wcrlhc  Sammliins;  alle  Bürger-  und 
Volksschuleu ,  so  wie  aucli  Hic  Cviiiuasien  zum  Gebrauch  in  den 
untern  kluttben  besooders  uutmerksum  macbeu.  Die  Resultate  sind, 
was  auch  sweckMästig  ist,  van  dea  An^abea  abgesandart  nad  kda- 
nan  In  ein  besonderes  Heft  gebunden  werden. 

Anweisung  zur  Berechnung  einer  Zahl,  in  Zeit  von 
«Iner  Stunde  bis  auf  20  Ziffern,  als  4ittadrat  oder  als 
Quadratwurzel,  als  Cnbns  adar  als  Cvbikwnraali  sowohl 
in  Decimal.  als  Du o d ecimalzahlen,  nebst  anderweitigen 
V  e  rg  1  e  i  c b  u  n  gen  lud  Beispielen.  Von.  i^.  4*  A*  SAka»  Br 
1840.  4.   10  ggr. 
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Mnti  grosse  sich  nirlit  an  den  etwas  prMnkeiMim  Titel.  Die 
kleine  Schrift  Terdient  wohl  j^l^eD  zu  werden. 

QuestioM  in  ArithoMBlie,  coApriiittg  Examples  in  all  the  Rnfee 

of  that  SlIphcp,  witfi  an  Appendix,  ronfainiriL-;  l*roblcBl8  iu  thoBo 
branclies  ot"  3Iecbanic8  and  Hyflrostatics  which  are  rcnuired  for  the 
ordinarv  B.  A.  Degree.   Bj  James  Harris.    Cambridge.  1840. 

Hotion'f  Principles  of  Arithmetic,  containing'  a  varioty  of 
exanples  for  Pnictice.  Sccoud  edition.    12.  4  a.   Camb.  1840« 

H  in  d's  PrincÜBles  andPracticeofArithinftlc,compnsinff  theNature 
«na  iJieofLogariflifliietc.  ThinI  edition.  12.  4a.  dd.  Ciuib.  1840. 

  » 

White*«  proetical  Syateai  of  mental  Aritfaraetic;  or  a  New  Me« 
tfaod  of  makinff  calcnlttiofis  bf  tira  Aetion  of  a  Thongilt  Zi  Bdit 
1^  ai.6d.  bonnd. 

A  Maaoal  of  Logaritbms  aod  Practical  Matberaatics  bjr  Jumea 
Trotter.  Edinburgh.  1840.   18.  4  a.  5  d.  half^bonnd. 

Trattato  elotn^ntare  di  Antmc»fira.  Edizione  seconda  messa  in 
un  nuovo  ordiae  od  uso  degii  oiiicvi  de'  frateUi  delle  scnole  cri^ 
•tione.  Torino,  1840.  lt. 

M.  Rühlmann:  Loiyarithmisch-triif onomptrische  und 
andere  nützliche  Tafeln.  Zunächst  für  Schüler  ffewerb- 
lieber  Bildungsanetalten,  ao  wie  für  praktische  Rechner 
überhaupt.  2te  Stereotyp.Ansgobe.  Dreiden  n.  Leipsig» 

1840.    12.    12  gc:r. 

Alle  Logariltimeu  auf  Ii  Decinialen  ^  die  Lojgarithmpn  der  Zahlen 
bis  10080;  die  Logarithmen  der  trigonometrischen  Linien  fUr  die 
Winkel  von  Mionte  zu  JHinnte;  fiherwl  mit  Beifügung  der  Differen- 
zen. NatOrliche  tri<^ün.  Iwnien  von  10  an  10  Minnteo. '  L&Bge  der 
Kreisbogen.  Tafeln  für  (hts  Höhennic^^srn  mit  dem  Barometer  von 
Gauss.  Specilische  Gewichte.  Tris-onomctrisrbo  Formeln.  —  Guter 
Druck  und  wohlfeiler  Preis  emptehicD  dickes  kieiue  Buch  zu  dem 
beabsichtigten  Zwecke. 

TaMes  of  the  Loirarithins  of  numbers,  and  of  Sine»,  Tangenta 
ttud  Secants,  to  six  Places  of  Oecimals.  By  Edward  Iii  adle» 
8.   2  s.  6  d.  cloth.  , 

Mf^mnirc  relritif  a  la  thdorie  doi  Bombm.  Lol  r^proqne.  Par 
Brenuecke.   Paris.  4. 

WheweU'a  dectrine  of  Limits,  with  Itf  appli^tioDs,  naaelyi 
the  first  tbree  sections  of  Newton»  fonle  lectlon«)  the  differentiM 
calcnlni.  Camb.  184L  9  s. 

X  A.  Arndt;  Beispiele  nnd  Aufgaben  aui  alten  Theilen  der 

Arithmetik  und  Algebra.    Leipzig.  1840*   8.   1  Thir.  6  ggr. 

Kin  fiir  r.phrrr  der  Mathenmtik  an  Gyauutftion  tte.  recht  aehr 
an  empfehlendes  Bacb» 

3» 
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E.Heis:  Sammlung  von  Beispielen  and  Aufgaben  aus 
der  allgemeinen  Arithmetik  und  Algebra.  2t e  Aufl.  Köln; 
1840.  8.  1  Tbir. 

Diwc  Ssnulang  «ntKckt  sieh  aogeftbr  über  dentelben  Kreil 
wie  Meier  Birscb. 

A.  Hartrodt:  Lehrbuch  der  in  den  Gymnasial-Unter- 
rieht  gehörenden  allgemeinen  Arithmetik.  Leipzig.  1840. 

Die  den  einielnen  AbechnitCen  beigefügten  Uobangsb  ei  spiele 
und  auch  die  ganze  Behandlunu:  ompfebleo  dieses  Buch.  Üeber  die 
Convergenz  der  Keilif^n  komutt  indess  nirfiKs  nur  . eioigcrmassen 
Genügendes  ror,  und  Ueioerkungen,  wie  z.  B.  die  auf  S.  209:  „Clm 
^„einige  der  obigen  Binomialfonnen  zur  annähernden  Berechouug 
9, irgend  eine«  beiÜMfllten  Zahlenwerthee  sn  gebraudien,  müssen  die 
„Reihen  convergent  sein,  d.  h.  die  nachfolgenden  Glieder 
,,imini>r  kleiner  und  kleiner  wor<len."  wären  lieber  ganz  zu 
unterdrücken  gewesen,  da  z.B.  die  Reibe  1,  |,  |,  ^, deren 
Glieder  »neh  imm»  kleiner  nndi  .kleiner  wnrdip,  bnkwoUich  keine 
convergirende,  jondem  vielnebr  eine  divergirendn  Reibe  tat.;   ...  , 

P.  J.  E.  Finck  (Prof.  zn  vS  t  r as  s  b u r «• ) :  .System  der  nie- 
dern  und  höher ii  Algebra  für  höhere  polytechnische  Lehr- 
anstalten.  Leipzig.  184L  8.  2  TbIr. 

Ein  sehr  gutes  Bncb,  das  manche  auf  eigentbtolidie  Weise 
dargestellte  Lehren  enthält.    Oh  dasselbe  eine  Ueherselzunir  ann 

dein  Französisclien  Ist,  ist  nicht  "csaa^t;  es  stheint  aber  si»,  insbe- 
£011  N  re  wenn  man  einige  Noten,  naineutlicb  die  auf  S.  245  vor- 
kommende  am  Ende,  berücksichtigt.  Jedenfalls  war  dm  Buch  einer 
Uebemetanng  ^erth.  Eine  8aniiialnnff  sweckmässiger  Uebungsaa£> 
gaben  ist  auch  beigegeben,  auf  S.  46^ — 474 

Maver  et  f'hoquet:  Trait^  elcmcutaire  d'algebrc.  3ffle  ^d. 
Fans.  184Ü.    8.    7  Fr.  50  c. 

Woodys  Elements  of  Alrehra  Eleventh  cdition,  Notes, 
additional  Prouositions  and  Exannlea  by  Lund.  Camb.  11^41.  8. 
12  s.  6  d. 

Bind 's  Introduction  to  tbe  Elements  of  Algebra,  being  a  8e» 
quel  to  the  Principles  and  Practica  tifArithmetic.  Camb.  1840.  lt.  5 

The  Clements  of  Algebra,  desigued  for  the  use  of  Schoois. 
By  J.  H.  Colenso.   2d  Ed.    London.  1840.    12.   7  s.  cloth. 

Elementes  of  Algebra.  By  Robert  Wallace.  New*  edition. 
London.  L^iO.  8.   2  s.  «  d.  cloth. 

« 

Haira  (Roy.  J.  G.)  Elements  n£  Algebra,  for  Sehools  and  Col- 
legea.  Lond.  1840.  81  0  a.  6  d. 

Elements  of  Alt^ebra,  to  the  eud  of  simple  eovatiaafi  lor  the 
use  of  Uarrow  schooi.    1840.   12.   3  s.  0  d. 
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Wrifflit'8  SHpplett0«t  to.  BlMpentar^  Algcbr«.  1840.  12.  tew* 
•dl '  )  ■•  9  iL 

A.  van  BeDiiuelen;  Lessen  over  de  Algebra  of  Stclkun«!t. 
ten  irebruike  der  Latiinsche  2»clioleD  eo  CrTittnasien.  Amsterdaio. 
IWof  8.  ^  ^ 

Paalzowr  B'ip  Gleichnno^en  des  dritten  Gradef  mit 
einer  b ekan nteo,  metbodiscb  ab^ebandelt.  Preozlau. 
184t'.  4.  (Progrttiom  des  GjmmiBiinns  cu  rreoxran  vod  Ostern  1841 
TOB  ilea  Inraetftr  des  GynsttumDM,  Herri  Pasteow). 

M.  A.  iStern:  Heber  die  Auflösuug  der  traoscendentpn 
Cleichaiigen.  Eioe  von  der  K.  üaniscben  C^scllscbatt 
der  Wi»0iieehafteD  gekröole  Preiaaebrift.  (Besonders 
abcred^^:  •»«  Grell o'»  iMirD»!-  Ar  «die  MatboB.  Bd.  XXII.) 
Berlin.  1841.    1    16  gj^r. 

ScboQ  der  I  mstand,  dass  dieser  Srlirift  von  der  K.  Dänischen  ' 
Gesellschaft  der  Wiuseoscbafteo  der  Preis  xoerkauut  worden  isk, 
spridit  biitraMeiid  Ulr  die  Wi^iglbeit  dar  daiw  aatbaltana«  üi- 
tenmcknfeB.  - 

HTBiersN  Treatise  oo  tbe  'J'beorv  of  algebraicat  £qnatioBf. 
Second  edition.   Camb.  1840.   8.   9  s.  i>  d. 

SaUe  eqoazioni  di  terzo  e  qvarta  ^ado,  memoria  di  Vrttoria 
de  la  Casa.  Ad  mo  dci  geoäetri  pnoeipiaa^  Padava.  1840.  4. 

Nuove  rfcercbe  fiuila  risoluzione  generale  delle  equazioni  alge- 
bridie  dal  Giralaaa  Badaaa  earaielltaBa  aealso  professore 
dl-  «ataMatlea  aclla  regia  uaimsitb  di  GenoTa.  Crenava.  1840.  4. 

Sni  Problemi  di  Annlisi  indeterminuta;  osserfaziaDl  aaaliticbe 
deir  abate  G.  A.  Longo ni.    Modzu.  1840.  4. 

l>ie  Veraetsangen  mit  Wiederholungen  zn  bestimm- 
ken  {Rammen  aus  einer  oder  mehreren  beliehirr  beschränk- 
ten Eiementea-Reiben  nebst  ihrer  Anwendung  auf  Ana- 
iysis  und  Wahrscheinliebkeits-Recbnung  fon  L.  OatHa» 
ger.  Fratbnrg.  1840.  10  ggr. 

Für  die  weitere  Atrsbitdung  der  combinatorischen  Anaijsb  und 
för  die  Wahrscbeiniicbkettsrecbunng  wichtig.  • 

Dobson^s  Illuatratian  af  tbe  Binonial  Tbearem.  Cftaibridir«« 
1840.  4.   1  1.0  d. 

Die  Hauptsätze  der  Differenzialrecbnung  nach  einer 
•aiiaB,  elaneBtareB  Hetbode  darirestelit  vob  J.  W.  Scbel- 
bert.   Berlin.  1840.  8.   16  ggr. 

Da  der  Vf.  dit^  t^rosnen  Fnrt.srlirtttc,  welche  in  nen<»s(or  7jp\t  vor- 
zÜGTlich  durch  Cauchy  und  Andere  in  Bezug  auf  die  srliärlere  Begrün- 
dung derDiüfereozialrecbnung  gemacht  worden siud»  gunzigaorirt,  ins- 
iMiaBdere  aaf  die  BedlBgungen  dar  C^TergeaB  aad  DiTergeBs  der 
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Beilieii  Mch^  niclit  die  «indeite  Bieksiekt  niaat,  m  k%mu  dietes 
Bndi  auf  eioen  wisscDschafUiehai  Werth  keinen  Anspruch  na* 

cfien.  Auel)  wissen  wir  nicht,  worin  die  neue  elementare  Me- 
thode, Tou  der  auf  dem  Titel  die  Kodo  ist,  bestehen  soll,  do  von 
der  bntwickeluog  einer  Function  iu  eine  Reihe  nach  der  so  unge- 
naaea  vad  ciaer  Uaiaht  Yon  Zweifeln  naterliegendea  Methode  dar 
unbestimmten  CocffUcienten  auss^eg^angen  wird,  und  die  in  ^.  1.  ffa» 

£ ebene  Erklärung'  des  Differentials  iin  Wesentlichen  ganz  mit  dem 
ag^aDgc'scben  BegrilTe  oder  violmelir  dem,  welchen  Lncroir  in 
Seinem  bekannten  grösseren  Werke  gebraucht,  zusammenfällt. 

Levens  de  calcal  dilff^rentiel  et  de  ealenl  integral, 
rddi^^es  d^apr^s  les  m^thodes  et  les  ouvragea  publies  ou 
in<$dits  de  M.  A.  L.  Cauchy.  Par  M.  TAbhe  Moigno.  Tarne  1» 
Calcul  differentiel.   Paris  im.   8.   2  Thlr.  20  ggr. 

Wir  haltea  diesen  Werk,  deisaa  Zwaek  darch  miaan  Tital  hia* 
reichend  bezeichnet  wird»  für  eine  sehr  wichtige  und  sehr  zu  beacV 
tonijp  Erscheinung  auf  dem  Gebiete  der  Literatur  der  höhern  Ana- 
iyniSf  weil  mun  die  neuen  wichtigen  Untersuchungen  Cauchy's,  vor* 
aüglich  über  die  sehärfere  Begründung  der  höheren  Analysis  und 
ihrer  Anwendung  auf  die  Geometrie  im  Allgemeinen,  über  die  Coa* 
vergcnz  und  Divergenz  der  Reihen,  über  den  Rest  der  Taylor'schen 
and  Maclaurin^schen  Reihe,  über  die  Convergenz  der  Lagraoge'schen 
Reihe  etc.  nirgends  so  vollständig  und  gehörig  systematisch  geord- 
art  imiaraea  findet,  alt  ia  diesem  Werne,  und  em|vfehlen  deaaelha 


ainem  Jeden  aus  vollster  Ceberzeugung,  wer  sich  über  diese 
wichtigen  Fortschritte  der  Wissenschaft  möglichst  vollständig 
zn  belehren  wiinsclit.  Freilich  aber  erfordert  das  iStudium,  wenn 
man  noch  nicht  an  diese  üetrachtungsw.eisen  gewöhnt  ist,  iondern 
aiok  friher  inner  na  Lagraajj^e  nad  Lacroix  gehalten  hat,  Zei|^ 
Aandnner,  Anstrengnng  and  Muhe ,  und  mit  der  Methode  der  unbe- 
itimmten  Cnefncienten ,  wie  z.  B.  in  der  vorigen  Schrift,  kommt 
man  freilich  kürier  weg.  Wie  unbereclienbar  gross  aber  der 
Vortheil  und  der  Nutzen  ist,  welchen  das  sorgfältige  Studium  eines 
Werken,  wie  z.B.  das  den  Herrn  Moigno,  gewährt,  und  Wie  groen 
dk  Klariieit  ist,  zu  welcher  man  bei  gehöriger  Ausdaaer  aadlidi 
gelangt,  wird  ein  Jeder  an  sich  selbst  bestätigt  finden,  weaa  er 
aar  mit  Muth  und  Kraft  an*a  Werk  geht  und  nicht  ermtUet. 

Priacipei  de  rAaalyia  iafiait^attla.  iPar  FiacIL  1  Fr.  SO  «. 

Conrnot:  Traitc  t^lementuire  de  la  thcorie  des  fonctions  et  du 
calcul  infinitesiu^al.    2  Vols.    Paris.  1840.    8.    16  Fr. 

Lczioni  di  Introduzionc  al  calcalo  «uUime  di  Gi^sparn  Mai- 
nardi.  Part.  1.  II.  PavU.  1839. 

Gt  Jürgeanan:  Biffimilial  og  Integral-Regning.  Copeuhagen. 

Memoire  sur  les  intt^grnies  deßoies  Euleriennes,  et  sur  leur 
appiication  k  la  thcorie  des  suitcs,  ainsi  qu'a  r^valuatioo  des 
foactiatti  de  grands  Ba«hrei.  Pnr  Binet  •  Parin.  !• 
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F.  \V.  Looff:  r^iHirbiich  der  Hcoraetrie  für  GymnaBren 
und  höhere  K  ürirerschuien.  2r  Cursns.  Stereometrie  und 
(ebene  u.  spkärisehe)  Trigonanetrie.  üerliii.  1840.  8|^* 

A.  Hnberdt:  Lehrbaek  dcr  ebenen  Geanetrie  Bebit 

virlrn  Aufgaben  f ii  r  v ni  n  n sien  und  b öhere  Börger«  Vb4 
Uilitairscbulen.    Berlin.  18U.    S.    1  Tbir. 

■  Besonder«  dureh  die  recht  zweckmässigen  Aut^uben  eDp£eh* 
laagswertb. 

Lebrbiicb  der  GeoMetrie  von  K»  Snell.  Lcipsig*  1S41. 

8.    1  ThJr.  4  jjrjrr, 

Wk  können  den  Geist,  in  welchem  dleties  Werkcheo  gescbrie« 
bei  ist,  in  4er  Kftrse  nicht  besser  ebnrBkterimren,  «Ii  weiie  wir  es 
der  bekannten  Weise,  in  welcher  ft.F«Tfaibaut  die  Elemente  der 
Mathematik  dar7.ust<'lleh  pflccfp.  aii  dir  Seite  siellen.  f)»ss  der  Vf. 
diese  Metbade  für  die  eitizi(r  wahre  und  richtige  hält,  wollen  wir 
ihm  nicht  verargen,  obgleich  unsere  suhjective  Ccberzeugung  eine 
^llig  verselHedene  ist,  nnd  empfehlen  aueb  das  Boeb  allen  denen, 
W^l^^  4er  Weg  des  Eoclides  nicht  zusagt,  recht  sehr,  da 
es  in  seiner  Art  ^iit  gesrlirieben  ist.  Gewundert  bnben  wir  uns 
übrigens  ungemein,  dahs  aut  einer  sächsischen  gelehrten  Schule  (der 
Veri  ist  Lehrer  der  Mathematik  an  der  Kreassehole  s«  Dresden), 
•■f  deaen  ja  inner  das  Studium  der  Alten  mit  Recht  ftirdle  Grnnd- 
lagejeder  streng  wissenschaftlichen  Bildung  gegolten  hat,  und  uucli 
die  Wissenschaften  in  deren  sfrenoi'em  und  sicheren  Geiste  behandelt 
md  vorgetragen  wordim  sind,  die  Geometrie  in  einer  von  Uemscl- 
beii  st>  sebr  äimcbenden  Weise  gdebrt  wird.  Wir  nüssee  offea 
Ijckenneo,  4ms  wir  dies  auf  einer  gelehrten  Schule  (auf  einer 
R<'al-,  Gcwprl)-  oder  hdheren  Büre^erscbulc  würde  sid»  tlie  Sache 
anders  gestalten)  nach  unserer  Teberzeugung  tür  keiueu  Fort- 
ssbl'itt  des  mtbeniatischen  Unterrichts  halten,  lassen  indess  gern 
den  ¥f.  eeiae  Celieiveagvn|f.  Ebe»  se  sehr  ober,  wie  wir  4iee  aa 
thun  geoeigt  sind,  hätten  wir  gewünscht,  dass  der  Vf.  in  der  Vorre4e 
sich  etwas  milder  ü^er  die  Anbänger  der  enclidischen  Methode  aus* 
geH]irochen  hätte,  indem  er  ju  nur  hätte  bedenken  sollen,  dass  z.  B. 
in  fc^ufi^laud  letztere  Metbode  in  ihrer  strengsten  Form  ganz  allgemein 
«b4  efiiie  die  Aasubne  fnr  4ie  aUeitt  viehtiga  aad  wahre  gebaltea  wird 
aadauch  in  Deutsehland  sehr  gewichtige  Nanen  unter  ihre  Aabänger 
rablt.  Kit;  Mitfelwegscheint  uns  jedoch  auch  hier  dor  beste  zn  sein  und 
bat  sich  «HS  durch  InnerjHbrige  und  atif  selir  v»'r*!r}iictienarti<iren  Lebrnn- 
stalten  gemaehte  Erfahrungen  für  die  Belebung  des  mathematischen 
üaterHälB  aa4  f&r  die  —  was  wir  hier  ansdrüekneh  bemerkea  — 
»Ilgen eine  Anregung  aller  nur  dalgemassea  befähigtea  Schüler 
zu  mathematischen  Beschäftigungen  am  zwerlk massigsten  erwiesen, 
womit  auch  sehr  viele  undere  erfahrene  Lehrer  übereinstimmen.  Der 
von  dem  Vf.  in  der  Vorrede  angeregte  Erfolg,  denXhibaut  dnrc^ 
s«lae  Varleeoagca  bewirkte  (wir  gehortea  in  Jahre  1817  selbst  sa 
seiaea  Schileni)',  wir  alleniags  ia  gewisser  Rftckeiebt  eta 


Digitized  by  Google 


M  . 

sehr  grns?rr.  Drrsplhp  hostand  aber,  wie  wir  glauben,  vorzüirlich 
in  der  Erweckung  des  Intrresses  and  der  Liehe  Tür  die  elementurea 
LeUren  der  Mathematik  i  wir  sprecbeo  hier  tiiusa  vuo  einem  elemeo- 
toren  Gegenstände, ^una  faeseo  daher  «ocb  nnr  ttie  dalii»  einiebki- 
gendcn  Vorlesungen  Hiibaut's  in*s  Auge)  bei  tehon  in  den  JaU« 
ren  aieml  ich  vo  rc^erückten  jungen  Männern,  vorziic-lirfi  Tlir*- 
ologen ,  Juristen  u.  s.  w. ,  die  griisstentheils  ohne  alle  stn  nir«"  ni;i- 
tbematische  Vorbilduug  auf  die  Luiveraitat  kauen,  durch  eiue  ailer- 
diugs  höebtt  amprecbende  ood  in  jeder  Besiebnng  wahrhaft  knnat- 
reiche  Dantellüng.  Anf  einer  gelekrten  ^^nln  eW.  wo  die 
Geisto'^irvuinastik,  wenn  wir  so  sagen  dürfen,  der  einzige  Zweck  ist, 
welcbeu  der  mathematische  Unterricht  zu  crreiclien  suchen  und  im- 
mer vor  Augen  iiabeu  muss,  möchte  nach  unserer  uumaassgeblichen 
Meinnag  die  Saebe  doch  eine  etwM  andere  Geitetfe  annehmen» 

C'ahicrs  de  o^f^onii-trie  elementaire,  pour  servir  de  complömeoi 
aü  Traite  de  Le^euiire.    Par  Jules  Planche.   Paris.    S.  .  ' 

Geometrie  eI<^mentairo  hast'e  sur  la  thdorie  den  infiniflient  pe* 
tits.  Par  Finck.   2e  ^dit.  iu  8.  5  Fr. 

Geometrin  ad  nso  delle  ecnole  d^Hd  R.  lülitare  Accadenin  di 
Sebaatiano  Tasaalli«  Edixione  aeconda.  Terino.  1840.  8, 

Euclid's  Elements,  Books  i.  tu  V  I.,  AJ.,  XII.  hv  .Simson.  New 
editlon  by  Maynard.  18.  bonad'O  i.s  8.  bound  6  a.  6  d.  Xon« 
don  1839  et  1841. 

r 

The  same,  in  the  sjmbolical  form,  bj  Biakeiock.  18.  bound 
e  8.  6  d.  Lood.  1840. 

Tlie  Flemcnts  of  Euclid,  v\z  the  First  Sir  Kooks,  togetlier  with 
dir  i:ievcnth  and  Twelftb.   By  William  Hntberford.  London. 

lii-iO.    1)  s.  bound. 

F.  Märker:  Theorie  der  ParallelHnien.  Meinincea. 

1839.  8.  3  ggrr. 

Diese  Herru  Prof.  Kriea  in  Gotha  znr  Feier  seineH  t'uutVjgjäb- 
rigen.Dieastjnbilittnw  gewidmete  Schrift  wird  hier  angezeigt,  weH 
I  rie  jetst  erat  in  den  Buchhandel  gekommen  stt  nein  scheint.  Uebri> 
gens  bemerken  tvlr,  dass  eine  Beurtheilung  von  TheoriniMi  der 
Parallellinien  in  dfcsem  liternrischen  Berichte  in  der  Reji^el  nicht 
gegeben  werden  wird,  weil  dazu  eine  dessen  Zweck  nicbt  entspre> 
cheade  na  sehr  in'a  Detail  gvheade  firMk  erfbrderiieh  sein  wiMe. 

Eisai  sar  la  thdorie  den  paiaBelea.  Par  Hany.  Paria.  8. 

Betrachtungen  iiber  i^erscbiedene  Gegenatlinde  der 
neueren  Geometrie  von  C.  T.  Anger.  Zweites  Uefk  (An- 
wendungen der  Theorie  der  Ae  b  u  lieh  k  e  i  tspu  n  k  t  c  anf 
die  merkwürdiireti  Punkte  im  Dreiecke  und  die  Apol- 
lonisebeu  Berüliruugs- Aufgaben.  Fortsetzung  der  ali- 
gemelnen  Betrachtnugeu).  Dan  zig.  1841.  4  12  ggr. 

Wir  freuen  uns,  achan  jflst  die  Fortsetaanc  diaaer  aehrjVOf^ 
dienätlicheB  Beiträge  nur  neueren  Geometrie  aasoigea  na  künatta* 
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'  Qoadrature  du  cercle  et  sutres  decuuvertei,  pur  K.  le  Geay. 

Solution  gi^oüetriqne  et  rigonrense  da  probleme  de  la  quadra« 
tuiv  do  eorde,  Mtolue  tu  BOjen  de  1«  glon^e  4I^Btiiif^ 
l^aria.  8, 

6o9gio  dl  rieereiie  töllo  PoligonoBCtruf  aooCtieo»  di  Ptetro 
Gi4l»9»ri.  Itiolo.  1899.  H*  ^ 

Uymers's  Treatiie  on  conic  scctioas  and  the  application  ef 
Algebra  te  Geometry.   Secund  edttion.   Camb.  1S40.   S.  7  •.  6  d* 

^nadrafora  dell*  Iperbola  e  rettificueione  dello  Parabola,  otte- 
note  con  mezzt  elemfnrftri  e  con  furmole  finite,  memoria  leHa  utl* 
ateneo  di  Venezia  dal  doUore  Pietro  Magrini.  Veaezia.  1840.  & 

ProprtPta  principali  di  alcune  curve  frofceBdend»  espoate  do 
Teofraato  Ccrcbi,  Mitaoo.  1840. 

Cune  a  quattro  ceotri,  ossia  ovali.  costrnite  per  arcbi  di  cer- 
eUo;  memoria  doli  dett.  Lofeoso  Tabacchi,   Padova.  1841.  8. 

^  Trait^  de  lo  conpe  des  pieme.  Par  AdhdHor.  9t  ddit.  Paris.  8*  . 

Tratte  des  ombres.   Par  Adhemar.   Paris.  8.  20  Fr. 

H.  Sisioni)}:  Application  de  lo  g^onMe  descripfife  on  femUd  , 
des  oabvee.  Gand.  1840.  4. 

H.  Strootman:  Beginselen  der  hescbrijvende  Meetkunst,  be- 
TtftteodO'de  hMrwfJod  der  projectien,  de  oplossior  too  werkstokken 
betrekkclijk  de  reffte  lijn,  het  plitte  vlak  en  den  bol,  benevens 
'f>rnc  körte  verhandellog  oter  de  penpectief  eo  de  8clio4itweo.  Te 

iSred«.  1840.  8.  ^ 

...  *    .  >      ■  ■ 

L.  8.  Ktollof r;  Den  beskri?ende  (descriptive)  Geonelries  on- 
Yendto  Deel,  Hki  Hefte.  CopeohOjgeo.  1840.  8. 


1  " 

Praküscke  Geometrie. 


Le^ons  nrimoirca  d'ogroaidtrie  on  d*orpentoge.  Per  G.  Gilliet 
Damiite.  ie  6AiU 

Conre  de  topograpMe  et-  de  gdoddiio  dn  corps  rojal  d^dtot^M- 
jor.  PorSotnenTe.  8.  8Fr.aOe. 

Jouroal  special  des  g^offletres-^ipenteors ,  icdig^  par  Boissi^re. 

12.    Prix  anouel  i'Z  t  r. 
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Üareme  iiaDtoiuctre,  ou  isijAtea^  luetriuue  .appiique  ä  louCe»  sur- 
facei  et  k  tona  Bolidci,  ilmiiig  im  etiiti«^  jusqu'ä  10  mitrak. 

G^om^trie  en  action,  6u  Kleineots  de  g^om^tri«  apfdi^n^  MIL 
arto.   Par  Barr 4   12.  Anj^ers. 

ErgebDisse  der  trigoDometrisciien  Vermessungen  in 
der  Sckweis.  Naeb  Befehl. der  Hohen  Taffsatzung  ana 
den  Protoeollen  der  eidgenSisiscben  Triangulirung 

bcrirhcif f't  niid  herausgegeben  von  J.  Eschmann,  Ober- 
lieuteuant  im  eidgenösaiscben  Oberatquartieriaeister« 
atab.   Zürich  ISiO.   4.   4  Thlr. 

Dieses  für  die  Geographie  der  Schweiz  wichtige  Werk  enikäli; 
die  Resultate  der  tri^onoaMtrischen  Mesioogen,  welehe  in  den  lels» 

ten  dreissig  Jahren  in  der  Schweiz  angestellt  worden  sind.  Zaerst 
wird  eine  c;rsrliio}itlirlir  T'rhcrsichf  der  sämmtlirhrn  in  dem  ge» 
nannten  Zettruumr  in  ilcr  SclJ^veiz  iiiitjrsfrllten  trigDtioiDetriscbcn Ver» 
tueääuugen  gegebeu,  aus  welcher  sieb  ergicbt,  dass  i  raiieS)  Febr» 
StahshaepCmanD  Pealalosai^  Profesior  Tfeehael,  Prey,  Lit- 
hardt,  Wagner,  Öberst  B uchwatder,  welcher  im  Jahre  18S2  auf 
dem  dentis  nach  einem  Ttägigen  AiitVntbalte  auf  diesem  Berge  r<^m 
Blitze  getroffen  und  .sein  Geliülfe  Irnier  dos  Opfer  dieses  Kreigoisses 
wurde,  Jogeuieur  Muixijerger,  Lieuteuaut  Bruupacher,  Oster« 
wald,  Professor  Hober,  Oberstlientenant  Mers,  me  Majore t. Sana» 
sure  und  Delarageai,  Domherr  Berchtold,  Hofrath  Horner,.  ' 

•  '\!er]ianir!Js  Orri,  Generulmaior  Finsler,  die  Obcrstquartiermeister 
W  u rs  tt!  Ol  be r g e  r  untl  Dufour^  so  wie  endlich  ganz  vorzüglich 
Oberlieuteuaot  i^schmuua  zu  verächiedeueu  Zeiten  und  in  ver* 
aehiedenefli  Grade  bei  diesesi  groaaea  CotaniebneB  Mitgewirkt  ha- 
ben. Dann  feiges  die  Original -Beeltacbtungen  der  Dreieckswinkel 
erster  Ordnung,   hierauf  die  Messung  der  Grundlinie  bei  Aarborg 

..  (im  Ganzen  nach  der  von  Schuuiiictier  bei  der  Messung  der  Basis 
bei  Braack  im  Jabre  1820  angewandten  Methode),  dann  das  Ver- 
seichaite  der  Üraeeke  erater  Ordaaa^,  daaa  die  geographiechaB 
Ortsbestimmungen  der  Dreieckspuukte  enlar  Ordnung,  dano  daa 
Verzeirhniss  der  Dreiecke  zweiter  (Ordnung  mit  Kinschluss  der  Be- 
stimmungen einiger  Punkte  dritter  Ordnung  und  der  gegeuseitigeo 
Azimuthe  der  Punkte  zweiter  Ordnung,  hierauf  das  Verzeichniss  der 
geographiaeben  PoaiHanea  (aiil  Biaseblnas  der  Hdbe  über  deia 
Heere)  itemllicfaer  Punkte,  und  zuletzt  die  astronomischen  Beobach- 
tungen nnd  die  Uühenhesdntmiingen ,  bei  denen  sich  auch  einige 
beacbtenswertbe  Bemerkungen  über  die  terrestrische  Strahlenbre- 
chung finden.  Angehängt  ist  eine  schöne  Uebersichtskarte  sämait* 
lieber  Measongen.  Der  Anseblnia  an  die  6anadiiiebeB  Dreieeke 
ai|jab  folgende  VerglaidMrags 

Seite  Rämel  —  Fanx  d'Enson. 
Französische  Dreiecke  .  =  351Hn,22  Bieter 
Schweizerische  Dreiecke  —  35997,27 

Unterschied  =  0,05 

Der  Anschltss  «a  die  ditaitakteicbaa  ükwdeb  «(^ab  Mfgtmdm  Vor- 

gleicbungea: 
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Schweiseriiclie  Dreiecke  gr=  »i  i572,12 

üntencliied  ss  0,65 
Seite  Pizzo  MeDoue  di  Gino  —  Monte  Legnese» 
Oesterreichische  Dreiecke  =  21124.67 
Schweizerische  Dreiecke  =  21 12). 5 i 

UBterüchitiil  =  0,13 
*  Seite  Kaneiitierr  .«^  FresteezersaBd. 
Oeiterreiehische  Dr<necke  r=:  15085,21 
Schweiierische  Dreiecke  =  15995,81 

ÜDtersQhied  =        0,58  . 
Seite  Frnstenzcrsaod  —  FuodclkupC 
0^8kqrr«ichisch^  Dreiecke  =  11957^5 
Ifchweizeriscbe  Dreiecke  ==  11959,94  ' 

.  Unterschied  =  1,99 
Den  beiden  letzten  Angaben  ist  in  den  Oesterreicbischen  l'fo» 
tokullen  die  Bemerkung  beiffffiic:^  dnss  sich  die  definitive  Ausglei- 
chung der  österreichischen  Triau£^uiirung  necb  niclit  ttia^rei^  i^j^M» 
Theiider  Pjrovin«.  Tyrul.auftgedeMit  bjm. 

An»  den  oliigea  sckonen  Ucbereinätimmungen  darf  fiUerdingpi 
der  Scblu:^s  gezugcn  werden,  dasa  das  Dreiecksaetz  der  SSebwein 
«Uen  fj^eogfa^iachen  Zwecken  V4»UkoAahea  genügt. 


Trigonometrie. 


»■ 


Ii  • 


A.  Huberdtt  Elemente'  der  cbenaDi  TriffOOMetrie 
Bellst  pruktiBclipn  Aufgaben  für  Gymnaeien  und  höhere 
Bürger-  und  Müitair-islchulen.  Berlin*  1841.   6  ggr. 

Di«  Aufangagrinde  der  ebenen  and  iphftrineken  Tri* 

Snaottetrie  und  der  Keg^iscbnitte  für  wymaasien  and 
berrenlklaaaen  Ten  F.J«llerrniann.  GieBaemlSdLS.  lAggr. 

mers's  Treatiae  an  Tngonoaefry  plane  and  spherical,  and 
aa  Trigonometripal  Tables  and  LogarftbMi»  togelber  a  8ka- 
lection  of  Problene  and  tbeir  Salntiant*  Seeottd  editian.  Cnnib, 
1S4}.>  «  f.  d  d.  . . '  . 

'  .■   ' ' 

Snawball't  Plaae  aad  anberical  Trigononietry  together.  Fifth 
ediaan.  Gaab.  18MK  ^  Itt  i.  Od. 


•  1. 


He  Wittes  ProbleuM  and  Tbeorema  in  Plane  Trigonaaietry. 
Canib.  1840.  6  8.  .    ■  -  * 

Trigonomctry,  and  its  AppHcatioD  to  Aatronomy,  Dinlling,  and 
Trigenametrical  Sur^  eyina,  %  Aaa^t4  Ablbabt  Umr  äidan. 
8,  7  a  nently  baand  in  cj. 
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EicmcDterna  uf  Pinna  TrigoBomctrieu ,  Ufgitna  af  P.  N.  Ek- 
muu,  Docens  i  MutlierautikeD  wid  Dpsala  llDiwerihet.  Stockholm.  16 sk. 

Grnndlioier  litt  Plana  Trigoaometrieii  jemte  Ett  Försök  att  för- 
tjdiiga  lDlerpoUtioii«*lilethoil«ii  «1  A,  0.  Gestrin.  Stockkobi.  &c 


W.  A.  ROst:  Die  Mectinnik  in  Anwendung  aof  Kfiofte 
und  Gewerbe.  Erste  Abtbcilung.  Merbnnik  fester  Kör- 
per. Für  Praktiker  bearbeitet  Berlin.  1840.  8.  1  Thlr.  12 ggr. 

W.  Whewell:   Elemen tar  -  Lehrbnch  4er  Mechanik«' 

Zum  (irbrauc!i  für  frrhniscbc  I^o  fi  rri  n  staT  tr  n.  Aus  drm 
Enal  übersetzt  von  C.  ü.  ^cknuse.  Braanschweig  1841, 
1  Tbir.  16  ggr 

Beide  vorhefgebeiide  8clffifl«B  hake*  gteiehes,  durch  Ihre  Titel 

hinreichend  bezeichneten  Zweck,  und  erfüllen  dentelbeo,  Jedet  in 
aeiner  Art,  recht  a;ut.  Das  erste  fasat  jedoch  bloss  die  Anwendung 
auf  die  eigentliche  Maschinenlehre  in*8  Autre;  das  zweite  berück- 
aichtigt  dttoebeu  uucb  iDübesondere  die  Anweuduut^eu,  welche  die 
Lebfleii  der  Stalik  feater  Körper  in  der  BMkiMttt  fioden.  Ota  eni« 
wird  in  seiner  zweiten  Abtheilung  auch  die  Mechanik  flüssigar  KSr« 
per  darstellen,  und  in  der  dritten  die  Construction  und  Zusammen- 
Setzung  einzelner  Mascbiuea  enthalten.  Das  zwei(e  enthält  bloss 
die  Mechanik  fester  Körper.  Die  gaos  elementare  reometritdie 
(und  trigonometrische)  Darslellang,  In  weleher  Ja  Überdies  bekanat» 
lieh  die  JBngländer  Meister  sind,  iiat  uns  besonders  in  drm  zweiten 
Buche  sehr  ancrfsprochen,  und  dasselbe  verdiente  daher  eine  deutsche 
Bearbeitung  vuUi^onimen,  die  auch  als  eine  völlig  gelungene  s« 
heteichBeB  iat. 

El<*mcnts  de  statique  ponr  aerrir  d'introdürtidM  k  nn  cours  de 

thysique,  suivi«^  d'une  solotioii  liaiple  dea  triaoglea  spheriquas.  Par 
*.'G.   2  Fr.  5U  c.  ' 

Ganbert,  TttAti  de  n^caniqne  a  Tusafre  de«  dibfftt  dei  deole» 
poljteeluitf ne  et  BotiMle.  Park.  1840.  8.  8  Pr. 

Roche:  Trait^  de  balittique  appliqu^  k  TartiUerie  navale.  Ire 
pwrtie.  Paria.  1840.  8.  5  Fr? 

Whpwell's  Elemrntary  Treatise  on  Mecbanics  for  tbe  use  of 
»tudeuts  in  the  Uoiversitj.  Sixth  ediüoD.  Camb.  1841.  8.  7  s.  6  d. 

Corso  elementare  di  Meccanica  ed  Idranlica,  del  dr.  VlacBITBO 
Aaici.  VoL  1.  (MeeeaBiea  teatiea.)  FireoM.  1840.  8. 

Ricerebe  snl  moto  moieeolare  de'  soHdi,  diBoaieaico  Paoli. 
Firenae.  1840.  8.  '  <  « 
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AftillerM      GMii«.^  Te  .Brwt«.  1840.  & 

J.  P.  Delprai:  .Beguifteieo  4«r  «n  iiydroatiUica»  Te 

Breda.  lÜ^O.   ö.       •      ,       ,       ,  <  . 

C.  F«  €anss:  Allgemeine  Lehrsätze  in  Beziehung  aaf 
die  in  verkelirtpn  \  erliRlfnisse  drs  Quadrats  derEotfer- 
nuDg  wirkenden  Anziebuogs-  und  Ahstoszungs-Krifte. 
Leipzig.  1840.   8.   8  ggr.  . 

IIa  den  lobalt  dieser  wichtigen  Sphrift  im  Allgemeinen  mög« 
liehst  deutlich  zu  beeeichnen,  wollen  wir  den  genven  enten  Pam- 
grapheo  mittbeilea: 

•  f,Die  Natur  bietet  uns  maocherlei  ü^rscheioungea  dar,  welche 
wirdhu-cbdieAnnabliie  Yen  Krttften  erklireu,  4ie  vom  den  kleinsten 
Thcilen  der  Snbatanien  auf  einander  auageübt  werden,  und  den 
Quadraten  der  gegenteiligen  Bntfennngen  nvgekebrt  prepertiö* 
nal  sind. 

Vor  ailem  ja^ehört  hierher  die  allgemeine  Gravitation,  Vermöge 
derselben  &bt  jedee  .ponderaUe  M olecill  fi  auf  ein  aadeiei  §t*  eine 
bewegende  iKnuft  an«,  'welebe,  wenn  naik^die  Batfernnng  leCit» 

durch  y'^  ausgedrückt  wird,  itnd  eine  Annlberung  in  der  Kicbinng 

der  Terbmd&odeo  geraden  Linie  hervorzubriugCQ  strebt. 

Wenn  man  zur  Erklärung  der  magnetiacben  Eraeheinungen 
zwei  magnetische  Flüssigkeiten  annimmt,  wovon  die  eine  als  nega- 
tiv betracbtet  wird,  ao^ühen  awei  derartige  Klemante  gleich* 

falb  eine  bewegende  Kraft  anf  einander  aua,  welche  durch  ^  ge- 
messen wird  and  in  der  verbindenden  geraden  Linie  wirkt«  aber 
als  Abstossung,  wenn  |*,  fi>'  gleichartig,  ala  Anziehung,  wenn  ale 
nngteiohartig  sind. 

>  £anz  Aehliohes  gilt  von  dei;  gejj^enseitigen  Wirkung  der  Theiie 
der  «tektriacben  Flttssigkeiten  euf  einander. 

Das  iineariicbe  Element  (//<  eines  galvaniiehen  Strouui  ibt  auf 
ein  ElrniPTTt  dos  m^irnotisclieu  Fluidtims  jiA  (wenn  v,'\r  letzteres  zu- 
lassen) eLotif.ilLs  eine  bewegende  Kraft  aus.  dir  lUtu  Quadrate  der 
Sntfernung  r  umgekehrt  proportiouai  iät;  aber  hier  tritt  zugleich 
4er  gen  abweicbende  Unatand  ein,^  daas  die  Ricbtnag  der  lOaft 
nicht  in  der  verbindenden  geraden  Linie,  sondern  senkrecht  gegen 
die  durrh  jtt  und  dio  Ricfifuftg  von  V«  «relegie  Ebene  ist,  und  uass 
ausserdem  die  >tarke  der  Kraft  nicht  von  der  Entfernung  allein* 
aondern  zugleich  von  dem  Winkel  «bbäugt,  welchen  r  mit  der 
Klebtttnif  vem  ä$  niaebt    Nea^t  man  diea#n  l^inkcl  0,  eo  iat 


sin 

*       das  Maas  der  beweisenden  Krafl",  welche  th  anf  jt*  aus- 

TT 

ftbl,  and  eben  so  gross  ist  die  von  aut  da&  Stromclcmcnt  Um  oder 
deaaen  ponderablen  Träger  ausgeübte  Kraft,  deren  Eicbtnng  der 
erateren  entgegengesetzt  parallel  ist. 

Wenn  man  mit  Ampprr  annimmt,  dass  zwei  Elemente  von  irn!- 
vaniäcben  Strömen  d4 ^  tW  in  der  sie  verbindenden  crerndrn  Linie 
anziehend  oder  abstossend  auf  einander  wirken^  so  uulhigen  uus 

die  ftaebeinuagen;,  dieia  Uifi»  ^mMfi^.  dHA  toMlnite  Ent^ 
fennng  wngekebrt  ^portiennl  sn  aetien,  augleieb  aber.  ttfiir4eni 


a 

Digitized  by  Google 


36 

jMe  eine  etwas  verwickelte  Abliäiigigkeit  von  der  Richtuog  der 
StroBieUaeofe.  *     ^  .  •  •  « 

Wir  werden  uns  in  dieser  Abhandlnnr  auf  die  drei  eratCD 
Fülle  oder  auf  solrhn  Kraffp  otn<5flir;inkri!.  die  sirli  in  der  Richtung 
der  geraden  f.inie  zwischca  dem  iJemeoto,  welches  wirkt,  nna 
demjenigea,  auf  welches  gewirkt  >vird,  äusseru,  und  scblecbtbin  dem 
Hvailral  Mit  fifttfemiig  umgekehrt  prefMirlfAmI  tM\  ••l^hl  veb* 
rere  LehniStte  mit  geringer  VeriiiMrinir  auch  bei  den  andern 
Icn  ihre  Anw^'ndnnsf  findon,  den>n  nu^flifirfiehe  l£DCWiekelia|p  eiatt' 
andern  Abhandlung;  vorbebaitea  bleiben  ihusä.**  ■ 

in  d«D  nitrottomiaeh«»  Tln«hrlebt«K  Hn  4U  findet 

Beweip  dea  von  Jacobi  gefundenen  Lebrsatsea,  dass  ein  fldssid^a^ 
sich  nm  die  eine  Axc  drelicudps  Sphäroid  von  drei  verschiedenen 
Hanptaxen  im  tileicbgewicbt  sein  könne,  von  T.  Glaosen. 


Praktische  Mecbanik. 


NotioDS  de  atatique  et  m^cantque  iudastrielle.  l'ar  Vtyf4,  8.  5  Fr« 

Trnild  d^H^ninliqn«,  n  l'nsage  des  ing^nienra.  hNrd*Anb«iau 
■on  dn  Vnfaina.  3e  dd,  8.  9  Fr«. 

Cours  de  dessciu  lin^aire  uppiiqu^  au  desseiu  des  machiaes.  Far 
C.  Armengaud.    4.   6  Fr. 

The  Meebnnica  ol  Engineering.  Bj  Whewnll.  f^ndnn.  184a 
&   9  8* 

Memoria  suHu  relazione  tra  ie  acquc  dcll'  Arno  e  quelle  della 
Cbiana,  det  eante  VittoYio  Poaaoaibrenl,  iaaerito  neHn  nnrm 

alt 


matenmen  del  tomo  XXII.  delle  ,,Meinorie  delia  Üocieta  itam 
delie  sciencn  maidento  in  Moderm".   Mncond»  ndinionn.  Ftrennn. 
1840.  8.  '      '     I    •  • 

Hnndbok  i  PMktiak  Meknnihi  «f  Artbvr  Morin.  &Nnn^ 
Wider  inkttagnnde  af  alla  famlera  oeb  tnbellera  rednfctian  cftrr 
Swenskt  m?tH  nr!i  wigt-system,  (trh  merf  bctvdlit^a  tillSp^i*'  fÖrsell  «f 
&  Bagge,  Prof,  wid  Bergs-Skolan  i  Fahlun.  ii^tockiiolia«  8.  t  Edr. 


Optik. 


nif>ptr!<;che  TTntemebittgna  tob  a  F.  finvtn^  CHWln- 

gettä  i64I,  4.   8  ggf. 
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Dicm  mMmii  UttCeitueliaDrai  dw  borMnBten  Vfr.  kibea  toiw 

zUglich  den  Zweck,  bei  den  bekannten  eleganten  Pom^lä  Ton  Co- 
tea.  Euler,  Lagrange. und  Möbius  die  Dicke  des  Ghtses  zu  berUck- 
aicbtfgen,  so  wie  aacb  eine  genauere  Feststellung  mebrerer  4ioptn- 
»cben  Grundbegriffe.  « 

D.  Brewater,  A  tmtiM  ob  tbe  üleroMope*  Londob«  8.  6i. 

Principes  de  persfiective  lii^aire.   Par  Bacillon.  4.  5  Fr« 

Benillon«  Principea  de  penpeetiVe  Un^ire,  »ppliqu^s  d'am 
manikc  m<Hhodi(|mB  .pr»gresaive  au  tncit  d«i  figureg»  Psrii, 
1840*  km  ü  Fr» 

Iii  den  attrovoniielieii  fMiriehtaii  Nr.  415  und  Nr.  417  findet 
imn  zwei  scböne  Aufsätze  voit  Beseel  and  T.  da  äsen  fiber  die 
firnndformln  der  Dioptrik. 


Astronomie. 


.  Von  Biets  treffliclmm  Trait(5  ^teenteire  d'AttronoMie  phyaiqae  '  ' 
mebeiat  jetst  eine  dritte  Ausgube. 

Beiträge  znr  pbyeiscben  Kenntniss  der  bimmlisciien 
Körper  im  SonnensTsteni  Ton  W.  Beer  und  X  H.  MXd'ler. 

Weimar.  1841.   4.    I  thlr.  16  ggr.  ' 

Tlipih  neii(»,  thfils  in  Scliuiiiuchers  astronomisclicn  NachriebteS 
schon  veroäeDtiichte  Aulaatze,  hier  von  Neuem  abgedruckt. 

Hvniers*8  Elements  of  theTbeorr  of  AstreneAT.  Second  edi» 
tiM«  CMBb.  1840.  &   14  s.  ^ 

De  correctione  eleuientorum  Veneris  et  Mcrcurii  cx  obser?ato 
toamitn  per  Solen  Disqnisitio.  P.  1  — IV.  Praest  Mto.  A.  T.  Bor» 
gins;  Itespp.  J.  L.  Ringzell,  J.  W.  Lindblnd,  &.  flf.  Lvnd- 
^nist  et  J«  O.  Garlsberg.  Gpaaliee.  4L 

O'Brien's  Hatbematical  Tracts.  Part.  I«,  on  I^lace's  Coeffi« 
4eieiil8,  tbe  Figaie  6f  tbe  Barth,  tbe  Blotioii  of  •  rigid  bodj  eben* 
ito  Centre  of  «mrlty»  and  PreceMion  and  Nntation,  CM»;  1840. 
8.  4  B.  0  d. 

Qaetelet,  Sur  ia  longitude  de  TObserratoire  rojal  de  Brn- 
xelles.'  K  '  .  «  - 

Descrizione  dcl  circolo  meridlann  de!!'  J.  R.  Osscrvntorio  dl 
Padora  ^  spg-uita  da  ua  catnloo^o  di  stelle  Hsse  per  Tanuo  1840; 
distribuito  in  zone  rapporto  aila  declinazione^  Parte  prima,  conte- 
oaato'  ie  sülle.  delP  <6i(iwtore  fine  al  10*  dl  decBiMttbNM  ktfcal». 


üiyiiizeQ  by  GoOglc 


Di  Gioyaimi  Santlni.  Padova.  1840.  4.  Ettialte  dal  voL  de 
'^oovi  Jisggi  deir  «ccadeiBM  di  Padova,'* 

M^üurc  d*uii  arc  de  paraüele  raojreD  entre  ie  |iole  l'^atear. 
Par  Ie  eotoDcl  Brooiseand.  Llnog^.  4« 

Calcul  de  navigation  a  Tttsni^e  des  officiers  de  la  Vfliaa  mtr* 
chande  et  des  capituiuei  au  cabotoge.   Nautea.  8t, 

A  Treatise  oo  NaTigration  Wd  Naatical  AsCroiiiinij  by  Edward 
Riddle.  3d  Bdttioii.  8.  '  12  a.  boand. 

J.  Lamont:  Juhrbucb  der  KtMii^licheo  Sternwarte 
bei  Miincben  tur  1841.  Vierter  Jaiirgaug.  Müncben.  8. 
1  Thlr.  .  ' 

Dia  Eiariclitung  dieses  Jahrbuchs  kann  im  Allgemeinen  als 
kHnnt  voraus2:osrt7.t  werden.  Auf  die  astronomische  Epliemcrld? 
folgt  ein  vor/iiglieli  in  lU'zu^  auf  liaiern  neltr  voll.st;ui(i il: es  \vr- 
seicbnii^is  geogru|)hi8cher  i'uäuiouen,  in  wciciiem  liic  lu  Üugea  und 
Zeit  angegeheaea  Laagea  für  Baiera  voa  den  Ueridiaa  der  Stern- 
warte bei  MuBchen  /  für  die  übrigen  Pnakte  von  dem  Parisar  Ma- 
ridian  an  gerechnet  sind.  Dann  folgen  gesetzliche  Bestimtnun^^en 
über  das  baierische  Manss  und  Gewicht,  Zusamrtienstcllunor  netn  icr 
Maass-  und  Gewichtseinheiten,  Aleileuiuuaji&e,  gesetzliche  Bestiiit- 
nnngan  über  das  Maniweiaa  ia  Tencbiedea^n  Ijäadem  mit  beson- 
derer Rucksicht  auf  den  süddeutschen  Zollverein,  und  fast  der 
ganz«'  übrige  Tlioil  <Ip^  Huolis  von  S.  91  bis  S.  isf  der  Meteo- 

roloiiic  gewidmet.  Zuerst  lieohachtuugen  der  K(»ii it: liehen  Gerichts- 
ärzte  lu  Baieru,  wobei  zugleich  die  von  dem  \  t.  uui  eigenthümliche 
Weisa  aonatrairten  Baromater  beacbrieban  werden»  welche  die  Ktt» 
nifiplicb  Baierschen  Gerichtsärzte  zur  Anstellnng  der  ihnen  aufge* 
trai^enon,  vierteljährig  an  dif  Sternwarte  cinzuscrideinlen  Beobach- 
tungen naeh  und  nueh  ttaututtlich  erhalten  sollen.  Welche  grosse 
Auüdehnuug  schon  jetzt  diese  Beobachtungen  gewonnen  haben,  geht 
daraas  barvor,  dass  schon  an  271  Punkten,  dia  ia  dem  Jabrbacba 
namentlich  angegeben  werden,  in  den  verschiedenen  Praviasen  daa 
Staates  von  ilro  Gerichtsärzten  Beobachtungen  angestellt  werden, 
und  dass  sich  schon  an  78  Orten  neue  oder  verilictrte  Instrumente 
beiinden.  Alle  diese  von  dem  thätigeu  Vf.  getrofl'enen  Einrichtun- 
gen yardienaa  anderen  Staaten,  wo  von  den  Kreis -Physikam,  odar 
wie  diese  Beamten  sonst  hcissen  mögen,  vorschriftsmässig  meteora- 
loc:i>'eliP  Rpohachfungen  anp;-estellt  werden  müssen,  zur  Nachahmung 
croutühlcn  zu  werden.  Aur  wcua  diese  iieobacbtungen  überall  zu  so 
viel  als  möglich  mit  einander  fibareinstimaienden  Zeiten,  mit  guten 
irorher  gehörig  mit  einander  verglichenen  Instrumenten  angestellt 
und  der  oberen  I.eitunp:  und  rontrolle  eines  mit  dem  Fache  gans 
vertrauten  Mannes  m  Ij.nrni  unterworfen  werden,  können  die- 
selben der  Wisseuschatt  wahrhaften  Nutzen  briugcD.  Ferner  giebt 
der  Vf.  Nachricht  Qber  einen  noch  besonders  von  ihm  gestiftete« 
meteorologischen  Verein,  und  liefert  hieraaf  aiaaa  sah?  leaanswar-  ' 
theo,  populär  geliniteuen  Aufsatz  ütn  r  die  zweckmässige  Anstellung 
meteorologischer  Beobachtungen,  welchen  wir  allen  angeheodea 
Beobachtern  aus  Uebcrzeuguog  empfehlen.  Nach  Mittheiluog  der 
voa  dea  MUgliedwa  doa  vataorobgischea  Vereins  bis  jetzt  aa  dia 
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Sternwarte  eingesandten  Beobachtungen  und  der  auf  der  Sternwarte 
selbst  in  den  Julircn  1825^1836  angeelellCen  Beobachtungen,  aus 
deaen  sich  die  Höbe  von  Miinehen  (Barometer  der  Sternwarle)  über 
dem  Meere  im  Mittel  1576  Pariser  Fuss  crgicbt,  wird  endlich  noch 
von  dpr  Verbiuduuif  eines  sprossen  nKtcrnetischen  Obsrrvatoriums  mit 
der  6teruw^rte  Nachriclit  gegeben,  welches  durch  die  Aluuiliccnz 
Seiner  Majestät  des  Königs  nnd  Seiner  Königlichen  Roheit  des 
Kronpriosen  mit  den  grössten  Mitteln  ausgestattet  und  in  der  Mitte 
des  vorigen  Jahres  vollendet  worden  ist.  Die  im  August  vorigen 
Johre»  begonnenen  mas^netiscben  Ueitbachtungeu  werden  tiiglicb  von 
6  Uhr  Morgens  bis  (>  Lhr  Abends  jede  iitunde  nach  uititlerer  Göt- 
tinger Zeit  gemacht;  die  Nacbt  bindoreh  wird  nllo  swet  Stunde« 
der  Stand  der  Instrumente  aufgezeichnet;  jeden  Monat  trifft  ein 
Termintag',  wo  2)  Stuoden  biudurch  alle  5  Minuten  die  Declination 
und  alle  10  Minuten  die  Uortzuntai-intensitüt  bemerkt  wird.  In  so 
grosser  Ailsdehnuog  und  Vollständigkeit  werden  unsers  Wissens 
die  nwgnetiselten  Beobachtungen  noch  nirgends  angestellt.  Möspe  der  so 
tfifttige  und  kenntnissreicke  \i.  in  seinem  Eifer  nie  erkluten  nnd 
immer  durcb  die  kräftigste  l.ri  solciim  UDtemebpnngen  SO  noth* 
wendige  Gesundheit  unterstützt  werden  i  > 

*  J.  F.  Eneke:  Astronomische  BoobachtUBcen  auf  der 

Sternwarte  XU  Berlin.  Erster  Band,  ßerlio.  1840.  5  Tbir« 
Kiiie  böcbst  erfreuliche  und  wicbtige  Ersclt«  inung.  Die  Kinlci- 
tung  enthält  die  Besch rcibuti<r  der  neuen  Berliner  iStcrnw urtc  nnd 
ihrer  wichtigsten  Instrumente,  namentlich  des  neuen  grosscu  Me- 
ridiankraises .  Ton  Pistor»  nebst  trefflichen  Abbildungen  des  Ge- 
bäudes nach  allen  seinen  Theileo,  insbesondere  auch  der  Koppel 
und  des  Mcrltfinnkreises.  Hierauf  folgf  n  r  1.  Beobachtungen  mit  • 
dem  Pistor'srid  ii  .Mcritiiankreise.  1838.  April  10.  —  18JI).  Aug.  31.  ^ 

2.  Bcobacbtuti'^ru  um  Durchgangsfernrobr  von  Ost  nach  West.  — 

3.  Meteorologische  Beobachtungen.  (1836  Januar  1.  — 1830.  August 
31.  Tbermometer  II.  Barometer.  Wind.  Wolken.  Dreimal  täg- 
lich.) —  1.  Magnetische  Beobachtungen  (ISüG.  Mai  11.  —  1839. 
August  31.)  —  u.  Beobachfungen  mit  dein  Refractor  und  den  be- 
weglichen Instruoieaten  (  l)(>|)pel8Lerau;  Melsungen  der  Planeten- 
dorcbnesser;  8ternbedeekungeu,  Soanenfiostcmisse,  Planetendnreh« 
gänge  u.  8.  w.;  Beobachtungen  des  Coneten  von  Poni  oder  Tiel- 
nebr  £ocke.  1838). 

Conuaissaoce  des  temps  pour  l'an  1843.    Paris.  8.  7  Fr.  50  c. 

L'Annnaire  du  hurean  des  longitndes  pour  Tan  1840,  angnentd 
de  notiees  scientißqoes  par  Arago«  Paris.  12.  1  Fr. 

Atlas  des  pb^nomenes  Celestes ,  donnaot  le  trac^  des  mouve-  ■ 
laents  apparents  des  planbtes.  Par  Dien.  Annde  1841.  Paris.  4 
15  Fr.  '  ' 
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Physik. 


€.  Seherling:  Leilfadeii  b«i  dcM  Onterflchte  la  der 
Physik,  für  Real-  und  höhere  Blirgerichvien/ f  r'Cortaa. 
Lftliecic.  1840.  S.   15  ffgr.  . 

R.  Biriibauin:  Die  Beg^rüiiduiig  der  ersten  KejmtDisse 
in  der  Phyaik  oder  »echattiscbea  Naturlelire  für  Seliale 
•ad  Haus  des  BüTgeritandeB.  Braunschweigw  1841.  8«  15  gen'« 

Ein  LTwtßs  Buch,  dem  wir  recht  virlon  Kingnnp^  in  gebildete 
(denn  aiHicro  lässt  Kotn  Inhalt  nicht  zu)  l-umilien  uüiischc^o.  Jcdoelt 
müssen  wir  ausdrücklich  hetnerkeo,  dass  nur  der  eigentlich  luecha- 
■ieelie  Tbeii  der  Pbviik  ia  detaen  Kreis  gezegea  aad  die  Lehre 
▼an  der  Warme,  der  Electricität,  dem  Magnetismus  und  dem  Lichte 
ganz  unberücksichtiirf  irchlieben  ist,  welches  wahr8chein)icli  liiirrh 
die  Worte:  mechanische  Natnrlchre.  nuf  dem  Titel  onsrctieutet 
werden  soll ,  aber  dem  sonstigen  BegrilVe  der  mechanischen  Natur« 
lebre  (S.  z.  B.  E.  G»  Fisebera  mecbaaiscbe  Naturlebre)  atcht  genSea 
ist  Zweckmässige  und  der  aUgeMelvcran  Verbreitung  des  Bucha 
forderlich  wHrc  C3  gewiss  gewesen.  w*»nn  auch  die  Lehre  von  den 
Hngcnaniitcii  Imponderabilien  mit  aufgeiiommen  worden  wäre.  Aneh 
dürfte  es  seihst  nach  in  unserer  Zeit  nicht  ganz  ohne  Nutzen  ge- 
wesea  aeia,  weaa  der  Vf.  einige  RaekHebt  auf  aeiaes  Laadmaaaea 
fwenn  wir  nicht  irren)  Hellmuth  Valknaturlebre  aar  Yartilf uag 
aea  Aberglaubcaa  geaaaiaea  hätte. 

Deffuiu,  Cours  ^l^mentaire  de  Physique.  3e  Edition.  T.  I. 
Paris.  1840.  8.  9  Fr.  50  e. 

NouTeau  Manuel  complet  de  Ph}8if{ue,  ou  Elements  abr^^  de 
cette  soienee.   PaxJlailly.   Noav.  ,^it.  in  18.  8  Fr. ,50  c' 

Trait^  ^Idtaaataire  de  physique,  chioiie»  toiiealogie  et  abarala<- 
eia.  Par  Favart  2  Vai.  k   14  Fr. 

G.  Bird,  blemeiiu  ui  natural  i^hiiosoph^^    London.   8.    12  s. 

SnowbalTs  Cambridge  Course  of  Blcaieatary  Natural  P^ilaso« 
phy ,  lu  lnpr  domonstmtiorjs  of  ihe  Propositious  in  !Merhanics  and 
Hydro suitics,  tor  Caudidates  tbr  the  ardiaanr  degree.  Secaad  edi- 
tiüu.    ISiU.    12.  4,8. 

'  Tnttoto  elementare  di  Fisiea  meteaiaticai  IN  Enawiela  BtHI« 
ler.  Taia,  L  Palaraa«  183^. 

Lezioni  di  Fisiea  di  Carlo  Matte ucci,  ^ata  nell'  i.  e  r.  univ. 
di-Pba  aeir  aaao  1840.  Pisa  1840.  8. 

\oMVP<M»j  svstemc  dos  f nTirliilloris  appay(^  par  des  exp^riences 

aui  deinuiitr(>n(  In  iv  ilih-  des  tourbUlous  admis  par  Descaries.  Par 
ueriueau.    ruiliur^.  8. 
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Spiegwioai»'  delU  attraziunc  de*  corpi  e  $u9  Immt^»  4i  AÄt«» 
BIO  PontilU.  Verona.  1839.  8. 
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Sorna  i'ideiitiUi  deU'  uUruxioue  inolecolurc  coli'  tistrenowica} 
opertt  del  cav.  Leo|>oldo  Nobili  di  Reggio.   5I<HieD:i.  1840.  4. 

Pneumaticu,  containing  an  AnulysSs  of  tbe  3IechaDlcal  Pro- 
perfii'H  of  aerial  fidids,  witli  a  l)escr)|)iitin  ot' Fneunutic  Maciiiaes» 
Dy  Hugo  Reid.    biiiubur(]ri,.  IH\0.    b.    2  »,  clotj). 

«..'  Storia  dcll*  Glettrlcita,  di  AutonU  CarDiva'U  i^rolla,  Ales- 
m%,».  Vel,  |.  II.  . 

Rcluziuiic  sturicu-critica,  S|>c>rimentale  suil'  Elr^ttro-iMagnetiswo 
det  Pr«f.  Franceacb  Üfantedesebi.  Venedn.  1840.  8.  ' 

Q.ueli'lf't,  $e«oo4  .ai^lboire  aar  le  nfgQ^ane  terrealre^n 

-r  Sur  IVtat  flu  nagn^tisme  terrestre  k  Broztlle»  Aenilanl;  les 
donse  ann^a  Üe  1827>  1830.  ftroxettet.  4. 

Leap.,  Nobili,  .Queatigoi  aul  Magaetiiaio.  8.  Modeoa. 

— -  ^«bifi  trattati  »opru  i^Calarico,  TEIeltrieUk  ed  il  Magna- 
tiania.  8.  Ibid.  I(  L. 

Kluuprecht:  Die  Lcbrc  vom  Klima  in  lund*  und  torst- 
wirtbschaftliciierUeziehuDQ;.  Karlsruhe.  1840.8. ITbIr. 4 ggr. 

.Bildet  die  vierte  Abtheilung  des  Lebrbnchs  der  laiid-  nnd  forat* 
wisseaacbaftliclien  Natwifnnde  ton  J.  Ch.  Bundrshagen,  nod  ent- 
hält eine  gute  ZusunntuMisfi-lIungf  d('r  iK^treirendcu  Gegenstände, 
(lline  ebpn  die.  I^e«i(|tate  eiguer  (jotersuchuo^en  mitzutheilen. 

P.  A.  Scb'naidn'r:  llcfiträgc  zur  Astro-Ileta«roloarie 

oder  über  den  ■»nthmasslichen  Einfluss  des  Htandes  der 
f*!:inrtpn.  ('omctcn  etc.  auf  die  mctporologiscben  Er» 
scheiuunffeu  au  der  Erdoberfläche,  i^eipzig.  1840.  4.  8  ggr. 

Vl^  will  die  höchat  wichtige  Batdeekang  geaiacht 
lien,  daas  4^r  Lifidmek,  die  WSme,  die  Wiadrichtungcn  etc.  be- 
rechnet werden  fcSonen,  wenn  man  die  meteorologischen  Beobnch-  . 
tnnijrn  bei  Sonnen -Auf-  mul  riitcri^aticc,  bei  :>lond-Auf-  und  L'n- 
tcrgangy  Uk  der  Zeit,  wt^uu  der  üMoud  das  ueue  Licht  empfängt, 
nsd  13  Standen  später  anstellt  nnd  die  Ergebnisse  dieser  Beobaoli- 
tUBgen  unter  andern  auch  so  zusammentrllft,  daaa  dabai  dar  Staad 
der  Planeten  beri^c^ksicbtigt  wird!! 

Glaube  dies  dem  Herrn  Recbnungsratbe  wfr's  ^rill  und  kann. 
Später  ist  oocb  ein  ^iach^rag  zu  dieser  ^cbriit  erschienen.  Ber- 
lob  lo41.   4.   4  ggr. 

A.  Quetelet,  Rcsume  des  oliser\ aiions  indti'urologiqucs  iaitaa 
an  1839  «  robaervatoire  royal  da  Bruxeliea«  Bruxellea.  4. 

A«  Qjiet«let,  Dwitee  Mdoioire  nur  lea  wiatiotta  aDiaeHea 

4* 


üiyiiizeQ  by  GoOglc 


42 

de  Ja  tmfinim  d^e  Ja;  term,.ji  dHUfraalaa^  fwlMidfMfB«  ifara- 
zellei,   4.  (  .  .      (.  I  \ 

A.  Q  u  o  t  e  I  c  t ,  Catalog^e  das  ^riacipaux  a^f itiQa»  d'etoiles 
filaDtes.   Uruxelles.  .4.'  <  .  ■  <.  >*-... 

Disconrs  snr  rensembfe  deW'^llddiniiMes  qui  se  sont  aaDifest^ 
a  I»  surface  du  globe  deppis  ftoa  origtae  jnsqu'ä  T^poqae  actuelle. 
Par  le  vicomte  d'Archillc.   4.  ,  <  •  m 

Sulfa  necessita  di  gtahiiire  ua  regolare  gistena  di  oMenFaawai 
di  Fisica  terreitre  ed  atmosferica;  memoria  Ictta  alla  iOBiasa  di 
fisirn  nella  prima  riunioi^e  dftgli-^ttWMuM^  italiaal  4lai  -cav.  V.  Ao- 
tinori.   Fircnze.  Iß^.  „^^^ii  .  •       r  ' 

»   •  • 

Denkwiirdi^kallaii .ana-.djaiBi  Lebea  Sir  Huiapbry  Da* 

V  y'.s,  licrausgegebeu  von  seinem  BruderJoboDavv.  Deutsch 
bearbeitet  von  D.  C.  Ncubert,  Eingeleitet  von  L).  R.  Wag- 
ner. 4  Bände.  (Der  erste  mit  jpavjr's  Uiidiiistte.)  Leipzig. 
1840.  8,   5k  Thlr.  la  gffr.  ,  ,       ,  .     :        .  -  • 

Schade,  dass  der  sehr  hohe  Preis  dieser  wohlgeluageaen  lieber* 
Setzung  der  Lebensbesclireibung  eines  der  grössteu  Xaturforscber 
der  neuem  Zeit  viele,  deneo  dieselbe  im  böcbsteu  Grade  interessant 
und  IcbrreicU  seiq  musSy^abba^U^u  w^rd}  sie  zu  iiaul^u.  Durch  eine 
bessere  (Itekopomie.  des  uraaki  vttiiie  gawiia  «iH'  a^Mi^enr  Preia 
möglich  af.n|^fi;i^,8e^tipeA  J!^<. IM* 


.  •  "I*  i  i  «•.!  '"»••»       "**    *     .i  1  '  '  • 

.  VelriniscKtb  i^hrilfteD.         •  • 


Der  lahre^sb^rfchi '/ür 'iie  Mitglieder  der  Hamburger 
Gesellschaft  zur  Vcrbfeitunc^  matbematischer  Kea^at* 
uissc  (Februar  enthalt  dip  rol<reDdeu  Aufsätze: 

1.  Ueber  die  Nacbwcisung  dcr^gegeoseitigon  Lage  •  von  awei 
Bbeneil  van  ^k>¥  Besiebidr^i^ti^eit  der  fiir  sie  gegebenea  CeonHaatta- 
Gldicbungen  von'dtin  'per^n' Major  Dr.  G.  W.  Müller  zu  Hanaover. 

Der  %wcck  dieses  sehr,  beacht^bsii(er^;i  ^uüia^ea  ist  la.der 
Kürze  folßfcndcr.    Wenn'   "  -  '  " 

mt  eit^mtf^**'ifwi^i^  %^  Coorduuten) 
sind,  und  ^  ma  NeignngsWinkcr  dieser  beidiPvU  Ebenen  bezeichnet»  aa 
irird  ia  der  aBalvtif^hcu  Geometrie  bekanntlich  die  Formel 

beariesen,  aber  n^eiii.tens  J(,ein  fÜrit^riam  angegeben,  wie  man  dea 
deii  Winxel  %  der  aatärlich  zwqi  Werthe,  einen  spitzen  und  eiaen 
stumpfen  bnben  kann,  zu  n^hpien  hot.  Bin  suldies  Crlteriam  anzu- 
heben ist  nun  der  Zweck  dieses  Aufsatzes  und  der  von  Herrn  Ma- 
jor \)r.  Müller  zn  diesem  Bebi^f  aufgestellte  iiaU  iät  folgender: 
Webn  nan  unter  9  den  Neigungswinkel  der  beiden  Ebenen 


Diyiiized  by  Google 


43 


g#gev*llllMu#MP*?VMili^ht ,  TU  flMlW  OeioMsc  der  Anittug  des  zum 
«runde  gelegten  Coordinatensystemä  liegt  (die  Fälle,  wo  der  Ab- 

fang-  der  t'oordina'ten  in  der  Oiircliscbniltslioie  der  beiden  Ebenen 
lieg-t,  werden  ausgeschlossen),  so  mnss  für  (p  der  spitze  oder  stUMsfe 
\ViDlf(.el Werth  genommen  werden,  je  nachdem  der  Quotient 


negativ  oder  positiv  ist»  ♦      .  • 

Es  wäre  wünscbenswertb,  diesen  Satz  auf  schiefwinklige  Coor- 
•4«BM«Biyit«n«  Mr  trireft«rn,  TfVnsn'' l^eser  des  Archivs  auf- 
fordern  mSditen.'  '  ^ 
'    2.  üeber  einige  Eipnscbaften  der  tjiii  Parabeln  durch  TaQiraii- 
ten  beschriebenen  Dreiecke,  von  Herrn  Director  C  Rümker  sn 
Hamburg. 

DiMtM^  Alifsafk  «atbftM  einige  rcebt*  ftette'BgeQtebaf^  der  Pa. 
rubel, '  Von  d^taen  die' ineihMfa 'Wbfil  bis  jetzt  tooch  bicbfc  bekuDBCce- 
Wesen  sfiid.  Einige«  aus  diesem  Aufsätze  bäbeii  wir  ik  4ieieai'Il3lte 
Unter  den  (Jcbungsauf^aben  ftrirgetbeilt. 

3.  Einige  mechanische  Aufgaben  von  Herrn  E.  John  zu  Uam. 
•bttrg,  'ii«iBrti«h  fol^e«Ätff      •        •  •* 

a)  W^nn  ein  Schaidt  bis  zdm  'MitfeTiiunkte  der  Erde  ruichte 
lind  ein  Stein  bincinTTele,  die  Relation  zwisclien  Zeit,  KaOM  und 
Geschwindigkeit  des  fallenden  Kiirpen^  zu  finden. 

*  b)  Dta  Dl'utk  auf  den  Bodeu  einer  c^lindriscben  Wassersäule 
zu  finden,  der  rieh  Ton  llitteipunkt«  Klefr'IrdlB'Üu  zd  ihrer  Ober- 
fläche  erstreckt. 

c)  Angenommen,  dass  sich  eben  so  eine  Luftsäule  vom  Mittel- 
punkte  der  Erde  bis  zu  ihrer  Oberfläche  erstreckt,  so  soll  die  Dich- 
tigkeit der  Luft  für  jede  ijiutferniing .  vom  Mitteipnnkte  gefunden 
werden.  ^  /»un  ♦       'ilii  Aliin  i  T    ^  ^ 

d)  Ein  musrires,  aus  einer  cylindrischen  Scheibe  beitebendes 

vSchwungrad,  dessen  Halbmesser  ==  r,  Dicke  = /5,  Dichtigkeit  = 


w»  eine  aer  Bewegung  airccc  eurgec^engcsetste  Jii;i 
das  Schwungrad  sogleich  zur  Ruhe  f^'ifigeD  ;irärde.^ 

e)  Um  die  Welle  eines  Scbwüngra(Ie.s  der  vorher  ancfeirebehen' 
,  Art  ist  ein  S'eil  gewunden,  woran  ein  Gewicht  —  m  der^  Bewc- 

S"??  j*!^?^'.?*^**.  «»»g^^enwirU;  es  89II  die  He^ation  zwischen  der 
ett  ond  d€r  r^stirenden  Gesdiwindigkeit  gef}inden  werden. 

Memorie  della  R.  Accade.ii^ia  delle  sei W«-.**  Tarino. 
Serie  seconda.   T.  L   Tonnow  1839;   -L.  ' 
•       Hierin  fol^^nde  ÄbhnniÄMngeu : '^^^  ^r'^'        .*  , 

OI)sorvatinns  thempmltrkniei  ^tes  "k  S.  Jean  de  Blnorienne 
depuis  1826  k  1838.  .  y  ... 

Memoire  sur  les  rapfiorts  entre  1c  {»mivoir  conducteur  des  li- 
'  quides  pour  les  eouruos  ölectri^nes  et  la  d^comnositioo  cbimique 
qulle  eh  ^prearent  par  B'otto.rt  'AVoiredrol 

'  Mteefre  W  r^  d«ii>ftfiiti%'^ar^aganL 

Novi  Commentarii  Academiafc  scientiaruA  Inillituti 
Bononiensis.   T.  IV.  Fase.  2.   Bononiae.  1839.  4. 
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Hierin  Aloysii  C»Bi»elli  Oüiqiiititio  iioiil> tieft  in  fiiActimm 


,  Preisaufguben 


y 


SocietuH  Joblonuviana  Las  »rujiODtt  t|uaestioQe|i,^^8^        .  1^-^^ 

'  Ii.   E  discipUnis  pliysicis  et  mathenaöcis.     \  Vs  i  ^ 

tu  »nnum  ^^U.    ,.Impc(!iiiieoti .  quo  fluincn  electncum ,  qftöa 
vocant.  retardaliir  in  traiiseutuio  vcl  jicr  ( nr{»<»r;i  Htjuidu,,  vcl  u  cor- 
|iuribuä  iu^ulüiä  ad  üolida,  separata  cumparulio  iustituatur  exacta^ 
oeDBora  in  us  Ii(|aidifl  metallisque,  quae  maxiroe  in  luu  sunt  ad  ex«' 
perimeata  galvaoica  vcl  elcctrocliemica."  .      ,  3* 

In  annum  1842.  ,,Testif)iH  hisloriac  inathcspos  scnpforlbus, 
Hutton  et  riiasics,  ab  iiiitio  saeculi  X\  K  in  liornKinia  siatus  al« 
gebrae,  t»i  ab  acquutionibus  tertii  ordiuiü  di!>toH.scrii>^  taut  prumulus^ 
~  erat»  ut  Lu^c  doctrina  in  ^atria  BOstra'magis  cxculjta  yiderctur  quam 
io  ipsa  Italia*  Jam  vero  ex  illo  tempore  quuo  uhici  Cbristophori 
RudulfU  Javerani  nomen  et  opera  ad  nog  pervcueriut;  qui  exempla 
sua  e  bibliotlipco  Vindobooensi  bausisse  fVrtnr,  quueritur  an  auf« 
illum  jam  „ co&tiistae "  germanici  t'ucruut,  «j^ui  proprio  Marte  artcui 

SromoverßDt*  .HBOd  ut  diindicetur)  opus  ent,  ^.utiu  MHH,  iaedita 
ihlio^hecifum  NorimbergeDsium ,  Vindobonepsiuiu  >  Alonacensium^ 
aIiormti(]MP  tnqiiiratur  (Ct.  Drobisdi.  de  Joaunis  fVidmaaai  £ge«> 
rani  aritboietica  mercatofum.    Lips,  IKtO).'* 

.   \it  auaum  1^).,   ,^^eceut>eaulm  luetbodi  gravioris  momeuti, 
tum  analyticae,  tum  s^a&elicae,  lade  aMoujpii  attate  in  geomatnaj 
inveotae,  quibusque  (inibus  ommvm  oc  siogularam  frugifer  usna  cir- 
ClMUSCfiptus  sit,  docerttiir.^ 

Ad  commtintatiuucä  qua€«tiuoibuä  rcüponüuras  Latin»  lingua,,  au( 
Francogallica),  aut  Germanica  nti  licet;  cunctas  verb  luculcntcr  scri- 
plias  et  paginarum  uotis  signatas  esse  oportet.  Praeterea  moaemus^ 
addendam  esse  schedujam  obsi^i^natam ,  quae  intus  oomeo  auctoris 
indicct,  ba)>p'itf{uo  sliiiuT  oxtns  u)$>criptum  gnomcn  cumdem,  quae  in 
commentatiuuis  liiuiue  cumparct.  Pretium  coumentatioui,  quae  prae* 
jaio  digna  declarabitur,  constitutum  est  nuntus  aureus  viginti  quatoor 
dueatomm.  Quod  ad  primas  comaientatiooesy  in  a.  1841  propositas 
attinet,  eae  ante  mensis  Novembris  bujus  anni  lioem  ad  Societatis 
h.  t.  Sccrctarinm  ,  Frid.  Christ.  Aug.  Hasfe^  Doctr.  Histor.  4u- 
xi^L^^rot'.  ord.,  gri^tui  mitteudae  sunt.  ,         ;  % 

t*reisaufgabe  der  französisdien  Akademie. 
Trouvcr  Ics  ^quations  auK  limites  que  l*on  doit  juindre  aux 
(^<|ii.*t!(>iis  indefiuies  pour  detcrmin^r  completemeat  les.  mMimf^,  e|^ 
uiixtifou  des  integrales  multiples.  ' 
,  /  BliBUefeningstermiB  1.  April  1842.  Preis  SlOOO  1fr. 


'  *y  Wollen  celeh|rte  Gesellschaften  und  Akidaniisett  mir  die  Pro^sime, 

worin  nie  ihre  rreisaufgaben  bekannt  machen ,  zusenden,  so  soUf n  dii»>elben 
s4^1eicb  in  dem  Arifbive  su  ibr^r  Weilern  Verioireiaiiig  abf^tdrofekij  yvc^rdcn. 
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numbers.  —  feixpression  for  any  poüitne  lutugral  power  of  a  loga* 
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^  JUa  dieses  Journal  Wohl  iu  Deutschland  /licht  so  biufig  celesen  wird, 
wie  es  verdient,  so  werde  ich  in  der  Folge  Immer  den  inhalc  der  eiaxelnen 
erscheixiendeo  Hefte  vollständig  mittheilen,  "diesmal  nehme  ich  den  j^anzen 
so  eben  vollendeten  zweiten  Band,  der  die  Nummern  VI— XU  (Mai  1841) 
in  dch  fasat. 
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Francofur^  L.  B«,  vollständiger  Lebrcuraus  dfr.ru|ien  Ma- 
thematik^ Ifapb  J^fi4|l>flsinÄ|rü|j^»;jl*|i>*j^  und 
mit  Anmerk.  und  Ziisätseo  ?ers.  tob  Dr.  R.  Kalik  I.  MB«  3»  BBd 

Lefi^bucb  de,r  angewandten  Mathematik  fUr  Real- 
kymnasieii  ttäd  bdhere  Bür|^er8'elio1en.  V^a'B^  L.  Boitze, 
pr.  p;hil.  und  Collaltorator  an  der  Sa)  dern'scben  Schul^ 
zu  Brandenburg  a.  H.  Zweiter  Tbeil.  Statik  liBd  M«-! 
fthabik  fester  Kürpef.  Berlin.  184L.8,.  il  Kgr,  "  * 
V  ' .  Auch  mit  dem  besonderen  Titel :  '  "  .  ,  ^  '  " 
"  Le'hrlbaeh  de^SUCjk  tind  Il«6%a1ill(  ftff^t  Kfttjpet  fil,i^ 
Remlgyainasien  und  hdÜeV'^  Bürgers öliüi'tih  n.  s.  W."  > 

Dieses  Lehrbuch  der  angewandten  Mathematik  ist  hervorgeru- 
fen worden  durch  dus  immer  bestimmter  und  unabweisbarer  hervor- 
tretende BedürfnLss  einer  grossen  Anzuhi  von  Schülern,  schon  auf 
der  Schale  Ib  eiaeu  grüsterB  iTbeil  der  Lelireo  der  sogenuBlea' 
BngewaodteB  Mffl|ematik  ^  nltf  eieeif ,  goiriM^P  i  Vollständigkeit  und 
■ut  gehöriger  Berücksichtigung  des  Geurauchs  im  praktisclien  Le- 
ben eingetührt  zu  werden,  und  ist  also  ouch  ein  sehr  erfreuliches 
Zeichen  der  Zeit.  Na^h  der  Absicht  des  Vfs.  soll  dasselbe  aus  vier 
netleii.  iMliUlie»!  y»B l dleBiBl,^B^l.:d(»r ;¥airMet-4er.  »nil».dw«bttr* 

Serlicbe  und  Staatsrechenkunat,  der  zweite- -(liier  v<irli4gilBde)^ 
lecbanik,  der  dritte  geometrisches  Zeichnen  ^uad  Feldmessen,  der 
vierte  Astronomie  und  mathematische  Geographie  enthalten  wird. 
Der  wegen  eines  besoi^dern  Bedürfnisses  zuerst  herausgegebene, 
«Bi  «»rlie^eiidfi.  sWflite.Tlieii  mkm  die  iSUa^k  «44  MflAeBik 
iBiter..  Kö^er  odt  gehefiger  BeiiloUieUiguog  dea..Pna|UM|f«,|i| 
xweekmässifi^er  Kärze.  Eigentbümlich  ist  dem  Vf.  Mi?breres  in  deff 
Lehre  von  (Icn  Kräftepaaren,  der  elementaren  Darstellung  der  Lehr« 
von  den  . Träffbeitf mi»ittenteD  I  auch  bei  der  Begründung  .de«  Ge- 
Mtees  .dtfr  aliffeeietiieBiiSolmtie  v.  b«,i«.,  ;io  wietidieraeUM  de^B, 
.#ie  es  «BIS  scheint,.  B?«B<nitlich  auch  mit^GlikAL  den  Versuch  ge« 
macht  haf>  mehrere  der  wichtic^sten  Lehren  dea  merhaniscbea  Theila 
der  Physik,  die  in  den  physikalischen  Lehrbüchern  und  bei  dem 
physikalischen  Unterrichte  eiek  leider  meistens  nur  mit  einer  blossen 
kistorischen  Erwähnung  müsieB  ebüudeo  leteeB,  eaf  eiBe  sweek«« 
massiere  und  zum  Tlieil  elegante  Weise  elementarisch  zu  begrün- 
den, welehe^ite  diesea  ^clis,  ti^ie -^l  uns  schont;  besonders  her- 
vorgehoben  zu  werden  verdient.  Gewünscht  hätten  wir,  dass  der 
Back  dai  Princip  des  ftefereieBBpeBdeU  ait  aufgenommen  und 
gekörig,  eri&utert  hätte,  und  aufmerksam  zu  machen  wollen  wir 
mnsclben  zam  Srhluss  nicht  unterlat4!?eti,  »eioem  Buche  als  dritten 
Tbeil  noch  eine  fünfte  die  lehren  der  Statik  und  Mechanik  tropf« 
bar  und  ausdebnsam  flüssiger  Kürper  enthaltende •'AbtkeiiangrkiBzd^ 
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tolB^f^,  da  der  vorliegaade  zweite  TJbetl  mir  die  Statrk  und  Me- 
ehaaik  fester  Korper  eothält.  Bei  diesem  voa  .^qs  §ewüni»c)iten 
Anften  (oder  Tielmehr  dritten)  Theile  wSrde  der  Vf.  ganz  beaon. 
detn'fiele^eiiheit  finden,  den  gewöhnlichen  Viirtfa|ftdflr  Physik  an 

vielen  Str^llrn  durcli  eine  zweckmässige  elementar- matheaatiadka 
Darstellunp:  /.u  vervolUtändio-en.  zu  waorer  WissenschaftUrbkeit  zu 
erheben ,  und  eben  dadurch  erst  recht  friiohtbar  und  iehireich  für 
die  Sehfiler'  an  'inchafi.  sSd  wA^  mr  mmsk'  dlea  Plao'  dea  IVerkea 
iiMlsl  int 'Ganzen  billigeaM  glauben  Wir  doch«  dasa  dieser^TOo  «na 
gpwiinsrhfr  .  Hie  I.Hjren  der  Statfk  und  Mechanik  fliiasiger  Körper 
eothultende  Theii  scinc^r  p^ro^sen  Wichtigkeit  tür  das  praktische 
Laben  wegen,  durchaus  nicht  fehlen  d&rt,  wenn  das  JBqeh  seinen 
Ztredi 'vaiMiBdig  vfiUleB  äall. 

PTouveRiix  Elements  ()c     a  t  !i  e  m  at  i  q  rj  es  pures,  par  A, 
ver.    dort  nur   en   scienees,    emiMoye    au    depnt  de  4a 
guerre,  prutesseur  de  «atheniati(|ues  a  lUnstitut  ßag* 
^ia  el  ä  raaiv»eteitd  litf«  d«  B«ii«ell*a.  •V«'i.-;Ä'rithnt^ri^ 
^ji<e.  Brüx  eil  es.  1841.  iS.  • 

Der  Vf.  benhsicbticrt  in  ungefähr  20  Fjipfpninc;'eti .  jede  weaig. 
steüB  zu  100  Seiten  (Preis  4  Fr.),  ein  vollsfarulitrvü  ^iystem  der  so- 
genanuten  reioen  Matkematik  zu  liefern,  lu  der  vor  una  liegende« 
Mte«  Ideftmag  spriebt  siiefc  ein  groseea  aelur 'Iftbliehca  ^trebea 
«aeb  Eleganz  und  fliöglickster  Eiofadibeit  dtr  Darstellimg  aa4 
nach  einem  «jstemntischen  und  nntfjrs^emä<$f;en  KntwirkehtngsgaBg^ 
detttück  uns,  weshalb  wir  glauben  das  deutsche  Publikum  auf  dte- 
aes  Unter« ehmen  anfmerksam  maeben  tu  mlissen.  Auch  findet  sioJi 
itt  dieaer  Lidfeniag  aMnches  Neue^  wie  %.  Bk  eid  daoi  «W. 

eigeatbüalicher  Beweit  des  biooaiischen  Lebrsatzes  fir  Faculttttea 
und  ainnches  Andere  in  der  Theorie  der  Facultäf«  n.  Teber  di^ 
ibigeaden  Lieferungen,  in  den e»  sich  dris  Kigentbümliehe  diesen 
Werke,  aut  deai  nna  aaeh  Lebrer  naacbe  gute  Winke  entnebmea 
an  können  nekeiaen,  gewiss  noch:«aMhr  vad.  acick.deittiiabeifMiMft;. 
stellen  wird,  werden  wir  berichten,  go  bald  dieselben  erschienek 
sind.    His  jetzt  ist  nur  die  erste  bis  zu  dem  dj^tton  ,.C<^n(<rntinri  dee 

E-odaita'*  lüberschriebeaan  kaiütel  reichende  Lieteruog  zu  unserer 
anataiia  gelangt.  Auch  wird  sieb  überbanpt,  wenn  erst  mehr  er- 
aebieaa».  iafc«  etwas  Vellständigvm  j  ttkef ■  den  gaoM»  iplan  4^ 
Werks  Bnc:en  inssea.  Fir  |M  ila|f  dafcar%dieaa.4Dtta  Torlftaig« 
Aaaeige  ganägen.  'v.  », 


AriÜinietik. 


I       :  M<  • 


Wirth,  Dr.  Ph^  Grnndzüge  der  Arithmetik  aabat  daa 
gründen  der  Algebra.  Bamberg,   gr.  8.    18  ggr, 
■  ■    .  •  .  '     •      f.  '.  '         , ' 

Tn\U  äteeataire  ear  ParitbmdtiqM  ete.  k  Pasaga  dtt  «osaeM 
^i4m\fimmm' ftr  llMd«.;<Aiie: ddite.  ^ PMi. -iMk,  ^  6  Fr. 
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F  erb  er,       Easeignemeut  du  caicul  mentirfj'  Stra^sburg  '^e  ßdit 
1%  1840.  12>ffgr.--    ■   »  " 

Elementi  di  Aritnetica,  di  Prnnrrnco  8ogtf;  'BÜsiMie  üor> 
.   ftita  sulie  Mttecedeoti.   Milauo.  1841.    12.  •       ^   •  • 

ProdokUtotafel,  entgeltend  die  2,  ^  4,  S,  ft,  •TvS^ 

Ofacben  aller  Zahlen  von  l  Ins  KKMMM).  H  n raiisg-egebeli 
von  CA.  B  retscTi  Tif^ider,  Prot*,  am  Heulg-ymiiasiiin  m  €ra> 
ihn.   Hainborff  und  Gotha.  1841.        iL    16  g:gr. 

Wm  dieae  Wel  ^MU,  giebt  dw  Titel  baatiaat  Mi.  •  Die. 
ielto  eDipHchlt  aieb  darck  eine  auf  dem  bekanoten  Mte»  daaa 
w<'rin  die  nieilereii  Ziffern  zweier  vielEitfcriirrn  Zableo  voo  d4r 
crüteu  an  bis  zu  einer  bestimmten  Stefle  liin  du;  nämlichen  siodj 
jdann  auch  die  uiedcreti  Zificru  gleicher  Vielfacber  jeaer  Zahlen 
•«f  ebeB>ao''Ticl  Steilen  voler  etnandav  ibefeinatiBiMeB,  wfo  f«h^ 
actiieden  auch  die  Ziffern  in  den  fcOKeren  Stellen  sein  mögen  , 
raheude  sehr  zwcckmässiffe  Einriclifnncr  und  dm  geringen  Rnnm 
von  nur  6|  Ungcn,  welchen  sie  dieser  Einrichtang  zut'olge  ein- 
itiuimt,  durch  sehr  schönes  Papier,  scharfen  und  deutlichen  Druck 
und  aebr  «naiiflfcn  P^eM  in  jeder  Beziehung,  weelmni  Wir  ate'^te 
den  Händen  recht  vieler  rcchaender  Mathematiker  xn  sehen  wün- 
schen, denen  sie  s^ewlss  s^hT  viele  Vortlieile  und  Krlcichtcrnngen 
hiti  ihren  Arbeiten  gewähren  wird,  und  die  sich  daher  dem  Herro 
¥f«  lu .  gani  besonderfli  Danke  vei^ichtet-  filblen'^ werden.  Aber 
nnck  in  den  Händen  der  I^ehrer  an  bobern  Dnterricfatsan^ltek 
kann  und  wird  diese  Tat«!  vielen  Nutzen  stiften,  da  t'tir  die 
Schüler  immer  sehr  iuütructiv  äcin  wird,  wenn  sie  schon  itr-i'm  er- 
•ten  wissenachaftlichcn  arithmetiiKben  üuternchte  mit  der  Einrich- 
tung imd  dem  Gelvanche  dieaer  Tafeln  und  den  Grfinden,  nof  de* 
Ben.  dte  erstere  beruhet,  bekannt  gemacht  werden,  welches  aneh 
enie  sehr  gute  Vorbereituncr  rii  dem  künftigen  f.'ebraucbe  der  l,o- 
icnritlinientarda  und  der  tri^onnmclrisclien  rateiii  sein  wird.  Ks 
Lut  uns  immer  ffeschieiien.  du£s  ea  sehr  aothwendig  ist,  die  Schü- 
ler >ao  «eiÜg  Jila  irgend  möglich  anf  den  bHvfigen'iind  Wiebtfgen 
Gebrauch»  welfikar  von  zu  verschiedenen  Zwecken,  immer  aber  zur 
£rleichterung  und  Abkürzung  schwieriger  und  zeitraube d der  Rech- 
nungen construirtcr  Tafeln  in  allen  Tbtil^n  der  Mathematik  ge- 
macht wird,  binaaweiteB  nnd.  ganz  beaondera  aufmerksam  zu 
machen,  wozu  bei'm  craten  wissenschaftlichen  arithmetischen  linter- 
richte neben  Factorentafeln  —  deren  ^Einrichtung  aber  im  Gau* 
zen  zu  einfach  ist  —  nacli  unserer  l'eluT/fMicr'irig  die  Produkten - 
tafel  des  Vfs.  sehr  zweckmässig  und  vorthcilhatt  benutzt  werden 
kann,  webei  aneb  noeb  beaonaait  der  praktiiebe  Netzen  tar  man- 
chen kinftig  zu  einer  Beschäftigung,  bei  welcher  öftere  die  Ana* 
fiilirung  weitläufiger  HechnniTp;-?!!  erfordert  wird.  ii!)rrq-phen  wollen- 
-  den  Schüler  in  Anschlag  gebracht  werden  niuss.  Kine  sehr  Icücns- 
werthe  i^iniciiung  über  Einrichtung  und  Gebrauch  der  Tafeln  eröff-  - 
'  net  dieaelben»  und  entbilt  anaaer  ibrem  eigentlicben'  Gegenstande 
jMwb.noch  piuncbe  schätzbar^  Bemerkungen,'  die  sieh  in  den  mei- 
•^fer?  arithmetischen  Lehrbüchern  nicht  finden.  Möge  der  Vf.  auch 
bei  der  in  der  Vorrede  angekündigten  sehr  verdienstlichen  Arbeit: 
oätHiUoh  einei«  ueiieu  und  sorgfältigen  Berechnung  der  Züblwerthe 
der  iwicbtigatlin  In  iler:geaMBaile»<BflitkelMtik  itoriteamdea-  'UH- 
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C9D«(MUft  und  Coefficiepten  ,  oicbl  eriMideii,'  nod  ntk 

nicbl  ttbscbrecke»  iasRon  «Inrcb  die  geringe  Anerkennung,  die  leit 
d»r  oft  solchen  muhNumcu  und  Zeit  raubenden  Arbeiten  zu  Theil 
wiwmbBüJMiik,  derjenigen,  weJcW  die  Verdienstlicklceit  derselben, 
und  die  wigtMiDe  Sorgfalt  and  Geaniiigkelt». ;w«lelie  aof  lolehe 
Arhpifrn  orrwandt  werden  ntÜHiea»  4«  wÜrdiges  vorstej^^.  irfard 
ihm  gewiss  zu  Tiieii  werden. ,  t 

♦ 

.  •  Trafftd  mr  la  tb^rie  des  logaritlimes  par  Tallbs.  8.  841. 

Wtrn.  (w.,  T^orrnritbmisfb -Trigonepetriscbes  Haadbacb  herantg. 
V4>a  UiiLse.   Lei|izig.   gr.  ^,   1840.    1  Tblr.  6  ggr. 

..Stoiaberger,  A«,  Tefal  4cr  genreiaea- ader  BrSgtt^sebea  Loga* 

ritbnen  oller  Zahlen  von  l  —  KN^OOO  mit  5  oder  beliebig  7  Beet« 
Bauteilen.  Ein  Auszug  aus  Veira's  Logaritbmisch-Ti^pononMtri 
Maadb.   ftegtnsburg.  gr.  8.  1840.  8  ggr. 

Tables  of  Logaritbflia,  eoBnoa  aad  trigaanaetrieah  to  five 

|i)ncps.  linder  t!ir  sii|irrliitcndencc  of  the  SOCtetT  for  tbe  diffasioa  ef 
Msefttl  Jiiuiwledgc.  8,  1841.  Z     swd*  ^  '  ■: 

Foar  iigure  Logarithaia  and  Anii*LöorarSftatad,  .ttkr  a.'CM* 
1841.  la. 

■ 

'1  he  Elements  of  Algebra,  preliminary  tn  the  Dtfferetitiat  Cal- 
cuius,.  aiid  iit  for  the  Higher  Classes  of  ScUooIh  in  which  the  Prin* 
ciplea*«f  AriAsetic  are  täiigfat.  By  Profeaior  Da  üargaa.'  3d 
Edition  1841«  12no.  9  a.  cfotb.  '  ' 

J.  G.  Hail's  Differential  and  Integral  Cakulns.  3rd  edit.  1841. 

8.  12  8.  6  d.  ■     /        '  ' 

lieber  die  TranscendenteTi ,  ^volcljc  nus  wiederholten 
Integrationen  rationaler  Furiii(lii  rnfsfr^licn  von  Kam* 
■  e/.    Osterprogramm  18i0^de^  (jvuiuüäiuiuä  zu  i^icgnitz. 

Traitd  dldmentaire  des  fonctions  elliptiques,  onvrage  <!(>stltu'  b 
faire  suitc  hux  trait^s  ^l^nentaircs  de  caicui  intdgral  aar  P.  F«Ver- 
bulst.   BruxcIIes.  1811.    S.    :i/rUr.    "  '  . 

Dieses  Werk  empfehlen  wir  allen  denen,  welche  äicli,  ohne 
auf  die  orsprilngficben  Quellen  anruekgeben  an  wollen,  mit  der 
.'ÜbHiria  4ot ieUiptiscbtn  Faactianea  b^fcaont,  «afhan  wollen.. 

Lehrbuch  der  WahrscheinlichkeitsrechDunffC  n  und 
dere.n,  wichtigsten  Anwendungen  yon  8.  JX  roisson. 
Uentscb  bearbeitet  und  mit  den  nöthigen  Zusätzen  ver- 
sehen von  De  B.  U»  Scbnuae.  Brauntebweig.  1H4i/  8« 
*  Tbir.  18  ggr. 

,  Kioe  aut  sct^önes  l^apier  deu^lkii  und  c^rffect  jM)drncktc  gute 
Dclienetsnng  too  Poiseona  Recberchea  «nr  la  ^roMilit^  den 
JageaMnts  en  matiere  criminelle  et  en  matiere  civile,  nr^^de«  s  i](>8 
r^gles  g^n<^rrtles  du  ralrul  drs  prohahiliti^??.   Paris  1K37.   4.   '25  Fr., 

^■dkte  der  iJeberaeUcc  aüt  einer  grüssern  Anaabi  ran  :Znsüt«en 
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Versehew  iMtt)  um  dipselbe,  wi«  er  in  irr  VorT<><^p  «njrt  ,  r.n  i»tiy<*ttf 
L«*li rhuclkl!)  der  Wahrseheiiitkhkeitsre^hnuo^  abzurandtro,  und  da- 
darch  Mbo  «tig^lekh  dea  d«M*  Veb«rsetcmgr  regekeiftBTitel'tu  recfat- 
fiwtigett;.  Wm  wii  de«  C«ibi»r«ib0i^-'liMbH^ '4it  '«IMrt^Hlfe^^ 
aiiregeb«f,'«ttd  mr  k^iiii«fi  dsrafauMT  «iek  kein  gaM  gi^IHges  Ui« 
ibeil  fäneti,  weil  «M  da«  OvigiMi  dtt  dtoMti  AagMbKielie  tuftn^l 
Dicht  zur  Hand  ist.  .    .  . 


€l«ometne. 


gr»  a  .  PMidsB;  1840.  «1  Thlr»  14  ggf^ 


r  I 


Gleicbmann,  H.  A.,  Lehrbuch  dtr  ebeaeu  Geomtrie,  eio  Leit* 
fadeo  beim  Coterricbt  in  den  Elementen  der  Mathematik,  gr.  S. 
IMniiiged«  -  16r  gf^. 

' « '• 

Rüss,  W.  A,.  die  (icometrie  iiüd  Trigoaometrie.  Zunächst  far 
Divisionsscbulen  und  sonstige  Militair -  UnterrichtAaDstalten.  trr.  8. 
B«vrui.'188».  l'TMr.  4  ^^r,  ^ 

* 

Ludo-nios:^  J,  (\  H.  ,  I^clirbuch  der  Klemcntar- Coometrif»  und 
Trf^rdDOtne trie  für  GvniDHsicn  uad  höhere  Lebruustukt  n.  2.  Bd. 
gr.  8.    UttQiiüver.  1840.   2  Tblr.  S  ggr.   (1.  Bd.  1839.   2  i  hir.j. 

Bine  nwAbrllekert  Anneif^  dieaaa  Bneha  im  nSdbiten  HeAi.:! 

Holzapfel,  F.  X.,  Grnndlebren  der  Klemeotar- Geometrie  mit 
ApwendaDir  anf  Bereehnußg  der  Körner  und  Flächen.  8^  Canitanz. 
1840.  OgJ. 

Demp,  Dr.  Q.  W.,  Handbuch  der  ibeorot.  i^nd  prakt.  Geeawtrie. 
gr.  8.  Blünekien.  1840.   1  TUr.  - 

Lehmus,  0r.  D.  E.  F.,  Leliikuck  der  Geometrie.  1.  )ld.  2^  Anf. 
Berlin.  1840.  l  Thlr.  18  ggfi  ... 

Uincke,  J.,  Lehrbuch  der  geemetriachen  I^ormeoJebre.  1.  Tbeii: 
P!ni|imttnache  Formenlehre.  •  HiCT  ^  Pigartetnfeln,.  gr.  8.  Nei'd- 
Ibanaen«  1841.'  18  ggr* 

Desaen  Leitfaden  d.  geomf  triscben  Formeolebre.  1.  Theü:  Pln^ 
nlmetriaefce  Poemenlebrc^.  gr.  8.  l^ordbnnw.  1841.  6  ggr. 

Hohl,  Dr.^  Vol^tfchale  der  rdtten  9keredttetrie.  8,  Tüliitiff^ii* 
1840.   12  ggr.  ^  ' 


.1-  i 


Senff,  C.  J.,  systematiaclie  Darstellung  der  HMptsätKe  ddr 
Oeoraetrif^  im  aanuie,  litte  gekiMte  PtiliaeMII.  gtw  4.  DeipaC 
1840.  ü  ggr.  " 

' .  Die  GeViMtrie  geneHn4ili  dargeettollt  für  Seattle«  mm4 
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AUona.  1^1.  .Id^^r.  ,  .^^ 

Die  Art  un^  Weifte»  «uf  welche  mAo  gewöhiilic)i  in  der  höherem 
Mitheniiitik  die  KnUtekiuig  4cx  Figureja  l^eirachtet,  um  daraus  il^re 
Bopte4gi#«ci»4^eit  \J^1^xim  »u,  4eri^, ,  fulirt«  V^^|i|lf  .,4<^d  Ge,- 
dMim«  die  pieder^  GecMli^i4,.dMrcbgef^|i4«  '^lu  l^liBlicliA 

VF  eise  genetibcii  zu  behandeln,  und  dadurch,  wo  mÖgiicli,  sow^JQ 
dem  Aufiinger  das  £rlero«o  derselbejo  ertrn^^licher  zu  marhrn, 
«ucb.  dep  Lehergapg  zuM^MiUiViV^  der  hühercD  MaU^qmatik  zu  er- 
JttobtfHrB.  1«  •4utHt'kiir.  »ift  .d«s  Vfiu  .eigeueo  Werten  aoffeffebeneii 
Weis«  fie4el  »MtiW.4cf.  verlieis«B4fPi«/wMl^'S^^  der  Mathematik 
allerdings  zur  Benchtung  und  Benutzunfic  zu  empfehlenden  Mchrift 
die  Lehren  der  ebenen  Geometrie  mit  Einschiuss  der  ebenen  Tri- 
g»iMM»!e/Lrif(>eittCa<4b.Mad  kl«r  ^handelt,  . 4101L ,möehteii  wic.,d^  Vf. 
•IMMk.M  Mumier«.  erieub«Q,.jMd  «ine  4bBjiUbe.^rbeiti|Dg^.4cr 

*  nre'tebVe  Ve^  'i^  g'eradtrifi^eB  «lb^114ett  ;Cd  'di;;r 
Ebene.  Ein  Versneh  einer  ■ysteroatiseh-elementa'^'liäcbeh 
Kntwicklung  der  sogenawsten  Pla'Binetrio,  Goniometrie 
,440  d  Trig'onometrie,  der  Anf«ingBgründe  der  aaaly,tisch^|> 
Geometrie  u.  s.  w.  Von  Rudolph  Wolf,  Lehr^^.  dgj?  i)&9f 
thenetik  an  der  Bealaelinle  in  Bern.  8.  Bern'nnd  sc. 
Gallen.  1841.  15  ^t. 

Diese  kleine  nur  121  Seiten  enthaltende  Schrift  versucht  — 
dies  scheint  uns  ihr  eigentlicher  Zweck,  ihre  eigentliche  Tendenz 
'  and  ihr  besonderes  Vtf^ienst  jm  v^eitt  —  4ie  i^gebnisse  und  Be- 
tracbtungsweiien  'deir'aageBannlea  nenera  Ci^aietrie  ia  den  gee« 
■Cjtijitc^Sn . jB|(W|lf>ty>pntryM>ht  einauführpn  mfl^b^i  demselbefi  z|i 
benutzen,  wöbet  sie  sieh  vorzüglich  anSteineranscbliesst.  \Virha1ten 
dies  für  sehr  verdienstlich  und  in  jeder  Beziehung  zeitgemäss,  em(it'eh. 
ien  daher  auch  diese  Schrift  allen  Lehrern,  welche,  obue  Zeit  und 
tljMl     lftbeik».xn.deii  QiMll«a  «|llMz^ge|lfPly  ilp^iMge  Teil., der 
aiitgenaoQtea  n»qe9  ßfQBietrie,  wa«  ivr  deo  ersten  und  |ilcl|i|tea 
'.Zweck    des   geeavetriischen    Eieraentarunterrichtä    brauchbar  sein 
•Bi$cbte,  ia  kurzer  Zeit  kennen  lernen  und  sich  aneignen  wollen. 
•Aes  den., Gesichtspunkte  einea  Lehrbucb«' {b^M^bUt,  keanfo  wir 
•tldiee  die  ¥«mlsebuDg  der  sapzen  .  ebenen  Tnraievefcrie)  die  seibat 
die  bekannten  imaginären  Inoivre'Hchen  Formeln  und  wa»  sich  daran 
titimittelbar  anschliessen  lilsst,  atiftiiAimt,  aud  der  analytischea4seo- 
..vietrie  mit  den  Lehren,  der  ■Tntkfftiw$|iei|.Ge9.nelprie,nifbtgat  beiasea, 
indem  auf  diese  Weiae  tlieila  der  aehöae  sjnthetiaclie  Charakter  4er 
Intern  Terloren  gdit,  tteils  keine  der  genannten  Wissenschaften 
in  irgend  einer  Art  zum  Absifatuss  gebracht  und  der  Lehrling  in 
das  eigentliche  Wesen  derselben  gehörig  eiiigefübrt  und  wirklich 
..ciogeyreibt  wird.  ..^Meh  möchten, iW^r  die  a^f  i^eite  49  sich  iiudeu^e 
JlMiefkoag;  ^,Man  liat  liijlt.piiclb  .yijBlfapl^e  MIMie  .gegpben^  4ie  iFor» 
■ein  3S  nad  Sil  ^, -r-^iailieh  idie  Kena^  m^V^'^^f^'UefMkA 

und  cos     =  — "  logarithmisch  zu  machen,  d.  h.  die 

in  deaseiben  verkommenden  Summen  in  Producte  umzuwandeln. 
Da  je4aieh  eiMMeita  die  •  duceb  .diese  tmwa^dlull^  <bea1f eckte  l^r- 

:Si^-.Mdiiiifiidli4»fc>^'iifi^ 
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Hülfsg-rnssen,  Wurx^lti  n.  w.  Zweidentififk i^it  in  die  Formeln  bringet, 
uatl  eudlich  durch  sie  das  Gedächtuiss  bedeutend  beschwert  wird, 
80  kommen  sie  nach  and  nach  bei.  den  prtiktischen  Recbnern  wieder 
araoz  aaiser  Gcbraueh^  vod  aolla  «och  kier  keiare  Kstwioklwi^ -fiii^ 
den'^  keineswegs  unterschreiben.  Wer  da  weiss,  wekhcr  viellilelie 
und  wIcIiti^R  dt'braucb,  DamcnÜich  in  der  Astronomie  und  Geodäsie 
TOü  der  LiuftihninK  sogenannter  Uülfswinkel.  und  anderer  lläi£s- 

f rossen  ^emoclit  wird,  um  Formel»  sor  lomlllHilecfcett  Bedmanr 
e^eem  einzurichten.,  wcicbc  Einfachheit  UttdiLeicliligkeit  «.  A.  r.  is.. 
Gau<;s  durch  sololic  Hülfsuilttel  in  manctie  Herlin uiirrrn  zu  brin- 
gen gewusitt  bot,  wird  mit  uus  gewiss  einverstanden  sein,  dass  der 
ttchiiler,  der  nur  irgi  rui  weitere  Schritte  in  der  Matbemattk  ztt  thuB 
beabiieliHgt,  nicht  seitig  genog  arft  denselbee  Mraont  miaeiit  Mifl 
in  denselben  genbt  werden  kann.  Auch  scheinen  uns  diesetben  die 
trefFliflisff  ÜpTiunjj;"  in  dem  GebrMUcbe  Her  yoniometriscben  Kormelti 
darzubieten  und  letztere  dem  Schüler  um  besten  in  das  GedSr^tniss 
eiuz4iprägeo.  Wie  schön  ist  z.  B.  der  Kunstgriff,  nach  %%eiciiem 
man,  yftuß  der  Vinkel  SP.  Vom  o&.vofkomi|eadeii 

iGleicbnbg   ;         \'"  .  '     '    ;  .  v 

«  ai«  9 -f>  ^  CO«  9  s 


bestlmüt  werden  joO,  die  bflddi  BfiKiftHlMäi  Ulld  deb'  beiden 
eieichnegen  /        .  , ,  .  ,  p  .  , 

a=reoso,  ^srsin^i 
dMiBss,  d.  b.  niiflelst  der  FVirmelb  '     *  ' 

bestimmt»  und  dann  zur  Berechnuog  von  9>  die  einfache  Formel 

.      •  '  »  /  r 

'  V     '  sin  («+»=-^ 

erhält.  v>oUte  es  nicht  der  Mühe  werth  sein,  den  Schüler  reiht 
zeitig  mit  soleben  Knnstgritfen  ond  Hülflimitteln  bekannt  zu  wachend 
Auch  glauben  wir  nicht,  dass,  wenn  in  der  Anfgabe  nicbt  selbst 

eine  !  nix  stimmtheit  liegt,  durrli  solche  richtig  gehandbsbte 
KunstgriÖe  und  Transformationen  eine  rnhestimrnfheit  in  die  Auf- 
gabe gebracht  werde,  i^nssen  etwa  die  bekannten  schonen  Pormelo 
1  1 

fdr  M/k  '2      und  cos     A  m  der  cbcnea  und  sphärischen  Trigono- 

mrfrir  einer  Unbeitimmtbeit  Ranmf  Läsftt  es  «ielt  •  vielaebr  «• 

die  Formel 

in  der  ebenen  Trigonomrtrfr .  nuf  die  ninn  doch  am  Ende  eben  So 
gut  durrb  die  urspriinirliche  Entwicklung  hHtle  kommen  können, 
wie  aul  die  bekannte  völlig  bestimmte  Formel  für  cos  vi,  unent- 
•ebieden,  ob  derWiokel  swiscben  0  und  M*.oder  swiscben  90* 
und  1S0°  zu  nehmen  ist?  Unsere  Absiclit  war  bie^  nur,  die  grosse 
Wichtigkeit  der  Trnnsformatioocn  in  der  Tricrf>noraetrie  in  mög- 
liebster Kürze  gegen  die  von  dem  Vf.  auserespr«) ebene  Meinung  ber- 
anssnsteUen,  zogpleich  aber  aucii  die  Riehtipkeit  unserer  obigen  An* 
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eicht,  dass  das  Scliriftchen  dps  Vfs.  iu  iDUucIieii  Hczip|iuti|,(cn  ud- 
Toilstttudig  ist  und  unbefriedigt  lüsst,  zu  beweisen,  wobei  wir  aber 
«iilr«fiMfV*ilfHMii8|ieo  köfioen  uod  wollen,  hier  am  Schlmi  iiödb- 
MMtfä^Wlif  d^^en  iiii  Kib^fatig-c  ang«aeuecft#^VMienstlichkeit  ai^. 
merksnin  m  marlion.  dasselbe  den  Lehrern  zur  Hcriirksichtiffail|^ 
hci  dem  ijooinctrist'lM'n  (iriterricbte  zu  empfehlen,  iiimI  den  Vi.  so 
oruiuutcrn,  in  seinem  lÖbiicL^  S(rpbexi  die  Krgebniä»e  und  Uetrucb- 
tnogsweiben  «l«!'  ncuero^j^ife^  niögirck  in 

«t«B  ^eometrlüchen  ^j«if$^Dta1^^i(ÖrrJcot  cinzufüliren,  fortzafabreD. 
Besondere  Anerkennunsr  verdienen  endlirh  uuch  noch  die  an 

l'f(>>^r^F9ßptl(^ltl»     iS^  famuiariY  illustrated  andaiiplied  to  a 

XWftj  ot  liseful  nurposes.    Oesio^upif  for  the  Instruction  of  jöung 

«im^iciner  ^^ii|^i|äg         Bevr9i4|l|,  liM^.d|cLP«<^^  und  >^ri 


I»',     1 1> 


'•;  £ar  Theorie  de«  l&r elfte i  von  H. 'iSdinicit.  Osterpro- 
grm.  1^0  duf  CSymuaiKM  <■  Palberatodt  . 

Üeber  die  Entfernung  der  Mittelpunkte  der  Kreise, 
welche  die  leiten  eiueü  cbeneo  Dreiecks  oder  Vierecks 
berSbren»  von  ileB  ](ittelpniikle  4e'i  uniilcbriebemeB  Krei- 
ses» von  Dr,  Jfa.Kek.  Otterprogruin  IM  des  GjpuMfmai  m 

««WWttW»-  .  i  .  ,M,M.     .      ....  .... 

Quadratare  du  cercle  par  Le  Geaj.   Fol.  1841. 

TfM  de  gdoadtrie  deiCftptiTf  pv  Adbd»»!.     Ptoii»  1841. 

20  Fr.  . 

Neubig,  Dr.  A.,  800  Aufgaben  aus  der  rechnenden  Geometrie 
md  TrigoBOMetrie  etc.  8.  ^r^jifgje^,.  ^1^.  \^  ggr. 

Biet,  J.  G.,  Versuch  einer  analytischen  Geometrie,  angewondt 
auf  die  Curven  und  Flächen  zweiter  Ordnung.    Hebers,  und  mit 

^^^^^SS.^'^^J^LA'^iJ'^^^^*'  .  ?lÄA>W?^'*ß  Aul}.,  gr.  8.  Nürn- 
benr.  1840.  !fc  Tblr.  12  irffr. 


romnlomrnt  dft  g^M^^lte  muXf^tfi»  fW  P^^g^  ^*  Pvu>  1841. 


be^:  1840.  2  Tblr.  12  ggr 

('omi)lomrnt 

1  T1»U.  ^  ggf.  .. 

Tertttth  einer  popafftrcii.Dar8if11ttng def  BigeBiiijiaß 
ten  der  Crkloide  und  ihrer  Bvolute  Ton  Tirkbeiai  Öfter* 
pregmi  im  de^  Gx^iHWttiUM.  sb  SdiweidnifB. ,  , 

•     .   '.'    .    i  ..  .; 
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Die  Potheootsclie  Aufgabe  In  praktisc1ier'BexiebuD| 
^'ftrgest^Ut  T'0n  C.  L.  GerHvpr.        Marburg,  im*  «8  |ffi^. 
Barch  i>iD  Verstfbeb  ist  4iese  kleine  sehr  beachtetisweHti«  8cvU 

in  den  früliercn  literarischen  Berichten  noch  nicht  nng^ierjjt  wor- 
<len.  Der  Vf.  hat  in  derselben  die  wichtigsten  Auflösungen  des  Po- 
ihcDof'scJicu  L'rubleuis  durch  KücLiiudk  uod  durch  Cuni>tructiou  oder 
aiibbt  des  Ifesstisclie^  saslfiiiiieogetfCeilt  und  fftr«  pi^tisefaeBmeli- 
llarkeit  iibcra^l  Hchtig  gewürdigt,  ,1^h  Anflösunc^en  durch  Con- 
struction  ist  vörzUglich  ein  in  den  geoÜietriscben  Lehrbüchern  sieb 
nicht  findender  ullgemeincr ,  auch  an  sich  interessanter  und  hemer- 
keutiwerthcr  Lehrsatz  zum  Grunde  gelegt  worden,  auf  welchen  der 
Tf.  T^r  Vielfiii  Jabrtfo  jfilrcli  iftine  Andevtnnff  von  9biisi  «ofnwk* 
MlÜ  genaetft  wurde.  nesoAderä  berrorgehobeii  inUss  endlich  boeb 
werden,  dnss  der  Vf.  auch  die  Anwendung  d'er  Methode  der  kldä- 
«ten  Qui^drate  bei  deqi  l'ütheDut'sohen  Pruhlein  auf  eine,  sehr  deut- 
Jicbe  Weise  zeigt,  ii^ni,  ^etiÜ  niehr  .Messungen  als  Ulbloliiien  Be- 
stimoDg  des  gcsacbteii  Ponkves  effordeit  wertleA,  ^^staufat  trorrMir 
sind,  die  möglichst  scharfe  Bestimmung  ans  a  1 1  e  in  tüegehenen  nnd 
Beiil)Hchtcteri  zu  erhalten,  wodurch ,  •  so  wie  ühnriiaupt  durch  viele 


Pothenot^srhe  Aufgabe  oder  hei  der  MesHtischpraxis  das  sogenannte 
Rückwärtseinschueiden  l)äufig  ia  Anweoduqff  briiurenden  Cileodäteii 
«oentbehrliche  darstellt/  '     ^      -  ' 


im»  * 


•1  ; 


»•I  «• 
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•I  i.l 


^rigöooactne'  rcctmjfkiii  siiMe  *tft*  lie  logaritltmM  tit, 

par  Unbert.  Pferii.  184L  8.  4  Vr.  M^* 


l'^leroents  of  Trigonometir,  and  Tri^tindmetrtcal  Analysis,  pre- 
liminary  to  the  Diflereutial  Calculus;  tit  für  thos«  who  iiave  studied 
tfcf.  Pngeiplea  of  Aritb«ttie  Md  Algebi»,  aad  Six  Baaks  af  Bnclid, 
^yf^  h^^}^^^        18«.  'ft  s!  dotb.       "  •  •  • 

Tröbst,  Dr.  C.  G.,  Tafel  der  Sttius,  Tangenten,  Secanten,  mit 
dem  Opus  Palatinum  verglichen  und  nach  deu  Differeoiea  geprüft, 
lt.  Jfaaa.  1910.  12  gg^!  . 
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In  den  Sitzungen  der  l'clrrsl)!! r|xer  Akademie  der  Wissenschaf- 
ten vttut  üO.  Uet^ber  uaii  18.  i^cember  lial  Herr  0«tfogr«iisky 
mm'MmtkM  ISkm  'dM-B^gong  iler  spMriicteo  Pnj«otile  In  der 
Luft  vorgelesen,  welcbea  far  den  geoaililtb •flCgVMtftnd  oaob  dem,  . 
wnn  fiis  jetzt  über  deucn  Inhait  bekämet  geverdco  iat*  jedeBfelU 
selir  wkbtig  ist. 

i  .... 


Praktisdie  Meehanlk. 


Waodner,  Lebrbucli  der  teebnisciren  Meebanik.  Mit  9  FigiK 
reotafielo.   gr.  S.  .  Regeosburg.  1841.    1  Tblr.^3  gf, 

Rählmann,  Dr.  M..  die  tedintsche  ACedianik  und  MeaelihieiirfeiHrey 

Tiinärhsl  aU  l^itfaden  für  dm  Unlerriclit  an  Lehraustnlfrn,  so  wie 
auch  zum  Gebroucli  für  Techniker  jeder  Art  ohne  Anwendung  der 
Differentittl-  uud  fotegralrecboung  bearbeitet.    Ir  Bd.  le  Abth.  Ston 
tik  feeter  Körper,  gr.  8.  Dresden.  1840.  21  ggr. 
>  '   ■    '      '  , 

Derome,  A.  \ .,  drr  praktische  Maschinenbauer,  mit  vielen  Kpf. 
3  4.  5.  Bd.   K    Uu«dUobiirg.  1840.  41.   0  TUr.  4  ggf«  (1*  ^ 
1839.   ti  Tblr.  4  ggr.) 

Hoffmann,  E.  L.,  Sammlung  der  gebrüuchlicbsten  Maacbinen, 
sowohl  zasammens^estellt  als  in  ihren  eimtthiee  Tbeilea.  •  N.  F. 
1.  Bett.   Fol.  Potsdam.  1840.  2  Tblr.   

Allgemeine  MascLinen-Encyklopädie,  berausc^egehen  von  Hülse. 
Text  in  8.  3.  4.  5.  Lief,  a  1  Thlc.  Mm  ie  Fok  3.  4.  Lief.  « 
1  Tblr.  10  ggr.  Leipaig.  1841;         -  '  i  .  . 

IhwII,  S.,  MeicMMttkMde  MedehiMniekbaeiiC  %  Uef 
gr.  4.  MieebeD.  1840.  3  Thln  (1*  1889.  3  Tblr.): 

Podcelct,  industrielle  Mecht-tnik,  deutnch  be^irbeitet  uud  mit 
Aumerk.  begleitet  von  L.  G.  Kuppler.    1     4«  Liol.    gr.  8.  Mürn« 

berg.  2  Tblr. 

I  .  ■»  ,- 

Ofsrription  des  Wacbiues  et  proc(^dAi  consigu'^s  dans  Ir«?  brc» 
rets  d'inventi<m.  Publik  par  les  Ordres  de  M.  le  Ministre  du  cum. 
oerce.   4.   A?ec  iig.    renn.  41.   Paris.  1841.  .  *  v  '  ' 

Calculs  sar  la  sor^ie  dd  vapcar  dans  let  aaebines  leoeB^vea 
^JeiittBevey.  PuiA.  1841.       k  Itti 

't  1    i'  •    ,   '  l    >        .'        Ii      .      .     .  .Ii,*  '    .    t'      '  'i      f    >  •    '  'I  • 
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'  SchiittacLers,  ustrfMioaiiseAie  ^Ackriciiteo  enUmiieii  im  18.  Bande 
Nr.  421  «iotD  AofMls  8lMr  Fmrihfe  nit  ClMitpiegelD  und  deren 

  A     -.•'.'"Ii  1- 


Astronomie. 

.       •  •  *•  *      <  ' 

Midier,  J.  H.,  populäre  Astronomie.  1— S.  Beft,  ait  vielen 
AMd.  gr.      IMiA.  12i4l.  i  Thlr.  8  gf r.    '  . 

*  Richter,  J.A.l^.f  Ilanilbucli  der  populären  Astruuomie  für  ge- 

bil«let»  Stande*   gr,  8.  1.  2l  B«üd.  Qikedtiobiirg.  1840.  3  Hitr. 

Am ^0*8  pupulur  Ipchirfs  on  Astronomv.  Tnin8lsMd,,,iiritli  «K» 
|4«9ttLory  notes,  »y  .  Wuiler.  li.^kclljr.    1841.  9* 

Hypothese  äVer  die  Entstehung  des  P1anet«n-Sj- 
stems  »od  des  Weltalls  fikvrhjairpt  von  A.  UTreniO.  Oan- 
,ig.,184,l..  8*,  l^.ggr. 

Struve,  Dr.  W.«  vorlSnfiger  Bericlit  von  der  Russischen  Grad- 
neesung,  mit  AH)si4i^«tflr  Oenehmiguuff  auf  -  Veraastaltunir  der 
üaiserl.  Univehiität  tu  Dorpa^  während  der  Jahre  1821  — 1827  in 
iloti  Ostsee-Provinzen  des  Reiebs  ausgeßihrt,   Folio.  Uoipat.  1840.  ' 
ggf. 

Fedarow,  W.,  vorläufige  Berichte  über  dio  von  ihm  in  dn 
Jahren  1832  — 1837  auf  Allerhöchsten  Refehl  in  Wcst>Sihirien  aus« 
geführten  nstronomisrh  -  irpographischrn  ArlM-ilen.  Im  Auftrag  der 
Kaiaerl.  Akudeniie  der  VV'isicnschafteu  hcraung.  von  G.  W«  iiiirnve. 
gr.  8.  Petersburg.  1840..  1  TMr.  4  ggr.. 

Karsten,  Hm  kleiner  nstronomlaqher  Alawnnch für S^lwUe «af 
das*  Jahr  1841.  .fst,.S,  Robtock.  l*^.ggr..  »  ...  r  , 

•  •  ■ 

Berliner  «itronontsehes  Jahrboeb  fOr  1843.  flerani- 
gegebc»  v«n  JL  F«  Encke.   84   Berlin.  |i|41«-.  M  m. 

I)ip6f>r  .labrgnngrettibäU  in.^de»  Anbangei^ie  loIgn^AM  Ar 

haadlungcn:  •  .  <     1,  .    . . !. 

lieber  die  Einrichtung  des  Jahrbuchs. 
'  • .  fyeogrsphiscb«  Laffp«  d«E  JilkopftfrtM 

Aus  diesem  neueren  Vefz^chnsso  tnttqq  wir  4ep  im  te^stfn 
Befie  des  Archivs.  Lilnnriaeber  Beriebt.  L  8. 14«  mtgetbeiltnn  Vnr- 
seichnisie  nach: 
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Wim*  Ap#v 

fieogrepb.  Breite 

H-  oördlicli 
—  südlich 

l^äDge  V.  Berlin 

Zeit,  -f-  westlich 
.  —  ostlich 

Oestl.  Länjre  tob 
Ferro  in  Bugeo. 

DftDiig  .... 

Leiden  .  •  *  • 

Modcna.  .  .  . 

+  52    9  28  ,2 

+  44  :W  52  ,8 

•^0*  21'  r,«: 
+  0  35  28  ,0 

+0   ^  hl 

Mf  W  21^0i 

22    8  59,6 

iH  3^  ae  ,0 

lieber  die  selenocentrischen  Cpo^l&Dten  bei  den  Stern-Bedieickiiq« 
'«■4  dte  UlbratioD  des  Memles;  Delist  WelH.  ' 


Beserkangeii  über  das  Ourchgaogs- Instrument  von  Oil.HSM^ 
West.  '  '  '  ' 


'  I  ^        •  J  t    .  *x   *  .  j  p  Ii  Y  S  i ' ifj 


«I 

«  ■ 


.  |>ie  Expcrimeotal-Pli  ysik ,  ein  uristJor«?*  ftildunir!!- 
nittel,  in  ihren  Beeiehutigcii  zum  prukttsciieu  Leben. 
Eid  Han^back  für  Lebrer  an  f^ekobenen  Volks-  nnd'Bfir* 
irerschttlen  und  teohnisclren  Anstalten  von'  Dr.  K.  fF.  R. 
Scb  n  f>  r  fl  c r,  0  lie  r l o h rer  »*  tc.  Krsto  A b  t h <•  i !  u  p  «j: t  Die  allw 
remeineo    Eiffvonachafteo    der   Körper^     üresdeo.  1841. 

8.  ö  ggc.   ♦  :^  V".^^    '    •  « 

Wir  glauben,  dass  auch  diese  Schrift  ihren  dnreh  den  'Titel 

mit  hinreichender  Dtiitlicbkeit  angedeuteten  Zweck  got  erfüllen 
wird.  Die  zweite  Abtheilting  wird  die  Statik  und  .Medianik  fester 
und  flussiger  Körper  und  die  Akustik,  die  dritte  die  Lehre  von  den 
ImponderabilieD  enthalten.  Dann  beabsichtigt  dor\T.  diesem  Hand- 
boehe  nteen  LeÜfaik»  die  Scbölerf  und  »pater  die  Physik  dite 
Luftkreises  oder  die  Mrtenrolou-ie  und  die  Physik  des  Himmels 
oder  die  Astr«HH»mie  f»le;en  zu  lassen.  .Ted^nfiilh  liefert  auch  diese 
^»dirit't  dem  aufmerksamen  Beobachter  uut  dem  Felde  der  mathema- 
tiichen  und  physikUiieliea  •bi^ckiitujr  einca  nehr  «ifrettKeben  Beweia 
fär  das  immer  bessere  Gedeihen  nnd  die  immer  lebhaftere  Aner- 
kennung der  hohen  Wichtigkeit  des  mathemati^rhrn  und  physikali- 
schen \  nterrichts  auch  auf  Schulen  eiuer  niedern  tiattottg,  WOrOB 
sich  gewiss  noch  die  schönsten  Friichte  erwarten  lassen. 

Heussi,  J.,  EvuerimeotaUPliysik  uicihndiücli  dargestellt.  ^Curs. 
gr.  8.  1840.   1  Tkir.  8  ggr.   (l.'  u.  2.  1838.  39.    1  thir.  10  ggr.) 

-  l^eUmaun,  F«,  der  kleine  Phjsi^^r  1*  die  wägbaren  iitoffe. 
gr.  8.  1840.  Hen».  12  ggr  '        ,  /      "  ■ 

AugUBt,  E.  F.,  mechani?;rlie  Natnrlelirp.  Atiszwg  aus  Fischers 
I^chrbucb  der  mechanischen  NuturL,  neu  bearbeitet.  %,  Aufl.  gr.  8, 
Berlin.  1840.   1  Thlr.  6  ggr.      *  '  ■  ' 


*  Ii 


Fischer,  B.  G.,  MirhBch  dfir  «e«]iiiilseh«fr'VaiariAhf«^  MM 
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bearbeitet  TOD  G»  F.rüligiil,-  4.  Aliiiii^«  8;  »iVUflt  i.  im  &  1840. 

5  ThU.     -  .  I.    -  ■-      .   M..  .....  M  V 


Ilirfei:  t»  Aofl.  11. 184».  1'  TUr.  » 


Figurentafelii  zur  IMiTsik  npbnt  ausf  üb  rl  i  c  h  e  r  Krklä- 
rung.   Für  Frett-ode  der  W  isseuücbafty' iotbesoudere  für 
.1Bmiiiih«II  und  l^ealscJmUii*    Vod  6.  Lavtescklftg^er. 
5.  Heft.    Das  W  Viforaii,,  BarmiU^t  1841.  , & 

Zweck  uod  Einrichtung  dieser  FisTorentafefn  sind  nus  dd'n  frü- 
ber  ersciiieoenea  4  Helteo  hinreichend  bekannt.  i>as  sechste  uud 
latsla  Heft  wird  Bleetricitilt  und  HagnetiaBiit  enthalteD. 

Lehrbuch  derPhyiik  furböbere]tolytecbni<4rbeLehro 
anstalten  von  G.  Lain^.  Deutsch  bearbeitet  und  mit  den 
Düthigen  Zusätzen  versehen,  von  Dr.  C.  U.  Schnuse.  Drit- 
ter Band  (Eleetrieität.  Magnetiiinus.  Electrodysanik. 
Physikalische  Auff^aben).  Darmstadt.  1841.  8.  2Thlr.  12ggr. 

Die  Hncrebängtc  Somralung  physiknlisclier ,  fast  sämmtlicb  auf 
natheiaatiscueai  Wege  zu  lösender  Autguben,  tat  adir  letareich, 
und  kann  Lekrcm  mooders  em|ifoblen  w£rden.  .  < 

Gebler,  J.  S.,  physikalisches  Wörterbuch,  neu  bearbeitet  von 
Brande»,  Gmelia,  Littrow,  Muncke.  Horner  und  Pfatt\  mit  vielen 
Kupfern  9.  B.  3.  Abtiu  gr.  8.  Leijpzig.  1840.  3  Thlr.  8  ggr.  <I.  bia 
9.  B.  1.  2.   1825->-39.  Wen  48  Tbir.  15  ^gr.)  ♦  ' 

El^mens  de  VHywi^  Perne to.  Faiia,*td84i;  &  t 
•Voimnes.  ift  Vr.    •  ■  -  -  .    <  •       ;  , 

Majr,  G.,  AUbndlling  über  fltetfieUii  nnd  eitlmde  BAitoah- 
Mker  filr  Jeden  «dWUidn.  %.  Anfl.  8^  Haielinn;.  .1841>  «  g^r.  t  . 

vSchmidtj  Dr.  C.  H  .  (  ntrrricht  über  llagnetisBOriia,  Kiektricität 
and  EiektroBiagoeiisuiui.  i\ei*«i  BeaokfetbuBg  aller  neu  erluiMkAea 
elektiDMegneCiMhen  Maidunen.  84  Leipzig.  IMI;  8  gg^f  • 

*  ■ 

Henrici,  F.  C,  über  die  ElektriekM  der  gnlfaniadien  KiMii. 
.gr.  8.   GeUiDgen,  1840.   1  Thlr. 

KXart«,  Dr.  L.  F.,  VorleauDfreo  at«r  MiteoroloKie,  er.  8.  18M. 

Kleefeld,  Dr.,  Meteorologische  Beobachtungen  anu;eäteilt  zn 
Dao^iig  in  den  Jahren ;  1831-^38.  gr.  4.  Banzig.  im.  l  Xblr.  $  ggr. 

Stiefel,  Fb.,  Jahrbiirli  der  Witterungs.  uud  Hiromeleknade  lür 
acntsclilaad  im  Jabre  184Q...  gr.  &  K^rlacnbe,  l.Tkk*  . .. 

Resvltale  am  den  Beebacbtnogea  des  magnetischen  Vcrj^tos  in 
Jahr  1839,  hcrausg.  vun  C.  F,  Ganes^nnd  W.  Weber,  irr.  SL  Lein- 
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«XMjlfHiift,  i^y..lIntBnii€liiiBge«  iUMk  4M(€ll«tBclier,.  ftr.^  mit 
3t  im  -FeKe.  *««lodiiiim.  1841.  ^  Jjl  TWn.  H  ggr, 

♦  i     ^     -     ••  .....        '  .• 

•  •  «.Diei  nen^u  Verind^ririiifr«»  der  iiDorg-anischeD  Welt 
ipder ^Ge«cliiolit«'der .iIucaIi  4Iitberli«£effUBg  najcbgewiesA- 
■•H  EiBwirknaf^d«  4es  lüfMai^rt.  «iid  d^a  Fea«rst«uf  die 
4}»«t«ifiiBf:iiilie»  feateD'TJbaU«  4iir  JSr4e»  »ur  Erläiiteruiiff 
-fr^oioffisclier  IIr«cbeiDonff«Bi  ?OBiC»rl  Lyell.  A.  d.  Käk£ 
V.  G«rl  UartmanD.   WciBOj.  mi^ ,  &  %  Tkk«.  ^  ggr«  . w.  . 

"Eta«fe«  g^ologiaM  ifkuM  l«t  Alpes  paiiM.  l«.  A.Ii«eJ(#i5riT%L 

Sclieul  fiir'die  G««»l«9ia  der  Alpen  wicli%      mm^iif  i;  . 


BerffliHUs.,  Dr.  H.,  Samvlang  bydrc^raphisch .  physikalischer 
Kalten  der  premaiaebeD  Seefiihrer.  LLieCS  III«  Imp.  FoJia.  Bna- 
laa.  1841.  10  TMr.  \% 


Bei^hauB,  Dr.  H.,  phv'fiknlisclier  AHiti^,  5.  ti.  Lief.  Folio.  Gotbn. 
1840.   4  Thir.  —  (1  — 4.  Lie[\  1838.  1830  kosten  8  Tiilr.) 

» ' i«  Camal^fia  yhyrif lie  per  Plitfer.  8.   Pari«.  1840.  :^f..,'2 
Cours  <)(>  mago^tisaie  f ar  Dupotet.    8.    Paris.  ISiO. 
.    De  l  air  coppriaM  aar  Aa4raud.  8. .  Ada  iditioa  Pa«i«.1840. 

' '    Discaun  suiK  Ii  liaaditioii  physiqile  die    temV'  iR'agiia^d. 
Pari».,  1840.  .  ' 

Kxposition  du  sj-Ät^me'des  "v^rits  pHr  D »  r H  g  u <*.  41  Paris:  18M0. 
lotroduction  au  magn^tisme  par  Gautlii  er.  8.  Paris.  184flLOjPr. 
'  Bymoir^s  n^t^orologiques  |>Mr  fHorio.  8.  PlN-is^  1840.    •  - 
NoCiÖDk  physiqu(>s  parSAinte.Bevte;  &  Parik-MO. ^ 
Opusculea  iür  les  scienceS  physiqttes  par  f)  e  a  v  a  ti  x.  -8.  Parii  1840. 
La  Piiysique  populaire  pur  l^evr.    8.    Paris.  1840.  - 
Recueil  de  pieoioirei^  de  ubvsiqoe  par  d'Hombr^a  Firaias.  8. 
tvM,  1840.  .  ^.       .      -   •     .ij,  ii 

t'raitd  didmeöitliiire'dtf  l*dlei;tricttd>ar B«tq«^1^ifeli''8.  Paris.  1M0. 
Traitdde  raeCioii  Att  Mda  ^leellrii)iie  yar  W«vi«r;'a'  Firii»'184(l. 

Balletin  des  sciences  phjsiques  et  naturelles  en  NeerUode, 
diffe  par  F.  A.  W.  Migttet,  G.  J.  Bluldar  «T  Ä,  W:  ~ 
im.  «  UvraWna.  gr.  8.  Ctifacht.'  ,4  Thlr. 


.4rsberättel«e  osi  Framstegan ,  i  Fysik  ocb  Kfinii  ftfgifven  den 
31  Mami84a{  «f  J.a«.  ««ffseii«».  .^fifiiU.O«if».  ;^ckhi)K  1841; 

Vermischte  Scbrifiteo. 


TransactioDs  of  the  royal,  etc.  Transactions  de  la 
Socidtd  Royale  d'£dimbourg,  toI.  XIV.  partie  2e,  1840, 
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'Btfiübiiarg,  in  4.^)      ll^uUats  d^obsenratidm  bitea  svec  Pai^ 

inoui<»tre  flo  M.  W1ipw<'11,  pnr  ^1.  J(jhn  Hankitir.  —  Sur  hi  couleur 
de  la  vapcur  et  de  l'alinosplit  rr  tiaiis  ct  rlaiiieij  eirronslanccs,  p«ir 
M.  J.  D.  Forbes.  ~  Sor  les  iormuiea  de  i<retinel  pour  riatenaU^ 
4e  Ift  lavito  tdf^U^  et  t^Md^t,  |iftr  H.  P.  IMIfeiMt  :Rflfili0r- 
dbca'  Mr  letf  propri^t^t  «laloffiies  des  cooidonn^  doa  «dcteura 
rlliittiqu«i  et  hypcrboliqucs,  par  M.  W.  Wallacp.  • —  Sur  la  dioiiaution 
de  la- temp^raturc  {ivcc  la  hnutenr  dnnn  Tatmospbere  suivant  ie» 
dilft^rentes  saisunt»  de  l'unDee,  par  M.  J.  Furbes.  *—  hur  ia  Uteurie 
da  flot,  par  RL  P.  Kelland.  —  Snr  le  calcol  diffdreotiei,  mt  M.  P. 
Kellaod.  ^  €l«l«tion  d'vM'i^alioiilbiictioneHe,  ai-ce-applieatiiiii  «n 
pnrnllelogTnmine  det  fSMCMi  et  aux  courbea  d*^qiiUillfBtMis,  par.M. 
W.  Waiiace.  *      -  M     .     ,   .  ■      .  r 


.•  l  .* 


PreisanfgabeiL 


Preisaofg^abe  der  Königiicb  Danischea  GeiQ|liifiii*ft  der 

Wisseuschafteo  iüt  1842.  r 
€^■1  Proprietät  ^tectioaam  treeaceiideetiuiii ,  qaee  contioeDtor 

)u  l^ac  forwttla  m  ~^~y  ubi  P  est  t'uoctiu  r^tiuoalis  et  R  fuu^tio 

J  VR  . 
itttegra  iptiup      tantnni  qaatenus  disqniaitioni  partipa^  gene- 

rali partini  iipeciali  subjectae ,  6ierint,  cupit  societas  praevio  am 
tractationeni  pcneralem  univergae  hujus  functiomim  rlnsslm  provo- 
,  eare,  thcor^ioati  de  i^sarum  ijUDimationo  »uperätructuni ,  et  quidein 
«jus  similpiD,  quae  jam  in  specie  ea,  ubi  »:=2,  a  cl.  Jacob^  (Diar. 
ärell.  IX.  p.         institaia  est  . 

Allgeroeine  Bestimmungen  wegen  ^rtheilung  de«  Preises:, 
Tn  qiitiestionibus  tractandis  sermone  l>atino,  Callico,  An^lico, 
(^erinan^co,  ^uecico,  Danicove  uti  licebit.  Commentationes  Butau- 
daa  efuiit  non  o^mioe  scriptoris  sed  tessera  aliqua,  adiicicodaque 
Charta  obsigoata,  eadem  tessera  notata,  quae  scriptoris  nomeB)  or- 
dinem,  domieiliumque  indicet.  QuI  societati  adscnpti  sunt  et  in 
imperio  ■  Danico  habitant.  certamitir  nhstincbunt.  Qui  in  tinn  ex 
propositis  quaestionibus  solvcnda  »utitUec^it,  ei,  ubi  aliud  pracmiuDi 
DominatDai  non  est,  praenü  loco  triboetur  nnmns  aureus  societatis, 
50  dttcatos  Oaaieoa  pretio  ae4|imna. 

Cöinmetitattones  intra  exitum  meusis  Augusti  18-42  Joanni  Chri- 
stian o  Oersted»  qni  mcietati  ab  epiitolis  eat,  traaeakiae' esse 
debebuut.  •  * 


*)  Ausgeztigen  tat  L'lnttitn^  Ire  Seettoii.  No.  S88i  %.  Aüa  1841.  p.  192; 


üiyiiizeQ  by  GoOglc 


•      1  •  •  •  ■ 

-       •  .  ..     I  f 


■  tv.  ■ 

'  I  *  *  ■ 

Literarischer  Bericht 


Systone^  Lehr-  und  WOrterMcher. 


Leitfaden  ffir  eiocD  ^lieiiri «tischen  Scliiilnnterrlelit 
fiber  die  allgemeine  Aritbmetik  und  die  geMeine  Alge« 
bra,  dip  F.!  Pincntaru^rttmetric,  clionr  T  r  i  tr  o  «  «  m  etrie  und 
die  Apu  IloD  i  sc  lic  n  K  e  gel  s  cli  n  i  i  i  c  \  o  n  l>r.  Jüliann  An- 
dreas J^Jattbiu».  8ielieiit«  Autlag;e,  iiu^cli  jdern  Tutie  den 
Verfaasars  revidiirt  und  herausgegeben. Yen  J.  Rejanige, 
Prof.  •   .■  : 

Ersten  Heft.  Die  Klemeute  der  allgemei n po  Aritk* 
metik  und  gemeinen  Alij^fbra.    Mngdeburo-.  IS'MK 

Zweites  Heft.    l>ie  Pluiiimetrie.  ,  Alug  lieiiur«^.  1840. 

lieber  ein  in  der  siebenten  Auflage  mwebeineadas»  in  fielen 
Tausend  Kxemplitreo  verbreitetes  Lebrbnch  eines  wn  die  Beiebnngf 
des  m!ithoMi;iti:srfitM)  Srliulunferrichts,  so  wie  auch  um  das  iresammte 
preusbisclie  ^chulweseu  überhaupt,  iiislicsondere  in  der  i^ovioz 
jSucbaea,  bocbverdienten  Verfassers,  au  welclieu  sieb  alle,  die  ihm 
nahe  zu  stehen  das  Glück  bntten«  jeiteraeit  mit  der.  ^rössten 
Freude,  Dankbarkeit  un4  Mebn  efinBem,  hier  ein  CJrtbeil  fällen 
oder  eino  Relation  liefern  zu  wollen,  würde  in  jeder  Beziehung  un- 
angemesseu  und  unstatthaft  sein.  Vielmehr  wird  die  kurze  Aozeijget 
dnss  bis  jetzt  wenigstens  von  den  beiden  ersten  Heften  die  sie* 
beute  Auflage' erschienen  ist,  .genüg<>n,  un  M.seigeiif  dnss  dieses 
Lehrbuch  immer  noch  fortfährt,  zur  Bciörderung  eines  gründlichen 
mathematisrlien  rnterrichts  auf  höhern  Lehranstalten  luMr.utrajren. 
Dem  Herrn  Herausgeber  gebührt  aber  das  Zeugniss,  duüs  er  eifrig 
bemüht  gewesen  ist,  das  Werk^  ahne  dessen  nllgeBifinen  Ghnrnkter 
SU  irerwiscben,  dem  Zwecke,  welchen  der  verstnrbene  Verf.  durch 
dasselbe  zu  erreichen  beabsichtigte,  immer  näher  SU  föbren  und 
gemässer  einzurichten.    In  dem 

Jahrbuch  des  Pädagogiums  des  Klosters  unser  lie- 
ben Fraven  in  Magdeburir.  Nene  Fortsetsnnir.  Viertes 
Heft.   18iO.  ^ 

bat  der  Herr  Hemnsgeber  eine  Torläofige  Probe  seiner  nenen  Be- 
8n«l.  6 
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arljcltung  mitg^etlieiU,  und  in  einem  Vorworte  eine  Anzeige  tob 
denelbeo  segeben,  zugleich  auch  in  diesem  Vomorte  dem  vcrstc|r- 
beoeii  hochverdienten  Verfasser  rin  scliönes  Denkmal  gesetzt. 

Mii  der  Hoffnung,  dass  axirh  <!ic  Stereometrie,  die  Trigonome- 
trie und  die  KegcUcbnittc  bald  ju  einer  neuen  Bearbeitung  durch 
den  Ücrru  Heransgeber  erscheinen  werden,  wünschen  wir,  dast  in 
diesen  Lehrbuclic  das  Andenken  seines  hochverdienten  Vcrfcissers 
noch  lange  forll«l»»>n  und  dasselbe  immer  kräftig  d;r/i!  IxMfrac-en 
möge,  dass  dem  mrtt1i(Mnatisclien  rnterriclite  die  Icbliutu-ütc  Aner- 
kennung der  Lübeu  V\tcbtigkeit  für  die  allgemeine  und  allseitige 
Auabildung  des  jugeodllcheo  Geistes,  welebe  denselben  in  jeder 
Bexiebiuig  to  sehr  gebihrt,  stets  erhalten  werde. 


Arithmetik. 


Lehrbucli  der  allgemeinen  Arithmetik  fdr  die  o1»ern  Klassen 
derGymonsien  von  C.  Soberllng,  Lehrer  der  Matlicm.  uud  Maturw. 
am  Calhanucum  m  Lübeck.   Lübeck.  1841.   8.    Iii  ggp. 

Elemente  der  Arithmetik  und  Algebra  in  System,  Commentar 
und  Anwendungen  als  Lehr,  und  Lehuugsbuch  für  die  mittlem 
Klassen  höherer  Lehrau&talten  und  zum  (biebrauch  für  Hauslehrer 
und  beim  Seibätunienicht  dargestellt  von  F«  H,  Müller,  Prof.  am 
Gymnasium  sv  Brandenburg  a.  H.  Zweiter  und  .letaiter  Theil. 
Pötsdam.  1841.   8.   1  Thir.  8  ggr. 

Der  erste  Theil  dieses  sehr  viel  Gutes  enthüUcnden  Huohs  ist 
im  Jahre  183U  in  demselben  \  erläge  erscbieneo.  Preis  1  Thir.  4  ggr. 

Finefc:  Traitd  Admentaire  d^Arithm^tique.  Strasbourg.  1841. 
8.  3  Fr.  50  c. 

Traite  elemeutaire  de  la  tbeorie  des  iüuctions  et  du  caicul  iu- 
fiDitesimal.   Par  Cournot.   2  toI.  in  8.   Paris.  1841.   10  Fr. 

Auf  der  Universität  zu  Lund  sind  neoerlichst  die  folirenden 
n^n thematischen  Dissertationen  —  sämmtlich  anaijftischeD  Inhalts  — 

erschienen:  .    .  » 

Praecipuarom  Funetloaunr  Trigoa ometrieamm  per  Aoalysin  In« 
finitorom  Kxplicatio.  Praes.  Jon.  Brag,  Astron.  Prof.:  Respp. 
Lorenz  Theodor  Ilager.  Arvidus  W.  Brag  et  Magnus 
Fredcricus  Brag.    P.  1—111.    Lundae.   (24  S.  4.). 

Kegiilae  Derivandi  gcneraics.  Praes.  C  .1.  I).  Hill,  Math. 
Frot.j  Rctäp.  Job.  Gustaf  SS  OD.    Lnndae.    (S  N.  1). 

Regulae  simplicifrr  dlffcrentiandi  generale«.  Praes.  ('.  J.  D. 
Hill,  Ülath.  Prof-i  liesi>|>.  A.  G.  Tauson  et  C.  F.  iNaumanu«- 
Lnndae.  (H,  0—24.  4.). 
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RttralaA  variabiKter  diffsreiitiandli  generales*  Praai.  C  J.  D. 
Hill,  natb.  Plrof.$  Reap.  J.  A.  Bergbman.  Landie.  (&25-34.4.).  . 

Regnlae  variabiliter  et  iodependenter  differentiaudi  generales. 
Praes.  C.  J.  D.  Hill,  Slatb.  rrof.:  Resp*  J.  Radhe.  Luadae. 
(S.  33^40.  4.). 

DtB^uiBttio  Aeadcmica,  Integrationeni  Aeanationif  cmoadaai  Dif« 
fercntialiü  exbilicns.  Pracs.  V.  J.  D.  Hill,  Blatb.  Prof.;  Reap. 
C  A.  Ebrenavärd.  Iiundae*  (16  S.  4.). 

Introdiictio  in  Flumcntarcm  FuDctionum  Ellipticarum  Tlieoriam« 
Pracs.  r.  J.  I).  Hill.  M.-.th.  Frail«  Reap«  P.  £.  GH|io.  P.  XIU. 
Luada«.  (S.  97—104.  4.). 


tieometrie. 


Geomctrisrli (•  r  Kursus  für  die  oherrn  f>yninnsial. 
Klassen,  ciitbalt<;nd  Pluoioietric,  Sterepiuetrie,  ebene 
und  jLÜrperlic he  Trigonometrie,  mit  yielen  üebnngsaaf- 
gaben.  Von  J.  J.  G.  Hartmann.  Oberlehrer  am  K.  Andrea- 
ll um  zu  IT  i  I  d  0  s  Ii  pi  III.    II  i  I  (1  0  sli  0  i  in.  \S\\.    8.    1  Tlilr,  10  g^gr. 

Fin  ifute«  UucI»,  welches  /iiij^lcich  de«  Keweis  von  dorn  uruten 
Zustande  des  mathematischen  l<n(errichts  au^  dem  C^ymnasium,' an 
welchem  der  Verf.  arbeitet,  liefert.  Die  vtelaii  Uebnaffsaufgaben, 
auf  die  aoch  achoa  der  Titel  hinweiset,  aiad  jedenfalls  eine  sehr 
dankenawerthe  nnd  xweeknäsaige  Zugabe* 

Lehrbuch  der  Elementar- Geometrie  und  Trigonome- 
trie für  Gymnasien  und  höhere  Lehranatallen  Yon  J.  £• 

H.  Ludowieg-,  A  r  t  i  Ilcri  «^-Capitai  u  a.D.,  Oberlehrer  der 
Madieniatik  und  1*  !i  \  s  i  k  n  m  f-vninnsinm  zu  Sfndc.  Zwei- 
ter Tlx'i).  die  Stc  rconieirie  und  sphärische  Trigonome- 
trie entiiaitend.    H  au  u  o  ver.  18i0.  8. 

Der  In  Jahre  1839  in  einer  zweiten  Auflage  eraebienene  erste 
Tbeil  dieses  durch  leicht  übersit-httieiie,  naturgemSsse  syatematiaeha 
Anordnunc'-  und  eine  sr'ir  klare  und  gründfirlH'  ^\urh  einer  srewia- 
scn  V  oilhtaudii>:keit  uud  Auätührlichkeit  strebende  Durstelluni;  sich 
vurthcilbaft  auszeichnenden  Lehrbuchs  enthält  die  ebene  Geometrie 
aad  ebene  Trignnometrie,  nnd  diese  beiden  Tbelle  bilden  nun^mit 
dem  in  Jahn»  1835  ebenfalls  schon  in  einer  «weiten  A^^^g^ 
achieneneD 

Lehrbuche  der  Arithmetik  und  der  Anfangsgründe 

der  Algebra  für  Gymnasien  und  höhere  Le  Ii  ra  n  s  t  n  I  te  n 
desselben  VerfaHsers  ein  Gan/e*.    Wetreu  der  schon  oben  u;eriilim- 
ten  Austühriicbkcit  und  VpUätäudtgkeic  der  Darstellung  scheinen 
sich  diese  Lskrbüclker  f onogsweise  für  den  Relbattt&teiricbt  und 
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nun  Gebrauche  des  I^chrers  zu  <ic:ii«'ii,  wozu  slr  wohl  auch  Her 
Verf^  selbst  bauptaöchiicb  b(>stituiiit  iiuL,  <la  er  ächou  früher  aU  Leit- 
faden fir  4ie  Soliitfer  bttraosgea^ebeii  bat: 

Erster  Cursusderrciucu  Mathematik,  enthaltend:  die 
Aofangs^rüude  der  Arithmetik  und  Älffebra  und  der 
ebeoen  Geometrie.  Zum  Gebrauche  als  Leitfaden  beim 
mathontatischen  Untcrriolitc  auf  höheren  Lehranstalten, 
insbesondere  für  die  mittleren  ülassen  der  Gymnasien. 
Hannover.  1837.    8.   22  ^g^r. 

I,Ässt  der  Verf.  nun  iu  ähnlicher  Weise  noch  einen  kurzen 
lieitfilden  der  Stereometrie,  ebesen  und  sphärischen  Trigonometrie 
eracheinen,  so  wird  er  nacb  unierer  Ueberzeugung  für  oie  Bedürf- 
nisse der  Schüler  und  Lehrer  auf  eine  sehr  zweckmässige  Weise 

Sesorgt  h.'ihpn.  Die  erschienenen  nenen  Atiflaü;'""  <Jps  l.<'1irbuclts 
er  Arithmeiik  und  des  ersten  Theiis  det^  Lehrl>ucUü  der  Cieumetric 
nnd  Trigonometrie  können  nrofal  cn  dem  Sehloiae  berechtigen» 
daaa  dieae  Lebrbnelier  auf  vielen  I>ehranstalten,  veraiglich  in 
Hannover,  gebraucht  wenlen,  und  liefern  daher  ziiccleich  den  für 
unH  wenipr^tens  immer  höchst  erfreulichen  Beweis  von  dem  guten 
Zustünde  des  matkematiiich|en  Unterrichts  auf  den  hannöverachea 
Gymnasien  nnd  andern  b6hm  Lefarnnetaltcn.  Zur  IIemiiS|pabe  einen 
Lehrhucha  der  Kcgi»isdiuitte  wird  sich  der  \  erf.  \?alirscbeinlieli  nnr 
cntscliliessen ,  wenn  auch  diese  Lehre  einen  Theil  des  matlicninti- 
schen  linterriclits  auf  den  hannoverschen  (ixunitsien  uusiuuclit.  wor- 
über eine  nähere  Kenntniss  uns  abgeht.  Das  neuerlichst  erschie- 
Bene  fiir  da«  AndrennQ«  an  Bildeibeim  beetimmte,  vorher  ange- 
neigte Lehrbuch  von  Hartman  -  enthalt  aber  auch  bloss  die  von 
Herrn  Ludowiee:  lifurhelteten  cTCometrischrii  TlMÜr.  Tiiinillch  Plani- 
metrici  ht^reometrie,  ebene  und  körperliche  iViguuometrie. 
'  •  >  . 
L«hrkaeli  4er  Elementargeometrie.  Znm  Gebranebe 
f&r  lidhere  Bilr|;erscbu1en  und  Realanstalten»  so  wie 
znm  Selhststu d I  u  m  !> o:i r  !»ei  t  e  r  von  F.  Hummer.  Erster  ^ 
Tbeil.    KliPtie  (ieornrn  ic    Heidelberg-,  ISil.    S.    14  g-gr. 

Auch  dieses  Bucii  cuihalt  lu  einem  Anhange  eine  grössere  An- 
sabl  tbeiie  dnnsh  Cooatrnetion»  tbeili  dnrcb  Reebnung  su  lösender 
gensMtriseiier  Anfgaben« 

U  öckel,  Dr.  1^.:  Formeln  und  Auti^.ilien  znr  Stereonu  trii'  fiir 
Gvrauasien,  Ge\verbscbul«u  und  stum  Selbstunterricht.  iSuruberir. 
la.   6  ggr. 

Vernier:  G^omdtrie  dlteeotnk^    5me  ddition.    Paris.  184L 
12.  2  Fr.  50  0. 

Steiner,  Dr.  Maar.:  de  loeo  geametrico  eentri  lineaa  reetae 

definitae  cuiusdam  longitudinis,  cuius  termini  in  peripheria  liaeac 
secundi  ordinia  moveator.    Dissertatio.    Vratislaviae.  1841.  4. 

• 

Programm,  wodurch  an  der  öffentlieben  PrSfnnjr  der 
Sekfiler  der  P(  t rls c Im  1  e,  welche  Freitag  den  2.  Octo. 
her  1840  gebal^en  werden  soll,  ergebenst  einladet  F. 
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Strebiko,  Konigl.  Prof.  und  Direetor  der  Petriscbale. 
Daasig^,  gedruckt  In  der  Gerkard'tchcn  üfficin. 

Dieses  sehr  Icseaswertbe  Programm  enthält  uls  wissenscbafU 
liehen  Thcil  eine  analytische  Auflösung^  der  schon  von  Apollonius 
im  5ten  Buche  seines  Werks  über  die  keKelscbnitte  geometriäcU 
behaodelteD  Aufgabe:  Ans  einesi  io  der  Bbeoe  eines  Kegel- 
achnitts  gegebenen  Punkte  Normal«  n  an  den  Kegel- 
schnitt 7H  ronsfriiirrn,  von  ilerm  Protcssor  iitid  DircrtDr 
N  J  r  «•  Ii  I  k  <'  zd  Duuzig.  Ausserdem  theilt  Herr  Direct<»r  M  t  r  c  h  I  ke 
aut  vS.  12—10  unter  der  Ueberscbrift:  Pädagogische  Mitthei- 
Inngen  eine  Ansahl  Ton  Aju traben,  LehrsKtten  n.  s.  w.  mit,  die 
in  (Unterrichte  wirklidi  Torgekoeimen  sind,  und  sich  in  irgend 
einfr  Weise  nis  anregend  nnd  fruchtbar  hei  der  üilduucf  der  Ju- 
g^enil  gezockt  Imben,  und  mncht  zu  ähnlichen  Mittheilunc^eo  in  den 
lolgenden  Programmen  sehr  erfreuliche  Hotlouug,  eine  nach  unse- 
rer Ueberzeugung  treffliebe  Einriehtung,  die  wir*  den  Verfassern  « 
Ton  Programmen  an  andern  Lehranstalten  dringend  zur  Nachah- 
mung- empfehlen  möchten.  Wir  werden,  wie  wir  dies  schon  diesmal 
oben  mit  den  von  Herrn  Direetor  JStrehlke  in  den  Programme  von 
1840  mitgctheiiten  Aufgubeo  (für  jetzt  wenigstens  cumTheii)  ffemucht 
habeni  solche  Miltbeilnng^n  ioinier  c^em  im  Arcbtve  wieder  abdrucken 
lassenj  um  dieselben  der  Vergessenheit  zu  entreissen,  welcher  leider 
nur  zti  oft  solche  kleine  meistens  nicht  in  den  Knchhandel  kommende 
Schriften,  >vie  Proprramme,  Dissertationen,  u.  s.  w.  uaheim  ftttlen. 
Bemerken  wollen  wir  bei  dieser  Gelegeuhcit  endlich  noch,  dass  iu 
dem  Programme  der  Petrischale  sn  Danzig  vom  Jabre  1839  Herr 
Direetor  Strehlkc  die  Beachtung  der  Lehrer  der  Mathematik  sehr 
Terdlenende  U  e n;  c  r k  n  n  «ro n  n  her  den  f£l4mentar*I}nterricbt 
in  der  Geometrie  mitgetheüt  bat.        *  '  ' 

De  chordis  linearnm  et  sunerfieiernm  secnndi  gra* 
dus.    Dissertatio  quam  scrinait  etc.    C  G.  H.  Brandes, 

Phil.  Doct.  et  AA.  T.f  .  M.  Lipsiae.  iSil.  i. 

Der  V  erf.  dieser  u;uteu  liabilitutiunsschrift  ist  ciu  Mohn  des  treff- 
lichen, den  Wissenschaften,  seinen  Schülern  und  Freunden  leider 
in  früh  entrissenen  H.  W.  Brandes.  In  dem  ersten  Kapitel  wird 
der  folgende  für  alle  Kegelschnitte  gültige  i^ehrsatz  bewiesen: 

Si  per  quamcunque  sectionem  conicum  (irenernfam)  chordae  de- 
scriptae  eaeque  ad  unum  quodcunque  punctuiu  uiuncs  diree.tae  sunt, 
earum  chordarnn  centrn  in  sectiose  «ontea  (generante)  jacent,  quae 
per  commune  chordarom  pnoetnm  (originem)  et  per  centrom  datae 
sectionis  conicae  trausit,  et  cujus  centrum  iiiter  modo  mcmorata 
duo  puncta  mediiim  Incum  tenrt.  Si  u^enerata  cilipsis  aut  parahola 
est,  ffeoerans  lincu  siwiiis  et  sim iiiter  pusita  est.  iSi  ^enerata  hy- 
perboTn  est,  generans  est:  1)  hyperbola  simitis  et  similiter  posita, 
si  origo  in  eodem  cum  generata  asymptotornm  angulo  jacet;  2)  por 
lincarum  rectarum  ad  asvmptotos  parallclanim,  si  origo  in  asympto- 
tis  generatae  usqiiam  posita  est;  3)  hyperbola,  cnjus  asyuiptoti  ad 
generatae  as^Diptotos  parallelae  sunt  sed  cujus  diameter  principalis 
enm  diametro  geacratae  reetot  aogulos  facit  (hyperbola  conjugatae 
similis  et  similiter  posita)«  ai  origo  io  eo  asymptotornni  angulo 
anmta  est,  qui  gencratam  non  continet 

In  dem  zweiten  Kapitel  wird  hiq|auf  dieser  Lehrsat/  zur  Iler- 
leitnng  einiger  FundamentalsäUe  der  Lehre  von  den  bLegeiscbnit- 
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ten  ansfpwpnflet,  hex  welcher  Oelo^onlieit  im  SSaten  Pariipfray>lif>n 
der  geomelriscbc  Ort  für  die  Mittcl|mnktc  aller  dorch  vier  arpjfelieric 
Punkte  gehenden  Kegelschnitte  bestimmt,  auch  eine  neue  iieütim- 
jDungsart  des  Mittelpunkts  eines  dnrch  fonf  fi;^egebene  Punkte  sn 
legenden  Kegelschnitts  gelehrt  wird.  Dos  (dritte  Kapitel  enthält 
endlich  den  Itewcis  eines  <tom  ohigeo  gSDz  analogen  Satxes  von 
den  Flächen  des  zweiten  liraiics. 

Die  Methode»  in  welcher  diese  sebr  lesenawerthe  Dissertation 
geschrieben  ist,'  kann  man  tuglich  mit  dem  Namen  der  triffonome» 
trischen  bezeirtmen,  und  ist  im  Allgemeinen  dieselbe,  welclie  auch 
der  Vnter  des  \  erls,  in  seinen  Srliritten,  z.  0.  in  seinem  bekannten 
Lehrbuche  der  böhcrn  Geometrie  iu  analytischer  Dar- 
steilflng.  2  Tble.  Leipzig.  1822.  4.,  meistens  angewandt  hat. 


Praktische  Geametrie. 


Instruction  filr  die  praktische  Anfnahno  mit  Bfesstisch  und 
Eippregel.   Kassel.  1840.  ^  Tbir. 

Die  geometrische  Dctai  I  -  A  uf  nah  m  e  eines  Tinndes 
oder  Darstellung  der  dabei  vorkommenden  einzelnen 
Arbeiten  Ton  L.  W.  Klemm.  Stuttgart  1841«  8.  10  ggr. 
als  drittes  H eft  xu: 

Die  r.  a  II  il  ("  s  Vr  r  in  cssn  n  üf  und  dir  in  ih  rem  Gefolge  be- 
findlichen .  1  r  i  M  1 1  e  n  ,  erläutert  d  u  r  c  Ii  die  im  K  ö  n  i  sr  r  e  i  c  h 
Würteuiberg  zur  Ausführung  gekommene  Vermessung 
von  L.  W.  Klemm.  Drittes  Hett.  Geometrischer  Theil. 

Diese  kleine  Schrift  enthält,  ohne  sich  auf  das  Specielle  viel 
einzulassen,  eine  zwar  kurze,  aber  gute  allgemeine  Anleitung 
zur  zweckmässigen  AnordnunüT  der  bei  der  geometrischen  Detail- 
Aufnahme  eines  L.indes  vurkommenden  Arbeiten,  wie  aus  der  fol- 
ll^enden  Inhaltsanzeige  noch  mehr  erhellen  wird:  1)  das  Mess-System 
im  Allgemeinen.  2)  Der  (h -  iiiisnius  hei  den  Vennessiuigs  Arbeiten. 
3)  Das  Messtisr!ihl:itt.  4)  Die  Mess-fnstrnniente.  5)  I)i"c  Punkten- 
hestimniung.  0)  Uie  Parzellar- Vermessung.  7)  Das  Mcssungs •  .Ma- 
uuai.  8i  Die  Austuhruug  des  Kartenhiatts.  0)  Die  Flächenbercch- 
oung.  10)  Die  Kevision.  11)  Die  Vervielfältigung  der  Messtisch- 
blhtt  r  durch  die  Lithographie.  12)  Die  geometrische  Vertheilung 
der  Grundstücke  l-J)  Die  Dergzeichnung.  14)  Zusätze.  Anhang. 
Flächenberechüungs-  (Aufnahms-)  Register.  Wir  empfehlen  die- 
selbe daher  allen  denen,  welche  mit  der  Leitung  und  Ausführung 
geometrischer  Detail -Aufnahmen  beauftragt  sind,  aur  Beachtung. 

Ducournean:  Tralte  pratique  du  mesnrage  des  surfaces  <^ 
Uodriques  et  des  cubes  eu  g^n^ral.  Paris.  1841.  8.  2\  Th|r. 


• 


üigiiizea  by  GoOgi* 


69 

Trigoaometrie« 


Dr.  Job.  MQller;  Eleneote  der  sphäriscLen  Trigonottetrie  fUr 
Sehiilea  bearbeitet  Darnetadt.  1841.  gr.  12.  ^  Tblr. 

Lcntberlc:  Trigonometrie  et  Geometrie  anal^tique.  Paris.  8. 
6  Fx.  50  c. 


Mechanik. 


K.  H.  A.  kayser  (Prof.  an  der  poIvtcchDischen  Scbiilc  za 
Carlsruhe):  Haadbuch  der  Mechanik,  mit  bezug  auf  ihre  Auwen- 
dnng-  nnd  mit  besonderer  Rfickeicbt  auf  ibre  Dantellaag  ofaae  Ad- 
wenduoff  der  böbem  AnalyBie  bearbeitet.    Carlarube.  1840.  8* 

4  Thlr. 

Eiue  ausführlichere  Anzeige  in  einem  der  uä9h8ten  Hefte. 


Praktische  Mechanik. 


Pambour,  Graf  P.  ^I.  C.  dp:  TliPorofisrh  praktisches  Hand- 
bnch  über  Dampfmigeti,  enthaltend  die  Canstruction  der  Locomoti- 
veti  und  ihre  Anwendung  zur  FortschafTung  der  Lasten,  die  Bc» 
recbnongsart  der  Gescbwindigkeiten ,  mit  welchen  sie  beslimmte 
Ladungen  fortbewegen,  und  der  Vortheile,  welche  sie  unter  allen 
Umständen  gewältron  können,  die  Angribe  der  Bedingungen,  welche 
bei  ihrer  Constructiun  zur  Frlangung  bestimmter  Effecte  erfuilc  wer- 
den müssen,  Üntersncbnngen ,  welche  sieb  auf  eine  grosse  Anxahl 
in  England  angestclliri  Versuche  stützen  u.  s.  m'.  nacb  der  2ieil 
Originalauflage  deutsch  bearbeitet  vun  Dr.  E.  U.  6cbnilB6.  Braan* 
schweig.  l$4l.  S.  2  Thlr.  8  ggr. 

Mo u gel  et  Hooebelet:  H^anique  des  travanx  pablies,  ov 
Application  de  la  vapeiir  et  des  maeliiaes  les  plaa  vodernea.  Lm. 
1  et  2.  Paris.  1841.  Folio. 

Manuels- Roret  Aouveau  mauuel  compict  de  constructeur  des 
nacbioes  locomotives;  par  Julies.  Paris.  1841.  18.  2  Tblr. 

Fourncyron:  M<^nioire  sur  les  turbines  bvdrauliques  et  sur 
leur  application  en  grund  dans  les  usines  et  manufactores.  Liege. 
I84L  8.  1  Tblr.  10  ggr. 
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Astronomie. 


Jahrbveli  für  1841.    Herausgejceben  von  IL  C.  Selm- 

macber  mit  Beiträt^en  von  Dove,  Kämtz,  Lehmann^  Bfäd- 
1er,  Olbers  und  Uuetelet  Stattsrart  und  Tübiutfen»  1841. 
8.   2  Tbir. 

Enthält  folgende  An&ätxe: 

Nocb  etwas  über  den  ?eränderticheo  Stern  y  Bayer!  in  ScbwM, 
Kebst  einicren  Beobachtungen  über  Variabilis  Ujrdrae  von  Olbers. 
Im  Jabre  1818  ffescbrieltm. 

Heber  die  Temperaturvcräaderungen  der  Erde  in  der  Nähe  ihrer 
Oberfläche  von  A.  Qnetelet. 

Bemerkungen  bei  Gelegenheit  4er  Abbandlung  von  Qoetclet: 
Teber  den  .^liusclien  und  die  Gesetse  seiner  Untwickelung,  von  Dr« 
F.  W.  U.  Lehmann. 

Ueber  den  Zusommeuhang  zwischen  Temperatur,  Luitdruck  und 
Windrichtung,  von  L.  F.  Kftnti. 

lieber  die  Mondgebirge  TOD  J.  H.  Mädler. 

Nordamerika  uixl  I  uropu  neteorologiseh  mit  einander  ver- 
glichen von  H,  W.  Duvc 

Der  übrige  Inhalt  uud  die  sonstige  Einrichtung  dieses  trefflieben 
Jabfbudis,  clem  wir  ungestörten  Fortgang  wSoschen,  können  als 
binreidieuil  bekannt  vorausgesetzt  werden.  Ausser  den  Guussiseben 
Tafeln  zur  Besfljumun'j-  <l<'r  Höhcnuntrrsrhicdc  sini!  atirli  die  I5rs- 
sel'scben  mitgethcilt,  Lei  denen  auch  der  in  der  Ltiti  *  ni li  ilkne 
Wasserdumpf  berücksichtigt  ist,  und  vorausgesetzt  wird,  duüs  au 
beiden  Stationen  ausser  dem  Baros^eter  und  Tbermometer  aneb  das 
Psjcbrometer  beobachtet  worden  sei. 

Auf  der  rniversitnt  zu  Lund  ist  neuerlicbst  folgende  astrono- 
luische  Dissertiitiou  erschienen: 

De  motu  systematis  solaris  progressiva  Dispotatio  nstrononuci, 
Prnes.  J.  H.  A^ardb,  Arithm.  Diic;  Respp.  B«  G*  Borg  et 
Andersson,  l.  II.  Londae«  (33  S.  8.). 


Physik. 


B er 6: e r Y ;  Pljysinue  et  Chimie  des  dcoles  ptimnires.  3me ddition. 
Paris.  1841.   12.  2  Fr.  50  e. 

Pouillet:  El^mens  de  Pbysiqne  exp^rimentale.  äoie  Partie  et 
Attas.  Brüx.  1841.  8«  eomplet  0  TbIr. 
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Danaig.  »   I.  III 
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Von  Herrn  Praliaaor  und  Bireetor  Strekiko  an 
Dam'i'r   L  m 
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De  potestatum  periodis,  radlcibas  primitivis 

residuisque  quadraticis. 

Auetore 

C.  F.  Arndt 
niatk.  «lud«  in  Univertiute  liueraria  Gryphiswaldensi. 


Otioniam  in  disquireud'is  rphu».  quac  ad  numerorum  spcctadt  doc- 
triauin»  occupatus  fürte  dctcxi,  ue  rcsiduis  ^uudraticis  tlicurcmatn 
BimiUina  Iis  cxslare,  qune  de  potestatnni  periodic  radicibusquc  pri? 
vitivia  per  virum  chiriss.  Gauss  in  lucem  prodicrunt,  ot  viderc  li- 
cet io  cjuü  Disquis.  Aritlim.  pag.  73  sqq.,  finem  in  .sequeutibus  mihi 
propirsui .  iH  nrcfissimuin  Ijortim  theoremutum  viiicnlnii) ,  quatrnus 
ilcn  püShU  patetaciaiu.  Uu««creuti  inilii  in  kac  arcou  eliani  notu  se 
obtttlit,  ex  qua  ftcilHme  dijudtciiri  ptfasit»  utrun  in  eongruentia 

1.2.3.4  l)  =  ±l(uiod  .  /;) 

de&ignaale  p  iiumcTUi»  pruuum  tarinae  ^^-f-S,  signo  superiore 
utendun  sit  an  inftnore.  Quodsi  vitopfsres,  quod  praeter  nova 
elian  aatis  nota  rcceporitn«  tarnen  nov\s  ndliibttia  pterunujae  demon- 
strandi  iru'tliodis  st inühfjnf*  rem  ita  institurndi  u(  lalius  pafeant 
tbeoremata,  ej^cusatum  mc  cssr  vcirin.  Scd  iongiores  sutntis  qtiani 
oecease  e&t  et  nc  vcrbis  soliiiu  attiugaiuu!»  ea  quae  voluiuus  ohten- 
dere,  ad  rem  ipsam  veniamaa.  Initiom  autem  faciandam  erit  cum 
propostfione  jani  ab  Eaclide  iaveata  et  in  doctrina  uumerorun  band 
dubia  meuioratu  dignisaima. 

A.    De  numeris  primis  in  Universum  nscitur. 

^.  1.  Numerus  q  u  i  (  u  u  r]  uo  priinus  qui  uequc  uDum  ne- 
quc  alterum  duorutn  nunicrurum  melitur  ctiam  produ- 
etOB  horuB  Dan  netietur. 

UeiBoafltralio.  Üt  d^  monatraudi  aiettiodus  latina  pateat,  aasu* 

mnmns  utrumque  numeruiti  dalum  oumcro  dajo  prinio  psko  tnJtjrjrfm, 
et  <lo';iL''noiniis  ntimcros  datos   per  a,  6,  numerutn  pricninn  [ut 
Residuu  liioruni  ex  divisiorie  per  /'  relicta  sint  u,  |j,  iia  ul  foü  liuc 
■ado  lieeat  exhiberi  «  =  «^  +  0,  6=sMp-{- ubi  aterqoe  a,  ß 
mlnof  quam  p  atqne  er,  m  aunt  iategri.   I^ductum  igitnr  nt6  for* 
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mam  habcbit  kp  +  a/?,  quam  ob  rem  si  (tb  per  //  divisibiie  cssef, 
«tiam  productum  aß  per  p  divisibiie  esse  oporlcret.  Itaque  res  eo 
redoctft  est»  nt  demonstretur,  Dimerani  prinma  p  produetam  «liquod 
aB  nefciri  non  posse,  cujuB  factorcs  ainbo  iimt  ninores  quam  p* 

Hoc  vero  ita  probamus. 

1..  Si  dupium  ipsius  ß  vel  "Xß  per  p  divisibiie  es^set,  numcrudi 

integruai  ^  uoitati  aequtvftlere  oporteret,  qaoniam  ß^Cpy  2|il'<2/y, 

^-^2.    Neque  vero  aequatio  2ß  =  p  locum  habere  potest,  quia 

tuiu  numerus  primus  iuip.ir  p  per  2  divisibilis  esset. 

2.  Ktiain  triplum  ipsius  ß  vel  ^ß  primus  p  noB  metietar.  Bfaia 

si  iieri  posset,  uumeram  integrua       «ut  1  esse  oporteret  aut  2, 

qnoaiav  tß'<,Zp,  atqae  haberetnr  aequatio 

Tel  Zß=spf  ipse  p  per  3  dmsibiliB  esset,  quod  fieri  nequit,  quia  p 

Don  est  t(  cx  suppositione.    Si  deniquc  e.ssct  -^  =  2  vel  3/?=2//, 

ipse  2/i  per  3  dividi  posset,  quod  prinio  cosui  repugnat. 

3.  Uuiu//  producluiii  2^  uon  metitur  sccuuduoi  1.  etium  ex  eudciu 
causa  2 .  2^  vel  Aß  meCiri  ncquit. 

4.  Quaado  5/?  per  ^  divisibiie  esset,  nna  baniM  aequatioaum 

locttH  habere  debeiet  ^ssl,  ^  =  2,  ^==3,  ^ssA,  quoBian 

5/?^ 5/;.  In  priori  casa  esset  bß==p  atque  p  per  5  divisibilis;  ut« 
qiii  p  noB  est  5^  bbib  Talores  ipsius  a  semper  suot  aiiBOres  quaak 

py  iu  secundo  casu  haberetur  5/9  =  2//  atque      iuteger  cootra  1., 

in  lirtio  eaiai  5^s=s8/»  at(j[ue  ^  loteger  coaln  2.,  ia  qnarto  deai« 

que  casu  5/9  =  ^  atque  integer  contra  3.,  ergo  // productum  5/:^ 
«etiri  nequit. 

5.  Uuomodo  ulterius  prugredi  possimuü  satis  iotelligitur,  scd 
Bt  tbeorena  in  geoere  demoDStretar,  assuaamua  Tenim  id  esse  pro 
Omnibus  ipsius  a  voloribus  iode  ab  2  usque  ad  primum  queacBaque 
ipso  //  ininnrrm.  ita  tarnen,  ut  inter  huuc  et  //  alius  etiam  BBBierus 
primus  p  cxsict.    l*riorc'in  •Icsis^ncnais  prr  /i". 

Jam  dico  pro  utiiiiibu:>  lactui-i:^  u  \aluriiiiiM  iuter  p"  et  p'  tbeo* 

jrema  aostruai  vaiere  nee  minus  |>ro  ipso  p'  quea  auaiero  primo  p" 
proxime  majorem  esse  accipiamus.  Snm  si  quicuiique  Bumerus  com* 
positus  inter  primos  //'  et  //  in  factores  primos  hoc  modo  resolvitur 
j4"B'>0'  ...  patet  ipsos  Z?,  C...  mionres  pssc  quam  /;'.  .lam 
vero  ex  suppositione  tbeorcma  valet  pro  A.ß,  erfjjo  pro  A .Aß=zA^d, 
hine  pro  jm  .  A*ß=sA*ß^  nniversim  pro  A*'ß.  <|uo  facto  propositto 
TBlebb  pro  A'ß  .  It  =  A»it .  ß,  binc  pro  A«B  .  ß  .  B=A»B*ß, 
univprsim  pro  Ä^W'ß.  Hör  modo  pros^redi  licet  faciilimof|iip  pers-|»ioi- 
tur  revera  productum  A*^Ii^V^.,.  per;/  non  divisibiie  Sunc 
denique  etiam  p'ß  per  p  non  divisibiie  erir.    Nam  si  iieii  pojsset, 

numerus  iuleger  ^  uuus  cx  bis  esse  deberet  1,2,  3,  ...fr' — 1, 
quoniam  ß<.p,  V'ß-^Cp'fy  ^'*^/''«         igitnr  p'ß  aut  //,  aut  2;>, 
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aut  —  not  1)/?.  In  priori  casu  A  esset  numerus  integer  q.  e. 
n.  <jula  />  imn  est  p'  atqtie  /;  primiis.  ht  si'cündu  cnso  haberetur  numerus 
integer  —.  coutra  1.  vel  su|ip.,  io  terlioi  quarto,  qainto»  etc.  casu 

...«ri  ^.  'j,  ^, . . .  52^^  <»eat  iptejfri  eo.t™  e.,  .p.«,  rt». 

(uiiDUS.    Hinc  sequitur  si  tlieorema  vuleat  usque  ad  productum  jy 
etiiiin  pro  prodiict»  N  •    Teruin  esse  ^esigDUBte  M  oonier.  qaeocDn- 
que  intcr  jt"  et     nee  minus  pro  p^ß  ita*  at  iater  ff  %X  ff  oanenm 

non  o\s((>f  primus. 

Jam  vero  propositionem  (temonstraviinus  pro  productis  2/?,  3^, 
hp,  5/9;  crg»  (5)  valebit  pro  6/9  ot  7^,  iiinc  pro  8/9,  9/9,  10/9  et  ii/9^ 
liine  pro  Ytlß  et  ex  qoo  seqaitur  veraai  eam  esse  pro  pro- 

dueto  v.^}. 

Aliiirri  et  quidcm  simplicissimaRi  demonstrotioneDi  videre  licet 
in  Disq.  Arithinet. 

§.  2.  Duoruni  nomeroruai  prodnctnm,  qaorum  Itter* 
que  ad  numerooi  qoencanque  p  est  priams,  ipse  hie  nou 

ai  c  f  i  1 1!  r. 

Kcsolvatur  p  in  fuctores  duos  fif  q  quoruni  unus  p'  sit  nu- 
merus primus  ita  ut  liabcatur  pz=p'q.  Quodsi  productum  numero- 
rom  dotorun  qaos  0,  6  vocemas,  per  p  divisibite  esset,  etioai  per  ff 
aiaatfesto  dividi  jrosset.   Ipse  //  autem  nnlluin  borum      b  metietar, 

nnm  si  ex.  gr.  a  esset  niuhiplnin  bujns  primt  ;>',  ipse  p'  qtnim  a 
tum  p  metiretur,  quo  facto  a  zt  p  divisorem  communeui  Luberent 
contra  byp.  Krgo  primus  p'  ueque  u  aeque  6  metietur  neq^ue  Igt* 
tnr  productum       1.),  quam  ab  rem  a6  per  p  non  erit  divisibtle. 

Coroll.  1.  Si  (juisque  itumcrorum  <?,  ^.  r,  d...  »d  nnni. 
queru  unque  p  est  primus,  liic  ijuse  j»ro(iucf  um  nffctl .  ,  non  rTir  tietur. 
ISIuni  propositio  vuk  t  pro  ah^  biuc  pru  uic^  hinc  pro  aOcd .  .  .  ergo 
aniversitt. 

Co  roll.  %  Etiam  potestas  aliqna  pata  0*  cajas  expoaeas  jia» 

merus  inteircr  positivus,  per  Bumeran  qoeacuaqae  ad  «  priaam 
divisibilts  esse  »equit. 

§.  3.  Quando  p  ad  Uy  . . .  est  primas  pTodactUffl* 
qae  übe»,,Z  per  |»  diriiibile  est,  2  per  ;»  dirisibilem 

esse  oportet. 

Resnivatiir  p  in  factores  prim»w  f(pf|n!«1os  inter  se  vel  divcrsos 
boc  modo  p'i  p",  p'^\  quoruiH  muUitudo  ex.  gr.  sit  4.  Quia 
mbe . .  X  per  p,  crgi»  per  p'  diviaibilis  est  ff  bujus  producti  facto- 
rem  Z  metiri  debet  (f.  1.);  si  enim  Zaoa  metiretur  etiam  abc.^Z 

metiri  aon  posset.   (|aa  re  poni  licet  Z=:p'Z*  eritqne  — 
a/fc . .  Z' 

=s  p"p"yr  numerus  integer.  Seqoitar  productum  aie  . .  Z'  per  p" 
dhrisibile  esse,  ergo  etiam  Z'  (4.  1.)  ita  ut  poai  liceat  Z^=p^Z% 
enfque  — ^ — =  -j^'^^F"  numerus  integer.  Qaia  igilor  «Mr..Z'' 
ipse  DUm.  ^*'pf^  melitur,  etiam  p'"  hoc  productum  metietur,  quam 

1  ■     \'       .      rrn  u,  rmu,         ■  ^  **bc  .  .  Z  OliC  ,  ,  Z'" 

oh  rem  poui  licet  Z  =:p  Z"'  critque   ~ —  =   ^77 —  nume- 
rus inteffer.  Ponamus  deiiique,  quia  Z'"  per  //"'  dividi  pittest, 
Z'"  =  p"'Z'^  bubcbimusquc  per  i>ui>sututionem  Zz=.p'Z'^pp'Z'' 
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==://;/y''Z'''  =  «y>'>"Z'^  =  «Z'%  ergo  revcra  Z  per  p  dlvisi- 
bilis  t»t 

4.  4.   Duo  niimeri  eecuodum  tertium,  quem  seaper  positivuni 

cssc  (»f>'iTk'l>if",  congTiii  dicuntiir  mit  iticongrui  prouH  liir  iüo- 
ruia  dili'ercutiuiii  »tctitur  uut  ti*)[i  nHiihir.  Quornm  nuinoroniin, 
quem  tertium  diximus^  utriusque  muduium  et  quidein  alter  um 
alterias  recidnnm  aut  non-reiiduum  Tocemui.  Congrueotia 
siG:naiii  boe  adaptstum  est  ita  ut  si  num.  a  num.  6  sec.  mu« 

liiiltiiri  coogruus  est,  ita  scribendum  alt  a  =  h  (mod.  m).  Si 
tur  utcr(}ue  h  minor  est  modulo  «»,  hi  iiumcri  secunduiii  m  ron* 
grui  cssc  Dcqueuut,  nisi  az^ö,  Si  vero  a^m,  0<im  ijise  b 
■  erit  residnun  ex  divisieae  Dmaeri  a  per  m  relieton.  Nam  qonm 
per  m  dimibilis  ilt  ponendnoi  erit  a  —  0=xk.m,  vel 
usst/e ,  m -\- ox  «|U0  soquitur  ^  esse  residinttn  ipsius  n  per  m 
divisi.  Si  denique  //  iium.  a  sec.  m  est  congruus,  ipsum  If  rcsijlm» 
ex  diviüioue  numeri  a  per  m  rclicto  coagruum  esse  oportebit.  Qui- 
bua  Doüonibas  atabilitis  patebit,  cuiTis  iiumero  a  in  bac  serie 

0,  1.      3,,..«»— 1 

residaum  respondere  secondom  modalnn  m  et  quideai  noan  tao- 
tummodo  nenpe  id  reiidtto  aequivalebit  ex  divisioae  onaieri  m  per 

m  relicti. 

Haec  residua  modulu  uiinorci  alicui  uumero  GODgriia  hujus  resi* 
liuii  uiiuiuia  sec.  iiiod.  prup.  vocautur. 

§.  5.   Inter  tbeoreamta  quae  statin  aub  aspectan  eadaat,  baec 

'niDt  rcfornnda. 

1.  Si  bini  numeri  sec.  mod.  fjii  on  cunque  sunt  corurrui 
etiain  summa  priurum  summae  puäteriorum  sec  euiideui 
mod.  erit  cougrua. 

%,  Qaando  quiaque  daorom  nunerorum  aliorum  duo- 
rom  cuique  congruus  est,  etiam  priornn  differeatia  po* 
ateriorum  coriüfiua  vr\\  d  i  f  fe  rc  «ti  ae. 

3.  Productum  uumerurum  quotcunque,  quorum  quis. 
•   qua  allorun  coiqne  nnmerorun  congruas  est,  borun 

ipsorum  producto  erit  congruum. 

Sit  eniin  a  •=  b  (mod.  ///) ,  a' ^  b\  a"  =  b"  etc.  erltque  pro- 
banda  congruentia  aa'a"  eic.^bb'b"  e\r.  {moA.  m).  Uuoni.im  difTo- 
reotiae  a  —  ^,  —  b\  a" — 1/\  etc.  per  m  divisibiieü  suut  (^^ij^.  4,j 
atatnendon  erit 

a  —  b      ^/w,  a'  —  1/  =  /^m^  al'  —  b'  =  k  ///,  etc. 

■ 

vel 

abi  ^  etc.  annt  ialejgri  Zero  noa  ezcinso. 

Pruductum  aaV  etc.  formae  esse  Km -\- bl/b'^  t^t,  fncilc  per- 
spicilur^  qua  rc  diflerrntia  aa'a" — ää'ä"  etc.  formae  erit  Am»  cU* 
quc  per  m  difisibilis  i.  c.  aa'a"  .  ,^bb'l/' ,  ..(mod.  «»), 

4.  Quaodo  congrueutiae 

a~b,  c  =  ä  (mod.  m) 
locnm  babeat  atqae  ^»      annt  integri  prodnctnnqne  cd 
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iid  m  est  prinan  etiam  haee  locum  babebit  coogruentia 

T  =  4^  («od. 

llx  3.  scquitur  ad=,bc^  quo  facto  diffcrentia      — Ä£?  tunquam 

per  m  divisibilis  furma  exbibetur  km\  Cum  erit  — — =  vel 

U         h    km 

"tf"       d  cd' 

Jom  rero  eif  ad  m  ctt  prirnns,  ergo  (f.  3.)     per  «if  erit  diTi- 

sibilis  atque  ^  ioteger^  quam  ob  rem      —     muUiplum  erit  ipsius 

M  L  e.  y  5     (mod.  m). 

<  f.  Nonema  indetemiiBatiit  ita  teaipar  potest 
deterniDari  vt  expressio  aa:-\-h  aeenndaB  modulum  m 
ad  a  primiim  cuivis  niimero  t'iat  conpirua  vel  quod  idem 
valet  c 0 iigruentia  aa: -^b-=c  ^inud.  m)  aemper  poterit  re- 
solvi,  quidem  m  txA  a  est  primus. 
Coniideramua  producta  haee 

«r,  2<jr,  3flr,  -iar,  ....(«•  <^ 

Uuuoi  ad  m  sit  primus  nuUnm  borum  preducturum  per  m  erit  di- 
Tiaibile)  naai  ai  qnodciiiN|«a  illomm  km  {k'K.m)  ipae  m  aMtiretnr 
ctiam  k  per  m  divisibili«  esset,  quod  fieri  «equit  (§.  3.).  Et  quidem 
omnin  prfi<!urt;i  sunt  soc.  w  inronnrrtin,  Sl  rnim  duo  qtiaelibct  ppr 
Xra,  X*'«  üesigoamus  itu  ut  X: -<;«#,  <im^  diU'ereutiaii»  —  ka 
=  (X  — A-'ja  ipsam  «•  aietiri  oparteret,  ergo  {k  —  l^)  {%,  3.)  qoad 
fieri  aaquit  Horam  isritur  prodoetaraai  rtsidna  mioiiM ,  ax  oivi- 
siona  aorna  per  as  relicta  aniat  ordiaa  segleeto  baca 

1}  3i  3y  4|  •  t  •  as  —  1« 

Jam  vero  diSaraatlaa^— ^  rasiduan  Biiaimum  poskivma  iatar  illa 
rasida«  oportet  inveniri,  quam  ob  rem  c — h  alicui  productoruai,  da 
quibos  agitur«  eoogrua  erit.   Sit  boc  productum  ka  eritqua 

km^e^O  vel  km^^b^c  (mod.  as), 

CoroU.   %uaDdo  a  et  m  divisorem  comgi.  babeot  ataximam  9 

COOgruentiao  ftT-\-!>  —  r  (mod.  m)  satisficri  nequit  nisi  r — f>  por 
9  eAt  divUiitilis.  l\am  quum  congruentiam  banc  pro  luoUuio  ä  uoa 
minus  quam  ^ro  nodulo  m  oporteat  locum  babere,  uumerus  c  —  h 
per  ^  erit  divisibilis.  Ceteron  si  resoiri  poteat  ad  allam  faduettur 

nx  __  c  —  b  .     ,  m. 


iu  qua  -jr  ad  luüduium  -^7  est  numerus  primus. 

§.  7.  Uuaudo  p  est  numerus  primus  nuiuerum  A  uon 
metiens  plures  quam  «  secnndum  modnlUm  p  valores  in- 
congrui  Yariabilis     aon  exstaat,  qui  eongruentiae 

^^H-ÄÄ^i-t-  ^*^-f-  etc.  -^JHioB-^N^I^ 

secunduoi  cuudem  mod.  (»atisfaciant, 

!•  Si  n  uoitati  aeqniralet  propositio  nostra  ex  paragr.  praeeed. 
ilKca  aaqoknr. 
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%  $1  T«ro  «I  nnitalem  isperat,  con^rueoüa  «  fieri  pMBit  plu- 
rcs  quam  exein[il.  gr.  «+1  Talores  adoiiUal;  inconi^raos  a,  d 
elc.   Tum  erit 

Aaf^  -I-  Äa«-i-|-  Cof*-^  etc.     iWu  -f  -  A  =  0  (m.  p) 

ergo 

j^aH  _  |5«)  4-  ir(a«-i  —         etc.      M(a  —  /5)  =  0. 

Potestatnm  differentias  <|aae  In  hac  eongnieBtia  repcrianiiir,  per 
a  —  ß  divisibilcä  esse  satis  aotnia  est,  facillimeqae  penpieitnr  con- 
grnentiaoi  forna  esbiberi 

(a— [Jß^'^S'ß^'hCß»^tlU.  +X'j}+ir')sO 

arga-arit 

C'/?"-»  aCc  -hZr'iJ-hif'sO 
qaoaiam  o  —  ß  yer  p  nan  divisibilia  att,  aaai  o.     laot  valarea  in- 
congnii.  Jan  qnam  maltltudo  baran  «,      ;k,     . .  •  sit  »  + 1  aU 

qtio  ipsuiii  tt  cum  uliorum  cpioquR  combinnri  liceat,  mnnlfrsfn  n  roii- 
s^TUcntiHe  formae,  qnnm  modo  diximiis,  bubebuotur  et  quidcm  omocs 
üuuL  (» — 1)'»  j^radus.  toujjfrutolia  igitur  (ä — 1)^'  grudus  admiU 
Ict  »  valorea  iDcoagnia«^  ex  aadem  oausa  caagraantia  (» —  2)<< 
gradus  «^l  valarea  iaeaagnioB.  Qua  concInsiaDe  cootiauata  aaqna« 
retur  con^rnontiam  primi  e:r.Hh!s  udniitlcrc  2  rarlicps  diverens,  quod 
üeri  nequit  0  ).  Multo  luiuus  )4ureä  quam  m~{-1  radtces  diver* 
t>ue  concruentiae  propositi  n'*  grudus  sattsfaciaat. 

S.  DesigDaata  yil^  aiultUadiaan  onaararuai  ad  JV 
primorum  ipsoque  minurum  et  etc.  omnet  divi- 

sores  numert  .V  unitato  nt  ipso  iV  aon  excluai*  iaaipar 
erit  ff «  -h  y«'  ■+■  W'     ff*'"  ctc  =  A» 

1.  Quaoda  Af  est  formae  p»  vel  nameri  priaii  paCcataa,  annaa 
ejus  divisoraa  aunt  bi:  1,  p^,  ^«  Multitado  miBaranm 
ad  p^  prinaniBi  aaqaa  minarnni  aat  p^Hp-~^f  ergo 

9>1  +  9/»  +  9^  *  +  ff^  *  + .  • -h  9^ 

= 1 4- (/»— 1) — 1) -H         1)  etc.  H- — 1) 

quam  svmraaai  patestati      aequivalare  ex  dactriaa  seriernm  eoastat 

2.  Qnafido  JV  est  nnmerus  compositum  putn  A'^B^O  etc.  qai* 
eunqne  bujus  divisor  forma  AfBtC^.,.  exbibetur,  ita  ut  expo. 
nentes  /*,  ^,  h  vel  dodduIU  corum  etiam  evanescere  possint,  atta- 
Bieo  minores  sint  resp.  quam  //,  c,  . .  .  Poterit  i^itur  f  omaes 
valares  iude  ab  Zera  usque  ad  «r,  g  aniaaa  valares  -inda  ab  Zen» 
usquc  ad  h  omnes  valores  a  Zero  usquc  nd  c  etc.  accipere.  Et 
si  valoribus  bis  respondontps  [»otestutes  intcr  sc  corobinnntnr,  mani« 
fest»  uinnes  uumeri  A  divisurcs  exstabunt.    Jam  dicu,  hi  numeri 

.  JT,  6',  H  etc.  eint  ad  siugulas  uote«tatat  Af^  Bs^  €^  etc.  jiriaii 
etiam  productum  FQB , .  ad  illud  AfBsC^*,,  p  riinutn  fore.  Naai 
qiiuin  Iji  dkmIo  factoros  /?,  C.  .  pradttctum .  .  .  jiossint 
mctiri,  si  producta  AJB&C^^  .  .,  FGH ,  .  divisorem  conimnnem  ba- 
bereot,  unum  ex  factoribus  By  6'. . .  siaiul  ea  metiri  ouorterel 
ax.  gr.  Thb  aatea  A  taaquaai  prinaa  aut  /'  -«tiri  aabaiat, 
aut  Oi  aut  ff  ate.  v*  c.  Fy  neque  vero  Af  ad  I*  «saal  oasenf 
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primus  cootra  suppositionem  nostram.  Viceversa  qoicanque  nnmerns  ad 
A/Bf  C^ .  r .  prinutf  fsctores  Bodo  iovolvet  qaorum  oullot  tvm  |io* 
tcftotibnt  A/y  ßf,      . .  babeat  facto  rem  commoDOM*  Nvne  repe« 

riantur  numeri  nd  .i**,  v^*,  .  .  primi  lingulisque  non  majo- 
res, deinde  numeri  ad  potestutes  JJ^^  B',  ß"*^  .  .  ß^  primi  sins^ulis- 

aue  non  majoKS  similiterque  de  ceteris,  C*,        C,. . .  CK  Vrtmo 
icloram  nnltitado  oril'        secundo  ß*,  tertio  €^  ete«  ez  prima 
parte. 

Quodsi  nnmcri  de  quibuB  ngitur  inter  <;e  combinantur,  ex  prae* 
cedentibus  patebit,  omoei  numerus  exstare  ad  divisures  numeri  A  pri- 
mos  ipsisque  non  majores  manifMtoqoe  nullitndo  baibclutur  ^i9^€> 
elf.  Bive  A. 

Alirtm  Irret  Tidoro  domoiutratiooea  buj.  prop.  in  Ganm  Diiq. 

Arithm.  pag.  33.  « 

B*  'De  nnmeromm  periodis^  radieibun  primitivii  resi* 

duiaqne  quadraticia. 

$.  9.  Quam  Format ii  tboorema  in  aeqoentibiis  mazimi  dt 
momenti  io  memoriam  id  revocabimua  aed  ita  cnaneiatvm,  ut  latia- 

aimc  patcat,  nemin'  ut  scquitur. 

Üiiando  numeri  a,  p  sunt  inter  se  primi,  semper  eoa- 

g  r  u  e  I)  1 1  a 

t^fP  =  l(mod.  p) 

looiiiM  linhrliit,  denotatito  ffp  luultitudineu  numcrorum 
ud  p  priinuruui  eoque  miuuruui. 

SSignificatia  omoibua  numeria  ad  ;/  primis  eoque  mboribna  per 

staliui  patebit,  nullum  borum  productorum 

0^a  ,  O^a  .  0,flf ....  Gu  .  a 

per;*  divtsibilc  es?**  "l),  dolnde  producta  de  quibus  agitur  sc- 
cuiidum  //  esse  inconoi ua.  I^um  st  uuiversiin  baberetur  6)jta  =  6^j^a 
denonaniibns  0x  nntneroa  ez  bis  (9,,  . . .  0f4  differentiam 
0  a  —  Oia  ergti  Oy — 0;  per  modulum  esse  diviaibilom  oporterot, 
fjuüd  fieri  rrrjuif.  Tritut  diro  (|it(ttKi8  residuum  cx  divisione  pro- 
ffüffornm  ülfiriiin  per  //  rolutiim  ad  /f  esse  primum.  Nam  si  resi- 
duum pruducCi  aiicujus  Ox**  est  q  vei  0ya=^Q  quicunque  residui  q 
diviaor  prodnctnm  0x0  metiri  deberct,  siquidem  etiam  Bumernm  pri- 
mum p  metirelnr«  l^m  anten  out  ant  a  cum  |».baberct  divisorem 
camtniincm  contra  ca,  quae  sfatninius.  Qnum  igitur  producrnrnm 
rcsiduu  sint  inapqualia,  nd  p  prima  uullumque  evanescat,  residua 
buec  ordiue  negiecfo  Iiis  ipsis  6),  .  0,  .  0^  .  .  .  0^  aequivalere  sta- 
tin perspicietar.   Ers;o  baoc  babemua  eoograeotiam 

,        .  0,«  . . .  Ouff  =  f>,  .  0,  .  0,  .  . ,  0p  (mod.  ;/) 

vel  bonc  0,020,  .  *  0/i  (a'^f —  1)  =  0.  Jnm  vero  p  ad  productum 
0,0,  . .  0/i  est  primus,  quam  ob  rem  (§.  3.)  diQcrentia  —  1 
per  p  diviaibilia  esae  debet  i.  e.  äfP  ^  1  (med.  p), 

(^uando  p  eat  numerua  primae  amaea  ad  p  primi  eoque  nipo» 
rea  auot 

1»  8>  1 
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ergo  ^tf^i  s  1  (ttioU.  p)  quo  modo  vulgo  euuDciatur  Fennatii  tbeo- 

4.  10.   Pedetratini  vcro  quaestio  icie  o0ert,  nuiii  etiaM  infe» 

riorcs  potestntes  quam  f  f//)'"  unitnti  Hcrtinduin  p  [»us^-iiit  congruuc 
iicri/     Hoc  nrcrninf njuui  mox  ag-gredieinur,   s(»<l  id  certc  ctintcndi 
puterit,  cx[tuii  etilem  intimuc  uumeri  ulicujuü  a  |»otesttttis 
noitati  congruae  aut  nbmero       aequaUm  esse  aat 
certe  metirt. 

JSl  omm  esset  iniimn  numori  n  {»otcslris  unitafi  sprnn<J?ifn  p 
conQrruu  et  ^  numprum  ifp  non  raetiretur,  ponere  iicertit  ifpz=,mf-\-r^ 
ita  ut  r  non  cvaiiescerct  minorque  esset  nuiiiero  t.  Erit  autem 
«V'i's  1  i«  e.  o^-H'.vel  •  uoitati  coogrua;  jam  vero  5  1 
ergo'a^'sl  exslaretqae  inioor  duu.  m  poteiCas  quam  anitati 
CODgni»  cnntrfi  supp.  iiostr  un. 

QuanUo  autem  a'^  eäl  luüma  uumeri  a  uoitati  cungrua  potestas, 
hae  ^ 

«»,  .  .  .  a* 

secundum  p  crunt  incongruac.  Nam  si  cssef  ff^  =  n^'  ita  ut  nullus 
iiurum  X,  x'  expiineutem  t  »upcrarct,  haberetur  =  1  (m.  p) 

(§,  5.  4.)  quo  toco  statttimus  eaae  x^x\    Atqui  ae~  ergo 
00a  esset  iaßna  naitati  coogrua  pntestiis.   See  minus  potestates, 

quaruin  ('X|M)nr  n(rs  intrr  f  ~\-  t  ot  '2r.  iiAvr  2/-|-l  t;t  2(.  intor 
Ar -\  i  vi  V  i'lc.  cuntiucDtur,  iticongruae  eriinf.  Nam  quancunfiin* 
putcütaleiu,  cujuä  exponeus  inter  /-f-l  et  2/  cuutiueutur,  potcslali 

alicui  cujus  expunens  ^  1  et         congruam  fieri  facillimc  intelU* 

grtiir.  Ideni  valrt  dt'  reliquis.  Potestates  vero  a^^,  ff",...«*^ 
omaes  secundum  /i  unitati  f(»re  cungrua^  id  qiioqiic  quisquc  pcrspi- 
cict.  Uubetur  igitur  pcriudu&  nenipe  puteütutum  series,  quuruni 
residuB  mioima  sunt  loaequalia  omniaque  ad  roodaium  prima.  Ce- 
tcniin  si  est  indma  uniinri  coDgrila  potcstas  atque  =  (mod« 
<  tiarn  r  = '>  fmod.  f)  cni;  nam  rtr'^~'s*  =  I,  qua  rc  dÜferentiam 
BUiiD'ii  /  inul(i|»luiü  rsse  «»port.  I»it  vel  r     n  (mod.  /).    \'ire  versa 

iuaiido  cougrueittiam  iiauch  r  =  ^  (mud.  l)  etiain  banc  alteram  ba* 
ebis  tifs«^  (mod.  p), 

Si      est  infirna  radicts  a  potestas  uoitati  secuodim  Modiiliui 
quencunquc  p  cungrua,  a  ad  cxponentem  $  pertinere,  cum 
.Eulcro  in  sequpnttl)us  dicrmus. 

§.  11.  Numerus,  in  quorum  periodis  omocs  ad  loodu* 
Inm  primi  eoque.  aon  majores  aumeri  reperiuotor,  radi* 
cea  primitivas  voeabimus,  Sequitur  ex  hac  defioitiooc,  cxpo. 
neatem,  ad  quem  radix  primitlva  fiorrinrat,  nequnlcm  fssp  loultitu- 
dini  DUmerorum  ad  mudulum  pnuiurum  eoque  nun  majorum.  Perti- 
neat  coim  radix  quaecuoque  priiuitiva  a  ad  exponeotem  t  eritque 
'tf'  intima  nomeri  «  potestas  uoitati  coogrua.  Jam  vero  a  ad  mo* 
dulum  primns  oec  minus  a*,  n*,  , . ,  omniaque  faamm  potestatum 
residua  minima  sunt  inaequulia.  Quia  igitur  periodus  liaec  t  nume« 
res  ad  modulum  primos  complectitur  ceteraeque  potestates  eadem  proe- 
beot  residua,  ut  omoes  ad  modulum  primos  complectatur^  ipsum  /  muU 
titudini  nnmeronim  ad  modalom  primorom  aequivalere  necesse  erit. 
Valde  autcm  quaeritur,  num  revera  pro  quovis  roodulo  radices  inve* 
niantnr  primitivac  et  si  exstant,  quae  sit  earum  mnltitiido.  Videbimus  . 
iu  sequentibus  in  eo  modo  casa  radiees  exstare  primiuvas,  in  quo  mo« 
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dulus  sit  4  aut  una  fomaran  exliiboatur  'ip"  dcnotante  p  au- 
nerum  primum  imparem.  Priusquum  autem  hoc  aggredinior  arp^- 
MMiteM  radkes  coogrueBtiae  superiorit'  gradus,  io  nuibos  nititnr 
dia^oisitio,  aunt  coDaiderandae.  Sed  e»  atatiai  trmctaViouis  CMua, 
ift  qua  p  eat  numerus  primum. 

12.  Semper  exstunt  niimeri,  quorum  nulla  pote- 
stas  inferior  quam  {p — 1)'^  uuituti  congrua  est^  vel  quod 
ideal  valet:,  pro  nodalo  prino  radicea  exataat  priail- 
tivae. 

Oiiando  p — 1  in  fnctorcs  suor  primo;?  hoc  modo  resolvitur 
A'^B'^Cy  .  .  .  dir«  imruiri  pnsse  DUincrum  a  ad  fxpüncntctti  A^y 
uu^i.  ^  ttd  exp.         nuiuüruiu  /  ud  exp.  C"  etc.  pertineotein.  Coo- 

groentiaai  =  1  (nod.  fi\  bod  pinrea  qua«  ^  radiees  ad- 
mitlere  direraaa  ez  f.  7,  patebit,  'quam  ob  rem  qui^que  numeroram 

1,       3,  i,  .  . .    —  1   quorum  multitudo  major  quam  — ^ — ,  con- 

grucntiac  illi  satisfacere  non  potest.  Sit  igitur  g  udus  liujusmodi 
Bomerits,  coogrueatiae  propositue  noa  satisfucieos  eritque  si  pouitur 


g"^'  =a»  ß  numerus  ad  cxponentum  A**  pertinens.  Potestatem 
enim  {^A**^'*  numcri  a  unitnti  concfruam  fore  ex  Fermatil  Hiporemate 
ioteiligitur.  Jam  si  exütarent  iuieriortea  ourni^ri  a  putestutcs  uoi- 
tati  coogrtiae,  banim  iolimae  expooeBs  expon.  Afl  deberet  metiri 
(f.  10.)  atqop  UBB«  esM  ex  bis 

^•-4,  -af«-«,  A^y  

Jam  vero  a^^^A\g^ )  ^ssg-^  ex  suppositione  Bostra  nai- 
tati  noD  est  congrua  multoque  minus  a^'""*,  a-^'~^  etc.  ergo  u  ad 
exponentcin  A"  pertinet.  Tum  dico  produclum  numerorum  a,  ß 
qui  ad  exponeotes  singulos  A**,  6%  . .  .  pertineaot,  ad  expo- 
nentem  A^'ß^C' . ,  sive  p  —  1  pertioere.  Quod  productum  ad  po- 
testaiem  {p  —  ly^  elevatum  naitati  eoograum  fore  facile  patet, 

Mam  6^  5  1,  ß^'  =  1,  y<^'^l  ele.  ergo 
f^mC',*=l^  ßA»mi>*-  =  l^  yA*mC»..  =  \^  qua  cx  re 
(aßy  .  ,)^''BiC' . . .  r=  1  (niod.  />)  -sivc  (nßy  .         =  I. 

Quodsi  productum  ad  minorem  exponentem  f  pertineret,  f  numcrum 
p — 1  metin  d»  l»erct.  Sit  igitur  £=A'^—^Ii^C^  etc.  eritque  (aÄy..K= 
{ußy .  Quam  ja«  ed  expoaeates  J?*,  Cfe., 

perttoeaat  potestates  *Ä»r^ . y^-iB*C'..  uoitati  eraot  cob« 
gruae  prp;o  ((t^y  .  )'  =  t^' •  •.    {^vum  dcnifjue  a  ad  expoaea^ 

tcm  A'^  pertineiit,  dcl>et  A^  metiri  productum  ^fi'*(^^,.,  fj.  e.  a. 
Keque  igitur  aßy , .  ad  expoueutem  A^-^Ji^C" , .  pertioebit,  muitu- 
qae  Miaea  ad  miaorem. 

§•  13.  ^OBiam  reiidaa  miaima  potestafaia 


si  nindo  a  eat  radix  primitiTa»  saat  iaaeqaalia  iUa  aameris 

aeglecto 

1,  2,  3,...jv-l 


üigmzi^ü  by  LiOOgle 


10 

aequivalere  oportcbit,  nec  minus  omoem  namenim  per  p  noü  divi- 
sibilem  residuo  harum  potestatam  alicui  conffruiun  fore.  Unodsi 
<■»  =  Ä  (nod«  p"^  u  ipaiiM  6  indieen  coni  Eularo  ▼•oemus  perspi. 
cieturque,  alicui  numero  plurcd  secundum  eaudem  radicein  primi- 
tivum  rpspondercr  indices  et  quident  bi  wdices  aec  Modalan  p — 1 
eruot  congrni  (§.  10.). 

f.  14.  Iudex  prodneti  ex  qHotoanqne  factertbns  eon- 
positi  snmmne  iDdieum  aingnlorum  factoram  aeenodsB 
modulnm  /; — l  congruus  est.  Etiam  index  potestatis  nu- 
meri  alicujus  prnducto  ex  indicc  rndicis  in  cxponcutcm 
potestatis  äecuodulum  eundeni  uiodulum  eougruus  est. 

Siot  prino  propoaiti  duo  faetores  A*  B  eiitqm  deMOBttnw- 
dan^  cougineutiam 

lud  AB  =  Vai\  wi+Iod  B  (m.  p  —  1) 

locuin  kubcre. 

Ex  notioDe  aaten  indiciim  (§.  13.)  intellig-itur  esse  ai  radiceai 

adoptabis  quancuiique  a  a^°^  ^  ,  ^  = scc.  mod.  p,  ex 
quo  sequitur  «'"«i ■+■  ^  =  v^//.  Jarn  vero  a^"'^  —  Aß,  era;o 
eiiam  =  «'"'^  -«^  +  lnd  ü  atque  a'"**      —  (laü  A -h  lud      =  l 

(m.  p).   Qua  re  dilferentiam  lud  jfB  —  (Ind  A~^M  B)  iiumerat 

1  debet  neliri,  nuoniain  est  inlima         a  uiutati  congrua 

potcstas.,  i.  e,  Ind  ^4/$  =  \i\A  ./-f-lrul  //  (tni)d. —  1 ).  -/  duohus 
factnribiis  poterit  prarsus  simili  modo  ad  tres,  liinc  ad  qiiattuor, 
omnino  ud  quotcunque  fuctores.  Sequitur  dcinde  lud  =  lud  ^i.ri 
^Ind  >#  +  lDd  J  =  2lnd  A  (m.  p  —  l),  lad  ^*=3lBd  A^ 
lad      =  /»Ind  A  sec.  mod.  f»—- 1. 

§.  15.  To n p^ru enti a  ^t^"  =  .4  (ni.  p)  driiotaute  p  niimc- 
rum  prinium  uut  nullam  admittet  radiccm,  aut  tot  radi- 
ces,  quot  uoitates  babeat  divisor  conimuuis  maximus  J 
BUflierorum  i$  et  p  —  1,   Et  quideni  nullns  Bonerus  con- 

gruentiae  sntisfaciet  propositae,  nisi  poteatusu^  uai- 
tati  fit  con cfr u  a. 

Si  congruciitia  rcsuluUiliä  est  sequitur  ex  iuilicuin  doclriuu 
«lud  4r=lnd  A  (m.  p  —  1),  cni  aenper  satitfieri  potest,  quando  « 
Skd  P'—l  est  prinua  (§.  6.),  quo  io  eata  ntian  mado  admittet  ra> 
dicem.  Sin  n  et  p — 1  tlivlsoroin  ?Kibent  comm.  max.  <J,  iodicem 
ipsius  |»pr  d  (livisihtlem  esse  oportet  (^.6.),  qua  conditioae  locum 
bubeute  putet  cougrueutium 

4 

«Ind  ^      Xnd  A  .     p — 1.  / 

admictere  ^  valoires  diversoa  sec,  aodt  ^  j    Tel  ^  —  1,  aeaipe  ?a* 

,  «ind         ^  , . 

lorei  Dttn.  ■  'j"  ■  auut  hk 

lad  A  .  p—l  InAA  .  2(p—l)'  Ind  ^  ,  (d—l)  (p-l) 
_     I«  _     ,       ^   -I  _  . 

Jan  vero  si  valorea  Ipaiaa  lad  aec  mod.  ^  —  1  aunt  congrai  etiaai 
radicca  taapoBdentes  congrnentiae  =  ^  (<b*I^)  p  eraat  coa- 
graae,  ergo  cxstabunt  d  valores  diversi. 

Quaado  denique  congr.  prop.  reaolubiiis  esse  debet,  nunu  lud  A 
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per  6  divisibiloin^  esse  oportebit  vel  Ind  ^  =  0  (mod.  d).  6it«F  radix 
qusecuiique  primitiv»  eritque 

lad  jjfp^iy  y-1 

«IM ^ («od.  p),m     *  (n. 

Inrl         .    .  Ind  A[^\S  " 

Jam  quum  — ~-  sit  integer,  erlt  a      ^       =1  adcoque  A  ^  =1 

(mod.  /v),  qua  deficieote  cooditioDe  congroentise  a^^A  (m. 
■«tisfier!  neqnif. 

Coro  II.  1.   Cluoodo  »  =  2  coog^rneiitiB      =  ^  (nod.  p\  r«« 

solubilis  rrir.  m  /'r^*— iinijati  con2;TUa,  sin  vrro  nnnns  ihiti  reso- 
Ittbilis.  Ut  igitur  uumerus  »iiquis  quadrato  sec»  mod.  primum  coogruus 

fial»  potestes  A  ^  nnitati  deliet  esse  congra«.  Qram  jam  ^  1  • 
lit  numerus  pur  eoagraentia  ae^&A  (m.  jf)  ant  niiUam  admittet 

ndicem  aut  duas. 

Co  roll.  2.   Quoado  Az=z\  cODgrueuti»  ;r'  =  l  (oi. /^j  sem« 

per  potent  leiolvi,  si  vero  A^-^X  in  eo  modo  caiu»  quo  ^"^^ 

ett  ntimrrus  por. 

10.     i'o  ng^r u  p n  t i  a  a:**  =  A  (mod.  2)  unitm  tnntum- 
modo  rndicem  admittet  neiiipe  1  quundo  A  est  uuiuerus 
impar,  baee  vero  ae^sA  (mod. 4)  denotaote  A  etism  nane 
'    numernm  imparem,  aut  nullam,  aut  noam,  aut  deniqne 
daa». 

l*ro|(üsltionI.s  prima  pars  tarn  oHvia  est,  iit  demonstratiune  non 
«puH  sit.  Quod  vero  ultiutt  aU  alleram,  sit  priuio  ..^  foniiae  4M-f-l. 
In  boece  easn  1  est  radix  neqne  vero  3  nisi  esponena  m  est  numerus 
par.  .Sit  secnndo  A  formue  441+3,  tam  1  coogruentiac  non  sa« 
tisfaciet,  quia  4»-f-3 — li=4/i-|-2  per  4  non  dnisüiili«?  no<]ue 
vero  satisfaciet  3  quando  »  eat  par.  Si  vero  «*  est  numerus  tin- 
par  muntfesto  3  ent  rudix.    Sequitur  ex  hac  considcratione  con* 

fruentiam  (mod.  4)  semper  doao  admittere  radices  nempe 

et  3. 

§.  17.  Sequitur  ut  de  modulis  imu  tormarum  p",  "Ip"  compre- 
hensii»  agatur.  In  ^.  15.  inveutuin  est,  coagrueotiam  a.'"  ~  1 
(mod.  p)  habere  S  radices  aee.  p  iocongruas,  denotante  ä  maximum 
commuaem  diviaorem  nnm.  m  et  ^    1«  Simili  modo  enaneiabimua 

theoreni-t  rjiiod  sequitur. 

Congruentia  gradu.s  =  1  (tnod. /;")  admittet  6  vo- 
lores  secuuduin  p**  incoDgruoü,  deiiutuntc  d  divisoreni 
commonem  maxiaiom  numerorum  /,  /^""M/''^)»  <1"^  pro- 
poiitione  demonatrata  putebit  congruentiam  propoait^m 
non  plures  quam  t  radireif;  admittere  diversns. 

Ponatur  6=zkpS  ita  ut  A-  tactorem  p  uou  involvat  adeoque 
k  ipsum  p  —  1  metiatur.   Jam  dico 

1.  8i  o  fuerit  radix  eongruentiae  propoaitae  etiam  a-\-ftp*~B 
fore  radicem,  designante  /t  numerum  quencunquc  per  //  non  divisi- 
bilem.  C<*terum  illico  obscrvandum  est,,  numerum  O  buoc  n  —  1 
superare  non  posse.    Sit  primu  h  —  atque  0=1,  tum  erit 
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Atqui  «-i-y&/^'-ö=  a  (mod.  p^)  quouiom  /»  — 0;>1,  ergo 
(a  -I-  Ap^ey-i  =  o'-i  (mod.  p*) 


quuiu  ob  rem  tcriiiiuus  in  siiiistra  parte  positUü  »  tit  turmiif* 
/*p^fi(/a'-i  4-  A>»  )  =  Mp»^ia^-^  Kitp^^^^ 
qttttoMiae  0=1  babetur 

(nod.  >t»») 

quia  in  bdcce  caso  /  per  /»  non  vero  per  divisibilis  est«  Tboo* 
rema  i(^ttnr  valet  qunndo  «  — 0;>1  aCq|oe0=l.   Sia  0  non  est 

1  assumanius  prnpositioncm  nosfrani  vulcrc  pro  0  poterilquc  de- 
nionstrari  etiam  pro  (r> -f-  l  locum  liabere.  Tum  autem  a  valorc  1 
usque  ad  2,  liinc  ad  3,  umiiiau  ud  Q  asccudi  poterit.    Sit  igitur 

(« •+•  /ip"~&y  —     =  taf-^Ap»-S  (m.  p"-*-^) 

ponafurquc  fp  pro  t  ita  .ut  per  pG+^  non  vero  per  />ö+2  gU  di- 
.vitfibiiis.  Habemus 

[a-^Ap^-f^yp—afp 
vernni 

a-fr-Ä/»»— «  =  «  (mod.  ergo 
(«H- V^«)'0»-i)sa«0»-«  (mod. 

(a  +  >5;»»-Ö)'(>»-^)  s  ««P^ 

(a  +  )'(/'-!)  =  a'(/>-l) 

adeoqne  aumma  erit  coogruu  a^C^»  . vel 

forma«  a'O»— D  .  ^     Ä/?*,  ergo 

— a«»  formae  (a*-tA5^e^-|-Ä>«+i) 
\  a'tp-y^  H-  iKji^»  I  Tcl  congnta  vfiP-'^kp^Bip 
secundum  nodolam  Erit  igitnr 

(«  4-  Ap^^yp—  a*P  =  afp-^Ap"-9ep  (m.  p^}. 

Jani  vcro  /  per  pS^  p^-Ogp  per  fJ'H-l  et  (a-^  Ap»-Byfl  — u'p  per 
^iM+i  ilivisibiiis,  quam  ob  rem 

(a  ~h  Ap'—f^yp  —  a'P  =  0  (uiüd. 
ita  ttt  prop.  valeat  pro  0+1. 
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Sit  secundo  n  —  0=1  atquc  (9=1,  tum  erit 
•(« /ipY a<  =  /!pt(a -I- ^y-^  -*-«(«  -I-  i^/^j'-^ 

Atqoi 

(a  -+-  =  «'-2  (mod.  /?) 


ergo  summa  ent  congrua  see.  möd.  /»  vel  formae 

a'-*(# — 1)  +  Ä)?  adeoque 

quam  ob  rtm 

(a'^ApY-i-^aß-^^aß-^t^l)  Up  (mod. 

prorsus  üimiii  iiuido 

(a  +  ///>j'-2  =  „/-3(^  —  2)//? 

•rgo 

^  (tt-h — erit  formae  hp\t(u*-'i- kp-^Kp'^X 

Tel  coogrua  /jptu'-^       1  '  2   '^V*  ('Äod. 

Jaai  vero  — est  unm.  iatag«r  adeoqaa  -^^^ — ^  j^r  I  atqne 

igilur  per  p  diTlsibilis,  quam  ob  rem  babemiis 

(a      /tpy  —  et*  EE  /ipfa'-^  (mod.  |?*) 
a'  =  0  (mod. 

Simii;  modo  ut  antra  nd  modiUos  potcrit  asceoiU.  lo  Omni- 

buä  igltur  cttüibuä  iiiii)etur 

(a  -f- hp^-^y  =  a'  (mod. 

atqne  (a+ V*"^)^«  ^ 
qoae  eoagruentia  pro  modulo         non  valet 

Ex  quo  fncillime  deducitur,  numerum  aliquem  radicem  congru- 
entiue  propositae '  esse  oon  [»osse,  niiii  in  forma  coDtineatur 
tt'i-//p'*—f^,  Quando  enim  a'  ipsi  et  secundum  ^  neqtte  vero  sec. 
fi»^  coBimiaB  esset  radix  poni  liceret  af^U'^A^pt*  ita  ut  sit 
p^n  —  ö.  Tum  erit  (a -f- =  a*  secnDdum  modaloB  • 
neque  vero  serund.  p"  oonfra  liypoth. 

2.   QuaecQoque  radix  coogrueniiae  or' =  1  (mod./^j  eidem  sa- 
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tisfjiciet  Rpciirnl.  p\  jain  vero  liaec  =  \  (mod.  p)  habet  /•  radices 
diversaü  (§.  15.).  hiot  hac  radicea  Jf,  i9,  .  • .  Huodsi  «  est 
radix  eongr.  prop.  ipsi  A  secunilain  p  con^nia  etiam 

a  H-/^«-«,  a     1p^^,  ...«-}-(/>«—  1  Vi"-» 

fore  ratlices  (ex  1)  patet.  Quam  ob  rem  exstant  radices  coogr. 
Doütrae  ipsi  A  sec.  p  oonffruae.    Idem  valet  de  reliquis  .  . . 

ergo  ratisfacient  ohdido  kp%  aive  d  ti  modo  demoiiBtniCuni  foerit 

3.  Semper  radicom  a  congruentiM  ä^^X  (m. ipal  A  se* 
CBndum  //  cong^ruam  iiivonirt  passe. 

Sit  a  radix  congr.  sec.  mod.  p'*—^  probeturque  seuiper  exstare 
radicem  sec  p^  numero  tt  sec.  p  congruam.   Ex  praeced«  patct 

(a  -f-  Jtp^^-f^y  =  a*^  -4-  ta*-^hp>*-'^-^ 

sec.  mod./»*»  erg-o  proptcr      =  1  (mod.  p"~^)  (a  -f-  —  1 

£er  divisibilis  est.    Ut  autem  per  /i"  fiut  divUibilis,  h  ita  de- 

et  doteminwi  nt 

per      sit  dirisibilu.  Qnod  Semper  £eri  posse  inde  demm,  quod 

o'— ad  p  est  numerus  primus.    Erit  igitur  aH-/jp»-i-ö  radix 

quaesita,  siquidem  n  —  l  —  (i^  non  evanescat. 

Sin  n  — 1  =  0  erit  t  per  i  divisibiiis,  vel  t=zt'p'*'-\ 
$^fssf{p^^—l)  atque  f^t'  per  p^l  divisibilis.  Qui«  autem 
Jlt  =  i  (m.  //)  erit  A^  =  1.  Quodsi  ponimus  ^f'^l  +  ^/r  hal«- 
tur  Jf  =  .P'P"-^  ={  \  ^  //p{f''-^  =  1  (m. /;«)  cx  f\na  seqnitor»  ttt 
hüicc  quidrm  casu  quumcuuque  radicem  congrueotiae  =  l  (m.  p) 
ejusdem  secuod.  mod.  p**  fore  radicem.  Jam  vero  exstut  numerus 
congrueotioe  d?'  =  1  (n,  p)  satisfiiclens,  hine  od  modulum  hine 
ad  /'S  . . .  ascendi  potcrit. 

^.  IK.  Etinm  conprriipntia  .r"  ^  T  (mod.  S//*»)  admittct 
i  rndices  diversas  et  iioii  piures,  desigaante  d  divisorem 
commuu.  max.  nnm.  f y  p^Hp -—Ijm 

Satisfeetat  a  congruentiae  see.  mod.  %  ß  eidem  secundum  p". 
S'l  ponimus  A'^u  (in.  "1)  =  ß  {m.  p»)  erit  A*' ^  (mod.  2)  = 
(mod.  vel  A'=i  (m.  2)  f=  I  (/;«).  vr-jn  V  '  =  1  (mod.  "i;/"). 
Jam  vero  congruentia  ~  1  (ui.  2/  uuam  tantummudo  radicem  ad- 
mittit.  kaec  vero  ar^5  1  {p")  a  mdiees,  hitie  deoique  A=tt  (m.  2) 
s/?  (m.  p")  itnus  modo  Talor  qui  sit  <r^,  ergo  maDifesto  ho- 
bebit  1  ,S==ö  srcnndum  mod.  '2p"  valorps  inronpfnins. 

§.  19.  Congrueutio  JC^^A  (mod. /»"j  admittit  d  radi- 
ces diversas. 

^noaiam  congruentiam  resolobilen  esse  sujipoaimns  sit  %  ra* 

dix  aliqua,  vel  %^^A  (mod.//").  Coogroeatiam  jb^=\  (m.  ;9") 
admittere  d  valores  sec.  modulum  incongruos  ex  §.  17.  patet.  Sint 

Iii  valores  «...  .  .  «(p.    Jam  dico  residua  minima  producto- 

rum  xUi,  xu^y  aa,,  .  .  .  xu^  radicibus  cougruentiae  propositae  oequi. 


Igitur  erunt  iiae  siugulae 

iWii  «0^9       •  • .  •  Jtff^ 
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Jtiiii  vero  omnia  haec  productn  sec.  mod.  sunt  incnngrua;  unm  ni 
huberetur  uuivcrsim  Xttm^sa,^y  differcDtia  %{ajg, — ergo  u„ — 
per  nod.  diviaibitiB  esBet,  ipoBUni  hie  ad  x  e«t  priaui.  Atqui 
u„'  sunt  radieea  congruentiiM  x*sSV  Alque  incongrua,  ergo  rerer« 
producta,  qua«  modo  diximtis,  si»c.  mfid.  sunt  incongruu.  Neque 
vero  {»iurcs  quuni  6  radices  exstabunt;  nain  quuiti  modulum  ad  s 
ease  primuiii  &up{)onamus^  nunieraa  a  ifca  aemper  puteat  detcrminari 
nt  Sit  €u&  =  z'  (mod.  p»)  denotante  x'  numerum  con^ruenliae  propo« 
sitae  satisfucienlein.  Hiiic  sequitur  [usy  ^  «fqui  z^^.J^  frcr» 
=  1 ,  itu  ut  valor  a  congruentia«  ^  =  1  «alislicri  dehcat. 

Suaecunque  igitur  radix  coogrucntiae' ^=      SP")  pruducturum 
icui  xtt,,'j»a,,  XU,, . . .  »aj  congriu  erit,  qua  ek  re  6  neque  plurea 
exstant  radicea. 

§.  20.  ArjT^uincnhttif)  §.  12.  prarsertiiii  in  po  rertebatur,  ut 
congruentia  a:^  =  1  (mod.  p)  ikjii  plures  (jiiam  f  radict's  babpret  di- 
versus.  Quum  jam  io  10.  17.  18.  prüLutuin  sit  baec  etiam  pro 
nodolia  p^^  ^9",  4  iocum  habere,  nihil  inpedit,  quofliinoB  ettam  pro 
bis  modulis  demonstratio  §.  12.  adbibeatur.  Ex  quo  aeqiiitnr 
pro  mo  (Julis  /;",  '2/^»,  i  dcsignante  p  numerum  primuni 
impareni}  Semper  radiccs  cxsture  primitivus,  i.  e.  uume. 
ros,  quorum  periodos  omoes  ad  modulum  primos  eoque 
Bon  majores  complectator* 

Pro  reliquis  uutcm  modulis  radices  nnn  exftare  pri« 
mitivas,  hoc  modo  fucillime  d  emo  nst  r  .i  t  ii  r. 

Sit  modulus  fiirmac  A^'H^O',».,  HiK»iiiccique,  si  quidcm  ei^- 
Stare  poaait,  radicem  pro  boe  modiito  prtinitivam,  ita  at 
jy.^— «M— J>S»-«(Ä— 1). ..  Sit  infima  dual  A'  UnUati  congrna 
pofosfas  sccundnm  modulum  .  .  .    Jam  vero  iV  ad  modti'iim 

|)rimiis  est  aec  minua  ad  aiogulos  potestates  ü\  ergo 
(f.  9.) 

XA'^iA-X)  =  1  (ntod. 
^  c-t(C-ij  s  1  (mod. 


Designetur  dividuus  communis  minimus  numerorum 

—  1),  ßi>-\ß  —  1 ),  C''^-J(  C  -  1) . . . 

per  d,  eritquc 

ild=i  (bT.       =  1  (mod.  (nu  C^}... 

adaoque 

Aif  s  1  (mod.  A^B^C» . . .). 

Quoniam  casvst  ib  quo  moduius  est  nomeri  priou  polesCas  aat  ejus 
daptum  exceptna  est,  anmeri 

_  1)^  ßb^\[B  —  1),  CS^K^-  *)  •  •  • 

taaqaam  pares  bob  enint  iater  se  prtmi,  ergo  borum  dindmis  com« 
mafiis  miBimas  prodacCo  est  miaor  vel 

<r<-rf'^J(^— 1)  il*-J(^— 1)  C^Mfi-- 1)  • .  - 

qvo  facto  N  non  esset  radix  primiti?»  contra  byp. 
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§.  21.  Et  adbuc  quidem  ita  nobis  progressa  ratio  est  ut  dis- 
quisitoB  fuerit,  Bum  exsteat  necne  radices  primitiva«;  nane  antCM 
aliud  persequamiar  geous  determinaadi  seilicet  nultitttdinem  radicou 
primitivarum.   Dico  iiut«>iM  in  L^cnore 

tot  nunieros  aü  expoucntem  t  pertiuerej,  quot  siiit  ad  t 
primi  ipsoque  »od  majores  et  quidem  hanc  propositio- 
neai  ad  noduloa;^",  2;v»,  4  extendi  liccbit.  Iilruut  igU 
tur  tot  radices  primitivac,  quot  iunt  ad /»""-'(p  — 1)  Tel 
ad  2  primi  i^tsoque  uon  majores. 

Primo  obscrvamus- /  numeros  p"—i[p  —  1),  S  metiri  debere 
(f.  sqq.).  Quodsi  uiimems  aliquis  a  ad  exponeiiteni  t  pertinet, 
midna  nunima  potestatuu 

'«r,        a*y  .  . .  «* 

eruut  iuuequalia  quumque  congruentin  a:*  =  1  (mod.  m)  lieitotaute 
üf  aliquem  ex  Iiis  p",  2/»'*,  4  plures  quam  t  radiees  diversas  admittere 
oequeat  (§§.  16.  17.  18.),  manifcsto  omncs  congruentiae  illioi  radi» 
o«'s  cxliibentur  potostufum  residuis  /r, /sr',  «*,  .  .  qiinrum  qurifMuie 
uiututi  scc.  m  Iii  coiigrua.  Jam  res  eo  reducta  est,  ut  ex.  putcsta» 
tum  residuis  ca  eligantur,  quorum  nullum  ad  minorem  quam 
axpooeatem  pertipeat.  Dico  aiitem  si  ad  #  sit  primus,  potestatem 
sive  ejus  rcsiduum  minimum  ad  exponentem  pertincre.  Haw; 
autem  proposilioneaL  probavero,  bI  demunstraverim,  potestatcs 

gec,  m  esse  incongroas.   Si  yero  baberetur  af  ^  =  a^'^  (m.  m)  de- 

signante  y,  i/>  aliquem  ex  bis  1,  2,  3,  ...  /  esset  (§.  10.)  ^A:  =  ^>k 

(mod.  /)  vel  (pk — if)A:z=z(ip — per  t  duisibilis  rre^o  (p  —  t{ß  quo- 

niam  >&  ad  t  primum  esse  suppoäuimus.    Atqui  <p  —  i/><^/,  ergo 

ad  axpooeatem  t  pertioet. 

^uaodo  autem  «  et  #  divisorem  involruat  conmvBeni  ^  aotestaa 

t  .  '  * 

jam  ~j:/a  ipsius       nnitati  fit  congrua.    Kam  quum      sit  integer 

1  1 
erit  qnia         1  etiam  (a^)^  =  Ii.  e.  {tf^)^  =  1.  ^uodsi  desigoa- 
mus  oumeros  ad primos  per        ^„       .«i^^,  omues  liae  po- 
testatea 

Ä*^!,       «*•, . . .  «V* 

ad  exponentem  t  pertinebnot,  reliquae  vero  OEmeri «  potestates  non 

perhneliuntj  cx  quo  sequitur .  (oticiem  numeros  ad  exponentem  t 
pertincre,  quot  sint  ad  /  primi  eoque  non  majores«  dumraodo  pro- 
butum  fueritj  unum  certe  uumerum  a  ad  expoueutem  f  pcrtiuere. 

Destgnemus  per  g/t  multitadinem  ftumerorum  ipso  modale  mi- 
nor um^  qui  ad  exponentem  t  pcrtineant.  Deindc  siat  omoeg  Bumerl 
p*'—i{/)  —  1)  divisores  A  f'.  t'\  t'"  .  ,  .  Quum  jam  quisque  numerus 
minor  quam  modulus  m  ad  aliquem  divisorum  illorum  pertiueat, 
erit  manifesto 

(p't     f'l'     (fU"  -4-  ff  7"'  etc.         -if  ;>  —  1 ). 

Atqni  (§.  S.)  qnnndo  fpt  desi^uat  multitudincm  numerorum  ad  t 
priuiurum  eoquc  iiou  majorum 

^t'-\-  fff'-i-fpt'"  etc.  =/>«->(/!  —  1) 

adeoque 
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priuriä  uliquetn  posse  superare,  ueque  miuor  t&ae  potent,  quoninm 
suramae  aint  acquales  «rgo  ^i=:(f't  i.  e.  tot  Duiperi  ad  expoucutcui 
t  pertinnit^  quot  siot  ad  t  priai  eoque  Bon  aiftjorei. 

§.  22.  Vidimus  in  §.  20.  pro  modulo  2"  ubi  j»^2  radices  pri- 
mitivfls  riMii  cxstMro.  Eüam  ex  Ibeoremete  qaod  «equititr  baccpro* 
positio  prubuiur  ueoine 

8i  potestas  aliqu»  Bumeri  %  altior  qasm  secBBdB  pro 
fliodalo  assumitur,  Bameri  enjuivia  mparis  poteiftas  ex- 
pO  n  c  n  t  i  s  2"— 2  II  n  i  t  ,t  f  1  fit  r  o  n    r  ii  m . 

Clarix!*.  (»aiiss  !ioc  tlieotmiit  ox  pro[».       17.  »lerivavit. 
Sed  quuuium  ad  illaiii  liemuiihtraDdam  cuusideratiouibus  valde 
pecBliaribna  opaa  erat  atuue  propositia  noitra  faciliu»  poterit  demoB« 


Assumamus  theorema  verum  esse  pro  ttifr(!tilu  2"— ^  ita  ut  sit 
gg2'-3  =  \  2"-i),  designante  a  ounieruni  quciicunque  imparem. 
Poaainua  igitur  «2— f-^2«-U  eritque  «2— t— (1 -|- 2«-UV» 
=  1  -h  a«*-!-  2«»-iU*.  Uucniam  vcro  «>2,  2j»>«<a>-2, 
2(«— erit  2«?, -h  25f"-ilA' =  0  (niod.  2«)  ex  quo  seijuitur 
fT'"^  ^  1  (mod.  2"j,  ita  ut  tbcoreioa  valeat  pro  modulo  2»  si  verum 
ßht  pro  l^oc  2^'  K 

Jam  vero  cou^^eBtiae  isr*  sl  (2')  omaea  BOaieri  inparea  aa* 
tiafaduBt,  qaia  quisque  numerus  im|»ar  forma  exkibetor  Am^l  at» 
quo  sorn|)Pr  (4»7rtl)'  unitnti  see,  min!.  S  \  2^  fU  coogruus.  A 
modulo  2'  ad  2*,  ab  2*  usiiuc  ad  2\  omtiino  ud  2"  asccudi  pofcrit. 

§.  2^.  ^»equitur,  ut,  dijuüicetur,  ad  quciuüuui  expuucnlcui  uu> 
meras  impar  aec.  mod.  2^*  pertiueat,  deinde  quot  numeri  iafira  ad 
axponentem  t  exstent  pertiueates. 

Tlieoreraa.  Quivis  numerus  impar  forma  2^/tz^  \  exhi- 
bitus,  ita  ut  sitav^l  atque  /t  numerus  impar  ad  t-xponeu- 
tew  2"-'"  uertinet  sec.  modulum  2»,  ubi  m>'2  aaaamitBr. 

Bthim  kaec  propoaitio  ex  f.  17.  sequi tur,  sed'ut  Iota  dilucidior 
Hat  res,  demonstrationem,  quac  sequitur,  adbibeamus. 

Quoniam  numerus  propositus  ff  csl  formae  2*»^  1  crit  tor- 
mae  l-i-2*H-U  (>— i^dblj  vcl  toruiae  i"-»-»/!'-!-!,  itu  iit  //  sU 
BBOiarua  impar,  quia  m  ^  1.   Biae  eril  i 

a*  formae  l-f-2«-^2/#" 
«•  formae  1 -f.  a^-wA'" 


«V*  miaiaa  ipeiua  m  poleataa  aaitati  coBgnia  aec.  mod.  2^  eritque 

2f^Aff')  =  0  (mod.  >). 

Uuum  vero  ait  numerus  impar,  erit  2^"-*^*.  per  2"  divisibilis,  iu- 
ferior  ipaina  2  poteitaa  boü  diviaibilia.  Itaqoe  babemna  ap^Kfiasm 
adeoque  |»3=sm  —  B»  atque 

«>-"sl  (m.  2»)  • 

qoam  ob  rem  m  ad  axpoBeotem  2/*-^  perttaet. 

IMIII.  2 
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Ex^nipl.    Sit  niod.  2'=32,  nuni.  prop.  11  =2», 3-^1  tum 

pcrtiueijit  Ii  ad  ex|ioueutem  2*— vcl  8.  hcc.  raod.  32. 

Potcstates  U.  11».  IP.  11*.  11».  llV  11'.  II». 

Residua  11.  25.   19.    17.  27.     9.     3.  1. 

24.  Quando  2«.  ubi  w>-2,  pro  modulo  nssnmltMr, 
Semper  $  Diimeri  ad  «xp<»n  entern  (  perti  rieb  mit.  Ipsuni 
vero  /  numerum  mctiri  dcberc  cx  f§.  9.  22.  in  teil  i- 

gttor., 

<lul>que  numeras  ad  exponentcoi  pcrtinon^  -2'»-^'«  furin»  doliet 
exliibert  2*«^rt:l  (§.  2^,),  qua  rc  qiiaostio  Uiic  reducta  est,  lU  de- 
terminetur  qaot  ouineri  uiudutu  2"  inioores  formis  2'*'^:i=l  cunti- 
BMntar.   Debet  'aotem  ^  it«  determinari  ut  tit  prino  ^A'^l-^i^ 

vel  /t  <  2'«— *•  —         adcoquc    /i  ^  2"—«»  —  1  ,    secuiido  ut  sit 

S&"^-pl<2"  Te!  ^<2^  +  ^  Äiienquo  i5^2— mani- 

festo  eoiai  Ai  tanquaa  iapar  ipsi  d<*^  aeqoivälrre  veqoit.  Valorea 
igitur  Dttmeri  A  aroat  Iii 

1,  3,  5,  T,».,,.2»-*-l 

facilUme  vcro  cx  tnductiouc  iatclligitur,  niultitudinpin  liorum  ter« 
nktBoraai  esie  2"  Itaqoe  forniM  2*"^db:l  comprehandaatar 

w  1  .ft  vel  2*—«  aancri  minore«  modalo  2",  ergo  2»*-^  oiimeri 

ad  exponcotcin  2"^'"  jHTlinrlnint. 

Exentpl.  Ad  cxnunenteui  4  aecuaduin  laud.  10  pcrtinenl 'l  nu« 
meri  ncmpe  3,  5,  11,  13. 

Potcstati's  sunt  Krsiilu.i  luinioia 

3'.   3=.    3».    3*  3.  9.  11.  1 

5«.   5».   5'.   5«  5.  9.  13.  1 

U'.  U*.  11>.  11«  Ii.  0.  3.  1 

13».  13».  13».  13«  13.  0.  5.  1 

§.  25,  Ut  propaaitionesj  quae  sequiintur  spectantque  ad  perio« 
dos  potestatum,  radices  priaiitivaii et  residua  quudratica  »lagis  inti-r  se 
(•(iiincxae  sinf  atquc  tbcorcmata  quid  sirnilo  lialM'.mf.  safi';  :i}»parciit, 
pnusiquam  utterius  progrediniur ,  notioncs  qiiasdam  de  rcsiüuis  qua- 
draticis  praeaiittemaa. 

^.  26.  Es  congrueotiae  anttoae  aequitur  quadrnta  a*,  (m — «)* 
aacuaduai  modalum  m  esae  coagraa.  Qua  patestatoai 

1%  2%  Z\  A\  5»,....(«-2)% 

residua  minima  iion  ümni  i  crunt  inuequalia  quunir|Uo  qnadratum  ali- 
quod,  cnjns  rndi.v  ipsuiii  m  siipt  rat,  quadruto  ultciu  cujus  radix 
congruum  debct  üvri  pateliit  nuuieros  cxstarc,  qui  quadrato 
aaa  aint  congrui  neqite  auaua  aaaienis  ravar«  Jiaadrata  alicai  caa- 

fruoa«   Uli  niiaieri  moduli  propoaitt  aon-rosidua,  hl  vero  resi- 
ua  rocantur  quadratica.    Kt  primo  qulilo?«  rritfriura  aliquod  inve- 
nicndum,  utrum  numerus  aiiquia  moduli  pro^tuüUi  sit  residuum  an 
,Doa  reaiduttm.  Etiamai  ia      15.  Coroll.  1.  }9m  iaveBimia,  'aniaa- 
nim  aliqueai  eaie  reaidMMi  aat  noK-raaidaaai  aiadali  «iqnavia  pri« 
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mi  prouti  iiotestns  .4  -  iinifnti  spr.  p  congruus  sit  Hut  itjcutigruuj» 
tarnen  nuDC  uiiud  uääe(|uumur  rutiuciDandi  geou«  kuic  (psi  lUittcriae 
magis  JiloB«iini. 

f.  27.  ^nando  p>*f  V*»  ^  ff^  ■•Willis  «MomantQr  at« 

'que  a  aigpaificet  n  um  er  um  9a  qucmque  horum  prnnum  d  e- 
nique  9)««  cxprtotat  m u  1  ti t u d i  11  e m  ud  m o d uium  pnittoru w 
eoque  iion  majorum  nuiueruruui,  tum  dico 

1.  Si  «  ait  residuam  quadratieuai  nodoli  illarum  £or» 
marnm  aliqua  conprelienai,  aenper  pateaUteoi  0^f»  nnim 
tati  coDgruamesse. 

2.  Vice  versu  st  ai'^*^  unitati  congruu  Hit,  scinpcr  a 
residaun  qnadraticuin  esse  modull  propositi. 

Demonstratio.  Pciaia  pars.  Quia  a  est  aioduti  m  residnoai 
quadraticum  inveniri  poterit  quaüratum  aliquud  a',  cui  «  aeeund. 
m  sit  coiii^ruus  vcl  =  a  (rood.  m) .  qua  re  (a')J7««  =  «rf'/"**  i,  e. 
fg'fm  ^  ai'f'^.  Atqui  quam  a  m  priinum  esse  suppooamus  uV'f^sl 
{m»d.  m)  (§.  9.)  adcoque  ohT'»  s  1  (nod*  et). 

Uunc  Proprietäten  valere  pro  nodulo  quocuoque  inde  manat, 
qirnrl  iiifill  imprdit,  qunminus  »rgumciif atln  nostra  ad  qucmvis  ud-> 
liibeatur  modulum*  Longe  vero  aliter  res  seae  habet  in  altero 
casu. 

Secnnda  pa ra.  Congruentia 

jc^fm  =  1  (inod.  ffi) 

adinittit  (pm  rudices  (§.  9.)  tot  euim  eitstunt  iiumeri  ad  modulun 
primi  eoque  niuores;  aaee  rero  altera 

(mod.  m) 

\tptn  liabet  radiccs  neque  plures  (§§.  10.  17.  18.),  quia  nuinerorum 
^fpm  et  divisor  conimunid  utuxiinus  est  \(pm.  Jaiu  vero  a\  ut 
,  Hiodo  dialmus,  i^m  valores  irivulvitin  congrnos,  ergo  oj*  l<pm  valorpa 
iaeoagnio«  aae»  «od.;  faeile  aaia  perspicitur,  quadrata,  quorum  ra« 
dices  summam  m  constituunt  eiae  coogruu,  quadrata  auteiiiy  quoiuai 
radices  ifpm  non  superant  sec.  m  incong-ma  psge.  Nam  qijum  $h^=P" 
vel  2^«,  erit  \ifim=:  yt**-^{p  —  \).    Uuodsi  esset  A'=/i»  ita  ui 

sit  qaum  A  tum  l^^ifm  liaberetur  {X-^^)  (a— /<)~0.    Ui  auten 

factorcs  DUincnim  primum  p  nnn  simul  involvunt,  quia  difiereotia  per/s; 
dividi  iiequit  «mboquc  paro»  sunt  quando  niodulus  est  quoninin 
io  lincce  caüu  et  X  et  fi>  est  Jiuuterus  iiupur,  nam  —  1  tuu- 

'  quam  per  parem  Vlfi^  divitibilia  ipse  erit  par  adeoque  »  inipar.  E>% 
qaa  patet  aiit  unum  aut  altenim  factorem  per  noduium  divisikilesi 
9.    Scd  hoc  fierl  nequit  quia  et  X-^f»>  et  X — fi  raodulo  luiuor  est. 
Quum  ig-itiir  ( onsrruentia  (jt:*)'^**  —  !  (med.  m)  adiiiit(ut  \(pm 
lue  plures  raciiceh,  ütutim  pcräpicitur  uumorum  a  cotigrnentiae 
V  s  1  laftiafiHsiettten  qaadfata  alicai  aec.  m  congruan  iSre. 

28,  Licet  observari  quaado  formae  |B^,  2^  pro*  nodviia 
assamaotur  potestatem  aVI*^  uoitufl  aut  positive  nut  Tiop^aflvr  sump- 
tae  cüngTuam  ficri.  Nam  quum  — 1  ercro  (ari7'"-f- |  j  («''/'» —  1) 
per  ///  di%'iäibiiis  sit  9.),  aut  unum  auL  aiterum  factorem  per  m 
dif  tadtleai  eue  opaiiehit.  Nampe  aoUia  ftetoraai  m  taaqua«  diffa«^ 
rcntinm  2  constitueotea  «pa  auaul  iavolnwt,  qnaadoqtta  »aduhia 
eat       anho  emt  paraa»  ot  ex  f.  praae.  patet,  qvaai  ob  feai  erit 
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Si  igitor  (§.  27.) 

1)  a  est  residuum  qaadratieoin  Boduli  fi",  5tfl»  semper  poteatai 

j|if*~*V»~l)  nnitati  cniigriin  erlt. 

2)  8i  a^^-^ip—^y  anitati  con^rua  *«st,  semper  a  cht  residam 
quadraücuin.  ,  % 

3)  Quando  •  est  non-rcaidauia,  erit  «lP*~'t^i>  s 1. 

4)  Quando  denique  poteatas  0^P*^Kf^ü  =  —  1  aeaiper  erik  « 
«    non-residuum  quadraticuni. 

Aliatn  hujus  |)roj»ositionis  (lonioiistratifjnpm  dpdit  cclebcrr.  Lca^(*n- 
dre  iu  wpere  (juuii  luncribitur  Lüsai  sur  la  tlieorie  des  norobrcs, 
qiiae  tamen  ea  liaiitatar  casu«  in  quo  moduloii  est  nanierus  prinua. 

f.  29.  Hoc  reMdooruai  vel  non^residuorum  critcriuia  padaten- 
tim  t«rt  nd  propositiunes ,  qiinc  sequantor  deoionstraodaa,  quas  ad 
modulos        2/;"  extendi  liceUit. 

Productuiu  ex  duobiis  rcsiduis  crit  residuum,  jes,  re- 
aiduo  in  Hon-raaidnam  erit  noD^reaJdnnm,  prodnctam 
vero  ex  dnabua  ttan»reiiid-uia  revera  reaidonm  est  qna* 
drati  cum. 

1)  üiüt  «r,  If  residim  quudratica  critque  ai'f'"^  i,  //i'f«*  =  \  ubi 
fm=:p^^p^l)y  ergo  (a&}i'f"'  =  l  i.e.       residaum  (ex  §.28.2). 

2)  Quundo  a  est  residuum ,  6  autem  noti  -  residnnsi,  erit 
a^'fm^  1,  bVi">~  —  \,  ergo  (a^)l'/'"  =  —  1  i.  e.  a(f  aon  -  residvnoi 

•    quadraiif um  ff.  28.  4). 

'S)  (iuand*!  deniqur  antbo  <7,  1*  sunt  Doti-rcüidua  erit  «r^/M= — 
1,  ergo  =  l  I.  e.  utf  restdouin  (§.  28.  2). 

§.  30.  8i  alii  quam  qui  in  forma  Itfi^,  4  continetitar 
moduli  nssiurtüntur  atqiie  aVhn  unitafi  so<\  m  est  ton- 
grun.  II  i  Ii  i  1 1)  in  iir  II  s  <f  n  o  n  -  res  i  d  ii  u  iii  t^sse  potcrit. 

Sit  Diüdulus  tu=.  A  "Ji''C'^ . .  .  atquo  «1''*»  =  !  (mod.  m)  ita  ut 
Bit  i9>st  =  ^—1(^*1)  l)  1)  . . qnod.iia 

designemiis  praductum  ^aßf ...  Sit  deinde  A  numerns  priiaas  inh 
pftr.     Assumatnus  a  essn  non  -  rrsidnum  inoduH  (|(iod  Semper 

exstare  mauifestuin  est,  quo  f»<'fo  crit  r/s«  = — 1  (mod.  (§.28.) 
adeoquG  «i"^y--  =  -J-l  (oiod.  -i^'j  uuia  unum  certe  borum  /i, ,  . . 
DDmerum  parem  esse  «portebit.  <  Tum  vero  a  est  non^restdunm 
mod.  etiamsi  eoogrueatiu  //!7m=1  (m.  fn)  iocumhabeat.  I^iiam 
ob  rem  a  ofiam  moduH  A^R^O  ...  vrl  m  rrit  non  -  residuum ; 
nam  si  ri'siduuui  esset,  cujnsquc  borum  A**,  ii*'^  .  .  .  residuum 
esse  oporterct.  i^^t  adbuc  (juidein  modulum  2^  (m>'2)  excepimus, 
aed  pro  boc  etiam  propositio  demonstratur  factllime.  Kst  enia 
s»  =  2'«^  yai  =  2»— *j  \ifm-=.^—'^  atqiie  si  //  de>iignat  Dumerum 
quencunr|up  imparrm  (§.  22.)  r/2*-*=l  (mod.  2'*).  I*atet  autem 
Doo  oDiDcs  iiiinu>r(is  im|iarcs  moduii  2"  esse  residuo;  nam  oraoes 
forma  8i&+ ^  5,  7  coiiiprctiensi  nnmeri  sunt  noo-retidn«,  qooniam 
^  cujusquo  IUI  uteri  imparis  tanquiim  formae  iX-dbl  qoadratam  semper 
£snnam  habet  Sa -|- l  mque  vero  8X--+-3,  5,  7. 

§.  31.  Unitas  tiog-ativ  sniupta  semper  ost  rosidiium 
quadraticum  aut  non -residuum  modoli  in  aliqua  t'oruia- 
rnm  />",  2/^**  ezhibiti,  prouti  p  est  formae  4i»+l  avt 
formae  4is  + 3.    Ceterum — 1  non-residunm  est  moduli  4. 

iV;im  potcstas  ( — l)J/>"-*f;'-H  uiiitati  posifivr  ;int  ncG^aflv«' siiirip- 
tae  cungrutt  est,  prouti  — 1)  est  par  aut  impar,  ergo 
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^J8.)  —  1  resp.  rpsiduuiu  aut  Don-residnuiu.  Krit  autem  {p**~'Hp — 1) 
uar  uut  impur  prüuti  ^{p  —  1)  par  aut  iiD|)ar  i.  e.  [»roQti  p  formae 
441+1      fomM  4»--h.3. 

Noo-residuuin  4«iii4|Be  inodiili  4  est  —1,  qQw  etgnsvi«  nnmeri 
imparis  qundratum  tanquam  formae  8^  +  1  secuild.  Blilll*  4  Quiteti 
positive  sum|i(ne  lit  conefnium. 

§.  32.  Priuüquum  ud  determinaiiiluin  residuorum  vel  non^resi* 
dnorum  nrnUitndinem  progredimur,  noDoulla  de  radidbus  coogruen- 
tiae  secundi  gradua  ä*'  =  1  dicenda  sunt,  quippe  qtiae  in  aequenti- 
bus  niaximi  sit  mumcuti.  In  Universum  (|ulai>ni  hoc  ar^^itm^nttim  iu 
^.  16.  jam  trurfnvliniis  scd  ratioiie  luudo  habita  nuuieri  pro  modulo  ^ 
ussuDipii  Uli  1111  j  tiuuc  vcro  de  quibuscunque  uiodulis  agamus.  ^ 

§.  3a.  ^  CoBgrueoHa  =  1  (nod.  «•>  desigeaBte  aa'nii« 
■  emm  alicujus  forntaruiri  p",  2/7^  vel  4  duaa  taatiimiiiod» 
radicesadroittitnempol  et  — Ivelü»  —  1. 

1)  Qnando  modulus  ///  est  iiiim<»rHs  primns differentia  .a?'  —  1' 
=  {a: — II  (or-f-l)  per  p  dcbet  esse  divisibiiis  ergo  aut  ^uu^  iactor 
•Bt  alter  (f.  1.),  quam  ob  rem  quoniam  oportet  eaae  £C  modnio  mi- 
vorem,  ipsc  a:  erit  aut  1  mit      •  1. 

2)  Qtiando  modulus  est  nnmeri  primi  impnris  potestas  puta  p'* 
ctiam  tum  productum  {w — \){a:--{~\)  uiuduluä  utctietur.  Jam  vero 
ambo  factores  numerum  primum;»  dod  simul  invoivunt,  quia  difl'ercotia 
eorum  aciticet  2  per  p  dividt  nequit.  Ercro  aat  — 1  aut  ^-f-l 
per  debct  esse  divisibilis  vel  a:  =\  aut  =  —  t  (m«  et  quo-  4 
aiam  a:  modulo  est  minor  :r  =  l  aut  —  1. 

3)  Si  modulus  est  duplum  numeri  primi  potestatis  muDÜesto 
prtteterq|itam  quod  ambo  factores  ag — l,  ar  +  l^namernm  primnn 
p  Don  iiniDl  invoiTUnt,  etiam  ambo  ernot  p«res,  .qaa  re  modula«  aut 
noNBi  nietietnr  ant  altenim  t  e*  0^  =  1  ant  s  —  1  (ai.  ergo 

^=1  nut  1. 

4)  Radices  üuus  modo  cxstare  cuttgruentiac  a:*  =  \  (mod.  4) 
icilicet  1  et  3  demoastratione  oon  egeat. 

}.  34.    Congruentia  (mod.  S»),  io  qua  j»^2 

Semper  quattuor  neque  plurei  admittet  radicea  nempe  1, 
211-1  —  1,  1 ,  2"  —  1. 

Quia  .z**  —  l  per  mod.  2«  dcbet  esse  divisibilis,  a:  erit  nume-  • 
ruü  iui|iur,  .x* -f- 1  par  ita  ut  poni  liceat  .r-f-l=2X:,  quo  facto 

habetur  (.r  —  1)      -|- 1)  =  4^(Xr — 1),  '^^-^ — —  Uuodsi 

Ar  est  numerus  par,  k — 1  impar  driief  esse  k  per  2"— 2  divisibilis  vel 
Xr  formae  '^^-M:)^  jc  formae  2"— ^C:^  — i.  Si  vcro  k  est  impar» 
k  —  \  par,  erit  it— 1=2»-80',  arrf»«-t©'-+-l.  In  omaiboa  eaal* 
boB  SB  est  modulo  minor,  ergo  bae  quattuor  ioTeDiUDtur  radicea 
2^1  —  1,  2«— 1,  1,  2«-i-|-l. 

§.  35.  Restat,  ut  modulos,  qni  in  aliqua  formanim  /^",  2//*,  2" 
Bon  sint  compreheusi^  considcremus.  Exhibeatur  niudulus  forma 
JißB^C^  etc.  eritque  perspicuum,  ai  numeroa  aUuuis  ait  reiiduujn  mo- 
dali  propositi  etiam  reaiounm  fore  aiDguIorum  taetomm,  qua  re  ex 
eongmeBtUi 

^*  5r  (Bod.  JßB^O . . ^) 

dedneoBtur  bae 

=  r  (nod,  A")^  »*  s  r  (mod.  ß%      s  r  (m.  O')  ctc» 


22. 

Ponaliin 

,  t  =  m  (mod.  A^j,  =  »  (lu.  ß^}  =^  (lu.  6^)  etc. 

eritque 

=  r  (nu  Jl")  =  r  (uiod.  B'*)  =  r  (m.  C^)  etc. 

ergo 

l*sr  (nod.  ^^^A et*...). 

Notaai  €tt)  attvm  ioIhib  nnmeruB  $  infra  noduluni  A^B^€> «x- 
Store,  coDgraentiis 

(m.  (m.  B^)  =  q  (m.  €>)  eCe. 

limnl  Mtiifiiciat.  Quaestio  igitur  quot  vulorca  ndmittat  t  eo  reducta 
Mt,  Kt  itecidftlar  auot  radices  baheaot  sin^ulM  eougruentiae  m*  sr 
(in.  «'=r  (m.  Ä*)  ^*  =  r  (mod.  ^)  .  .  .  Sint  Iii  vtilores, 
qUAfUMi  Biultitudo  §f .  33.  34.  dcteriniuMtur  (ii  modo  r=l)  deiaceps 

«ü,  i»',  M^,  eto.(  #,  ü',     ete.i     fr',  etc  

manifcstoqne  quoniam  combinnri  opbitet  hos^mitttitttdo  Iptins  t  va- 
lorum  i.  e.  rftaicun  coogruantiAe 

r  (m.  ^^ir*£7»  •  •) 

niiltitudo  erit  producto  aeqvulit 

(m+m^+m*  etc.)  (»•i-jf'-t'jii*  etc)  (^^-l-^-i-^  •!«.) . . . 

Bx  iifl  ipiee  adhac      congriieiitia  sunt  tradifa  aequitur, 

vadicum  multiliidioeai  sentier  majorem  ease  qium  2  dttainiodo  ae 

aodulus  sH  ffjrmttp  p.  /'",        vcl  4. 

f>,  36.  Quoll  srqiientia  cum  tfiforcmatc  WiUoniano  ut  di- 
citur  arcte  coLaercut  fucilltmenue  ex  propositionibus,  quae  ad  €oo-> 
grneotiaai  or*  s  1  spectant,  illivs  theoreaiatis  argnaieBtaCie  pett  po« 
terit,  hoc  ipsuai  sed  a  saaino  Ganss  in  DIm|.  Arithm.  bec  modo 
gcneraHus  rnunciatiim  prohemud. 

i*roductum  exomntbus  numeri»,  Duuiero  quncuoque 
data  A  minoribua  simulque  ud  ipaum  prinis  congrauni 
.  est  seeuDdum  A  nnitati  vel  oeafatiTe  vel  jpoaltWe  tump- 
tae.  Kit  fjuidcm  negative  sunicnda  est  unilas,  quando  A 
psf  forinap  /?"  not  liujusce  'Ip*',  dfsi  j^natitP  p  n  um  er  um  pri» 
mum  imparem,  insupe^que  quaodo  ^  =  4;  positive  aiitem 
'  in  omnibas  eastbvs  reliqiils. 

Desigaentar  nuaieri  ad  A  priml  eoipie  laiaores  ito 

Qu  Q%i      •  •  •  •         Pi"-!»  Qi* 

«|ae  leco  statim  observandum  est,  horum  multttodiaeai  sivc  ^  esaa 
parem.  Jaai  dico 

primo.  Producta  nlicujus  lllorum  in  reliqnorum  qncinf|ue  sec. 
mod.  A  incongriia  esse.  Si  cnim  ql.  ^x-,  QL"  deaignant  tres 
qiiQscunque  atque  csaet  (nok"  ^QiQkr*  (m*  A)  productuui  giigt^ — i^k"\ 
ipse  A  metiretnr  crge  dinefentiasi  ^f-^  qc  (§.  3.}.  Atqui  lie«  lien 
nequil  qnooiam     —  Qj^^^A. 

scrnndo.    T*rodiicta  d«  fjuilm??  afc^Uur  slvc  ciinn»»  residua  mi- 
Dima  ud  A  eruut  prima.    Uuauüo  cuim  rx.  c^r.  productum  Qlifl/ ^ 
cum  A  Laberet  comiuuuem  fucturem  primuui,  hic  ipse  uut  Qt  aut  Qk' 
metiii  deberet,  quo  facto  nodulus  A  cnm  aao  horam  gk,  qi^  factorem 
eomaiDiieai  involvetct  eontra  ea^  qaa«  sapposaiains. 
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ferHo.    Qiiodsf  ninnerftrfMn  a?I(|uis  nd  j4  priüinnim  ov.  er. 
in  reiiquuä  omues  htquc  etiaui  in  se  ipstuiii  inultiplicetur^  residu»  iade 
geuita  minima  ad  ul  erunt  priuia  uuuamuc  eoruin  multtludo  sit 
plnres  uatem  niuwri  lul  A  priini  inf^a  jf  toon  exstent^  Tuidiia  liaee  - 
,  onverii  .  , 

Qti  Qii  *  '  •  ^^«r-ti  Q(*-h  C." 

ordine  negiccto  aequivalelumt,  Jam  vero  inter  hos  reperitur  1,  qua 
re  Semper  u  n  ti  rn  (  t  q  u  i  d  e  m  m  o  d  n  it  d  mn  i  1 1  o  r  u  m  p  r  o  d  u  c  t  o  - 
.rum  unitati  secundum  A  cougruum  tore  patebit.  Nume- 
ros, quornm  prodnetim  ice.  nad«  aKqnem  naitati  fit  eoDgraoMi 
Bnlerns  socios  sibi  vooifit.  fn  rerie  igitiir 

9ii  Qti  Qi^  ■  ■  ^"-2,  ^"-1,  Qfit 

cuic|ue  numero  io  eadem  serie  socius  aliquia  respondebit,  quo  loco 
sttbinCelliffendun  ertt,  anmeram  baniai  aliquea  etisn  sibi  ipit  mm  ^ 
ctan  esse  posse. 

quarto.  Itaque  statim  deddcnduni  est,  q^iof  Tiumeri  seriei  ex- 
atent  proposltne  sibi  ipsis  gocii.  Uuuudo  vero  inuduius  est  uoius 
formarum  2/»"  insuperqne  quando  est  4  duo  tantuianiodo .  nnmerl 
iofra  A  reperioqtur,  quorum  quadrata  unitati  fiaat  coafi^Vna  naaipa 
1  t%A-^\  (f.  3S.).  tSiat  bi  9.  ft  ^/i.  4|no  facto  in  ieri« 

qnitque  nnaierat  naaai'a  ae  dtfeniaai/liaVablt  tociitai  aei^ue  plures, 
qunmque  muttituda  baima  sit  par,  iwoduetam  Tero  ok  bims  terininis 

unitati  ronrrruiim  manifesto  omniuDi  productum  et  ipsum  unitati  fit  , 
coogruum.   Atqui  ^,^^=1  .      <^  1)  s  —  Jl  (mod.  A)  erg^o 

qninto.'  <|nando  deniqne  A  est  nnlliaa  feraaraai,  quas  modo 

diziuius,  8(>qiiitiir  ex  §.  35.  quathinr  certe  uumeros  exstare  infra  A 
(omnino  muititudo  erit  potestas  nuuicri  2  altior  quam  primu  cf.  ^.  35.) 
quorum  quadrata  unitati  iiaot  cougrua.  Hujusmodi  nuiueris  rcmotis 
reKqvornB  prodnetnai  naitati  coogmum  est.  Priofnoi  aliqno  desig« 
nato  per  ^9  erit  eHam  A'^q^  eadam  proprietate  affectns;  oaai 
A  —  ad  A  primus  est  non  minus  quam  (»^^  atque  [A — ()f))-=^<c»' 
(mod.  A)^  qua  re  {A  —  Q^Y  non  minua  unifnh  concrnus  quam  (i^^. 
Bini  igitur  numerorum  sibi  ipsis  socionini  productum  Gonstilueut 
unitati  negativa  snmptaa  congmnai.  Et  quoniam  diaiidia  quinadl 
pars  nnmeramni  est  par,  prodnctuin  autaarofnai  aibi  ipsit  todomm 
unitati  congmnni  est»  ergo  bocca  quidcm  caau 

€1^3^»  •  •  •  ©"«-aC^i?/«.«  1  («od*  A). 

EiLampl.  1.   Sit  modulua  18=t .  3»  foraiaa  Prodncintt 

1.5.7.n.I3.17^-~l  (Bod.18) 

2.    IVo  itiodulo  21  rzr  3  .  7  productum 

1  .  2  .  4  .  5  .  8  . 10  .  11  . 13  . 16  .  17  .  19  .  20  =  1  (m.  21) 

Co  roll.    Si  modulus  A  est  numerus  primus  p  onaea  ouaieri 
iade  ab  uuitate  usque  ad  //  —  l  ad     erunt  primi  erg^o 

1,2,3.4.5».../»— 1^  — 1  (mud.j?) 

qua  Mudo  vnlgo  enunciatinr  tbuaraaia 
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^.  37.  Summa  onniu»  ttumcrom«  ad  aumeram  qaen- 

cunijue  A  primorun  eoque  aon  aiajoram  «eaipar  per  baae 

A  div  iHib  i  Iis    r  i  t 

Qunndo  mm  <  rus  quicua({uc  m  <^  A  ail  >-#  est  primus  eti.im 
j4  —  m  uti  prtinus  erit  atque  aiabo  A  —  m  üuot  iiiter  sc  di- 
Tersi;  nam  si  esset  «ss^ — m  haberetur  A:ss%mf  mz={A^  quo 
facto  lA  ad  A  non  esset  primus.  Quare  biaoraai  sttmiaa  per  ji 
divisibilis  «  st  vpI  j)f>tius  ipsi  A  nequalis,  ertrn  siimma  omnium  per 
A  (liviüibiiiü  crit  et  qiiidcin  tot  vicibus  cuutiiiebit  A  quot  uiiitatcü 
bubet  numcrurum  ad  A  piimoriim  dimidia  purs.  Alanifesto  argumeu- 
tatio  sttppooit,  daos  carte  numcros  ad^  primos  exstare,  quii  re>exci- 
pien  ht^  est  casus,  in  quo  A  :=2. 

iJ8.  In  scqnenfibus  vn  modo  consideremus  resMln?»  quadra« 
tica,  quite  ad  moduluut  üiut  prima,  quo  facto  solos  ad  buoc  ipftiliB 
primos  Bomeros  ad  quadrata  alefari  oporlebit,  nC  reaidaa  de  qaibaa 
agitar  babeuntur.  I':tiainüi  boe  expressis  verbis  aoa  dicelar,  tamta 
laaipcr  erit  subiufeiliu^eiidiim. 

§.  39     ^Inltitud«»  rc  s  i  d  u  o  r  u  iii   f|  u  a  d  r  n  t )  c  o  ru  m  moduli 
sec.  buiic  i  II c oiig ruo r  u m  uec  uuu  uiuititudu  uon- 
rasiduojrum  aeqairalebit  amltUndiais  diaiidiae  parti  ad 
modulum  primorum  eoque  Bitaoriini  Dameroran. 

1.  Qunndo  modulus  est  aameras  priaias  iaipar  p,  bonin  nodo 
quadratorum  * 

1%  a»,  3S,,.(/»  — 3)»,  (/^  — 2)»,  ip-iy 

residaa  atiaima  coosidamri  oporlebit.  Jam  Tero  qaadrata,  qnomai 

radices  summam  p  con^^titllll^tf  crinit  ronsrriia,  quoBiam  oaioiao 
=  (/^  —  ir)'  sec.  mod. At  vt'ro  omnia  baec 

l»,  2«,  3», . . .  fi^f 

rcvcra  erunt  incongrua  seniiHhim        Sint  duo  quaelibct  «»',  i»*. 
Uuodsi  bubcrctur       =       (luod. />),  ehücl  [m  ~i- u)  {m  —  per// 
.  dimibilis  erg-O  aut     +  «  aat  m  —  m  (§.  1.)  quod  fieri  aequit, 

Juoaiani  et  m-^m  et  «^/i.  Ctua  re  eastaat  ^{p'^l)  raai* 
oa  mnnifc.^r«  f]H{>  tolitUm  nou-residua. 

%  Quauiiu  uiudulut»  est  uumeri  priini  inparts  potcstas  atiqua  puta 
p".    Sint  uumüri  ad  p"  priuii  eoque  minores 

(?(•        Qi^  '  ■  •  '  Qu 

ita  ut  {) ,  sit  nihiiiuus  qj(  inaxiiuus  rcMquique  vulgari  ordine  siot  po- 
»iti.    lum  vcro  ita  eos  ordiuuri  lici-bit 

Qi^  Qj»  «f»  P^  —  Qty      — ^1,  P^  —  Qi- 

.lam  quadrafa,  quonim  radices  summam  constituunt,  spc.  eruot 
cougruu,  quoniatii  in  Universum  ///-  =  (/>"  —  ///)*  spc.  mod. //".  Ar 
vcro  quadrata  curuui,  qui  uioduli  (liundiaui  parteui  iiou  superaut, 
revera  cruat  iacongraa.  Siot  bujusmodi  numeri  doo  quUibet  Su 
Quodsi  esset  «r's^*,  (irodttctam  (tf  +  Z^)  {a -~      per  p^  dtffidi 

SOiset;  jam  v^  ro  ;;mb<«  tactores  primum  p  thui  Involvnnt,  quia  si 
eri  postict,  diüereutiu  2^  per  //  diviisibili»  vssat  q.  e.  a.  Ergo  aut 
uons  factor  aut  aller  per  dividi  poterit;  sed  etiam  boc  fieri  oe« 
qait,  quod  «r-h^«  «  — //<:/y". 

3.  Pro  Dodttlo      aaUitudiaem  residuomai  qaadraticomm  esse 
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—  i)  siDiili  modo  probatur,  dumino4o  ratio  babefttur  ejus 
reif  quod  ambo  «r-f-^j  o  —  6  suot  pares. 

•  4.  Si  nodolna  est  4  duo  aiodo  eistant  numcrl  ad  4  priiai  1 
et  3.  3  vero  renidaum  esae  oequit,  quia  quadratum  aumeri  iniparia 
exbibetur  forntn      +  l  uerjUe  vero  \rf-^^. 

40.  M  II  1 1  i  t  (1  (1  o  r  p » 1  (i  II  o r  n  ni  ij  ua d  r  n t  i  c o r u m  m o d u ii  2** 
(il^2)  ad  euiiique  incou^ruorum  Cät  2"—^. 
Prinnm  dico  qoadrata 

1»,  3«,  5»,  7«,  ...(2»-«— 1)» 

sec.  modulutn  2"  es&e  incoiigruu.  Nnm  dao  quaelibet  aiDt  iv', 
^nodsi  babaretor  a*=6\  prodiictafli  («M^^)  C«^^)  per  modolan  dl« 
iriiibilis  esset.  Atqnt  ambo  fuctores  numeruin  4  non  simul  invoIvuDt, 
qnia  tum  difl'ereotiu  eorum  2//  prr  i  dividi  uoH<;et,  qtind  tieri  ncnuit, 
uooiam  &  impnr.  Ex  quo  sequitur  <7  —  o  per  2,  a-i-6  per  'i«— 1 
ivbibitem  esüe  oportere.  Seil  ctiam  hoc  iierj  nequit,  ^uod  summa 
«•I^^^S**— Bt  quam  quodque  inajus  quadratum  radicem  babaat, 
quae  cum  alicujus  seriei  propusitae  quadrati  radice  suiumam  2'*~t 
constUuit  s(>f|ultur  talia  qnadrata  ravera  esse  coogroa.  MuliitudU 
nem  vero  borum 

1%  3%  5»,  7%...(2--2— 1)» 

esse  2«— •  facile  ex  inductione  intelllsrinir. 

Bxempl.  1.  Pro  jnoduio  32  babeutur  =  4  residua  scili- 
cet  1 .  9 . 25 .  n. 

%  Pro  modalo  64  baec  octo  residoa 

1.9.25.40.17.57.41.33. 

§.  il.  Vidimus  in  §.  15.  concrruentiam  a:"  =  1  (mod.  p)  de- 
sig^iiuutf  p  oumerum  pnmum  imparein  admiUere  tot  radices,  quot 
BBitates  habeat  divisor  eommanis  maiimus  naoieroniin  »  et  p  —  1. 
Jan  qiHiai  aiiBeros  ad  eundem  cx|ioncntero  pertineates  examioaluri 

«simiis  arctiratiiisf|(!f»  pprsoquutliri,  ali.nn  etiani  Imjiis  pronosifionis  dc- 
monstrationem  teutemus,  cx  qua  multu  ulia  atteotioue  uaud  indigna 
spoote  manabuuf. 

1.  QuicuDque  nuneruj  uttuatquernque  aliorom  dnorum 
■letieDSj  borum  roaximum  divisii-rem  cnrnmunem  mctietur. 

S]ni  niirncri  dati  «r,  l>  d'nis  oomm.  maximiis  S  atque  s  tertius 
uumerus  ipsuü  0  meitens.  l^oiiuuir  a=.ök^  ^=dXr' quo  facto  X'  et 
^  emat  tnter  wt  arlui.  Naia  si  laetoreai  enmaittBefli  €p  involvereat, 

Kooi  liecret  4rssd0 .  X,  h'=s.i®  ,V  easeatqae  h  per  ^0  diviai- 
ilt's  ([  f.  ;i.  f|iioniarn  6  divisor  communis  itiaximus  est.  Porro  quoti  % 
metitur  a  ü  bos  ita  exliiberi  oportebit  ft=.:i(f^  6=zrf'.  DeinoD> 
strari  autem  poterit  9,  ^'  multipla  esse  numerorum       X:'.  Nam 

i/:=:xy>,  d/i'=z%^'  ere^o  ^  =  ^  vel  kf'=i^9  utque  k^'  per  ^ 

divisibilis,  jam  voro  /'  ad  k  primus  est,  qua  re  k'  ipsnm  rp'  metiri 
dcbct,  similitrrqiic  X-  ipsum  ^.  Quoniam  (jp  est  multipluin  numeri  k 
oportet  esse  y>  turinae  km,  ergo  6k=zxkm  vel  J  =  xjto,  quam  ob 
rem  %_  Dumemm  S  melftur. 

Quando  igttur  numerus  %  divisoreim  communem  maximum  ^  nn« 
merorum  a,  ff  non  metitur  hos  ipsos      h  simul  metiri  iioquit. 

2.  Sit  a  rudix  cougruentiae  ^  =  1  (mod.  ipsum  u  ad  ex- 
l^aoeotem  pertinere  oportebit  sec.      qni  numeros  m%  P'^X  aianl 
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»  ... 

netiatur  (§.  9.  aqqO>  ^l**^  '®  «xpoiieut»  uumcruia  J  metiri  ddbel 
(1).'  QuoJtl  •■iiiei  ipsiiu  ^  dlfif»ret  uniCiite  d  d  non  exdiuwi 

MBtlll  • 

^  j  /'j  ^ )    j  •  •  ■  • 

'  umnes  con^ruentiae  nostrue  rudiccs  partim  pertiuebunt  ad  expoiieo* 
tem     partim  ad      piirtiM  ad*^  etc.   Ad  ciip.  t  autem  tot  uumeri 
.  perfineot,  quot  siot  ad  i  primi  eoque  uon  niajöres  (§«  21.)  v#l  ^ 
•  aimiltteitqiie  de  reliquis,  ergo  mukitudo  radicam  erit 

9'+SKH-9>'''+S^  cto. «... 

v«I  <J  (§.  8 ). 

Haec  consideratio  rutiuneiii  suppeditat  inreoicndi  congruentiae 
,  alieujas  radices;  »t  tot«  in  eo  vertitur  diffievitas  nt  ad  ex« 

•poDeoten  propositan  pertineos  repcridfiir.   Nain  ooines  nonerafl  «d 
,   expnncnfpin  aliqurm  pfrtioentos  fncilüme  ioveoiri  potse,  ii  modo 
UDUS  <'\stc>t.  cx  prneced.  intellii^itur. 

Excnipi.  Cüugruentia  a^^=l  (mud.  I9j  sex  adniittet  radi- 
€CS,  «cmpe 

ad  expoueuteu)  1  pertinet  1 

•  •    «     •   2  •    •  18 

•  •    •    «3«  7,  11^  I 

•  •    •     .    6  •    •     S|  12t 

^.  42.  Licet  observari,  si  t  designat  oamerum  iniparem  atque 
uumeri  ad  cxpouentem  f  pertiiientrs  sunt  a\  a'\  (f  etc.  ad  cx- 
pouentem  2/ pertinere /i» — €$^p-^a\p — a"^p — «'''etc.,  quo  ivcoobser- 
Tandiim  est  ad  exponeoten  "It  totidem  pertioere  quot  ad  A  Pertioeat 
eoim  ff  ad  exponentem  t  erltqae  «^=1  (m. ergo  qooniam  $ 
ioiprir  (//  —  =  ( — «)'  =  —  1  ntqnc  (// — s  1.  Cluodsi  p  —  a 
ad  inferiorem  pertioeret  exponeniem  f  itn  ut  sit  (//  —  =  1  ha- 
berciur  (/»— flr)2'-''=l.  Sit  jirimo  t'  par  eritque  flrj*'-<'=«*'-^sl. 
Atqui  a  |tcTtinet  ad  exp.  qu:i  re  (§.  10.)  iiumeritm  $  ipsum  2^—1^ 
erc^o  t'  meiirt  oporleret,  Itaque  qiioniam  t  est  par  etiam  ^  per  2^ 
diviaibilis  easct  q.  e.  a.  qiila  V-^^t.  Sit  secundo  1'  iinpnr  eritque 
{p  —  aY  =  (—  <?)2^-^'  =  1,  ergo  «2^--/'  ^  _  1^  <,2(2/-^')  =  1  qua 
re  t  uum.  2^  metiri  dcbcrct,  crgu  t',  Erit  iffitur  f—(f>t  it.i  ut  sit  fp 
impar;  jamterof/»— 1»)'=— 1,  ergo  0)^'=^/» — ^lar)'  =(—«')'''=— 1 
contra  praecedenfia. 

Tn  (>xofM[>1r)  ^.  il.  aJ  cxpunentem  3  uertioent  7»  11  6r|^o  ad 
«xpüxientcm  0  Iii  ll>  —  7,  19  —  11  ve!  12,  8. 

Ad  expooeriteni  1  uuus  uuidu  uumerus  pertinet  ncmpc  1  quam 
ob  rem  ad  expODeatem  2  pertioebit  tolus  p  —  1.  ^ 

43.  Prodnctam'  ex  omnibut  terminis  periodi  nu- 
nifri  cujus  vis  secundum  inodnlnm  /;«  vel  2//"  vel  4  unUatt 
con^ruum  est  positive  vel  ne*jfativ«  sumptne.  Et  quiiiem 
positive  sunicuda  est  unitas,  quundu  tenniuoruni  muUi- 
ludo  inpar,  quando  vero  par  Deffative. 

Modnium  i^el^  V*  deiigoemns  brevit.  gratia  per  m  sitqiie  pe- 
rlodaa  baee 

«,  • , . 

Produetsm  I*  potestati  m  ^    aeqaivalere  eoL  »erierun  doctrma  con- 
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stet  Qmiido  igimr  i  «st  nmerui  Impar,  erit        inleger  et  qno- 


2 

nim  mß'sl  erit  etiem  Psm  '   sI'(aod. /»).   Si.Tero  /  eit 


t  t 


|i«r,  erit     integer  atque  a^sl^  (a^  +1)  {a-  '-^l)  =  0*  Pror 


ftts  fimili  modo  ntl  jam  taepius  arginieBteti  tuaiQS  erit  eut  «s<4-1 
•at       — 1  per  modolun  divisUiilM.   Atqiii        uniteti  noa  con- 

groo,  quia      est  infina  uoitati  consrua  potestas,  qua  re  1 

r(/-H) 

adeoque     =  «  -    ={—\ =  —  l. 

sii  deaiqoe  nodulua  est  4  arguoieatafcioau  prina  pars  pro  boccecaau 

fiiet;  quod  vere  attlaet  ad  aeenodaai  erit  («^+1)  {ä^  ^  1)  per 

4  difitibllis  et  qnoBiam  ambo  fiicterea  nomeraia  4  son  sinnl  in? olruat 

t 

täuquam  düfereatian  2  coastitueotea,  aut      sl  aat  =  — ,1  esse. 

upurtei  ^  Non  aoteai  erit       sl  lee.  b^puth.,  ergo  «^s^I, 

atqn«^  #y  ^    =  —  J . 

Gxeiapl.   Pro  modulo  25  periodus  nuuieri  !l^est  baet 

Residea  aont 

2  .  4 .  8 . 1 6 . 7  .  1 4  .  3  . 6 .  1 2 .  24 . 23 . 21 . 17 . 0 . 1 8 . 1 1 . 22 . 1 9 . 1 3 .  l 

productumque  est  =  —  1  (mod.  25). 

%,  41.  Quando  a  est  rudix  primiliva  aioduli  p'*  vel  ^f^,  ita  ut 
rit  ai^*~'(P^  ialinia  ipsiiis  ar  polesta«  uoitati  eoagma,  periodus  ob- 
nes  Duaeros  comprebendet  ad  innduluDi  primos  eoque  non  majores 
et  fnioninm  in  hocce  casu  —  l)  semppr  est  par,  pruduc* 

tum  Dumeruruai  ad  aliquem  prinioruui  cuque  mindriim  secundum 
bnnc  uuitati  neg>ative  somptae  erit  eoonuam.  (Ct.  ^.  36.) 

Sl  m  ad  cxponentciii  lp'*-'^{p  —  1)  pertinet,  erit  a  residttonk 
qnadraticom  iikuIuH  /v  vrl  (§."2S.)  ncc  minus  residiia  erunt  «*, 
a*,  .  .  4ti^~^^^^^  et  quidcin  tininiu  Iiis  exhibeotur  residua»  quod 
multitudo  eorom  ^i'*—\p  —  1)       39.).   8equitur  boc 

^  Tbeereaia.  Prodiictam  residacrum  quadraticorum 
oieduti  in  aiiqua  formaram  /i**,  ^  ezhibiti  conp^rott«  est 
unitritt  positive  vf*!  noyntivp  äumptae.  Posit»ve  autem 
sumendtt  est  unitus  vel  iieg-ativc  prauti  yf'*^^{p — 1)  im  par 
vel  Dar  i.  e.  prouti  p  est  forroae  4m-|~3  vel  formae  4i»-|-  1. 

Allaü  Biagisque  peeniiareai  deoiOBStrationeM  tentablaMis  In  pa» 
ragrapho  quae  seqoitur. 

§.  45.  Numeri  ad  modulum  quem  in  uoiversuai  per  Mdesigne- 
nus,  primi  eoque  minores  sint 

Ö„  ö„  &  a»— e„  as-e„  as-er, 

auorum  multitudioem  tanquam  parem  esse  2j(t  suppeneniiis»  %ie 
»eto  feiidia  qnadmtica  eoagrua  emat  poteitiitibM 
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Quodsi 

1.  p  est  iurmae  4/»+!  <i"t  (f.  31.)  — 1  residuum  qimiii  ob 
rem  residua  etiam  Ua  exYiibentur 

vel  ita 

0,(i(i-6),),...0/.-,(iii-0;»-,),  eS«(«i-0^). 

Hinc  patet  produetum  nmiteroniiii  od  m  primoram  cong^om  esse 
'producto  reMdttonim  ipsios  m,   Jam  vero  illnd  produetum  aoitod 

neurativc  siintpf  io  concrriium  [%.  36.)  ergo  tbeorena  probatoai  est 
pro  iiindulu,  cujus  iactor  p  furinne 

Si  vcro  //  est  formae  4/i  +  3  crit  —  1  nuu  icsiiluum  41.), 
quam  ob  rem  Don-residtfa  suat  bis  coogrna 

vel  bis 

productumque  non-rcsiduurum  a  coD^uum  erit  pruiiucto  numeroru|n 
ad  moduium  primomai  i.  e.  noitati  negative  sumptae  36.).  Jaoi 
wo  productuio  residttomai  P  ia  produetum  Bon-residnonim  P*  con- 
irrait  producto  numerorum  ad  moa.  primornm  i.  c. /'P's— 1,  atqui 

3»'  =  _1,  erffo  PP'^  —  P,  —/»=— 1  vel  /»=  1. 
Lxemj)l.  1.    Pro  iiiodulo  25  Iiabentur  residua 

1  .  4  .  9  . 16  .  U  .  24  . 14  .  6  .  21  . 19 

quorum  pruductum  =  — •  1  vel  21. 

Kx.  2,    Pro  niuilulo  18  sunt  residua 

1  .  7  . 13  quorum  produetum  =  1. 

§.  "iG.    Productoni  residuo'rum  quadratieornm  uiodnli 
3^  («i;>-2)  uoituti  secnndtfin  tnodulum        eon|frunm  est. 
Desigoemua  residua  moduli  2''-i  per 

^1»  •  •  • 

Suorum  multihKÜnrm  esse  '2"— ^  pafot  rx  §.  40.,  quo  loco  obscrvan- 
um  ittultiindinem  esse  l  quiitido  i»  =  3.   Uuo  facto  residua  moduli 
2^*  copgruu  i  i  iiiit  Iiis  termiuis 

soc.  niod.  2"-*  qunniam  maltitudo  residuorum  »{»"«ius  2»  est  2«  *  vel 
duplum  multitudinis  residuorum  mod.  2^~^  utque  quodcunque  ipsius 
2^  residuum  couftnium  esse  debet  atieui  ipoins  remduo  lec« 
mod.  Huodsi  produetum  residuorum  moduli  2*  desigUMitt  per 

residuorum  bujusce  2»—*  per  Ptir^\  babetnr  eoagruentiu 

Jen  tbeoremu  veram  esse  assumamus  fro  modnio  8^  ito  mt  nt 

/Vi  =  1  (mod.  2^) 
eritque  iVi  t'ormae  l-i-2«~2y^  /»-i*  formae  l-t-2»-isfH-2;i&M)y\ 
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Quia  «>2  est  2(»  — 2)^äi— 1  odcoqne  S  1  (mod.  2«-») 

^^^^ 

ergo  ex  praeced. 

7*.  =  1  (mod.  S»»-!). 

Quaodu  igitur  propositio  nostra  vulet  pro  modulo  etiam 
pro  bocce  2^  Talebir. 

Jam  Tcro  vulet  pro  modulo  2%  mnnifestn  enfm  unum  modo 
stat  re^idiiiim  1.   Hinc  lul  nodiiliin  2^  iuae  ad  2*,  in  UDivenam 
ad  2'^  ttscendi  poterit. 

Exempl.  1.  Reiidua  nioduti  irl  sunt  Luec  quaüuor  1.9.25. 17 
quoraa  prodaetuai  oaitati  seeaDdum  1^  csl  conffruum. 

2.  Residuu  mttduli  64  liaec  sunt  octo  1.9.25.49.17.57.41.33 
qaorum  productum  =  1  scr.  mod.  -32. 

%.  47.  ResiduorUiii  quudruticorum  ad  niodiiliim  qurn- 
cunque  m  (»rhnorum  lauUitudiui  aequivulebit  numerorum 
ad  modnium  primorum  divisae  per  nu'.aierttni,  qni  tot  ani- 
ta'tes  babel,  quot  radiccs  congruentia      =  r  (mod.  nv). 

Conpi^rtiPiitla  baec  liubcat  0  radiccs  divcrsas.  Kx  qiiaqun  ha* 
rum  riidicuni,  quas  omncs  ad  modiihim  primns  esse  .siippoäuinu]>>% 
uoum  idemque  giguitur  residiiom  uiiuiutuin,  quuiu  ob  rem  dittquisitio 
oo  redacta  est,  ut  deterniaetur  ouoties  &  in  multifudine  auaiero* 
um  ad  m  prittoraa  coatiaeatur«  £x  quo  pedetaati»  aequitur  tbeo* 
femn. 

Ccterum  ubscrvunduiu  eüt,  si  luodulus  fi^ctorcs  modo  primos 
Impares  iofolvat,  residiiorüm  aiultitudinem  esse  ^»  desigaante 

ipm  multUadiaeai  auneroraai  ad  m  priaiaruBi  et  k  naltltoditeem 

tactorum  ipsiii<<  m  primorum. 

'   '  lüx  boc  tlieoremate  faciliime  deducuniur  prop.        39.  .40. 

Exempl.  Con^ruentia  o:*  =  r  (mod.  105=:Ü.5.7}  udmittit 
2*  Tel  8  riMliceB,  deiade  2  •  4 .  6a48-,ergo  nultitudo  resid.  Miduli 

105  erit  ^  =  6.   Sunt  vcro  baec 

1  .  4  .  10  ,  64  .  40  . 79. 

'i^.  Oiiivis  numerus  per  numerum  primum non  d  i* 
viR^biliü,  qui  ipäiua  p  est  residonm  vei  tioo-residuum, 
«rit  residaan  etian  fcI  noa-residuum  moduli  p'*  vel  2/»'>. 

Primo  perspicuam  est  quemvis  nuiuerum,  qUi  residuum  sit  Tel 
DOn-residiium  ipsius  etiam  residuum  fore  vel  iibn -residuum  mo- 
duli p.  Jam  vern  (§.  39.)  inullifndo  residuorum  moduli  vel  *ip* 
est  ^^—'^{p  —  1)  quiieriturque,  utruui  iuter  bujus  residua  omoia  om- 
aiao  residua  laoduli  />  (etwai  sec\  p  eoogrna)  reperiaatar,  aecae. 
Secund.  p  incoDgrua  ipsius  p  residua  cxstaot  \\p  —  1),  totidem 
manifesfo  inier  p  et  '2/7,  totidem  iriter  2/»  et  Zp  e»c.  Qua  re  resi- 
dua moduii  p  int'ra  p'^  iiiveniuniur  p"-^  ,  Up  —  ])=zlp»—i{p — 1). 
Omuia  igitur  residuu  niuduli  p  infra  p'*  inier  residuu  moduli  p».  vel 
1^  re|»enuatur. 

Atiaai  bujus  dissimillimam  propositioais  argameatationem  dedit 
sammus  C«auss  in  Disq.  Aritbm.  pag.  99  sqq. 

§.  49.  Quando  potestas  airtjiia  ninneri  2  altior  quam 
secuodu  putu  2^'  pro  modulo  assumitur,  omues  nuiueri 
imp.aras  formae  M-l-l  ernat  residua,  reüqui  Tero  non- 
residna. 
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Maltitudo  rebuluorum  moduli  2«  est  (§.  40.)  quucriturquR. 

Diim  «iiines  pumeri  ititr«  'i«  funnae  8X--+-1  iiiler  liaec  reperiantur. 

Debet  uuiem  Xr  ita  (loternÜDari  ut  sit  SXrHhl-C-i"  ve\  A"<i''^~* — -g- 

adeorftie     oua.       —  1  qoo  mperst.  iii  igitur  pro  ifc  poBUBtnr 

valorcs 

0,  1,  2,  3,  ..  .2*-»--l 

habetur  niultiludo  «rgo  oiniicü  uumcri  forroae  8^+1  qui  mi- 

Dorcs  luot  modnlo  in  rejiidaM  ipsios  9*  reperittntnr.  Prop.  ie«. 
pars  Jan  ia  4*  ^«  br(>viter  iieratricta  «ft. 

4.  50.  Pro  modulo  altquo  qui  forma  vcl  S//"  non  coniioetur 
residiioruin  quadraticoriim  productum  noii  quideui  üemper  nnitati 
congruum  est  sed  tarnen  uumero  ulicui  congruum  erit,  qui  in  moduli 
residuis  in^^eDitur. 

Redigalur  itioduluB  sub  formam  j4**B''0'  .  . ,  designantibus 

f  \  .  .  numcros  firimos  divcrsos  inter  le.  Sed  nnum  mod«»  cnsunt 
brev.  grutia  cuiiüidcreiitUH,  quo  quidem  C ,  ,  sunt  numeri  primi 

impares;  quicunque  eoim  est  modulus,  disquisitio  faciiliue  ex 

45.  4^.  peli  poterit. 

1.  Sint  nmnps  moduli  facloros  jiriiiu  formac  \n-\-  \  vcl  omnes 
formac  i//-t~<i*    Residua  moduli  m  rfiani  hinirtil ariiim  putestulum 

B^^  .  .  eruut  residua.  Jum  v4'ro  residuH  «oduii  A"  iafra 
A^  >xstaBt  \A^i{A  —  1 ),  residtta  moduli  m  iofra  m 

Aa-i[A  —  I)  -  I)  V^-KC-  1) . . . 

(fk  47.)  deiigiMiiile     MitlHtadlBem  faDtoruin  sodnli  nrimdrun. 

Ex  quo  aequitur  multitudinem  residooritm  noauli  m  infra  m 
mahiplum  esse  Multitudinis  residuorum  moduli  A*'  \ait%  A^^  aiMi* 

festo  eBim  numcnis  '   ^  ^    Cit  loteger;  quomsai 

quisque  lioroB  B  —  1,  €^—1,  D  —  t  etc.  qooniin  »nttiindo 
est  oonerus  pur.   Quodsi  Itunc  ouaieruB  ila  exbibeMUs 

\{B^\)B^\.\(C^\)€y-^.\{D~\)M^^  ete. 

tierspicanm  erit  qoaodo  onnea  C  D  etc.  aint  forftiae  4«  + 1 
nnoc  nuiricnini  esse  parem,  imparem  vero  quundci  omnes  formae 
4// ^3.  Jain  pnidiirtum  ro.siduoniin  moduli  intVa  .i«»  est  ~ rtl 
»ec.        prouti  ./  ost  fontnu»  vol  f.  \t$-\-\        45.)  ndeoqae 

productuoi  residuuruin  moduli  m  intia  m  erit  ctiugruum  polestati 

(db  1  )if  ^  .  I  (  C-\)  C'-t  etc.  ' 

ergo  Semper  unitnti  pasitive  siimptae  congruum.  Idem  Tatet  de  re- 
liquis  B^,  Z^' . . .,  quam  ob  reia  producta  aiod.  m  residuoriui 
designaute  per  P  habebimua 

/*=  1  (moif.  .-/«) 

=  1  (mod.  Bf») 

5  1  («od. 


ergo  etiam        1  (mod.  ^«i9^€> .  «satoi).  Bine  iiabeai«  Iboore- 

mri:  Si  modniiis  est  nullius  formarum  2//»«  nfr[ue  omnes 
ejus  iactores  primi  sunt  iapares  ounesque  lormae  ejus* 
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dem,  sfvmper  |irodiirruni  hujus  modoii  reaidaamai  unitati 
positive  suniptuc  erit  cougruum. 

%  Hi  nonnolli  fiietores  sniit  formiid  4it-|- 1  reKqui  Tcrv  fomae 
4« +3  prodactuni  residuornm  moduli  m  unitati  congniura  est  se- 
ciindum  quamque  pnteütatuni ,  qnarum  rndices  forinae  A/i-|-3.  Sint 
forinac  4ii»+3  Iii  -7.  ff,  C.  tnrmrtr  .intein  Iii  L* . . . 

ita  ut  %\t  m'=.A^W'C^>.li''K^JJ  eritquc  /*=  l  (mod.  y|«)  =  l 
(nod.  i?^)  =  1 .  (mtid.  €>)  ergo  etiam  P=  1  (mod.  A'B^O . . .). 
Quodsi  Maas  atodo  factnr  //  exstat  forma«  4»  + 1  uroductam 
erit  congruum  (1)  pf.rosf.ifi  {—lyj-f  lU— i  .i(/f-i)»»-t  etc. 
=  —  1  spctind.  moiluliHu  //',  (|ii.iin  ob  rem  cttn|?ruentius  re^olvi 
oportebil  7*=1  (mod.  ß'' C'^  .  .  P=  —  1  (mod.  Z/''),  quo  facto 
i^nnilati  neque  positive  neque  negatiTe  samptae  erit  cojgruaai  sec* 
mod.  >/''^'*€> .  • //^' =  M..  Si  vcro  plures  ittctores  exstent  foraiaa 
\n  + 1  nempe  //,  JU^,m  prodactam  residaornm  modali  m  est 
coagruum  potcstati 

l^|M-l>/<— -» .  . , .  itÄ-l)Ai"i .  iiL—t^iA-t  etc. 

ßccundum  nmfliilnm  //*  vcl  congTUUin  tinifafl  posifivp  snnijrtrtp,  qtjf»- 
Diaro  iu  iiucco  <  asu  expoaeas  W  par.  Idem  vaiet  de  moduiis  A'^» 
Z*'  etc.)  qua  re  habetur 

1  <mod.  m)  =  1  (mod.  Ä*)  s  1  (mad.  JL')  ete. 

ergo  Pa  1  (mod.  H^K}*V  .  .)  adeoque 

/»5 1  (aiod.  A'B^O» . .  mKf^iJ  ,.=sm). 

Ex  quo  taadem  sequitur  tlicorema: 

S'i  in  moduli  factoribus  duo  vcl  plures  repcriuntur 
formae  4iK-t-l,  scmper  productum  rP8idunriim  moduli 
ejusdem  quudrati co ru ui  unitati  positive  Kumptuc  »«>cuii* 
daai  kaae  erit  coagraaai.  la  eo  casa,  quo  aaas  modo 
factor  exstat  foraiae  4»-f- 1  productum  de  quo  agttar  re- 
8 i d  II o  moduli  a  I  i c u i  ab  1  et  —  1  v e  1  m  —  1  d  i v p r s o  con- 
gruum fit,  uempe  productum  residuorum  et  ipsum  est 
residuum.  ,  * 

Bxeaipl.  1.  Pro  nodale  32ss8.Il,  c^Q«  foctores  pHni 
cjaadeni  taat  fonaae  productaa  residooran 

1.4.16.25.31 

unitati  coogruuui  est. 

%  Pro  modnio  195  =s  3  .  5 . 13  residoa  annt  baee  doodecin  - 

1  .  4  . 16  .  49  .  64  . 121 .  61 .  94  .  ItMi .  139  .  181 .  79 

■ 

qnornm  prodnetvai  anitati  coagruBB»  qaeaiam  duo  13  et  5  foraiae 

sunt  Au      1  • 

3.  Pro  modnio  3o=:5.7  qui  unum  modo  fadorem  iuvohit 
foraiae  4si+l  prodactam  residuoraoi 

1  .  i  .  9  .  10  .  20  .  11 

congruum  est  «^9.   Invcoitur  boc  residuum  spqucnti  modo.  Erit 

(«.  5)  =  l  (m.  7) 

qua  re  P  ita  pxliiHpri  licet  P=  —  l-f-50,  ergo  50  —  2  fm.  7) 
rel  50-2  cht  per  7  divisibUis.   Atqui  50  — 2=  (7  — 2)  0  —  2, 
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quam  oli  nm  d«bet  etra  20+2  vel  0+ 1  per  7  ilitiitbtlU.  Po> 
namut  0+1  =70^  crilque 

1+5(70''- 1)5—6  (nod.  35)  vel  329  (mo<l..35). 

f.  51.  Theorema  |iaragr.  45  mmifcftto  ItB  edam  poterit  cnun* 
ciari: 

Quadratiitn  prodiicti  omni  um  tuj  m  n  r  o  rvi  tn  nd  m  o  d  ti  1  ii  ra 
mzzzp'*  vei  2//"  prinutrum  p  j  u s (|  u  o  diinidia  pnrte  uiiiiurum 
Unitati  est  con|>  t  uuuij  i|UUiido  jt  est  t'oriiiae  \n-\-  ''\. 

Alaximus  ad  m  primas  nuiuerus  debet  esse  ^^-^ — ,  nam  ■■ 

nd  ///  Corte  prinns.  i^itur  Dvneros  de  quibat  agitor  deiigma- 
luiu  per 

•  •  •  •         Ä  t 

ex  praec  ioteltigitor  lemper  esse 

(0.0,0,  . . .  2^>»  »  l  (med.  m) 
Hiac  sequitur  productun 

(^.0.0,  . .  ~  + 1)  (0,0.0. . .  1) 

per  sn  divisibile  esse.  Quooiani  autem  ki  factorcs  taaquam  diffe* 
renttam  2  eonstitueates  factoren  primon  p  ooii  Rimul  involvuot  am- 
boque  pares'sunt,  aut  uans  aut  alter  per  m  dividi  poterit  t.  e. 

0,0,0,  . . .  — aut  =1  aut  =  —  1, 

Qaaado  modalui  ei»t  auMeros  prinaa  ivpar  babetnr 

l  .2.3.4...^^3=bl  (mod./») 

Nunc  vcro  statim  dijudicaadn«  ait,  atru«  aigao  superiora  ateaduB 

ait  itn  ititVriore. 

§.  ö'l.  Quod  p  est  tormae  4^  +  3  erit  — q  vcl  m  —  q  nnn- 
residuuiii,  si  est  residttUia  (§.  31.  39.).  hl  iffitur  pro  residuis  iis, 
i|uuc  sunt  najora  laoduli  dinidia  parte  ea  suastituaator  aegatira, 
quae  iliis  sunt  cuntcrua  quüruin<|un  valorcs  absolute  sutnpti  erunt 
minores  nioduli  diniidia  parto,  nwirut'csto  scries  oinuiurn  ipsius  m  re* 
siduorum,  absolute  sumpturum  cuuiplectetur  oinoes  tiumeros  ad  mo' 
dulam  pHiBOs  cjunque  diaiidia  parte  miaores,  Bt  quia  productam 
ipsoruni  residooroai  uaitati  coagnion  est  (§.  45.)  habetur  hoc  theo« 
rema : 

Froductum  oinnium  nutniToruin  a  ti  nioduluni  p"  \  el 
2/7"  p  r  i  m  o  r  u  la  e  j  u  t»  ü  e  uHpi  e  d  i  tu  i  d  i  u  parte  ui  i  u  u  i  u  ui  u  u  i  - 
tati  congmaai  erit  positire  auloegative  soaiptae»  prouti 
mnltitudo  residaorum  ipsius  «s,  qaae  aant  modnli  dini* 
dia  parte  aiajora  est  ausserua  par  aut  impar. 

Productuai  igitor  1.2.8,4...      ■  denotante  p  Baaenm 

prioiQB  foraiae  4is+3  unituti  positive  aut  negative  aaaiptae  COD« 
gruum  est  prouti  multitudo  residooriim  ipsioa  quae  anat  aiajora 
quam  ^  est  pi^r  aut  impar. 
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Ü^xeiupi.  1.    Pro  iDoiiuiti  19  liabentur  reüidua 
J  .  i  .9.  16.0.  17.  II  .7.5 
vcl  1.4.9.  — 3.6— 2.— 8.7.5 

ergo  productum  1  .  '2.3.4.5.6.7.8.9s  —  1  (möd.  19) 

2.  Pro  modulü  «3  vcro  haec 

1.4.9.16.2.13.3.18.12.8.6 
vel  1 .4.9.— 7.2.— 10.3. --5. .8.6 

ergo  productum  1  .  2  .  3  ...  11  s  1  (m.  23).  » 

3.  Qnimdo  modulus  est  27  exstant  residua  haec  noYea  • 

1.4.16.25.22.10.19.13.7 

prodiictniiir|Uß  ==1  (mod.  27). 

oi.  Uuadratum  prorlucti  ninnium  numeroraoi  impa- 
riuin  iudc  ab  unitate  usquc  ad  p  —  2  des  » !r  tt  ;i  n  t  f  niiini*- 
rum  primum  tormue  4/i«4'J  ücmpur  uuitüLi  cuugruuui  est. 
nnmerornm 

•    1.3.5.7.9..  .f^  — 2 

mulitudo  erit  j«*m  vcru  //  —  2  =  —  2, 

udeuquc 

1.8.5.7.9...^»— 2=(-l)  «  .1 .2.  3. 4.  5... 2:=^ 

/»ss(1.3.5.7.9...j»-2)«5j[-l)  «  .(1.2,8. .^)«, 
Atqui         est  anaeras  par  alqa«  (f.  fil.)  imMactiitt 

(1.2,3...^^»sl  ergo 

/*  =  (!  .  3  .  5  .  7  . .      — 2)'  =  1  (mod.  p). 
£x  hac  cooMderatiooe  muoabit  ctian  haec  pro|>oBitio,  quo  luco 
obienraiidaiiiettDnfltenui^-^  eise  paren  yel'  impateiii  iiranti  p  ait 

fomae  8^+3  vel  Ibrmae  8^«f*7.   Prednetap  enninm  nume* 

rorum  i  m  [i  m  r  i  ii  ni  iiido  ;i  1>  iiuitate  usquc  p  —  2  dcaig* 
Dante/v  u umer um  primum  iarmaei  producto  omnium 

Dumerururo  inde  ub  uuitalc  ub(|ue  ad  ^(/i — 1)  positive  aut 
negative  «umpto  coDgrunm e'atj  pro« ti  |i  eat  fomae  &M-3 
velformae  8/; -+-7. 

Alia  hujus  thcorrmrttts  demonstratione  propositioneoi  oanciace- 
nor  in  doctrii^  numerurum  nttCDlione  baud  iudignam. 

ProdaetoBi  1.2.3.4.5...^  —  1  est  s  —  1  (sMkd.  p)  ste. 
tlteoresw  WilsoDiaoaoi  ergo 

l,3.5.7.9..//--2,1.2.3..2-=li.2  2  =  —  1 

Will.  3 
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atque  si  puniiuus  1.2.3.4...  — ^— S     ^  ^ 
qao  rc  1)  *  >^'=(-l)  ^    adroque  (—1)  *  f*=  —  l  (moil./v) 


Quodsl  |i  est  formae  8Xr-|-3  crit         par,  ioipar  vcro  cjoando 
formae  Binc  erit  /*s  - 1  aat  —  1  l»w>"ti^;> 

romnrchonditur  8^' -j- :V  aiit  Iukc«  8Xr-*-7.  Est  itcitur  =  — l 
(mod.  />  =  8/.  H-3)  =  l  (oiod.  /»=8^-4-7)  crso  proptor  §.  28.  ^ 

Numerus  2  est  residuum  quadraticuv  moduli  |iruBi 
formae  8Xr-f-7,  non-rosid  uum  vrro  tofm.ip  8y(  -f-:^. 

^,  54.  Iii  nniversiiin  f]u;M!raliiiH  (irodticti  t^wniuni  uumerurum 
imnariuin  indc  ab  unitate  u^qu«  ad  //  —  2  desigoantc  p  oum.  pri- 
mutu  iiucucunque.  unitati  pusitive  vel  oe^tive  somptae  erit  con- 
ffruum,  prouli  p  tst  fonn.ic  i^-hS  vcl  hujuace  + 

Residaa  moduli  /a  cxliibentur  potestatibos 


(^),  C^)',  (^^' 


oinnino  ox  juitcstatc  (r-^)  reniduom  pignilur  quadratictim,  dcBO- 
tuif«^  k  uuuierum  iinpareiu,  cujus  miiiimus  valor  1  cujusque  maximus 

PüDamua  eritquc  (/^  — X.)*=4r  vcl  A  -^  \r,  ita 

ot  poni  liceat  quo  («cto  habetur  tä— jp-.  ßeai- 

dua  igitur  erunt'  baec 

P-\-^   7>-h'^'   y>-i-s*       y-h(»— 2)* 

l'ruducium  liorum  designetur  per  eritqne  45.)  P^z^l  prouti 
;^  formae  4« +  3  vel  hujoscc  4«  +  !^ 

P.4  *  c=5i».2P-is=fc2?^»  i.  e. 
(p^l^  iP^^^)  (;'-h5»)  (i»-f.7')../^-|.(;»-Ä)»s=fc2r-i 

adeoque  ==bl  (§.       qa«  re  eti^m 

(l .  * .  5  .  7  . 9  . .         2)*  s:fc:l  («M>d.  i^j 

prouti  »  est  formae  4/i-f-3  vel  hujusce  4ä+1. 

4.  55.  Propositio  io     52.  enuneiara  etiam  ex  socioram  doctrina 

faciHimo  |>etitur  hoc  modo. 

In  ^.  341,  demonstratum  est  cuiquc  numero  serici 

1.2.3.4.5  — 1 

•ocinm  aliqoem  ia  eadem  goric  sed  unum  modo  msponderc,  Onodsi 
iiiinipri  hujris  seriei  socÜ  sibi  desiifnnnfur  in  Universum  per  «,  ß 
ita  ufc  Sit  a/#  =  l  (mod.  p)  habetur  a(p  —  i  {.^-P)-  Vocari 
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ItcPiit  numeros,  quuruin  produc  luni  uuitati  negative  BUmptae  fit  con- 
gruura,  socios  opposito»,  (juo  facto  iu  tierie 

cuiviü  nuulcro  socius  respotideüit  vel  socius  oppositus  iu  eadem  sf- 
rie  et  qaideni  uous  nodo.  Kam  caiqve  borom  nomeniriin  in  serie 
l*2.3.4...p^l  socio»  reapondet  ergfo  in  prioi:e  aut  socius 
aut  socius  oppositus.  Si  vcro  cssot  aß'^aß"  ita  ut  a,  ß',  ß"  moduli 
dimiilia  parte  sint  minores  utque  aß'=aß"=  —  1  baberctur  a{p — 
=  ^{/^  —  P  }  =  ^»  facto  quuui  p  — ß\  tum  p  —  ß"  ipsi  a  socius 
esset  cMtn  f.  30.  ■  Etiam  nulliu  boram 


—  1 


quorum  multiludo  par,  sibi  ipsi  socius  esse  poterit  rel  socius  opposi- 
tus.  Xam  praeter  1  et  p—l  nollius  quadratam  unitnti  congrnum  est 
(§.  36.)  atquc  etiaiQ  nullius  quadrutum  uuitati  negative  bumpuie 
pr\t  ronirrinim.  quoniam  — I  est  non •  residunm  tormae  Am-^^, 
«^i.j.    tiua  re  productum  biDurum  termiDorum  seriei  , 

uuitati  aut  positive  aut  negative  suniptae  crit  cou^ruum,  quadratum« 
que  hujus  producti  scuiper  uuitati  coDgruum.  Ergo 

.3.4.5.6.. .£~i)«  =  l  (fli./r=:4il  +  3) 

Nunc  vero  aliud  criterium  sesc  ofl'ert  congruentiae 

1  a  ^  ji     PzLi  1-1  ' 

Siguo  eoim  superiore  vcl   inferiore  utendum  erit 
prottti  maltitnilo  namerornm  aerfci 

2. 3. 4:5. 

«inibos  socius  oppositns  aliqüis  respondet,  est  par  vel 
impar. 

Ejteopli  gr.  pro  modulo  23  babentiir  congroeDtiae 
2.115  — 1,  3.8  =  1^  4.6  =  1,  5. ds  —  l,  7.1051 
•   ergo  prodactum 

1.2.  3.  4.  5...  11  =  1. 

Utrum  ounero  alicui  respoudcui  socius  an  socius  oppositns  facile 
ex  fracHoonm  eontinuamm  4octrina  decidi  poterit.  harii  si  a  de- 

siguat  uuoieruiu  uiiquem  ex  bis  2  .  'i .  4  . .      -  ,  evolvatur  iraciio 
in  fractionem  continaam  erltqoe  si  fractio  convergens  qaae  ip« 

sam      autectdit  desigoatur  per  -J,      —  /fp=dtzl  vcl  ag=z^zi 

(moil.  //).  Quodsi  moduli  tÜniitlia  parte  est  minor,  ipsi  a  re- 
spondebit  resp.  socius  vel  socius  oppositus.    bi  vero  gT^"^  crit 

3» 
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'^(/' ^  ^)  ^  ^  ^  (ukkI. uU|ue  tum  a  et  p  —  g  üibi  eruot  ;iOcit 

§.56.  Summa  reflidtiorum  c|uadrtiticoru III  uMMluli  ali- 
cujus  foriiiarutn  p»,         scniper  per  hiiDC  dif  isibiÜB  est, 

e X c c |> t o  c a s u  in  ij ii »  //  =  3. 
Üesi|i|^ti|.||tur  resiilua  |>cr 

Ci»  Q2^  Qs^  •  "  Q^' 

Jam  4  tanquam  r|<ia(lr;if(iiii  rp^iihium  est  qiotiuii  cujusvis,  6rgo 
(§.  29.)  etiam  Iiis  rcsidtia  ftiuii  «onj^rua 

4g„         i^»,  ..4ß^ 

manifestoqtif^  nmniri  Mitit  inc«»n2rrua,  qiioniaui  si  halierctur  1(>i=4^j^, 
esset  \{qi — (>X)  muüuluHi  tli\  i.siliiit»,  vel  proiluctuin  — ^;^)  divi- 
sibilc.    Uuodsi  moduliis  est       \\oß  fieri  ne«|uit  qiiia       ud  4  primiis 

atque  Qk—Ql<iP"^  s«  vcro  uiudiilus  est        erit  ^^^^it^^ '  ^ 

quo  facto  d(>nuo  /#"  ad  2  prinius  est.  Siiriini.i  i'j-itur  *V  residuorum 
cougrua  est  '\S  vel  'lS'^  AT,  e.x  quo  ht;<|uaur  JA'  =  U,  .^tqui  quuui 
casum  in  quo  />  =  3  exeeperimos,  semper  modulus  ad  i  primiM 
erit,  quam  ob  rem  habetur  4^=0  (m.      vei  2/»»). 

Nota.  Uuaudo  //  est  furmae .  Ia+I  theorcma  facilius  etiam 
prnhatur  hör  mudo.  &ii  r  Cät  residuum  etiam  — r  erit  residuum, 
i|ua  re  iu  serie 

ß,,  n..         .  .  .  Q^^ 

bina  sisnt  raüuuo  uon  hubita  cruiit  aequaiui,  ergo  summa  omuiui» 
per  Dodulnm  divisibills. 

Ex.  gr.   Pro  modalo  25  retidoa  sunt 

vel  bsec 

1.24,  4.21.  9.1i^,  11.14,  6.19  , 
2^   Residua  mnduli  19  soot 

1. 4. 9. 16. 6. )7. 11. 7. 5 

summaque  per  19  divisibills. 

§.57.  Summa  omninm  tcrminorum  periodi  iiumeri 
cujusvis  a  est  ^0  sec.  mod.  quencuoiiue,  qui  ad  ««^l 
,  est  numerus  primus, 

Sit  periodns  baee 


«,  ö*. . . . 


eritqne  summa  9  es  strieram  doctrina  « •-^zTi  ^vt^oque  1) 

sss  «(«v^  —  1 ).  Atqui  5 1  erpfa  t{m — 1)  =  0,  vel  #  5  0  quauium 
modulus  ad    — l  primus. 

§.  r>S.  Theore  r?i  l'roductum  omnium  radicum  rnn- 
grueutiae  (mod./i)  desiguante  p  aumer4im  primuai 

onituti  positive  aat  negative  sumptae  est' congronai 
prouti  diviior  eommnnis  maximua  namerornm  m  et  p^X 

est  im  p  n  r  ii  w  (  ]^  n  r. 

I)i\i.snr  (iMiiHiiiiiis  inaximus  tiiniirrurum  //.  et//  —  l  sit  <^  bahoh't - 
que  coDgrui'iUia  do  qua  agitur  ä  radices^^§.  41.).  Huarum  nuaciibct 
adexponentem  <l.pertipeBs  sit  «>;  talie  eiiin  aemper  antat.  Tenatat 
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Ijeriodam  contCitueDt  onnetque  coDgrueittia«  {»ropositae  satiefadent 
iie<juc  plures  radices  exstant  B^fo  prodnetuni  radicon  erit  =dbl 
(f.  43.)  prottti  6  est  iinpar  vel  par. 

2=>  7,-1 

CdHäjruentia      *  =1  (m.  p)  utiiiuilit  ^-7; —  radices,  ijuue  oin- 

nes  reaidua  ipsius  p  sunt  qoadraticu  ex  quo  sequitur  tkeuremu 
§.  44.  • 

59.  Snm'm«  omoiiiai  radioum  cun^rueottae  vr"  =  l 
(m.  p)  Semper  per  moduluni  divisibilis  est. 

rertioeat  w  ad  expooenfem  d  statinujuc  profositlo  sorjuitur  cx 
%.  57.  quoniam  in  hocce  casu  to — 1  taaquuoi  miiiur  quutu  p  ad  p 
est  prinmi. 

^60.   SoAttä  quadratomm  omnium  numerorum,  qni 

congrucntiac  .^''•"=  1  (mod.  p)  s  a  ti  s  f  .1  c  i  u  n  t  srmper  per 
Biodulum  p  divisibilis  c.s(.  duaiuiudo  c  \  c  i  p  i  c  1 11  r  casus, 
In  quo  congruentia  duat»  tautummodo  adinittit  radices. 

I.  Sit  ^  I. e.di?iior  comaiiiDia  maximos  anmerornni  n  et p^l  i  m pu r. 
Radices  deinde  cOD^frneatiae  nostrae  sint  w,  tp^,  10^,  §0"'  etc.  erunt» 
que  ctiam  hae  radices  rr"-.  n/""^,  etc.  et  quidem  omnes 

sunt  inconj^ruae.  Nam  si  liaborcuur  /r-  =Ar/*  esset  —  w/)  {w-^-fff) 
ergo  to-)r^u/  per  p  divisibiiis  vel  =  —  (med.  ;^),  ita  ut  etiam 
'^uf  esset  radiz,  Jam  •  erit  iapar.  Dam  ai  eaaet  pur,  quia  etiam 
— 1  par  numerum  d  tauqnan  imparem  et  et  {{p  —  1)  netiri 
oporteret  quo  facto  2<f  numeros  n  et  p — l  motiretur  contra  liyp.  n"'" 
d  est  inaximi}<i  ipsorum  n  et  p — 1  divisor  communis.  Quia  i^itur  ff 
impar  erit  ( — —  w'"  ~  —  1  nequc  vero  — 1^  sutisfnciet 
congruentia«  nostrae  eoolra  praeced.  Quadratis  igitar  ter«, 
f9"*y  ief*^9  etc.  ezhibeotur  enaes  radiees  diversae  adeoque 

»H-fi»' etc.  =     4-  ti/*  -H  uf^  etc. 

Atqui  f/7  -f-    +  ^/''^  etc  (f.  50.)  per  |i  dirisibilts  eat,  ergo  etiam 

I»» 1«^* -i- 1^'*  etc. 

2.  Sint  denuo  radiees  congrucntiae  a:"  ~  1  (mod.  /i)  %'el  quuti 
idem  valet  hnjosce  ^al.(niod.  p)  w\  ttf*,  «'"'etc.  atqne.J 
par.  Cnagrnentiae  [a;'*^^  1  satisi'aciunt  \(i  radices  incongrunf, 
(juaniin  siiniinri  (§.  59.)  per  noduloai  erit  divitfibilis.  Uae  radices 
manifesto  iuter  has 

'    SP»,        fff^S  te/"», ... 

ipveniuntar.   Quae  qaiMi  omia  quadrata  congraentiae  {ac^  )^(^=  1' 

«atisfaciant,  erit  perspicoam  lianc  quadratoruni  summam  cotigruam 
esse  diiplo  radirnm  oongrurntia«  (A'')W=rl.  quae  scc.  //  sint  in- 
congruae.    Hoc  vero  duplum  per  p  divisiliili^  est,  ergo  etiam  suniaia 
quadratoruni  radicum  congrucntiae      =  1. 
k.     Pro         1  tlieorema  noa  vaiere  facile  |ierspicietor. 

§•  ^1.  Productum  ex  omnibus  nnmeris  ad  ennden  ex- 
ponentcm  /  pcrtinentibus  unitati  concrrnnni  est  scc.  mod. 
p"  vel  2/;"  ,  d  r  rm  t  a  n  t  e  p  n  u  tue  r  11  lu  ji  r  1 111  u  in  i  n\  p  a  r  v  u\ ,  c  \  - 
cepto  cufiu  in  <^uo  /  =  2.  Tum  cniw  uuus  modo  uxälat 
numems,  ab  1  diversas.' 

Pertinofit  er  ad  expoiteBtem  t  secnod.  modulum '      vel  2/»", 


qum  brev.  grat.  per  m  iIpsiL'-tiabimus.  Tum  uumeris  ad  t  (»niuis 
eoi(ue  oon  majoribus  (Ifsignaus  per  ^ 

&j,  (^^.  f)j,  .  .  .  &u 

umncs  ad  ezpoueutem  t  pcrtiaonteA  ouineri  exLibentur  poteatatibu« 
21.) 

«öl,  «Njj         .  .  .  a^fi 
quam  ob  rem  prodiictum  erit  cung^ruum  buic  potetUti 

MC  mod.  m,    Jaiii  vero  0,  -H  0,  -4- ®,      . .  H-  0^  =  0  (mod. 

37.)  atque  a'  =  l  (okod.  «•)  orff^o  «liAn  «^i-t-f^»-«-«»-*- • 5 1 
(mod.  «n). 

Goroll.  Quaudo  a  ad  exponeiitem  '(/; — IJ  pertiuet  vel 
radiz  est  primitiTa  hoc  tbcoremu  ita  eounciarf'oportebit: 

Prodiictum  cx  o'mnihus  r«-!!!  i ci hu s  jirimitivis  anitati 
cuuffruum  est  aec*  mo4*  Tel  2p»  excepto  caatt  in  quo 
.^  =  3. 

.  §.63.  Samna  om&iiidi  Danerorum  ad  cuodcm  cxponen* 
ten  #  pertinentium  aoc.  modulmn  ^  designante  /»numeram 

primum  est  =0,  qiiandü  /  per  quadratum  aliquod  divisi- 
bilis  est,  (jiiundo  vero  t  per  oullum  f[  u  h  d  ratu  m  d  i  vidi  po- 
terit.  suaiuia  erit  =  zt  1  prouti  multitudo  t'uctorum  pri> 

morum  iusius  /  est  P*'     ,  »  ' 

Demonstratio.  ^ 

Primus  casus.  Factore  priuio  aliquo  cujus  qundratum  expo- 
Dcntem  e  metiatur,  per  «  tli'sijrmito  dico  si  A-  ah  numerus  ad  /  nri- 

mus  etiam  Xr-H-^  ad,  ^  prloium  fore,  deaigoante  9>  oiimerum  inte- 
grnm  qacncunquc.  Nam  primnm  nameri      i&H-  —  faetonor  «i  noo 

simul  involveot,  qaaDdoquidein  ^  ex  hyp.  per  a  dirisibilis  est  erj^o 

si  ficri  possef.  niimeri  f,  factorem  <N>mnHnera  a  involvcrent  contra 
ea,  quae  aupposuimus.  Huodsi  Bumeri  de  quihia  agttnr  aliBM  facionm 

primnm  commaoem  B  habcreot,  tum  esset  Jk-^^sO  (mod.  9) 

adeoquc  -|- üjp  =  0 ,  melirotnrque  &  prodnetiim  ei^  Jk  qaia 
0  ab  u  divcrsus  rsl.  Tum  autem  denuo  Jb  9lt  $  doo  essent  primi 
inter  se.   Ex  quo  sequitur  omnes  hos  namerös 

+   

ad  ipsum  /  fore  primos.  Jam  sit  a  numerus  ad  cxponcnfcm  f  per- 
tiaeos  pertinebuotque  (§.  21  )  omucs  bi  ad  innU  m  expooeutem 

^..iiizzni 

quoruoi  uiultitudo  e«?!-  «. 

Summam  buruoi  itu  exbiberi  licet 

L  E. 
y(l  -f.     4-  ^       ^«      .  _  ^ 


'  Jam  vero  omiie«  Iii  af^  «r«,       .„,a        aec»  oiod.  prop.  soot 

mt  m't 

incoDgrui;  natu  si  Jjaberetur  a"=a^  hu  ut  üullu:»  uuuiüruruMi  m' 

raiie  a  ^  1  Mperarat,  ecaet  «r  «  s  1;  «tqui  nv  —  m'<<  «, 
(« —  m')—<Ctj  quo  facto  inferior  iptius  r/  {xttestas  quam  uni'» 

t   

Cati  congraa  fieret  cootra  iijp.  Temiui  igitur 

nr«\  ««,  <»*f, .  •  a  «  ,1 

1    .  ' 

periodom  coasiitueut.  Sed  namerun  tif*  ipso    ' minorem  aceipere 

oportebit..  ^ii  enun      -f-  «/^  «d  ej^pouentem  a  perlioet  etiam 

ad  eoiidem  pertioebit,  qaaodo<)uidem  si       ad  |icrtineret, 

maoifesto  jam  potiatas       +  M;i)a'  uaitati  esset  coogrua.  Erit 

igitui-  «r'^  —  1  Uli  |iriitiiis  udcoque  (§.  57.)  suiuinu  leruiiuurum  quos 
modo  diximns  per  p  erit  divisibius»  ergo  etiaai 

Quia  a'  est  diviaor  expooentis  ^  mnltitado  numeromm  ad  t  pri- 
mprum  ixwias  «i  erit  miiltiplom ;  quando  -  autem  alius  nitmeras  ad  / 
primaa  ab  Ulorm 

quoque  diversiu     assumi^ur,  simili  modo  productum 

L  —  frr— 1)^ 

H-      -h  ««  -H  . .  -f-      «  ) 

per  p  ilivisihilis  erit.  Hoc  modo  progredi  Iic«l)it,  (;iio3(l  nmncH  ad 
t  priiiii  suut  exliaiisti,  ((iio  f.irlft  tunnt's  habobiiiitur  mirueri  tui  expo- 
nentein t  pcrtiaentcs,  quurumque  äuiiiiri.i  per  //  ilivisiLiiis  crit. 

Seen  od  US  caslis.  Sjt  #  per  nullom  quadratum  divisibiKs  vel 
formae  aßyd . . dcnotaDtibus  a,  ß,  d .  .  .  numeros  primos  inter 
se  divcr-'d-^.  Scd  pro  qiKiffiior  mod(»  t;n  furihiis  deiiionstratiiros  nns 
esse  ihiMirenui  obscrvttiidum  est,  quaiiduquidem  nihil  impculipt.  (|U<). 
minus  urguuientutio  ud  quotcunquc  extendatur  tuctures.  Dicu  pru- 
duetttm 

{attß&^  «Wcf-f-  o^aß^r^  ...  4-  f/(y~i)((M) 

(«^(f  4.  „tßYd  -j-  «Wcf  etc.  4-  a^«~WJ) 
desigDAttte  m  numernm  ad  cxponentcm  /  pcrtioentem  snmmae  om- 

nium  numrroru!»  ;id  rvjtunciifciii  ^  pcriineidtmn  K<»r.  ^M'ssf  ronirrimin. 
Uuencunque  euiui  bujunce  proüncti  terniiuum  cxiitbcri  licet  liuc  uiodo 
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quam  fonnorn  liaherc  facile  pcrepicietur.  Cujus  potrstatis  cx|M3ricris 
ad  fz=ußyd  pritnus  erit,  quonian  nuHus  iiorum  a,  6  inctiri 

euoi  potest.  Umncs  igitur  producli  de  quo  agitur  lermini  ud  exuo- 
DeDtem  t  pertineBt  (f.  81.)  et  quidem  onaei  annt  iDeongrai,  Nem 
ei  liaberetur 

I 

eiset  (f.  10.) 

secundum  inoduliim  t,  .\U\m  «»y.  gr.  xl'-^^S,  /'C^,  t/'  —  /'^^■<  et 
(V' — ylf)^/^/  P^r  ^  divisibitis  neqiie  vero  summa  de  qua  agitur, 
adeoquc  Laec  summa  ctinm  per  /  diyidi  nequit  Jam  vero  multi- 
tudo  illius  prnducti  termiiiurum,  ut  cx  combiDationum  doctrina  patet, 
vrtt  (a — l)  (ß — 1)  (/  —  1)  {6 — 1)  atquc  etiani  miillitudo  numc- 
rorum  ad  ^  primoruui  est  (a  — 1)  —  1)  (/ — l)  (J — 1).  rjua  rc 
omucä  omoioo  ad  exponcnlem  /  pcrttncDtcs  numeri  producta  exbi- 
beotnr/ 

^aia  a  ad  exponentem  $=aßyd  pertlaet,  tennioi 

pcriodum  constituent.  et  quoDiam  iit  antea  fi"ßy  —  I  ad  p Optimum 
accipi  licet,  8umma  hnrnm  per  p  divi&ibilis  crit,  udeoquc 

Ex  esden  cenea  reliquorum  foetorom  quisque  nnilati  negative 
sumptae  est  congruus.  Qunndo  igitur  multitn<in  iactorum  ».  ß,  y, 
d,,.  est  par,  productum  i.  e.  sumron  omnium  uumerorum,  qui  ad 
exponentcm  /  pertincnt,  unitati  positive  sumptae  coogruum  tit,  quuiido 
vero  impar  noitati  negative  aamptae.  lo  noatro  qoidem  caen  itnitas 
positive  erit  sumcnda. 

Kvornpl.  Ad  exponentcm  ü  secr  mod.  19  pertiaent  nuaieri  8, 
1;^  quoruut  summa  =  1  (mod.  19). 

Co  roll,  ^nando  t=p — 1  theorema  ita  debebit  eminciari: 
Summa  onniuHI  radicum  primitivarum  modnli  priipi  est 
=  OquaDdo;' — t  per  q  u  ad  rat  ii  in  aliquod  diviKibilis  est, 
quando  vero  per  uTillum  qiiadratnm  di v  i s i Iii I  i s  summa 
erit  ~  rir  1  prouti   uiultitudo  t'uctorum  ipsiiis  p — 1  pri- 

Par 
_  —  .  

1  m  p  a  r 

Exempl.  ^  est  rudix  primitiva  mod.  19  et  18  per  qaadratam 
divisibilis,  qua  re  summa  radicum  primitivarum 

2». a*. 2' ,2»*. 2'». 2" 

per  19  divisibitis. 

§  HancCG  opportnnif ntom  praetcrmitterc  nnn  debco,  c^uin 

tUcoreina  demnnstrcm,  quod  primo  quiilem  asportu  deinoiistratu  «lifli- 
cillimum \idctur.  Est  vero  hoc:  — 3  est  residuum  quadraticum 
Dumeri  cujusque  priroi,  qui  forma  eootitletar  12jt+7  Tel 
12/.--I-1,  n on-residtiniii  vero  formarum  12>^^-5,  lÄXr-f-lI. 
.  Quo  facto  seqoitnr  ex.  f.äl.,  dforb  residnnm  nnmeriprimi 
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forma«  V2A:^i  vel  lU^i-il.  noo-refiiüuum  veru  iiaruu 

Primo  o.bservamus  ad  ezponentem  3  pertioere  daoi  nameroa, 

Saoniam  tot  sunt  ad  3  priml.  Drl>ot  nutoin  3  ipsum  p  —  1  nictiri, 
esi^nantc  p  inudulum  (irimuin,  qua  re  p  erit  tvrmae  3/'-f-l,  quac 
luui  iDvolvit  lS/rH~i>  12Xr-f-7.  rSumeri  ad  cxporientem  3  pertincn* 
tei  MC  mod.  ;9=  12^+1,  7  tint  «,  ß  eritque  (f.  62.)  a-f-Z^s— 1 
Atque  (f.  Ol.)  aß=l   sec,  p.     Ex  quo  sequitur  =  —  1, 

4^2-f-.i/?==_.i^  4/^  +  1  =  —  3   i.   «.   (•2/!^^-1)«  =  ^:J. 

(iuaudu  igitur  3  ipsum  //  —  1  metiatur  j.  p,  quando  p  est  unius 
fomarom  I2it^l  aenper  -^3  erit  miduuni  ijuttdralicuiii 

Irajnsce  nuneri  primi. 

Ceterum  obsf-n  nr!  licet,  somper  numerns  ad  ovponcntcni  3  per« 
tioentes  inveniri  pdssc.  Keportis  oniin  residuis  mod.  //  quadraticis^ 
intelligetur ,  <^uod  «jtiuUrulum  rcsiduo  — 3  vel  p  —  3  respondeat; 
bujus  rsdiz  sie  w  entque  2/?  -f- 1  = :+:  (mod.  quae  eongfruen« 
lia  primi  gradus  facilliuic  potcrit  rcsolvi. 

Excm|>ll  o^r.  Ut  numeri  iid  exp.  3  soc.  31  (lotrrminoiitur  pcr- 
linentes  re.sidua  uiveuiri  quadratica  mod.  31  upurtebit.  Sunt  liaec 
1«  4. 9. 16. 35.  5. 18, 8. 19. 7. 28.  30. 14. 10.  8.  lUaiduo  28 
rcapondebit  qnadratnm  11*  ergo  coDgraentia  rcaolveiida 

^+l==!=ll  (mod.  31). 
BEtvorD.2ifs_J2|,/»s_|}  yel^j 
itn  nt  5  et  25  «d  exponeotem  3  see.  mod.  31  pertineaot. ' 


II. 

■ 

lieber  Cauchy's  Interpolatioiisinethode. 

Von 

r 

dem  Herausgeber. 


ioterpolatioiieti  sind  für  die  Pbysilc  und  Aatrooomie,  ülMriHiiipt 
für  alle  Natarwiaaenacliofteii,  welche  die  Anwendung  der  Mathema- 
tik gcstritfrn,  von  so  grosser  Wit'!iti2:l<«'it ,  dass  jeder  Versuch,  die 
hei  dcnHclhcu  vorkommenden  Rerlinungcn  zu  erleichteru  und  über- 
haupt die  Methode  Im  Allgeraeineu  zu  vervollkommnen,  willkommen 
lein  maaa.  CauehT's  von  Herrn  Moigno  in  seinen  Le^ons  de 
ealenl  diffdrentiel  et  de  ealcnl  intdgrol,  r^digdoa  d'o» 
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«res  h's  nii'thodes  vt  les  uuvra^cü  (»ubiies  uu  iuödit»  de 
1.  A.-i^.  Cuucliy.  ruiiie  I.  Paris.  1810.  p.  5l;i  mitgetlieillc 
iDterpoiatioBsmethode  scbemt  uns  ia  dco  vorher  unf^edeutcten  Be- 
xiehuns^cn  so  Viries  zu  leisten ^  Ubcrliaupt  in  je.dcr  Riicksicilt 
vnrf ri  ft]irl» ,  in  Dcntschland  aber  uocli  s»  wenig  hri  unnt  zn  srIo, 
duüH  wir  CS  für  unsere  Pflicht  halten,  durch  eine  austuliriiche  und 
deutliche  Darstelloit^  dcrselb«»,  die  wir  in  diMtoi  AufsatsQ  su  ge- 
ben versuchen  werden,  su  ihrer  möglichiil  alig^eoicinen  Verbreitaag 
Dach.  Krkfrcn  boizutraiirn ,  ivohci  wir  ziitrlclcli  aui  h  vorläiilig  lio- 
nirrken.  dass  Trir  buld  in  einem  andcrti  \iit;>at/,c  eine  von  uns  ver- 
Hucbte  Anwendung  «lieser  schönen  iVI«iliudc  aui' ciueu  pb^isrikaltücheu 
.  Gegenstead  »itthcilen  su  kdnneo  boBeo. 


Wir  gehen  von  der  \  oraussetzunpr  ans,  dass  die.  von  der  ver- 
änderlichen Grösbc      abbän^cniie  Fuiictiun  y  sich,  indem 

«r,  f ,  .  .  .  . 

gewisse  ihrer  Form  nach  gegebene  Fooctiunen  von  a",  und 

ff.  //,  c,     .  .  . 

gewisse  cnnstnnte,  ihren  Wi  rtiioii  nach  alter  unbekttonte  Coeflicien-' 
teo  hezeichoen,  iu  die  cuuvergircude  Reihe 

y  =  <ar»  +     -|-  cncr  +  +  

entwickeln  lusse,  und  stellen  uns,  wenn  eine  iilnrciihedde  Ansaht 
aus  Versuchen  oder  Beobacbiuogeo  .abgeleiteter  Wcrthe 

yi>  s^s«  y««  jr«,  — 

der  Funetidn  y  gegeben  ist,  welche  den  ebenfalls  gegebenen 
Werthen 

d^ll  •^4»  •  •  •  • 

der  veränderlichen  Grösse  a;  entsprecben,  die  Aufgabe: 
Ij  sn  ermltleln,  wie  viele  Glieder  der  Reihe 

69f  CWy  tiSf  . . « . 

vom  Anfange  an  man  heibeholten  muss,  um  durch  deren 
Summirong  einen  hinreichend  genäherten  Werth  der 
Function  y  zu  erhalten,  dessen  Abweichung  v«mi  dem 
wahren  Wert  he  d  ie  se  r  F  M  n  r  t  i  n  n  als  untnerklicli  he  t  räch* 
tet  ucrdcu  kann,  d.  h.  sieb  iuuerhalb  der  («rauzcu  der 
HD  vermeid  lieben  Beob&cbtungsfebler  hält; 

2)  die  Werthe  der  constanten  Coefficienten 

0,  ^)  i?i  4/)  •  •  •  • 

<ler  beibehnllenen  Glieder  der  obig^en  Reihe  lU  beatim* 
men. 

§.3. 

Zuvorderst  wollen  wir  die  UedvuLuug  einer  Uezeichuuug  er« 
klären  4  von  welcher  wir  in  Folgenden  der  KSrxe  wegen  häufig 
debmucb  nnehen  werden. 
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Wenn  nämlicb  ^ 

•n  *«>  •  •  ■ 

and 

I  ^ 

*'l5  •'l?  ^'j» 

Uberhaii|it  ifowisse  erej^ebent'  Grössen,  in  beidi'u  Reihen  in  ij:lei<  Ihm- 
Anzahl,  bezeiclmen;  so  soll  deu  Sjmiiuleu  iSm„  uud  ^i>n  iiQuier  die 
^    folf^ende  BedeotttDg  beigelegt  werden.  -  Das  Symbol  St/n  beseieh- 
oet  jederzeit  die  Summe  der  absoloten  Werthe  der  Grössen , 

'  •^i»       •»»  ••f  •  •  •  *«» 

wobei  ttan  sieb  jedoch  diese  Summe  immer  aof  solche  Weise  gebiU 
det  IQ  denken  bat»  dass  man  die  Grössen 

jeonchdep  sie  positiv  oder  negativ  si«d,  mit  +1  oder  mit  — I 
■initiplicirt  und  alle  auf  diese  Art  vli*ltenen  Producte  zu  einander 
addirt.  Wenn  man  nun  aber  ferner  g^ans  mit  denselben  Faetoren, 
mit  deiißn  man  vorder  die  Urös«ea 

*i»  ^»»  "iJ  ^4»  •  •  •  •  ttff  . 

mnltiplieirt  hat,  dann  auch,  respective  die  Grössen 

«'4>  •  •  •  •  *'»  ' 

• 

roultiplicirt,  und  alle  anf  diese  Art  sieb  erp^ebenden  Producte  su 

einander  addirt;  so  soll  die  Somme,  welche  man  dadurch  erbKit, 

Im  FoliriMiden  immer  durch  JS"«'« "bezeiclinet  werden,  wobei  man  also 
wohl  fest  zu  halten  hat.  dass  keioesweges  die  ^uiume  der  ab- 
soluten Werthe  der  Grösscu  ,  '  - 

r,,  «'2,  V^,  .  .  .  .V„ 

hexeirlinet.  In  einein  äbniiclien  \  erhiiltuisse  w  ie  die  durch  Sft„ 
und  hezeichneten  Grössen,  soli«u  im  Folgenden  auch  die  durch 
S^Un  und  2^Vn^  ^^Un  Und  2^t'ni  ^\f'M  und  2,v„,  u.  s.  w.  oder 
ähnliche  Symbole  beceichnelen  Gnissen  xu  oinander  stehen. 

4.4. 

Indem  wir  nun  der  Auflösung  unserer  Aufgabe  näher  treten, 
bemerken  wir  zuvörderst  sogleich,  dass  die  Bedingungen  derselben 
weg€n  der  voransgesetsten  Gleichnng 

*  wenn  wir  die  den  Werthen 

I  •    •     2  ?    •    3  )    fc**  4  j  // 

der  veräaderiicben  Grösse  a?  entsprecbeudeu  Werthe  der  Fuuctiuueu 

m^"  9f  SC}  Xy « •  ( « 

durch 

^'j»  *'4?  *  •  •  • 

f«,  .  .  .  .  VhI 
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«fl»  »»»  »4  

*!♦ 

^    .  n.  8.  w. 

bescidinen,  swischen  den  coit8taDt«ti  Coefficienten 

l/y  .  .  •  * 

uoinittelbur  die  folgenden  n  Gleichungen: 

w 

=  aw,  -f-  bv^      Cf^'a  +  r/a,  -f- . . ,  „ 
y,  rstftf,  H-  . . . ' 

JfiiÄÄiii,7l-  ^ri,  +  <?iPb  + .... 

liefern ,  weicke  itt  Bezug  auf  b^  , , .  *  als  Gif ichungen  des  . 
«nten  Grades  öder  aogeoannte  lioeare  GleiebungeD  im  betrach- 

len  sind. 

Veniarlilässiccn  wir  nun  nis  eine  ereto  Aniiähenins:  Yorläulig 
die  sämiutliclii'n  tueflicientcn  0,  c.  </,.«..,  oiJcr  reduciren  wir.  wus 
daiBeibe  ist,  die  Reihe,  durch  welche  y  auagedrickt'wird,  auf  ihr 
erstes  I Glied;  so  ist 

der  rdlu^emeine  genäherte  Werth  von      und  wir  haben  daher  jeUt 

da«  iuigende  System,  von  <i  lrirliun<T:en : 

yj  =         y,  =  ««„  y,  =  ^/M, ,  .  .  .  y„  = 

Multiplicircn  wir  diese  Gleicliunprcn  ruif  lifidcn  SiMton  mit  trpwis-'en 
wiUiiUhrliciien  CoefficieDte»,  uiiinlich  ret>|iectivH  mil  tieii  Cuefiicicnteu 

k      l:  Ii 

*  ♦ 

80  erhalten  wir  die  Gleichungen 

«X-,//,  =X?,y,, 
u.  s.  w. 

durch  deren  Addition  »ich  ferner  die  iiieichung 

=^iy»        +^«yt  H- . . .  H-*«^» 

also 

ergieht.    Bezeichnen   wir  nun  die  in  den  durch  Vcrauchc  od^r 
Beobachtungen  gefundenen  Werthcn 

yu  yt»  y%>  ^4»  *  •  • 


1 
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fob  ff  ■teekenden  Peliler  respectiTe  diir«h 

*ij  ^1»  '4»  •  •  • 

^so  ilafi«  aisu  die  wahren  entsprecbenden  VVertlie  von  y  . 

yt y* y« -H *« 

Biod:  SO  ist  nucli  dem  Vorliergebenden  der  wahre  Werth  von  « 

oiTeubar  oi<rentlicli 

^'«(y»  ^  T^^^.  +   ^ktJjjfM^tn) 

uod  der  in  der  JÜeütimmung 

X-jt^,  -f-  ^2 -f-  X',f/,  -f-  . . .  -f- 

von  a^üteckeude.  Felller  lai  daher  augenscheinlich 

^"if ,  -f-  A'atg  -f-  ^^g,       ,  .  .  -4-  kntn 

Die  Coefficienten 

^1»  ^»»  ^t>      •  •  •  ^11 

sinil  allerdiags  ganz  willkuhrlich;  jedoch  hat  man  des  Folgenden 

weg'en  zu  iiejir^ifcn,  dass  man  den  absoluten  Werth  keinfs  dersel- 
ben grösser  ais  die  Einheit  aozunehmon  braucht,  weil  es.  um  dies 
iu  allen  Fällen  zu  bewirken,  bloss  nötbi^  ist,  dass  muu  alle  Coef- 
ficieoten  dureh  deo  ahsolnten  Werth  desjenigen  «ater  ÜmsD,  wel» 
eher  den  grussten  absoluten  Werth  hat,  dividirt,  wodurch  der 
Wert!)  von  a  tintt  des  fn  demselben  Bteckendeo  Fehlers  offenbar 
gar  keine  Aeoderung  erleidet.  ^  ' 

Bei  der  absoluten  Unkenntniss,  in  welcher  man  sieb  rüekaicbt- 
lieb  der  Fehler  i 

*l»  •  •  • 

beHodet,  kauu  muu  uuu,  um  die  willkUhrlichen  CoefUcienteu  ■> 

auf  die  vortheilhuf teste  Weise  zu  bestimmen,  oflenbar  nichts  weiter 
thun,  als  dass  man  dieselben  s»  zu  bestimmen  sucht,  dass  der  ab- 
•  tohite  Werth  des  Neoners  des  Brnehs 

dnreh  wridien  Aer  in  der  Bestimmung 

^  ^  ^lyi  •+■  ^'2^2  -h  ^«y » H  K  ^«y» 

von  »  sterkendc  Fehler  im  Allg^cmeincn  ausp^edrückt  wird,  seinen 

Srössteu  Werth  erhält.  Dies  erreicht  man  aber  dadurch,  dass  man 
ie  in  Rede  stehenden  CoeliGcienten  so  bestimmt,  dass  der  Nenner 

in  die  Samsie  der  a|bsolute&  Wertbe  der  Grössen 

•!>  •»»  ^i»  •«»  •  »  'lfm 
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« 

übergebt,  d.  b.  man  non  für 

JE-    /•    /?  /• 
die  Grösse      1  oder  —  1  sf'fzen.  j«'UftclMit'iii  Uie  GröMen 

"i»  •  •  • 

positiv  oder  nccratrv  sind,  wobei  zii2rl<*irh  prliellet,  dafiS  Weim 
dies  thüt,  auch  der  absolute  Werth  des  Zahlers 

nie  die  Summe  der  abaotuteo  Wertbe  der  Groisen 

r      *|1  *I»  *4#  "  •  •  ^«J 

d.  h.  das  Maximum,  welches  dieser  absolute  Werth  übcrbHupt  er- 
rt'iclnMi  kann  ül»«»rsti  ip;f.  Wendet  man  also  jetzt  die  IJczeirh- 
iitinQ.  dorea  Bcaeutuofi;'  im  Tori|;(en  Parai^^raphcii  aiisfiibrlich  erklärt 
uorUea  ist,  au;  so  liefert  wegen  der  oben  bewiesenen  GleicUuog 

^lyi  -t-  ^^.y^  -H'^»y»  h  h  ^«y« 

X      -+-  A  ji/,  -+-  A,//,  -f.  . . .  -f- 

offeobar  die  Formel 

die  TortheilliattPsJo  ISehlimmuni^  von  /r,  so  woit  »ich  weni^^stcns  bei 
der  völlit^cD  L'nkeuntiiiss ,  in  vveiciier  uian  sirh  riicksicbtiich  der 
Wertbe  der  Fehler  ' 

'  *iJ  .  .  .  f# 

befindet,  hierüber  urtbeilen  lä»8t,  und  ftir  erbält  man  nan  den 
genäbertcu  Ausdruck 


oder,  weun 


»  =  rr  • 


gesetzt  wird,  den  Ausdruck 

Wäre  üherLaiipt  «r=l,  also  yz=za,  d.  h.  y  eine  CenstMlte 
Grösse,  wenigsteus  uäherungsweise^  so  wäre  ofl'eubar 

I 

uuU  iüiglich  «'.=r~,  also 

d.      weii  in  diesem  FaUe  offenbar 


*)  Wo  mau  fenc  xu  halten  hat,  dass  nach  dem  Obigen  in  allen  Füiirn  der 
■bsolate  Werth  keines  der  Coeflkienten  k..  k\,  A., . . .  A'n  grosser 
als  die  Einheit  angenommen  su  werdon  branefat* 


-y«  =    -i-  y»  "t-  yg  +  ^4  H-  •  •  •  +  jfti 

ist, 

„  yi+y«-f-y«-^-y4H  t-y« 

y —  ff  » 

wodurch  wir  also  in  dciii  vorlicgeucleii  Fülle  unmiUelbar  auf  tlas 
beknnote  Princip  des  aritfametiaeoeii  Alittels,  dessen  man  sieb  in 
den  NahirwissGDschuflen  so  bäuGg  bedient,  geführt  werden. 
Wir  wollen  jetst  in  TÖlliger  Genauigkeit 

aI§o- 

Ay=y-*'-sfc 

setzen,  und  wollen  die  den  Werthen 

von  a:  cutsprochcnden  Wcrthe  von  2iy>  d^e  sieb,  weil  man  die  <ieri 
in  Rede  stehenden  Werthen  von  a:  entsprechenden  Wertbe  von  y 
ond  u  kennt,  mittelst  des  obigen  Ausdrucks  von  Ay  jederzeit  be- 
reebnen  lassen,  respective  dnmi 

Atu  Äy«>  Ay««  &y4>  •  • .  Asw 

bezeicbnen.  «Findet  man  nun,  dass  diese  Grossen  sieb  simntlicb 
innerbalb  der  Grannen  der  unvermeidiieben  Beobachtungsfebler  bsl* 

tcn,  so  branctit  mrin  mit  der  Hrstininning-  dir  Coefticieulcn  n, 
r,      , .  .  ,f  nicht  weiter  vorzuschreiten,  und  kann  mit  binreicbcuder 
Annäherung  ^ 

setzen.     Haltrn   sich  aber  die  in   Uodo   stehenden  (i'rüssen  nicht 
sämiiitlick  innerhalb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobaclitung;i> 
febler,  so  mnss  man  weiter  das  folgende  Verfiibren  einschlage u. 
Weil 


ist,  so  ist  offenbar 
und  folglich,  wenn  man 

u.  s.  w. 

setft,  da  offenbar  jederzeit 

also  nach  dem  Obigen 
ist, 

2iky~^  At^+«  A^+^  A^H-««  •  • 
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♦ 

Die  den  Werthen 

von  eulsprecheotieu  VVerthc  von  ^f,  /^ir,  ^s,  .  . .  welche  wir 
rcspective  durch 

A«'i^  A''i'  A«'s»  A''4i  •  •  •  A«'«; 
^  A«'i»  A««'«>  Aw'i»  A«'4, . . .  A'«'«» 
A«i>  A«»f  A*i»  A«4>  •  -  •  A«»; 
u.  ••  w. 

beseichnea  wollen,  kaDB  man  mittelst  4er  Fomeln 

A«^  =     —  •'^W«, 

u.  s.  w.  • 

♦ 

jederzeit  berecbned,  und  kann  ulso  uuf  die  Gleichung 

Ay=         gAiP-H  </A«  -I- . « « . 
jetzt  offenbar  wieder  ganz  dasselbe  Verfabreu  anwenden,  welcbes 
wir  vodier  auf  die  Gleichung. 

angewandt  haben.  Wir  werden  nMieh 

^— 

und  ^ 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen 


1^  = 


gesetzt  wird, 

Ay=t^^iAy«9 

also  näbernngaweiae 
setzen. 

In  Tdlllger  Genanigkeit  wollen  wir  nun  aber 

A9r=sfr';!?tAy»+  A'y» 

also 

A*y  ^  Ay *^<^i  Ay« 

setzen,  und  wollen  die  den  Wertben 

von      «'ntspn  1  ln'utleu  Wcrllu'  von  A'^j  uiiltelüt  des  obi- 

gen Auhüruckä  dieaer  drüäbe  immer  berechnen  lassen,  respective 
dnrcb 
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A*m>  ä'9*>  A'»„  ä'ift,  •  ■  •  A*»t 

4 

beseielmeii.  Fiodet  man  dod,  daas  diese  BrüsseD  sich  Bämiiitlioli 
tDDerbalb  der  Gränzen  der  unvermeidlicbcD  Bcobachtungsfciilcr  bal'^ 
ten,  80  braucht  man  mit  der  BestimmuDg  der  Coofncictitori  a,  ^, 
r,  //,....  nicht  weiter  vorzuschreiten,  und  kann  mit  hinreichender 
Annäherung 

'  s^eo.  Halten  sieb  aber  die  in  Rede  stehenden  Grössen  nicbt 
sftmmtlich  innerhalb  der  unvcrmrtdlichrn  Rooh.ichtungsfebler,  so 
vilis  man  femer  das  folgende  Verfahren  einschlagen. 

Weil  ^ 

ist»  so  ist  nffpiibar 
VDd  &lglicb,  wenn  man 

A* = f'^,  A*« A '  »> 

u.  s.  w. 

setzt,  da  ofienbar 

also  nach  dem  Obigen 

1(2  ^  j\Pn  =  f'Ä,  A»n  =  A» 

ist,' 

A*y= cA*«^H-«<A**  +  •  •  •  • 

Die  den  'Werthen 

von  X  entsprechenden  Weitlie  von  A'«p»  A**»"*»»  welche  wir  re« 
spective  durch 

A'»^,,         A''^:-  A*«»*- » • .  A'««'«; 

A*»n  A**«»  A*««»  A'»«  •  •  •  A**«5 
n.  s.  w. 

beieiefanen  wollen,  kann  map  nutteist  der  Formeln 

=  A»  —  «''-1  A»«> 

u.  s.  w. 

jederzeit  berechnen,  und  kann  also  auf  die  Gleicliung 

A'y=:cA««»-l-<rA's+  


TbeU  II. 
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jetzt  wieder  gaux  ilasäelbe  Veriahren  uaweaücii,  wrlcbes  wir  oben 
auf  die  Gieidmog  ' 


5f  s='0if  -f-  Ä«f  -f-  cir  +  lÄi  -|-  . . . . 

aDgewdniit  haben.    Wir  wertieo  näalicli 


and 


oder,  wcui»  der  Ivurze  Wfgeii 

gesetzt  wird, 

also  n&beroBgtwelae 

setzen. 

la  völliger  Genauigkeit  «ollen  wir  nmn  aber 

also 

letKon,  «Dd  wolten  die  deo  Werthea 


von  or  entsprecbenden  Wertlie  voa  A'Y*        '^^^  milteUt  des  obi- 

äea  Aasdmeks  dieaer  Grösie  iniaer  bereebaea  laaaeB,  mpeetivo 
urcb 


A*yi>  A'y»*  A'y.»  A'y«  • . .  A'y» 

beseicbneo.  Findet  man  nun,  dnss  dieie  Greifen  sieb  s&mmtlicb 
innerhalb  der  Gränten  der  unvermcidKeben  Beabai-litungsfebler  bal- 
len, so  braucLt  man  mit  der  Bestlmmun{?'  der  rocfiicientrn  a, 
c,  ff.  ...  .  nicbt  weiter  vorzu«cbreiten ,  nnd  kann  nit  hinreichender 

Annäherung 

A'y=«^^»A*y- 

also 

y  =:  t^Sym f  .3,  Ay«  + 10^<2.  A*^ 

setzen.    Halten  sieb  aber  die  in  Rede  stehenden  Grössen  nicht 
sämmtlicli  iuncrbttib  dec  Grän/^M)  (l<>r  tinvermcidru  ben  Ueobacbtnngs* 
fehler,  so  muss  mtto  weiter  uui  toiucnde  Art  Terfahren, 
Weil  ^ 

•  A*y= *'A' <^A'*H- •••  • 

ist,  so  ist  oiknbar 

^»AV«i  =  <^'^A*<^-4-<^aA'ai»-|-  
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üod  folglich,  wenn  «an 

.  U.  w. 

Mist,  dB  offsnliar 

also  Dach  dem  Obigen 

1 

ist,  < 

i\«ys5i#/^«j(H-..  

Die  den  Werdien 

•^1»  •^4»  •  •  •  • 

TOD  JF  entsprechenden  Werthe  von  ^'x, ...  «»«welche  wir  respective 
dnreb 

-    'A'«n  A'*»  A'^j.  A'*«, . 

beseicbnen  wolten,  kann  man  mittelst  der  Formeln, 

A'»=A'»-«^^«A*«i., 

y*  8.  w. 

jedeneit  benebneD,  und  kann  also  auf  die  CQeiefaiing  ' 

jetsfr  wieder  «m  dauelbe  Vei&bm  anweadea^  welcbei  wir  oben 
anf  die  Gleicbiuig 

|f 3=         ^  +     +     «t- • . . . 
aagewaadt  haben.  Wir  werden  DSnlieb 

and 

oder,  wenn  der  Rilne  wegen 

geeetst  wird, 

also '  näherungsweise 

y  =:  u:iy^  -f-  t;'.^,  Ay«      ««^-^.AV»  +       A' Jfc 

setzen. 

In  völliger  Genauigkeit  wollen  wir  mm  aber 

A'y = A'y« -i- AV» 

also 

4*  . 
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setzen,  und  wollen  die  den  WerUien     ^  ' 

•Ü*!»  «^a»  «^4»  •  •  «  • 

von  X  rntspri' rlioiulcn  Wcrthc  von  ^y,  dio  Kicli  mittolst  des  (^l  i- 
'^cri  Ausdruck«  dieser  Grösse  immer  bereeknen  Inssen,  respectivc 
.  durch 

A*.yn  A'y»'        A^y*»  •  •  •  A'yn 

lir/ctrhtien.  Findet  nuiii  nun.  dass  dicFe  Gnissau  sich  säramtlieh 
iiMU'rluiii)  der  Granzen  der  unvermeidlichen  Beobai  hiun^sfehler  hitU 
t«>ii .  so  bruucht  piiiD  mit  der  Bestimmung  der  Coefficienlen  <r, 

r/, . .  * .  nichts  weiter  rorsuschreiteo ,  «nd  kann  mit  hinreichender 
Annäherung 

also 

setzen.    Halten  eich  aber  die  in  Rede*  stehenden  GrSnsen  nicht 
sämmtiieh  innerhalb  der  Grenzen  der  UDv<>rinridli<  hen  ISeoba<  lituitifä-  , 
felller,  so  muss  man  wieder  ein  (tanz  äluiliclies  \  ('rfnlirr n  wie  ubm 
anwenden,  nnd  auf  diese  Art  überhaupt  inntirr  weiter  gehen,  bis 
man  auf  eine  Reibe  von  Grössiii  von  der  1  onii 

A'^y..  A^y».  A'^y,»  A'^y* — A'^y« 

kommt,  die  sich  sämmtiieh  innerbalb  der  Gränzen  der  unvermeid- 
lichen Beobacbtuugstehlcr  halten. 

§.  5. 

IVir  wollen  nun  die  Hauphnomente  der  vorbert:;  1'  ndcn  Inter- 
polationsmetbode  hier  nochmals  in  der  Kürze  übori>ichilicb  zusam* 
meofasscu,  uhnc  die  Erklärung  der  Bedeutung  der  gebraucbteii 
Symbole  tvk  wiederholen. 

-    1.   Aufgenommen  wird .  dass  die  Function  f  sich  in  eine  con- 
vergirende  'fteihe  von  der  Form 

.... 

entwickeln  liist,  und  dasa  die  den  n  gegebenen  Werthan 

Jf%t  •^B*  ^4»  « •  •  • 

der  veränderlichen  Grosse      von  welcher  die  Punctiony  und  die 
Functionen  «»,     «9,     • . .  *  ahhXngao»  eotsprethenden  Werthe 

yi»  yt*  yt»  y«i  •  •  •  •  y« 

der  Functiou  y  gegeben  «nd, 

2.  Dies  vorausgesetzt,  bestimme  man  zuerst  die  Grösse  «'  mit- 
telst der  Formel 


und  die  Grössen 

Ayi>  Ay»       Ay4>  •  •  •  Ay« 

mittelst  der,  Formel 
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iudeiu  iiiaii  iu  tii'raelben  für  ,r  ii.idi  uud  u:icli  ^ 

fr 

setxt,  FiuUet  mau  danu,  dass  die.se  («röäseii  sich  säiitaitlich  iuncr- 
lialb  der  Gräozeo  der  unvcrmcidlicliefi  ile(>i>ucbtuugi»t'ebl«r  L^Ueti, 
lo  ksnii  mtm  mit  binreicliender  AaiMibcruDg 

setsen. 

3.'  Findet  man  aber,  dans  die  in  Rede  stehenden  Grositen  sieb 
nicbt  sämmtlicb  inDerbalb  der  GrSnxeo  der  unvcrmeidlicbcu  Bcob- 
aclitnnpfsfehler  balteii,  to  bestimme'  man  /^v  und  mittelst  der 
Formeln 

nnd  die  Grössen 

A'yi,  A*y»>  AVt»  A*y4>  • . .  AV« 

mittelst  der  Formel 

indem  mim  in  derselben  fSr  ^  naeh  nnd  nacb 
* 

bel£t.  Fiodet  muu  dann,  da.s.s  «iicsc  (trÖHseit  sieb  bämiiillicb  inner- 
halb der  Gräozen  der  unveriueiillicbvu  U«  obachtungafebler  lialteii, 
m  kann  mao  mit  binreicbender  Annäbt^rnng 


setzen. 

4.  Findet  inao  aber,  duss  üie  in  Rede  Ktciicudeu  tirüsseu  siel 
nicbt  sämmtlicb  ianerbaib  der  Gräqz«'»  Ufr  uuveruicidiicben  B^ob- 
achtnogsfeUer  halten ,  so  bestimme  -man  ^«r,  nnd  tif  mittelst 
der  Formeln 

A«^ —        A*«f =A«'  — «^"^'lA»»»»  ^^s^S!^n 

und  die  Grössen 

A"yi>  A'y».  A'y,.        -  •  •  A'y« 

«itteiat  der  Formel  . 

indem  man  io  derselben  für      oacb  und  o«eb 

setzt.  Findet  man  dann,  duss  diese  Grossen  sieb  säniiiiiücli  inner- 
halb der  OHti/f-ri  di  r  uuvermeidlicbcu  Beubftchtuugifebler  bulten, 
so  kuuu  luuu  uiit  in u reichender  Annälieruns? 

y = li'^yii        1  Ay«  +  «' -3  A^y« 

setien. 
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5.  Findet  man  über,  liuä^  die  iu  Rede  siebenden  Grossen  «ich 
nieht  BÜmatUeb  innerhalb  der  GrKnscn  der  nnverneidlielien  Beob- 
acbtungsfehler  halten»  so  beitiaiine  omd  /f^x,  und  Ji*  mit« 

telst  der  Formeln 

uod  die  GrSnvä  ^ 

A*ys.  AV».  dV., . . .  A> 

nttdat  der  ForMel 

indeai  man  in  derselben  für  ^  nach  und  nach 

•^4»  .... 

setzt.  Findet  man  dann,  dass  sich  diese  Grössen  säinmtücli  inner» 
hull)  der  Gränzen  der  nnvermeidlirhen  BeobachtungBteUler  balteo, 
SU  kuuu  mau  mit  hinreiclicnder  Aiinalierung 

setzen. 

Wie  man  uui'  diese  Art  immer  weiter  gehien  kann,  ist  kiar. 

«.«.  * 

Auf  die  Torhergebende  Weise  lehrt  Herr  Moigno  .i.  n.  O. 
nach  Cancby  die  Anurduun(C  der  Rechnung*.  Mtm  könnte  aber, 
wie  es  uns  scbeiut,  uucb  uul  iuit^eode  Art  vertttbreu,  wobei  wir 
bemerlLen»  deis  naeh  des  Ohiffpen,  wie  leiebt  erbellet, 

n.  s;  w. 

ist. 

].  Angenommen  wird  wieder,  dass  diePunctien  |r  sich  in  eine 
coDvergirende  Reibe  too  der  Form 

y=ztm  I  ^p  +  cig^dii-h  . . . . 

entwickeln  lissti  und  da«  die  den  •  gegebenen  Wertben 

^1»  • . .  • 

der  verSnderliehen  0f^sse  .ar,  Ton  welcher  die  FoDctiony  and  die 
Fonctionen  sr,  sr,  av,     . . , .  abhäagen»  entapreehenden  fl^rthe 

fft»  W^t  Sft9 1^4*  •  •  •  •  yb 
der  Function  jf  gegeben  sind. 
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2.  Dies  voraosgeMtet»  beitiBMe  mn  siierat  die  Grösse  0  mit- 
tcist  <ier  Forael 

«nd  die  Gröeseo 

A^i»  Ay«t  •  •  •  Ziy« 

niltelsl  der  Pomel 

iadea  naa  im  denclben  für  a?  aacli  ua^  naeb 

setzt.  FiiMiet  muu  uuu,  daäg  diese  Grossen  sich  säiumiiicii  iuuer- 
halb  der  Gr&Dieo  der  aBferiadeiliebeB  Beiibacbiungpsfebler  bälteD, 
ao  kaDD  naa  mit  biareiebeader  AaaXbemag 

setzeu. 

3.   Findet  aiaa  uber,  «las«  die  iu  Rede  stebeadea  Grüsscn  sicU 
iaaerbalb  der  Grüaaea  der  uavem^dlicbea  Beob- 


acbtaagiiebier  baltea,  sa  betdiaBe  maa  ^9  aad  6  aiittelsC  der 
raeiB 


Fol 


aad  die  Grüssea 

ÄV»  AV.»  A*f4.  -  .  A*3fa 

Bitteilt  der  Poraiel 

iB^feai  aBD  ia  dertelbee  fHr  ar  nneh  and  oaeb 

setzt.  Findet  muu  daon^  dass  diese  Grössen  sich  säinintlicb  iuuer- 
balb  der  Grftnxea  der  nemiaeidlicben  Beobachtnngsfebler  bähen, 
•o  Itaaa  aiaa  aiit  biareiebeader  Geaanif^eit 

y  =  «r«i  -f-  ^i^v 

■etxen. 

4.  Findet  mau  aber,  dass  die  in  Rede  stehenden  Grüüseu  sich 
aicbt  eiaiaitlieb  iaaerbalb  der  Giiaiea  der  aatemeidliebea  Beob- 
acbtungsfehler  baltea»  so  bealisBe  «aa  aad  e  avttelst 

dar  ForiMla 

aad  die  Gniaaen 

A*|fi>  ä'lft^  A'jfo  . . .  ^'S^ 

mUtelat  der  Faraiel  ^ 
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iodea  non  ia  deraelben  fftr  w  oftcb  aad  BMsb 

«^si  *^SS  •  •  •  • 

setzt.  Ftodet  man  dann,  dasa  diese  Grösseo  sich  sänoitlieb  inner- 
lialb  d^r  Griozen  der  UDvermeidlichcn  B«o|»achtllogsfehler  bnlteo, 
so  kann  man  mit  hioreicheDder  Annäheraog 

y = + -I- ci\*<9 

Selsen. 

5.  Findet  mau  aber,  dass  die  in  Rede  strliendcn  GroKSfn  sich 
nicht  sämuitlich  innerhalb  der  firnn/.cii  der  itiivernieidÜclien  iieob* 
ucbtuugsfebicr  halten,  su  beiüliiuinci  mau  ^s,  ^'a^  und  d  mit- 
telst der  Pormelo 

A.=.-^«.  A-.=A. -  Iiis A'.=A'«-^  A-». 

uod  die  Grössen 

mittelst  der  Formel 

A*y  =  A  y  — '^A**»  , 

mdeui  uiau  in  doraeibeu  für  a:  nach  und  nach 

'S'' 

«II    »»ai    "^I»    •*45    •   •  • 

si'tzr.  f'ifjdet  man  dann,  d  is-;  <!lfso  Grössen  sieb  säroniilirli  iniuT- 
haib  dur  ürauzon  der  uuvermcidliclion  ßcnbaoUtoogstebler  halten, 
so  kuou  mau  mit  biiireicbendcr  Annaheniug 

petzen. 

0.  Wie  muD  auf  diese  Art  nuiuer  weiter  geben  kann,  liegt 
dentticb  Tor  Aagen. 

Die  beste  Art  der  Ausführung  der  nothigeo  Rechnungen  und 
manche  Abkürzungen  bei  tU  iiselben  wf-rden  sieh  einem  Jeden  leicht 
vou  üelbät  darbieten,  wcsbuib  wir  hier  darüber  der  b^ürzc  wesren 
nichts  weiter  sagen.  Häufig  wird  man  insbesondere  schon  vorlier 
berechnete  Grüsseo  bei  deif  folgeaden  Rechnungen  wieder  in  An- 
Wendung  bringen  können. 

t.i. 

Bei  weitläufigeo  Rechnungen  ist  es  immer  nöthig,  wenigstens 
im  hoclislen  Grade  vortheilhatt,  im  liesitze  ^  nn  !5  ilinarungsgleirlinu- 

gen  £U  sein,  mit  deren  Hülfe  man  die  Richligkuit  der  gciubrlen 
eehnung  prnfen  kann.   Solche  Qedinguugsgleichungen  lassen  sich 
aber  aus  aem  Vorher  liebenden  eine  grössere  Anzahl  ohne  Schwie* 
ripfkcit  herleiten,  wobei  man  nur  immer  die  den  tcfbrauchten  Sym- 
bolen beigelegte  Bedeutung  wolil  vir  Augen  zu  behalten  bat. 
Weil  nach  dem  Obigen  bekuniidich  zuvörderst 
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isl,  sp  iat  oÜenbar 


UDd  folglich 

Weil  feroer  oacli  dem  Obigen 

ist,  80  ist  offenliwr 

f 

u.  a.  w. 

'  Wegen  4er  Gleichong 


ist  aber  oHeol^er 


vod  folglich,  weil  aagenachtointicb  2a„z=zJShhf  ^ 

also  nach  deiii  ^  nrliergelieiidea 

Nach  den  Obigeo  iit  ferner 

.  

also  oÖenbar 

•^«^«— 535^*  *»*^— ite' 

d.  L  nach  dem  Vorliergeheadeo 
Weil  ouu 

= A»  —  A«?i„ 
n.  I.  w. 

ist,  so  Ist  offebfaar 

u.  a.  w. 


5b  • 

%  • 

ond  folglich  naeh  demWorbergdteodeB  offeabar 

2^*Wm  —  0,  S^*Xh  =  0  

Feroer  ergiebt  sieb  aus  dm  obis^cu  Glcichuageu 

•^1 = ^iA^ft — *  > 

.  u.  s«  w. 

Wegaa  der  Gleiclinag 
ist  aber  offaabar 


and  folglich»  wail  aegeaMlieiaiich  J?,/^«bS5^iAvii  wt» 

aiio  üttcb  deiu  Vurliergelieudeo 

s,^*w„z=o,  3,A*»i.=o.  

Nach  dem  Obigea  tat  ferner 

^  A^tcr 

alao  offeabar 

d.  i.  aacb  dem  Vorhergeheadea 
Weil  aUB 

a.  a.  w« 

ist)  10  iit  offeabar 

u.  s.  w. 

nad  falglleb  aacb  deai  Vorhergeheadea 

S^*MmsssQ,  

Peraer  ergiebt  sieh  aas  dea  obigea  Gleiehaagea 

U.  8.  W. 

also  nach  den  VorbergebeDdeu 
Eadlich  erhält  SMa  aacb 
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H.  f.  W.  ' 

Wogen  d«r  Gleieltfiiig  . 

AH» 

ist  aber  ofFenbar 

nod  folglieb;  weil  augeneebeielieb  S^^*Wn=sS%^*tffm  ist» 

aiüo  uacL  dem  Vurbergehcuden 

2^,A'*n=o  

,  Nach  dem  Obigen  ist  ferner 
•lio  ofienbar 

d.  i.  nach  dem  \  uriiergebenden 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gel>en  l>;iiiii,  ist  klar, 
ülan  kaun  ulter  rtncli  noch  rmdcre  Hedingsgleicbungeo  linden. 
Weil  uauilicli  ducL  dem  Obigen  hekauntlich 

ist,  80  ist  offenbar 

nud  fiiiglieb,  weil  oadi  de»  forhergebendeD 
i«t> 

Weil  ferner  nach  dem  Obigen  • 
ist,  so  ist  offenbar 

■^A  'y» = '^'Ayi,  —  ^t^n^,  Ay^ 

und  folglieh,  weil  naeh  dem  Forhergtbeodan 

S^nz=0,  Si/n=0, 

iit. 
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Auf  ä)iD liehe  Art  ist  nach  liem  Obigen 
uud  lulgliqb 

^,      = A*^  -  3,«^ÄA  Vi.. 
AV« = ^.A'fs.  -  ^.«^Ä  AV*  5 

also  ist,  weil  nach  den  Obigen 

:jav«=o,  ^,av«=«»  1'«'i.=o,  :^,«^«=«,  -^,«^«=1 

ist, 

2A'y«=o»  :?,A'y«=ö,  -2:,A'y»  =  «- 

Feraer  ist:  oach  dem  Obigen 

AV=&*y-*'^.A'yi.» 

folglich 

-aA*y«  =  -»A'y«  —  «.S,  A'y«, 
^ , /\  V«  =    A  V«  - -2,»'»^.A'yi.i 

aJso,  ^eii  uach  dem  Vorheri^cbciiden 

^A'yw=o,  i,A'y«=«»  -:^,A'y«=0; 
JA^y,.  =  o,  ^,/^*y„==o,  5,AV=o»  -i",A*y«=o. 

Wie  man  auf  dietie  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar. 

Die  Vortbeile,  welche  4ie  in  dieaem  AufsaCae  eatwickelte  Intar- 

polationsmethodc  gewährt,  hier  noch  besonders  ans  eiuander  zu 
setzen,  halten  wir  fiir  völlic:  ühpffliissisr,  da  di«'se!ben  tu  srhr  ganz 
von  selbst  in  die  Augen  sprlugeo.  Jedenfalls  bilden  aber  die  vor- 
her bewiesenen  Bediogungsglcicbuiigen  ein  nicht  xn  äbersebendea 
Haaplnorment  bei  dieser  schönen  Methode,  die  wir  den  Physikern 
an  recht  häuGger  und  fleissiger  Anwendung  empfehlen  möcliteD. 
Auch  hoffen  wir,  wio  '^rhon  im  Eingänge  nrwülml  worden  ist,  bald 
seibiit  eine  Anwendung  derselben  auf  einen  vviclitigeu  physikalischen 
Gegenstand  im  Archive  mittheilen  zu  können. 
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III. 

Die  Gleicliung  der  Ellipse  a'}ß'¥b'^x'^^a^h^ 
auf  einfache  Weise  entwickelt  aus  der  Grund- 
eigenscbafit  v  +  v  ^%a. 

Von 

Herrn  Dr.  Fr.  Heinen, 

Director  iter  RMlacbule  «u  DnMeldorC 


£§  seien  io  unten  «tehender  Figur  M  der  Mittelpunkt  einer 

r 


Bllipse;  F,  r  ihre  Brennpunkte,  FP=:^v,  F'P=f'  die  nach 
einoin  Punkte  P  derselben  gezogenen  Leitfitrttljlcn,  das  vou  /*  auf 
die  grosse  Axe  =2«  gefällte  Perpentlikel   PQ:=ys  das  >StUck 

MQ  der  grossen  Axe  und        =  Ji/  =  l/a*  —  = 

AtHfann  ist 

Pt^^FQ*  =  Pr*'-FQ*, 
oder  PF*  —  PF*  =  FQ*  —  F^Ö*, 
oder      —      =  (t -4-  a)»  —  (e  —  o?)», 
oder  (fr -h  f/)  (f  —  r*)  =s  4tf  .  ^; 
also,  weil  «r+fr'=s8«  ist,  (1) 


v^p'  =  ^.  (2) 
Aus  (1)  und  (2)  folgt  &  = 


(3) 


Bs  ist  nberamsii  ifVsssl/W-»- «i» 


odei-  f  =  K(<?-t-ar)'  -f-y»  (4) 
mithin  wegen  (3)  und  (4) 
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«*  •4-  -ji-  Ä  €r»  -I-  ^'  y* 
oder,  weoii  aiM  statt      setzt  ond  r«disirt 


IV. 

Trigonometrische  Auflösung  der  in  Bd.  I.  Heft  2." 
S.  219  behandelten  Aufgabe;  und  über  eine  Be- 
ziehung, welche  zwischen  vier  Punkten,  die  in 
einer  Ebene  liegen.  Statt  findet 

Von 

Herrn  Doctor  A.  R.  Lnchterhandt 

Qberlebrer  am  Gymnasium  zu  Königsberg  in  der  Neumark. 


I. 

TrtgOBometrisebe  Auflösung  der  in  Bd.  1.  Heft  2.  8,219 

behandelten  Aufgabe. 

Er  spica  A  und  D  die  beiden  dor  F.aöfc  nach  brkaiinteii  Punkte, 
und  die  licidcn  nndern  B  und  C  aus  den  hcoliarlttcten  Winkeln 
ABD  —  ^y  JßC=a,  UCD—Y  ACÜ=ö  liirer  Lu^-e  uacb 
SU  bestiueii. 

Denken  wir  uns  die  Seben  des  Dreiecks  ABD  nach  beiden 
Seiten  Inn  verlängert,  so  wird  die  EIiphp  dos  Drriorks  in  7  ge- 
trenntp  Räume  zerlegt  Da  nun  im  Alig^vmcinen  der  Punkt  6'-—  ab- 
KeseLeu  davon,  dasä  er  auf  einer  Seite  des  Dreiecks  u^/^i?,  oder 
aeren  VerläDgerang  gelegen  ist  —  io  Jedeoi  dieser  Rione  sidi  be* 
flnden  kann,  so  wären  t  verschiedene  Fälle  im  Rinzelnitn  zu  be> 
trachten.  Dazu  kommt  noch,  dass  der  Punkt  ^auf  <der  einen  oder 
der  andern  Seite  der  Linie  AD  liegen  kann,  üm  nun  zu  einer, 
von  der  speeiellen  Lage  der  Punkte  B  und  C  unabhängigen,  all- 
•cemein  trigenometriseben  Losottg  der  TorliegendeB<Att%abe  zu  ffe- 
langen,  ist  es  nothwendiff,  über  die  Richtung,  nach  welcher  bin 
man  die  heohnrhtotpn  Winkel  pesitiv  rechnet  fine  einfache,  «n/wet- 
deutige  Bestuiunuuff  zu  mocbeo,  Za  dem  Zwecke  uchmeu  wir  tür 
Jeden  «tieser  Winkä  einen  Sebesk^  als  de»  ersten  an  und  denken 
uns  den  Beobnehter  in  die  Spitxe  desselben,  alt  den  Cleskbte  nteh 


«8 

der  OeffnuDg  gestellt;  liegt  ulsdaan  der  audere  Schenkel  zur  lin- 
ken Haod,  Ml  M»U  dec  Wink«)  pwiüv,  ffeffentheiU  ucguiiv  geoom-: 
nen  werden.  Es  aeicD  nun  für  die  Wiiikei 

ABCz^a,  ABD^ßy  BCD^y.  ACD^i 

beziehlich  AB^  ABy  BC  und  AC  die  ersten  ScbenkeL 

Blen  sieht  sogleich,  dass  Alles  darauf  binaualSuft,  eins  der' 

Dreiecke  ABD  uuer  ACD  zu  bestimroeD;  wir  wählen  das  entere; 

netmen  (jp  den  Winkel  ABB  ond  bemerken,  dass  derselbe  mit  ß 

ütGts  gieiches  Zeichen  hut. 

Aua  der  Betrachtung  der  Dreiecke  crliält  man  alsdann  in  vulli- 

ger  Allgeneinlieit 

äH  —      ein  y       BC       sin  (»^y^^)  BD   sin  y 

BD      ein  {^^fft  IB sin  (y— d)   '  JKT      sin  («^y-^>* 

^hieniit 

*  sin    sin  y  sin  («-i-y  —  cf) 

sin  9>         sin  (y  — '  ^)  sin  {a-^y^ß)* 

und  weiter 

-.^^^  ^  sinysin  («H-y-tT)  . 

Bestimmt  man  nocb  den  Hüliawinkel  (  ans  der  Gleicbnng 

r«*-   sin  y  sin  («-hy-<f) 

*"--sin  <y  — cf)  «in  (a-f-y-c/)  sin  ^8  » 

»o  wird 

Cetfp  y=SS  sm^i  

unii  aus  (^)  uud  (//)  iässt  bicii  uuu  oliue  alle  Zweideutigkeit 
findon.  Ine  ihrigen  Stieke  der  Figur  ergeben  sich,  dann  «iine 
Selnrierigk«!. 

II.  ^ 

üebev  eine  Besiebnng,  welcbe  xwisck'e«  4  Punkten,  die 
'  in  einer  Ebene  liegen»  statt  findet» 

Sucht  man  die  Bedingnngsgleichung  dafür,  daas  Tiei*  Punkte, 

deren  Coordinaten        y,,  «, ;  .r,,  y^,  a,;  a:,,y,,x,\  ^4»y4»*«- 
sini!,  in  einer  Ebene  liegen,  sii  pi-I:ingt  man  bekanntlich  zn  dersel« 
ben,  wenn  man  in  die  allgemeiue  i;ileicbung  der  Klteoe: 

Aap-JhBy-h  Csi'hBzrza 

fiir  die  Coordinaten  o:,  y,  »  n  icli  einander  die  Coordtnaten  der  4 
Punkte  setzt,  also  die  Gleichungen 

+  Äy, -I- Gss  H- i>  =Ä  0, 
wtf«,  -h  i^y>  +  CSv,  +    = 0, 

Aaf^-^ny^-hGi^-i-BssO 
bildet  und  aus  denselben  die  Grössen  Ay  B,  C,  D  eliminirt. 
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Führt  man  dies  aus,  so  £!:ol,-iiigt  man  ?.u  einer  («leirliungr  7.wiB<*lien 
den  Coordinoten  der  gugebcueo  4  Punkte,  die  wir  zu  unserem 
Zwecke  unter  die  Form 
• 

-H  *f  t(y»«i — yi»a)-+-(yi«4  —  y4»i)-i-(y*«i— y»*4)t 

bringen.  Nehmen  wir  nun  au,  dass  «ius  zum  Grunde  lieg-eude  Co- 
ordiDateDsjstem  ein' rechtwinkliges  ist  und  betrachten  die  Prejectio- 
nen  der  A  Punkte  anf  die  jgnr  £l>ene,  bczeicboen  dieselben  mit 

(1),  ('2),  (3),  (4)  iinil  scf7on  voraus ^  dass  (4)  derjenige  Punkt  sei, 
wclrltcr  innerhalb  d»*s  \oii  den  drei  iibrig-en  p;cMldeten  Dreiecks 
A(L  i  3)  liegt,  so  kunu  man  nach  bekuuuten  Mätzen  die  obige 
Gleichung  auch  so  anadrücken: 

APa-*)-!-^.  AUÄ*)=«*  A0^^3)...(l) 

oder  wenn  man  bedenkt,  dam 

A(2  3  4)  -I-  A(l  3  4)     A(  1  2  4)  =  A(  1  2  3) 
ist,  aneb  folgendermassen: 

(;r,— 4?4)  A(a  3  4)-H^,-a?4)A(l  3  ^hH^»—^*)^}  ^  4)=0.,.(2) 

Nennen  wir  non  den  Punkt,  welcher  ianerbalb  den  Ton  den 
drei  anderen  Punkten  gebildeten  L)rciccks  liegt^  den  inneren  Punkt,  * 
so  knnnon  wir  den  in  der  Gleichung  (1)  in  analytischem  Gewände 
'  ausgedrückten  Satz  also  aussprechen: 

Wenn  man  dr^ei  Punkte  und  einen  Innern  derselben 
anf  eine  beliebige  Ebene  projicirt,  und  sich  di-e  Pyrami* 
den  gebildet  denkt,  welche  einen  der  gegebenen  Punkte 
und  die  Frojectionen  der  drei  anderen  zu  Eckpunkten 
haben,  so  ist  diejenige  Pyramide,  welche  den  iuuereii 
IPuukt  ztt  einem  Bekpunkte  hat,  gleiek  der  Summe  der 
drei  anderen  Pyri^mioen. 


r 


I 
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V. 

Ueber  eiaeo  Lehr<^atz  aus  der  Wahrscheiulich- 

keiteFechoung« 

Von 

Herrn  Dodor      R.  Lucht  er  htm  dt 

,      Oberlehrer  9m  GTmnawuai  au  Köaigiiberg  in  der  Neoinark. 


PoissoD  giebt  in  Heinem  Lefirbuclie  der  Wahrächeiolicljkeitsrech- 
noDg,  S.  81  Mch  der  üeberBeteaog  toh  SebnuM,  für  die  Wahr* 
scheinlichkdt  Ii,  ans  einer  Urne^  in  der  nrsprUliglidl  «  weisae  und 

6  schwarze  Kugeln  enthalten  siud ,  in  p  Ziehungen  m  wr>isse  und 
n  schwarze  Kugeln  in  einer  beliebigen  Ordnung  zu  ziehen  ,  wenn 
die  jedes  MaI  gezogene  Kugel  nicht  -wieder  ja  die  Urne  zurück- 
gelegt wird,  den  Anadroek: 

~~'1.8«S...««ai.l>2A«....«.1.2.S.....0.1.2.S.....(«— M)  1,2.3,*..(Jn— «i) 


1  •  2  •  3  •  •  •  •  •  •  ai 

^#-1)   (^-2)  

^  c(c-l>  (<J-2)  (r— ' 

Wdrin  <r  =  a  +  ^  gesetzt  ist. 

Es  hcisst  dann  ebendaselbst  in  der  Note:  ,,Nach  Ziplinn«r«'ii 
von  m  weissen  und  i»  schwarzen  Kugeln  ist  die  Wahrscbciulicb- 
keit,  bei  einen  neuen  Versache  eine  weiaae  Kng^l  au  aiehen,  von 

den  Zahlen  ;//  und  u  abhängig  und  wo  n       a  —  m  und 

€f  =  c  —  {m-\-n\.  Aber  für  eine  Persun^  welche  bloss  wüsste,  dass 
aus  der  Urne  /ti  Kugeln  gezogen  sind,  aber  nicht,  wie  viele  wei^üe 
and  wie  viele  achwarze,  wäre  die  Wabraeheinncbkeit  dea  .Zugea 
einer  weiasen  Kugel  bei  einem  neuen  Temaebe  von  der  Wanr- 
'  a^  ' 

lekeinlichkeat  ^  atthr  Terachieden,  und  naeb  einer  una  eben  von 

F.  Mondeair,  ebemall|;em  Sehfiler  der  ficole  Polrtechnique,' mitgo. 
tbeiltcn  Beincrkna|p  lat  die  in  Rede  stehende  Wahrscheinlichkeit 
von  den  Zahlen  m  und  m  unabhängig  und  wie  vor  den  Ziehungen 

ss-r>"    'Poiaaon  bemerkt  dann  femer,  daaa  Mondeair  in  dem 

^aurnal  der  MalkeBHitik  von  Liodville  den  allgemetnen  Beweia  fir 
dieae  Behauptung  bekannt  maehen  werde. 


Digitized  by  Google 


« 
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Dü  uuii  gewiss  vielen  Lesen  des  Archivs,  gleicb  nir,  dss 
JovrnftI  voll  Gonville  nicbt  s«  Gobote  otebt,  lo  bolle  icb  eo  uobt 
tat  UDODgemeaaeo,  hier  einen  Beweis  für  die  Riebtigkelt  der  obi- 
gen Behauptung'  mitzutheilen. 

Jemand,  der  überhaupt  nur  weiss,  duss  aus  einer  Urne  mit  a 
'weissen  und  ö  schwarzen  Kugeln  f*  Ziehungen  stattgefunden  ha- 
ben, ond  dass  lieioe  der  gezogenen  Kugeln  in  die  Urne  snrfickge- 
legt  wurde,  Icann  offenbar  nur  folgende  Vorauaietenngon 
über  das  Herausgckonimonsf in  von  weissen  und  schwarzen  Ruflpeln 
machen.  I^s  sind  oämiich  entweder  weieso  unt!  kpiriP  schwarze, 
oder  fi — 1  weisse  und  l  schwarze  oder  i* — t  weiü&e  und  2  schwarze 

 oder  endHeb  keine  wcisae  und  /»  sebwarae  Kumln  gezogen 

worden.  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  einer  dieiar  Falle  atat^o- 
fuoden  habe,  bestimmt  sieb  uucb  der  fibipren  Formel,  wenn  man 
darin  für  m  und  n  die  ent^precheuden  VVcrthc  setzt.  So  giebt  die- 
selbe für  die  Wubrnchcinlichkeit,  dass  in  fi  =  m~{-  m  Zieh  angen  o 
weisse,  und  folglich  /* — d  schwane  Kugeln  gezogen  worden  aind, 
wenn  man  at^d  und  m=it—^S  aetet,  den  Anadinck: 

Wenn  das  Breiguiss^  dem^  diese  Wahrscheinlichkeit  entspricht, 
eingetroffen  wäre,  ao  bliebe^  in  der  ürpe  ilberbaupt  — c  Kugeln, 
und  darunter  a-^S  weisae,  und  ea  wird  folgÜob  die  Wahrschein- 
Tulikcit,  bei  einem  neuen  Zuge  eine  weisse  Kugel  tu  erhalten, 
durch  den  Quotienten 

I    

ausgedrückt.  Die  Wahrscheinlichkeit  Il'{6),  dass  diese  beiden  Er- 
eignisse zugleich  eintreffen,  bestimmt  sich  hekauutiich  durch  daa 
Product  der  Wabraeheioliebkeiten  der  einnelnen  Kreigniaae,  und  iat 
demnacb 

n'iA\  —'"^'"^  (//-^2)....((r-»-i) 
^     —      i.2.«  C/M  — iT) 

r/[r7  -  1 )  iV/  -  2) . . . .  («  —  (f )  /A^  —  1)  {A—fi^d-^l)  . 

Setzt  luau  uuu  hiuriu  uach  einander  <f=/*}  f*  —  1,  /*  —  2.... 2,  1,0 
und  ninunt  die  Sumaie  dieaer  AuadrUeke,  ao  erffiebt  alcb  offenbar 
der  Anadruck  fiir  die  gesuchte'  WabraebeinlicbkeiE,  die.  wir  mit  W 
beaeiebnen  wollen,  und  es  ist  also: 

ir=:  ir&f)   /r(i*- 1) + ir&s- «) +  + 4-  ir(0). 

Bevor  wir  nun  die  Werthc  der  IT  einsetzen,  wollen  wir  nocb 

bemorkerj .  tlriss  die  Formel  (  /)  für  S  —  ft  nicht  unmittelbar  an- 
wendbar ist,  und  dass  mau  in  diesem  Falle  fiir  die  beiden  darin 

vorkümmcudcn  AusdriK-kc 


Google 
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die  Einheit  Dekmeo  muäs.  Mit  Rücksicht  hierauf  erhält  man  nun, 
nnter  Absonderong  des  gcmeinscbaftlichen  Factors 


c(c  — 1)  (c  — 2>  {c  —  tiy 

iur  iiie  afcsüchte  Walirscheinlichkeit  W  den  Ausdruck 


+   (*-^H"«) 

Bedenkt  maii  nun«  daas  für  a+i'sf  die  befconote,  eneli  von 
won  a.  a.  0.  erwibnle  Relatiott 

'  l)(a-l«)....(fle—iu-f-2)/? 


-H/JOJ-l)  iß-f^-hl) 

gtnit  findet,  und  dass,  wenn  man  darin  ur=a  —  1,  ßz=7j,  also 
yzzuc — 1  setzt,  die  rerlite  Seit»»  irloich  der  Grosse  ist,  womit  in 
unseren  Ausdrucke  tur  W  die  brosse  JU  zu  rouitipliciren  ist^  so 
ergiebt  aich 

aod  wenn  man  für  iV  seiuen  Werth  einsetzt» 


Was  bewieseu  werdeu  salUe. 
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VI. 

Vom  Kapitaiisiren  der  Ziasen  im  Laufe  des 

Jahres* 

VOQ 

Herrn  Doctor  Rftdell 

,  SU  Berlin. 


Ist  p  der  jährliche  Zios  eines  Tbalers,  so  ueoot  mm  r=l-f>0 
den  ZiMfiiss,  Bad  eis  Kapital  K  ^ht  am  Bude  dat  Jahna  daraa 

das  Hinzutreten  der  Ziawa  in  Ar  aber,  so  dass  man  dea  Zinsfnss 

als  dt'r jiMTiiTf Ti  Fiikffir  1u»f rnrlif cn  kann,  Tnit  welchem  iTian  ein  Ka- 
pital A  zu  multiiiliciren  hat,  um  titm  tiurrli  drts  Hinzutreten  dei 
Zinsen  hervororegaugenen  Werth  desselben  um  iiiiide  eines  Jahres 
■u  erbatten.  Raeh  oemselbea  Ziaifuase  geht  das  Kapital  JBCin  m 
JabKD  in 

(1)  JBCm=:Kf^ 

aber.  Diese  Fonael  gilt  zwar  sanäcbit  aar  fiir  dea  Fall,  wa  die 

Zinsen  ani  Bode  eines  jeden  Jahres  warn  Kapitale  gescUagea  aad 

für  die  fernere  Daner  des  Gesrhrifts  verzinst  werden;  Icann  aber 
auch  "Hit  die  knpitalisirnnu:  der  Zinsen  jedes  he!iehiö:en  andern 
Zcitiuiervullä  aogewandt  werden,  wenn  man  uuter  m  die  Anzahl 
dieser  laterralle  aad  aater  r  dea  einen  solcbea  laterralle  xakoai» 
akenden  Venaehfongsfaktor  verstebt. 

Nimmt  maa  demsafolge  an,  dais  i'  der      julirliche  Venaeh» 

mngafaktor  ist,  aad  dass  das  Kapitaiisiren  der  Zinsen  von  ^  an 

~  Jahre  geschieht,  so  ist  der  entsprechende  jährliche  Vermehrungs- 
faktor 

Will  ninn  die-soii  mit  dem  Zinsfusse  r  derg^cstalt  verf^leichen ,  dass 
die  zu  GruiiUc  hcgcudcu  Zinsen  beider  der  Zeit  nach  proportional 

werden,  sa  hat  man  s^ssl-f»        in  setaen,  wodurch  sich 

ergiebt» 


L.icjui^L.ü  cy  Google 
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IKeser  AudUntk  wird ,  geincr  Bedeotnng  uacb ,  offenbar  mit  m 
wachsen,  weil  alsdann  um  so  öfter  Zins  von  Zins  genoBBcn  wird; 

um  solches  aber  aus  dvr  Formel  selbst  deutlicher  hervortreten  zu 
lassen,  als  es  unter  ilirer  gegenwärtigen  Gestalt  u^eschtclit,  und 
«ugleich  die  Grenze  des  Wacbstbuma  xu  finden ,  entwickele  uiun 
den  Aufdrack  reebta  oacb  depi  biaoaiiMkeD  Lehriatse,  Hierdareb 
argiabt  aicb 

I      2  S 

wo  offenbar  die  ^inbtrabenden        -r-,  —  u.  s.  w.  um  so  kleiner 

fn    tn  tn 

werden,  je  grüsser  m  wird,  woraus  hervorgebt,  dass  jedes  einzelne 
Glied  der  Reibe  und  demnach  auch     mit  m  zugleich  zunimmt. 

Setzt  man  voraus,  dass  die  Zinsen  tob  Aasrenblick  tu  Augen« 
blick  fällip:  und  zum  Kapitale  geschlagen  werden,  so  erhält  man 
offenbar  tU'n  möglich  grössten  Werth,  den  der  jährliche  Vermeh- 
ruDgstakior  zu  erreichen  iai  Stande  ist.  In  diesem  Falle  wird  man 
aber  das  Jabr  in  voendlicb  viele  Interralle  xerlegt  denken  mUssen 

und  ///=C(C  zu  setzen,^,  u.  ».  w.  also  als  Null  auzu« 

sehen  haben,  so  dass  sich 

ergicbt.  Obgleich  man  aus  der  Analysis  weiss,  dass  für  die  Reihe 
rechts  die  Puteuz  e»^',  wo  «r=2  ,  7182S18  .  ,  . ,  gesetzt  werden 
kann,  so  mag  die  £ntwickelung  dafür,  da  sie  sieb  leiebt  ans  deai 
vorhergehenden  ergiebt,  hier  nachfolgen. 

Kehrt  man  nämlich  xur  Gleichnng  (3)  snriick  and  bringt  die* 
selbe  unter  die  Forn  , 


M 


SO  iiekt  aunii  daas  die  Potans  laebts  mit  dar  in  (3)  übareinatimmt, 
waan  nan  kierin  r*^lsl  und  aa=^~|  aeCat,  Da  nna  ~~[ 
mi  m  sngleicb  nnandlieb  wird,  so  ergiebt  sich  nacb  (4) 

also  wie  vorker, 

(5)     lim.  r' = 

t 

Ist  jatst  der     jibrticbe  VarmekrüDgifaktor  Z',  setst  man  bei 

demselben  aber  voraüs,  dass  zwar  auch  die  Zinsen  alle  \  Jahre 

tn 

tallii^  werden,  dass  dieselben  jedoch  bis  zu  Knde  des  Jahres  nur 
in  einfacher  Verzinsung  genutzt  werden  können,  so  erhall  man  den 
Jibriicben  Vernebmngffiwtor  anf  nachsCebendeai  Wege: 

hm  Eada  das  ersten  Termins  erhält  man  von  jede»  Thaler 

die  Zinf!cn  *" — 1:  diese  giebt,  narb  der  Voraussctzanec  der  eiii- 
fuchcn  Verzinsung  bis  zu  Ende  des  Jahres,  für  die  noch  übrigen 
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1  Termine  (m ^ n»  Zipieft»  M        «Ii»  4le  ZbMB 
eines  Thelen  mit  Uvea  SuuemoeeD 

ftr  4eD  Iten  Temin  .  .  .  (y*»!)«,  ebeDio 

.  .  .   aieo     .     ...         +  (y*-!)*, 

•    -   Sten     -      ...  t»—l-t-(«,  — 3) 

-     -   4teo     •      .  .  .        l-i-(«--4)  (#^'  — 1)»,  • 

U,  8.  W. 

betragen.  ALso  belaufen  sich  am  Kiulc  «los  Jalires  sammtiicbc  Zin- 
sen uuü  ZwiscLeuziDsen  eine»  Tiiulers  unter  der  gcmacbleu  Vor* 
«mwetsiiDg  auf 

«(*'-l)+j(i»-l)-l-(«-2)H-(«-3)H-...4.1|  (#"-!)«,. 
d.  L.  auf 

m.<"-'>/-'/|. 

Fügt  man  daher  zu  üicscu  Zinsen  noc)^  1  hinzu,  so  ergiebt  ddi 
für       jilnriiefaett  VermebniDfiisfaktor  r«  He  GIciehung 

(e)  r.  =  l-h«K#"-l)  11-4-^"'- ' 

r— -1  1 

Nimmt  men      =     — ^  d.  b,  werden  wiederum  die  — 

.  ** 

jiilirlirlirti  ZinHon  don  (iRni  Zinsfußse  r  entsprechenden  jährlichen 
Zinsen  der  Zeit  nacii  itroportionai  gesetzti  so  erhält  man  statt  der 
letzten  Gleicbung  die  Jburmel 

(7)r*=r4.4{l-i)(r-lr, 

welcher  Ausdruck  mit  m  zugleich  wächst,  und  für  m  =  <» 

(8)   lim  r*=i(r»  4-1) 

giebt. 

Vergleicht  man  den  Werth  von  f^'  mit  der  obcu  für  r'  gei'uo* 
denen  Reihe,  so  sieht  man,  dass  jener  Werth  die  beiden  errten 
Clieder  diewr  Reihe  bildet^  und  also  beide  V^ermebrangsfaktoren 
nur  wenig  von  einander  abweichen  werden,  und  zwar  nin  so  weni- 
ger, je  kleiner  der  zu  Grunde  gelegte  Ziubfuss  r  angenommen 
wird.  Für  jeden  beKebigen  Zlnaftws  r  werden  aber  beide  Ver- 
mebrnngifiikteren  r'  nnd  r*  einender  gleicb,  wenn  sna  «»ssS 

setzt,  weil  alsdnnn  r^=srH-i(r— l)»Ä(i^)»  =  (l-f.^^)« 

wird.    Diese  Gleichheil  but  darin  ibrcu  Grund,  dtu»s  sich  tur  diesen 

>     Fall  r*  nnd     ibrar  Bedeutung  nach  gar  niebt  Yen  einander  nntef» 

scheiden,  indem  betde  daraus  bervorffehen,  dass  die  Zinsen  mnes 

Thnlers  vnm  ersten  halben  Jahre  wiarend  der  sweiten  Htifte  den 

Jahres  noch  einfache  Zinsen  tragen. 

l 

Soll  umgekehrt  der  —  jährliche  Vermehrungsfaktor  gefunden  | 

werden,  trenn  der  jalirVn  !ic  nopobfin  igt,  und  die  Zinsen  von  Ter- 
min zu  Termin  knpitaliäirt  w«  rdcn  soMcn,  lo  ist  die  Gleichung  (.2)  r 
nach  «'  aufzulösen,  wodurcii  man 
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(9)  #'  =  |/r 
«ibäll,  wean  md  r  itott  r,  tctst*  Hierau»  folgt  aber 

 1  1 

also,  bei  «1er  Kleinbeit  ron  r— ^1,    — 1  <^  ,  d.  b.  die  —  jäbr- 

'  m  m'' 

licbeo  Zioaeo  sind  in  diesem  Falle  kleiner  als  die  dem  Zinsfusse  r 
SDgeböriMo  ZioMD  für  dieselbe  Zeit 

Will  man  statt  der  Formel  (9)  eiaeii  biotSoglicb  gepenev  Näbe> 
mogiwertb  ofbne  WunelsMclieD  eelMD,  ao  oebaie 

wo  a:  eine  sehr  kleine  Quantität  bezeicboet,  m  and  6  ^ilx  r  derge- 

stult  bistimnit  wf^rdrri  sollen,  dass  der  angenommenen  («Iclrliung 
80  viel  als  [noi^licli  (>('nijc;-e  geleistet  werden,  und  das  Zeiclieo  ^ 
andeuten  soll,  duHn  uur  von  einer  Annäberung  die  Rede  ist.  Aus 
dieaer  Gleiebung  crgiebt 


Bei  der  viireoagesetzteu  Kleiobeit  von  a:  wird  man  also  der  Wabr- 
beit  an  oäebaten  konoieo,  wenn 

gesetzt  wird,  weil  dubpi  nur  die  dritte  und  die  hnhcren  l*oten7!Pti 
von  a:  unberücksichtigt  bletbeo.    Statt  der  zweiten  üitiichuug  kunu 

171*  tft 

neo  aber  acbreibeii  («  — — -^(a* --»^>)=0,  d.  b.  nU  Be- 
riieksiebtigung  der  enteil  GletcbnDg  —  =  oder  wenn  oinii* 
dureb  a^6sssj^  dlvidlrt,  «+^ssl>  m  dasa  atao  «s^^^ 

uud  ^  =  ^gfff""»  folglicli 

 2/yi  -f-      H-  1 M' 


folgt 

Von  der  arip:;pnäherten  Richtigkeit  dieser  Gleichung  knnn  man 
sieb  uuob  a  posteriori  tiher^eugcu^  wenn  iiiuii  heidc  Seiten  dcrsel« 
ben  nach  Potenzen  von  a:  entwickelt^  wodurch  man 
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(OT-i)  (2W-1) 

24  W 


8    '  W   ' 


also  dnreh  SobtraktioD 

1^— —     gw4-f;/<-4-l)u._ffl»-l    X.,  (3»t~-2)  /o?. 

erhält,  woraua 

r 

no)  i/i^^ - ^^'fdh^lLt'Jf  Piff  <; ^'ni  y 

folgt. 

Will  mao  diese  Formel  nuf  die  Gleicliuttg  (9)  ttoweiiüeiit  so  hat 

man  a:  =  r  —  1  zu  «tcUcu,  uii«i  eriialc 

I 

oder 

^-IS  

Ist  der  ^  jältriiclie  Vemelmiiigflliiktor  aus  de«  gogcbeneii  jahr- 

lieben  fUr  den  Fall  cu  finden,  dass  die  Zinsen  eioes  Joden  Termins 
bis  snm  Schlüsse  des  .Itthres  nur  einfache  Zinsen  (ragen ,  so  hat 
man  die  C!lcicliung  (())  nach  aufzulösen.  Setzt  man  der  Gleich- 
förmigkeit wep^eu'  wiederum  r  statt  r,,  so  führt  die  cbengcnaunte 
^loichnng  veniillelst  einer  oinfoeheB  Redaktion  auf 

und  gieht  also 


wo  aber  in  anierm  Falle,  wo  nur  das  poiitiTe  Zeiehen  ge» 

non»eD  werden «dari  Deasafolge  erhält  man- 

(12)  V'-l=jj±^  {-H-|/l  +  2(l-^)(r-.lH 

oder  mit  Anwendnog  von  (10),  wenn  und  j;^2(l — ^i^"^) 
gesctat  und  redneirt  wird. 
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(W)  r-i  =  —  ,  Dur.  <i^)'  {^', 


r—  1  1 
WO  »"-"l<--j^^  ■  imd  4io  Daff.  dmbolb  nH  jjj-^Ti  Boltiflicirt  iti, 

wea  ««—1  ditieo  Faktor  iiac,  io  4«M  y««**  ürt. 

Mao  kann  diese  Formel  auf  folgendem  kUrzero  Wege  (Inden, 

wenn  man  die  lukbnsequeuz  zulassen  wiii,  für  einen  uud  denselbeo 
Zeitraum  Tvrc'i,  wiewohl  nur  sebr  wenig  verscbiedene  Vermebmogs* 

faiitoren  auzu wenden: 

.  lat  der  jübrliche  Venoebmogafaktor  und  r  der  eotepre- 
elieiide  Zinsfius,  so  wird  — wenig  Terschieden  sein  too  «* — 

ff» 

Jedenfalls  als  ein  Näberuugswertb  des  letztem  ttogeüebeo  werden 
ktaesw  Wild  dite  die  obige  qoedpo^MM  C;ieidiui|jf  «tf  die  Fora 


gcbraebt,  so  kann  mau  rechts  statt  aetseo,  aod  erhält 

dann  für  a^  dea  aoter  (13)  atebeadea  Ausdruck. 

Will  man  aus  dem  gegebenCM  jH^rlicheu  Vermehrungsfaktor 
den  entsprechenden,  d.  h.  denjenigen  Ziustuss  finden,  dessen  Zin- 
aen  den  Zinsen  des  ffegehenen  V  er^ehrungsfaktors  der  Zeit  nach 
propoitioaal  aiad,  ao  aat  nwa  Dir  dea  Fall,  dass  der  Vermeiirungs- 
faktor  von  Termin  zu  Termin  nach  Zins  und  Zinseszinsen  genom* 
mcn  werden  soll ,  (]\o  Gleichung  (3)  und  fiir  dfTi  FhII  .  duss  lieim 
gegebenen  Vennehrungsfaktor  die  Zinsen  eines  j^dcu  Termin»  bis 
xam  Bode  dea  Jahres  nur  einfache  Zinsen  trugen,  die  Gleichung 
(7)  Back  r  avfetfUfaea. 

Ana  dar  arafera  der  beides  g^aoalflt  ^leiehnigen  findet  nun 
aber  .        ^  - 

(14)  r=H-in(l/r'-l) 
oder  mit  Anwendung  von  (10)  nach  einigen  leichten  Reduktiooea' 

(15)  rs  f  ,  Diir.  <^  (1  (r'-l)% 

w 

wo  für  die  Differeas  eiae  &bnliebo  Erinneraug  gilt  wie  bei  (13).  . 
Aaa  beiden  Ausdrücken  aiebt  man ,  daaa  r  abniauit,  wenn  na 

wüchat.   Vm  die  Grenie  dieser  Abnalme«  an  fiadfia,  aetse  aiaa 

1  ' 

tn  _ 

1/V=  |1  Hh('^— *  l)!"*  und  cutwickclü  die^e  Poleuz  nach  deui  bi- 
nomiaeben  Satae.  Hierdttrcb  fiadet  man 

nlao  für  m=ao 
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(1«)  r,m.r=!-+-(r'-l)— ^r'-l)•-^-U'^-l)»-^r'-i)*-f..... 
wu^u^  maD  bekaouUicb 

lim.  r  =  1  -4-  /»  .  r' 

setzen  kann.  Dieser  Wertli  fiir  lim.  r  hHtte  strh  auch  unmiflelbar 
erarebeu,  wenn  man  die  liierber|{eli«»reu4e  i^ieichuo^  (5)  nacb  r 
autgelöst  hätte.  Will  ■an  in  4cr  Piaxis  den  natfinicbeD  Loga- 
tidinus  jnit  dm  getrohftlicben  vertainebeD,  an  hat  man 

in  adMii  md  etlilllt  «lao 

(17)  lia.  rssl-t- 2.  3035851  X  log  r*. 

Varlangt  auw  statt  dieaea  Anadrucks  einen  bequemeren,  so  bat 
man  in  (15)  in  aatMn,  «nd  flndm  dann  Mgandwi  kirn- 

vaichend  gnnanan  Wütnnmgwrartfc 

(18)  liai-rs—^,  Diff.  <^(r'-l)«,  , 


Ibr  weldie  Fmwfll  aidi  der  ZusaaMaenbaag  mit  aoglaidi 

giebt,  wenn  mn  s=s  2^yZ"rf  "■^ 

Quotienten  dorcb  gewöhnlicbe  Divibioo  iu  eiae  uiiendiicbe  Reibe 
vanraadalt. 

Zar  AniKtang  -  der  GM^hnng  (7)  gdba  ann  Ihr  vof4ar  die 
Forn 

Wanna 


folgt,  iodaai  wiederaai  wegen  r^l  unr  daa  poaitive  WarseliQidien 
genommen  werden  darf.  Statt  dea  elwo  gemdeaen  Wartha  iKano 
■an  nndi  netaans 

(19)   r-l=:jj^^  |_i-^.^i^2(l-^) 

oder  «it  Hintnsiahnng  von  (10),  wenn  man  Mar  aas 2  nod 

;r  s:2(l  —  i)  i»^        ««t*t  «ad  reducirt, 

Selil  «aan  ^»O,  «o  «rhttt  «an  nna  -(10) 


(21)   Um.  r  =  i/V  —  1 
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und  oäheruiigiweiie 

p»)  D»<-i-(,*-l)S 

ivie  es  der  Formel  (8)  gemäss  ist. 

Kudlicb  sieht  maa  aus  den  Ifocmelo  Q5)  and  (20),  dass  die 
beiden  Ifik«fiiiigfW€itbe  von  r»  respeetiv«  in  und  Bussredrückt, 
Biteinander  übereiostimmen ,  so  dass  also  in  allen  den  FdUeo  ,  wo 
jene  Näheron g-swerthr  fnr  binreicbeDd  erachtet' werden,  Mdn  Ver- 
BiebruDgsfactureo  nicht  voq  einander  verscbieden  sind* 

Aus  diesen  UntersncbuugeD  gebt  hervor: 

1)  Dom  de«  ZIntfbiM  r  iwei  «iMiBuieiigenetste  JSbrliebe  Ver-r 
■lebiiingsfactoren    und  r*  Mitipftcbtti,  bei  welchen  l>eiden  Toraus- 
gtesetEt  wird,  dass  die  Zinsen  schon  im  Laufe  des  Jahres  in  glei-  l 
clien  Zwischenräumen  ziirn  Kapitale  frrsclilap;en  werden  und  Zinsen  ! 
tragen;  dass  die  Ziusjeo  eiues  jedca  Termiuä  der  Zeit  nach  prüpur- 
tioBal  den  snoi  Zinafcne  r  gehörigen  Ziam  tini;  dan  nmt  bei  '| 
den  Yennehrnngsfaktor     von  Termin  sn  Termin  nach  Zinseszio-  * 
sen  cfererhnet  wird,  während  bei  dem  rw^Jten  Vermehrang^sfaktor  \ 
r     r"  die  Zitiscn  eines  jeden  Termins  während  der  übrigen  Dauer  des  ' 
Jahres  uur  noch  einfache  Zinsen  tragen«  ^ 

S)  Dan  der  ZiMAwt  r  drei  terMidieb«  VerBelMngnfaidlom 

^  — 1  y  und       unter  sich  hut,  bei  wclcLcm  die  zu-jc-     ■  ^ 

böriaren  terminlichen  Zinsen,  dei;  Zeit  nach  iproportioual  den  dem 
SUnmiMe  r  zuffehöriffen  Zinsen  sind,  welche  aber  alle  drei  den  ' 
jährlichen  Zioinss  r  hemrbringen,  nod  zwar  der  ente  #  dadurch» 
dass  maii  während  der  ganzen  Dauer  des  Jahres  nur  nach  einfachen 
Zinsen  rechnet;  der  zweite  #'  dadurch,  dass  man  von  Termin  zu 
Termin  nach  Zinseszinsen  rechnet»  and  endlieh  der  dritte  da- 
dnrcb«  dass  man  zwar  Hir  die  Zlaaea  eines  jeden  Temhii  wiedem 
Zinsen,  «ber  für  jede  Rate  wabread  des  iMcb  ietgoideii  Tbeib  den 
Jahres  mir  einfache  Zinsen  reebnet. 

Endlich  ist  ersicLtlich,  dass  für  die  im  Liaufc  ciues  Jabres  Cäl« 
hg  werdenden  Zinsen,  noch  viele  andere  Arten  der  Benotziiag.aii-^ 
l^neainieB,  naateatlidi  iSr  die  Ziaiwwiaawi  eia  aaderer  Ziaefim 
als  für  die  Zinsen  des  Kapitale  fett  Clraade  gelegt,  und  danach  die 
entsprerlipndrn  Vermehrungsfaktoren  ?)prccnnet  werden  können. 
Diese  Rechnungen  werden  sich  uKcr  ihrem  Gange  nach  nicht  we- 
sentlich von  den  vorbergebend^ßu  unterscheiden  and  seilen  daher 
filr  Jelat  vaerörtert  gelasaea  wardea. 
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lieber  die  Theorie  der  EiiminatioD. 

Von 

dem  Beransyeber. 


Erste  Abhftndiiiog. 

Bie  iu  neuester- Zdt  von  einigen  aasgeseicbneteo  Maikemati- 
kem,  iiisbesoDtlarc  von  Caucliy,  Sylvester,  Riclielot,  Sar. 
riiR,  v<'röfTpntlirl«(l»'n  UiitcrHiH'linrig'ün  üher  die  TTiforH*  der  Klinii- 
natiüo  mit  mofflicbster  Deutiiclikeit  uud  Vollständigkeit  darznsteU 
len,  ist  det  S^eek  einiger  ABhaDdluofren  über  diesen  wicfatigen 
CSegenstand,  weldke  ton  jetst  an  in  (Irin  Archive  nach  nnd  nach 
ersclicinen  wrrdrti,  «od  von  denen  die  erste  liier  vorliegt.  Dirsr 
lintersuchnng-cn  betreffen  zwar  sämmtürh  mir  die  Elimination  der 
nabekannten  (^irösseo  aus  Gieicbjingcn  huiicrcr  Grade j  die  Üentlich- 
keie  ünd  der  Zosamnenbang' scheinen  uns  aber  su  fordern,' dass 
nir  unsere  Darsteiinng  mit  einer  altern  Dnteranebung;  Canchy^s 
ühvT  dir  Fliniin;ifion  der  iinfirkrinnten  («rossen  aus  ( .'Irirlumc^fTi  des 
ersten  (»rad««  oder  sn^enauntCD  linearen  (ileirliuageu,  ilit'  nicht  so 
Wkannt  ^«worden  uud  so  viel  Beachtung  gefunden  /u  haben 
seheiat,  wie  sie  tefdieat,  begioBea,  md  wir  wollen  daher  jetzt  to- 
gltick  sa  dieseii  Gegeastaade  übei^ehea. 

Zu  dem  t^^ada  wollen  wir  auuebmeu,  dass  zwischen  den  m  uu- 
bekaaalea  Gröasea 

die  folgenden  u  Gleichungen  des  ersten  Grades: 

m^of  H-  ^«y + c,* -H . . .  -I-  g^m -4-  A»r = ä», 

a«  f  •  w. 

wo 
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^Ot    ^O?    ^'lo  '  •  •  ^BTo»    ^OJ  ? 

g%9  ^x>  ^iJ 

^'m»  *  •  •  Ä"»»        ^« » 

sämmtHcb  bekannte  Chrössen  bezeicbuen,  ^e^cben  seien,  uu«l  dass 
an«  diesen  Gleicbutigen  die  in  Rede  gtehenden  »  unbekannten 
Grösseti  bestimmt  werden  sollen,  wobei  es  zuerst  vo'raiigiich  «af 
den  Beweift  des  folgenden  Lebrsatzes  ankommt« 

Ltthrsatx.    Wcuu  d^,  ,,f;[^  h  beliebige  uu^lei9be 

€r5saen»  deren  Ankniil  n  sein  mag,  beseielinen>'aiid 

A=  


gesetzt  wird;  so  ftnÜert  das  Produet  jederzeit  sein 
Vorzelcbeu  obne  seinen  ulisolntcii  Werth  zu  ändern^ 
wcuu  mau  zwei  bcliebio^e  der  lärössea      4^»  . .  •  ^»  4 

gegen  einander  vertaUHcbt.  .  . 

Beweis.  .  Dm  dieser  SaCa  für  «:1b 2  gUt»  eibeUet  Mni:iw 
Stelle  MU  elne^  blstssen  Ansichl  der  Gle&dinng 

Bben  so  leicbt  erbellet,  dass  derselbe  fttr  «äs 3. gilt,  wsiui  man 
mit  dem  Pirodnete 

die  Prodacte 

{a   -  fj)  (c  —  /j)  (c  —  ö), 

« 

.    (^  —  c)  (»  —  <?)  (a  —  ^>,  . 
(c-a)  (Ä  — a) 

welche  aus  jenem  dnrcli  >  rrtanscliuner  von  er  und  a  und  r,  ^ 
und  c  pyogen  ciuaiHli-r  Ii tr vorgeben,  veigleicht.  Kanu  man  nun  be- 
weisen^ dass  der  8atz  tür.  ■  •  -  . 

/V«=(*-«)  ...      ..  . 

X(c  — «)  (c  — '  .  ,  .  ■  • 
X(«--«)  (d-^/) . . .  (f-^)  (.-/O 
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t 

gilt,  wenn  er  für 


(//  — -  c)  (//  -i/)  . .  .  -"^) 

g-ilt,  so  wird  srine  iillg-eme^nc  Gültigkeit  ausser  Zweifel  gOMtst 
sein.    Dies  kuDu  abt  r  auf  folL^eudf  Art  bcwieseu  werden. 

Vertauscht  mau  iu  /Vf-i  xwei  fc^lemeute  gegen  eioander^  so 
ktoeii  dies  snent  swei  io  der  Keike 

0,  ^,  ^ 

vorkommende  Elemente  sein.  Weil 

ist,  /*„  nach  der  Voraussetzung  in  diesem  Falle  sein  ZeichfD  ändert 
okue  seioen  absoluten  Wertb  zu  ändern,  uud  <!as  Product 

(i-^)  (»-^)  (^--Ä) 

in  diesem  Falle  offenbar  völlig  ungeandert  bleibt,  so  ändert  Pn+\ 
sein  Zeichen  ohne  seinen  Werth  zu  ändern.  Die  vertauschten 
Elemente  kunueu  aber  auch  irgend  eins  der  Jbieiuenle 

a,      e,      ,  ,  .  h 

and  das  Element  i  aein.  Nehmen  wir  nun  z.  &n,  das^j  man  die 
Elemente  d  und  ♦  gegen  einander  vertauBeht  habe,  wobei  der  AU* 
geaenkell  dei  Bewewee  dnrehaas  kein  BIntnig  geschieht,  dn  mui 
aogleick  tbenehen  wird»  daas  sich  derselbe  in  jedem  nnden  Falle 
eben  ao  flikren  UMi  w  «iid  «an  iVi-i  dn»  PMmI 

X(e— «)     — — — 0 
X(/-a)  (/-^)  (/-c)  (/-*)  (/-e) 


X(A-4i)  (Ä-Ä)  (Ä-c)  r^-flf  (^J-e)  . , .  (Ä-^) 
X(if—«)  (rf-*)  (rf-l)  (rf— . . .  (rf-^  (rf-il) 

erkatten.  Dn  die  Amakl  der  Pnetoren  des  Predncti 

X(</-<)  («/-/)  . . .  4) 

offenbar  ungerade,  und  folglick 

(e-O  (/'-.•)•••(*-<) 
X(rf-  0  (rf-  e)  (rf->/) . . .  (rf-  /O 
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ist;  to  ist  uttcli  ilem  übi^eo 

X(/-*)  (/-I?) 


Xic  —  a)  (c  —  Ä) 

Yif^m)  If-Sy  (f-e)  (/-.rf)  (f^e) 


XiA-a)  {h  —  ö)     — <r)  ^k  —  i{)  {h  —  e)...{h^g) 
X(»-«)  (i-^J 

d.  i.  49=— 'Pii+i,  woraus  sich  ergiebt^  dass  sueb  in  diciwi  Palto 

/5n_T  sein  Zeichen  äoüert  oline  »einen  absoluten  Werth  sn  ändera« 
Hierdurch  ist  nun   vollständig-  bewiesen ,    dass  der  Sfttz  fär 
Pit+-±  giU^  weuu  er  iür  /^m  gilt,  uud  ciulier  jetzt  seine  aiigeuieioe 
Giiltiffkeit  dargethaa. 

Anmerkiing;  Weoa  unter  den  Grössen  0,         dy ,  k 
leiche  vorkommen,  verscb windet  dns  Prodiict  P,^,  und  verschwin- 
et  auch  jederxeit  dann  noch,  wenn  man  zwei  beliebige  der  iu  Hede 
stehenden  Grössen  gegen  einander  vertauscht.    Man  kann  daher 
'auch  in  dea  Falle,  weno  nater  den  Grössen  d^,  ^, ,  h 

f leiche  vorkonunen»  den  voruren  Sntn  ab  cfilQir  betneuen.  weil 

^.  4. 

Der  Kürze  wegen  wolien  wir  von  jetst  an  bloss 

X(Ä-.#)  (A-^)  (h^c)  (hr-d)  , . .  {A--g) 

lelnett*  Die  Glieder,  aus  denen  dies  Product  besteht^  wenn  nan  es 
Tollatindig  entwiekelit,  haben  säauatUeb  die  Pom 

wo  M  tiiue  gewisse  cuustantc^  d.  b.  vun  a,  ^,  Cf  , , .  gf  A  ganx 
«naMaflcigo  GitfMe  benaielinat,  and  offaator 
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d.  i. 

« + r -I-    .  +  Ä -M* = W  Ii  —  1 ) 

ist,  zugleicb  aber  auch  bemerkt  werden  mnss,  dass  k«^iner  der  Ex- 
ponenten tty  ß,  y,  .  .  .  X,  f*  grösser  als  m  —  1  ist,  weil  in  dem  Pru- 
ducte  /*  jede  der  Grössen  6,  c,  d, .  , .  A  oü'eubar  nur  (<•  —  !) 
mt  vorkommt.  Da  das  Prodnct  P  nacli  ^  X  le»  Zeichen  ändert 
ohne  seinen  absoluten  Werth  zu  ändern,  wenn  man  zwei  beliebige 
der  Qriisseu  //.  //,  .  . .  ^,  z.  B.  «  ttod  gegen  einander 
irei'tauscbt^  so  muss  dem  («licde 

Mt^bßcY  .  .  .  gX/t^ 

in  der  Entwickelnng  von  P  notkwendig  ein  anderea  Glied  von  der 
Form 

entsprechen,  and  P  wird  sieh  also  als  ein  ans  lauter  Gliedern  von 
*   der  Fora 

bestohcudos  PolyMHB  darstellen  lassen. 

Bezeichnet  nun  TT  die  Function,  welche  aus  P  licrvore^ebt, 
wenti  man  in  jpdcin  Güeile  von  P  die  Potenzex|>on<'uU*n  in  blosse 
«nten  aul  der  rechten  ^»eite  der  Elemente  den»eibeu  beigescbriebenc 
Indieen  v«rwiMMltlt>  wodureli  das  Glied 

in 

Sbergeht,  so  wird  die  Fonelion  U  ahs  laofter  Gliedern  von  der 
Form 

bestehen,  nnd  dnlier  ebenfiüls  ihr  Zeichen  ändern  ohne  ihren  aheo* 
Inten  Werth  an  indem,  wenn  man  swei  beliebige  der  Elemente 

ff,  Cy  d,  .  . .  g-,  h  g-etsren  eiiumdpr  vertausclif.  Setzt  man  aber  in 
dem  vorstehenden  Gitede  von  i/,  ubiie  a  und  ^  gegen  einander  sn 
vertauschen«  bloss  b  für      so  wird  dasselbe 

und  verschwindet  also,  woraus  sich  ersieht,  dass  die  Function  B 
jederzeit  verschwindet,  wenn  man  für  ein  beliebiges  Element  irgend 
ein  anderes  Element  settt,  ohne  diese  beiden  Blemente  gegen  ein> 
ander  zu  vertauächcn. 

Da  nar!t  rlois  Obigen  keiner  der  Indices  a,  ß$  i,  , , ,  k,  fi^ 
grös^.  als  u — 1  ist,  so  kann  inan«  indem 

gewisse  von  a  ganz  uuabbäns^tGfe  Grössen  hexeicbnen9  die  Function 
Ii  otfenbar- jederzeit  nnf  die  V  nrm 
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briüirdi.  und  oaeii  dem  VorliergelieadMi  hat  man  bdo  die  folgeodcra 

Gleicliuugen : 

O^AoCo  H-         -h  J^t^t  H-  >^,Cj  +  . . .  -I-  jim^m-U 

n.  1.  w. 

Mtiiilicirt  Mm  jelst  die  gegebenen  Gleielrnngen 

n.  n.  w, 

oacb  der  Reihe  mit  Ji^^  .  . .  ^it_i  und  oddirt  sie  dann  zu 

einender,  ao  erbUt  aan  naeh  dem  Obigen  die  QieiehnDg 

aus  der  sich 

'«'•«o-*-        -f-  ^»«1  -+-  ^»a,  -I-  h  .^fji— . 

oder 

ergicbt,  wodurch  also  ^  g^cturideD  ist.  Hei  der  wirklichcu  Knt- 
Wickelung  des  a:  hat  luau  »ich,  wie  bicruuH  hervorgeht,  auf  fol- 
gende Art  an  verhalten: 

Unn  entwickele  da«  Prodnct 

y{e^m)  (4?  —  *) 


X(/*  —  a)  (//  —  6)  {/i  —  c)  {/i-d).     {Fl  —  -) 

UDd  verwandle  in  allen  Gliedcru,  welche  jedoch  durch  Eiutülirung 
des  Exponeuteu  Null  jederzeit  sämmtlicli  8<t  dargestellt  werden 
■Bnen,  dass  jede  der  GrSasea  «r,  6,  . .  .  h  \u  ihnen  ala 
Faeter  vorkommt,  die  Exponenten  in  bloaae  vnten  zur  Rechten  der 
entsprechenden  Grössen  Htehcndc  Indices;  so  ist  der  An^druck, 
welchen  man  auf  diese  Heise  erhält,  der  Nenner  des  liruchs, 
durch  welchen  die  unbekannte  Grösse  jc  dargestellt  wird,  aus  dem 
Bun  dann  femer  den  encapreehenden  Zfthler  erhält,  weiAi  man  für 
a  ttbendl  4aa  Symbol  k  «etat. 

TImOU.  6 

« 
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Cebriffeos  Iimiii  Bau»  wie  iMsb  «iis  de»  Obigeu  oMiUtettaff  «r» 

gelebt,  attcb 

 (//  —  ^)  X  (f      A  I  (r  -  ^)  X  .  ■  .  X      —  ^•.)      —  ^0  (^^  -  cj  ■  •  (A-^g) 

( ^  -  «)  X    — •>  ( c  —    X . . .  X  (A  —  •)  (*  -  iti  (A  —  ) . .  (i  — 

setzen,  wenn  man  sich  nur  crinAert,  dam  sowoU  im  Nenner,  als 
uuch  im  Zähler  dieses  Brurfis  PotcnzeA|»oncntcn  wie  oben  io 
blosse  Indifp's  verwundrh  werden  müssen,  wobei  man  ;tber  auch 
nicht  unbeachtet  lassen  <lart',  duss  uian,  bevor  diese  Voruandluug 
der  PoteDsexpon^nten  in  Indic«»«  wirklicn  vorgenommen  wird,  alle 
Glieder  des  Nenners  und  dc«i  Zählers  so  dnralellea  muss,  dass  in 
denselben  respective  die  sämmtlicben  Grossen  r/,  t/,  .  .  .  g-^  h 

und  X',  ^,  ft,  .  .  .  fi  als  Factorcn  vorkunituen,  wozu  maa  durch 
Einfübrung  des  l'^xpoiienteu  Null  leicht  G^elangt«  ' 

Leicht  erbeUet  nun  aber  anch,  das^  maa  die  Warthe  der 
aÜmmtlicbeo  nnbekannten  Grössen  a:.  y.  r  nach  der  fol- 

genden ganz  allgemeinen  Rcsrel  fimfen  kann: 

Man  entwickele  das  Product 

■|  •••«•-*•••♦ 

stelle  mittelst  1!  i  n  f  il  ti  r  n  n  des  E  v  ;>  o  n  e  ti  ten  Kllll  die 
Glieder  dieses  L'roducts  so  dar,  dass  ein  jcdes  Glied  die 
sämmtlichen  Grössen  «r,  b,  c,  d, . , ,  k  als  Factoren  ent- 
hält,  und  Terwaodle  in  jedem  Gllede  alle  Potenaexjio« 
nenten  in  Indices  auf  die  oben  näher  n n  gegebene  Weise; 
HO  ist  der  Ausdruck,  welc)MMi  nutn  erhält^  der  gemein- 
schaftliche Nenner  der  Grossen  .  .  .  r/,  f,  aus  dem 
man  dann  ferner  'die  cutsprechenden  Zähler  erhält, 
wenn  man  das  Symbol  k  respeetiire  für  die  Symbole 
h,  r,  ft,  .  .  .  g,  h  setzt. 
Von  der  Richtigkeit  dieser  Regel  kann  man  steh  ohne  Sohwie* 
rigkeit  auf  folgende  Art  überzeugen.   Setzen  wir 

 y(^,     c,  d,  .  ,  .  g,  A) 

WO  nämlich 

n=f{a,  6,  e,  rf,  A) 
gesetst  worden  ist,  so  ist  offenbar 


9\l\  Oy  c,  d,  .  . 

.  f,  b) 

'  f,  Ar 

b,  Oy  d,  .  . 

'g,A) 

y  (r,        <  .  . 

.  ir*AY 

U.  8.  W. 

»(^•,      c,  <^  .  , 

'  g^  a) 

4     ^  .  .  .  f-,  «)• 
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r 

Nach*  der  am  de»  Olngeii  lickttoiiteD\6fii]ideigeliiehafi  der 
Function 

4 

oder  Tielaehr  der  Fmiction  P  iet  ober 

5P(Ä,  4 • . •  ^,  i)ss— 9(1^  ^e,  4,,„,^y  /i), 
5p(c,  If,      d,,  ,,gy  ^)=s— 6;  c,  49^ .  . .  /^), 

0.  9.  w. 

9(>*,     c,  ä,...gt  «)  =     8P(«^  ^,  c,  <^  . .  .  ^,  A)i 
und  notärlidi  ebenso 

c,      . .       •)»  —        ö,      il,  .  .  .  g,  X'); 

nlso 

c,  fi,  .  .  .  g,  Ii) 

(f  {a,  /j,  c,  d,  .  .  .  g,  h) 

 ^,  g,  rf> . .  .  g^,  /*) 

 b,     dy  .  ,  .  g,  &) 

y(a,     c,  rf,  .  .  .  f  ,  A)» 


U.  8.  W. 

qia,  />,  c\  d,  ,  .  ,  k) 
tpiaj  b,  e,  d,  .  .  ,  g,  Ay 


woraus  ilie  Richtigkeit  der.  obigen  Rr^nl  uomittelbur  f^riiellct.  ' 

Uui  diese  Regel  durch  ein  Paar  lL»ei2>piele  xu  erlautcru,  habe 
■on  snenl  die  «wei  Gleicbungeu 

mit  den  zwei  uubekunnteu  l>rüs6eu      y.    In  diesem  FalJe  i^t 
oder  Tielioelir 

Ps^tif^b^—m'b: 
Alto  iet  der  goMtBecboftliclw  Neooer  von  m  «od  y 

und  die  euUprccLendeu  Zäijlui  sind 

^0^1  ~-X|^»  "o*i  «o^i  — a^k^. 

Also  i«t 


Auch  kono  aan 
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Hetzen,  wenn  man  nur  auf  gcwöbnliche  Weise  alle  Potenzexponen* 

{on  in  Indicps  verwan(1o!f.  IVlan  inuss  nHmllclj  <Ji<»  beldeo  TOrber^ 
geheuden  Gleidiuogeu  zuerst  auf  ioigeude  Art  schreibeo: 

lind  f*rh,ilt  dann  durch  Verwaadliingp  der  Poieuzex^oaenten  In  In- 

diccü  auf  der  Stelle 

ganz  wie  Torher. 

Es  Miea  ferner  die  drei  Gleicliungen 

a^x -I- -fr- = ^o» 

-I-  ^aSf  +  e,« = ^« 

mit  den  drei  uubekanuten  tirüsseu  or,  «  fireffeben.  In  diesem 
Falle  tu  .  ' 

uod  folglich»  wenn  man  dieeea  ProdacC  entwickelt, 

uder 

Abo  iet  der  geaeineebeftUche  Nenner  toIi  Of,  y,  » 
Die  ZäUer  ?on  oft  Sff  *  ■'■'d  aber  respective: 

und  es  ist  folglicb 

■ 

Ml*«  — -t-«l*««0  ^«A«*  -h«!*«*!  — «t^l«. 

Uebrigens  kann  man  die  GrSuen  ^,  y$  »  ancb  unter  der  Pom 

(i^l)  (c^Jt)  (c~3) 
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 (^— g)  (c  —  a)  (c  —  A) 

^ —  (6  —  «)  (c  —  o)  (f  —  • 

^{Ä  — «)  (c  —  rt)  (r  —  //) 

dttrstelleu,  wenn  mau  nur  uacU  <l«r  Kutivickeluug  der  Zähler  uud 
«Ics  gemeinschafiKebeD  Nemiert  alle  PoteotexponeoteD  auf  bekaoote 
Weise  in  Indiees  verwandelt. 
Sind  die  vier  Gleichungen 

-f-  ^»5f -H  «o*  +  rfo«  = 

swiicheD  den  ?ier  unbekauoten  Grösseu  u.%  m  g<'gcbeu,  au 

ist  auf  gans  äbiiliclie  Art  • 

_(A-k)  (g-Jt)  je^A)  (d-^k)  (d^h)  jd-c) 
^  —  {fi^a)  (c-«)  (c-A)  (rf-»)  (rf-*)  <rf-<f)» 

_^  i <     ^0  (<"  - g)  (c  -  X)  (</-  g)  (rf— (</—  c) 
(c-.«)  (c-A)  (rf-Äj  (rf-A>  (rf-r)' 

*  — ^Ä-«)  (ir-«)  (e— A)  \d^m){d-^k)  (rf— 

(c-g)  (c  — ^)  jk-a)  {k  —  b)  (l'-c) 

wrnn  man  nur  ancb  jetxt  wieder  alle  Zähler  und  deu  geiiK'inschaft- 
liehen  Nenner  gehörig  cutwickelt,  und  in  den  eiuzelueu  Gliedern 
aüe  Poteuzex|ionentett  auf  gewöhnliche  Weise  in  Indices  ver< 
wandelt 

^  Wie  man  sieh  in  andern  Fallen  sd  verhalten  hat  und  die 

Wcrtlic  der  nnbekanufcri  Gr??«ispn  iminer  loicht  nach  der  obigen. 
Reget     lin4en  kann,  erhellet  hieraus  deutlich  genug. 

5. 

Bevor  wir  nun  ferner  znr  Blimination  der  unbekannten  Grössen 
aus  Gleichungen  höherer  Grade  selbst  übergehen ^  wolleu  wir  zu- 
vörderst den  folgenden  für  die  ganze  Theorie  der  Eliminatioji  der 
nnbekannten  Grössen  aus  Gleiehnngen  Mberer  Grade  böebst  wich- 
tigen l^brsatz  beweisen. 

/^e/irsats.  Wenn  zwischen  zweiunbckanritfnGrös^fn 
zwei  Gloichungeu  des  mten  und  Mten  Grades  gegeben 
sind:  so  kann  die  Gleichung,  welche  durch  Elimination 
der  einen  der  beiden  nnbekannten  GrSssen  aus  den  bei« 
den  gegebenen  Gjeiobnngen  erhalten  wi-rd,  den  Grad  mm^ 
niemals  übersteigen. 

Beweis.  Zwischen  deu  beiden  uabekanuten  Grössen  .r  und  ^ 
sei^  die  beiden  nneb  Jt  geordneten  GUdchoogen 


*)  Dass  Bozout  und  Crauier  zwei  andere  bemerken^wertbe  Kegelu  mk 
Bestimmung  der  Dohekanoten  aus  Gleicbnngen  des  ersten  Grades  ge> 
geben  fasben,  satten  wir  hier  als  bekannt  Torsut. 
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Aar»»  -H  Ä^r*«-»  H-  r^r'^'-2  4-  .  .  .  -|-  ßfjv  -|-  iV= 0, 
.r«  +  ^ar«-i  H-  4-  ; , .  -h  A '^r  -f-     =  0, 

(lif  CoeflirlpTitfMi  <1f»r  Potcnxcn  von  sämmtUch  ganze  rarmoale 
aii^ebrius(  ho  FuucdoiK  n  von  ;y  sind,  gegeben.  Weil  tliese  beiden 
Gieicliuugi'a  nach  der  V'urautiäetzuDg  vom  «»teu  und  Mteu  Grude 
sind,  und  folglich  die  uDbekaoDten  Grössen  in  keiner  die  Mte 
und  Ute  SbenietgeBden  Dimension  entlialteu  können»  so  sind  die 
Functionen 

von  keinem  liÖhernr.Gnide  als  vom . 

Oten,  laten,  2teD,  Sten, . . .     —  Ijsten,  esten;  > 

die  Functionen 

A',  B',  C\  D\.,,  K',  U 

von  keinem  köhern  Grade  als  vom 

Oteo,  Isten,  2ten,  3ten, .  • .  (•  ^  1  jslen»  «ten. 

Dies  vorausjycsetzt,  wollen  wir  nun  zu  Ix-wilsrn  \ersuc1irn,  dass 
der  Grad  dor  G!i»irhnn^",  wclchr  \\\in\  diirrh  ^'liininaf ioii  \(»n  aus 
den  beiden  ubigen  Gieicliungen  erbait,  da«  Pruduct  mt^  oicbt  über- 
steigen kann«  Weil  A  und  A  Fnnelionen  des  Oten  Grades  von  ^, 
und  folglich  coostnnte  Gri>sflen  sind;  so  lunn  man  die  beiden  obi- 
gen Gleichungen  auch  Unter  der  Form 

wo  /*,  0  S^T  und  P\      . . .  F',  W*  lauter  muse  lutionale 

algebraisclic  FuDctionen  von  y  mnd ,  darstellen.  Man  denke  siek 
nun  heide  f-Ioicbungcn  nach  .t  ntifü^elöst,  iind  brzrifhnr  die  Wur- 
zeln iler  (.fäten,  'weiche  Kämmtlicli  Functiuneu  von  y  und  an  der 
Zahl  tn  sind ,  durch  ^,  ^,  .  . .  r,  «,  die  Wurzein  der  zweiten^ 
•  ireldie  ebenfiilla  simmtlicb  Functionen  von  y  und  au  der  Zahl  m 
sind,  durch  ff^  ^y**  ^%  0^1       üetst  man  JeCst 

f7=  (;,-^)...  (;,-,/)  (;,-.eO  Ö^-«^) 


X(r  — ;/)  (r— /)...(r  — «')  (r  — «/)  {r  —  u^) 

so  ist  klar,  dass,  wenn  die  bdden  gegebenen  Gleichungen,  wie  er- 
fordert wird,  sollen  znsammen  existiren  können,  l/zrzO  sein  musi» 
weil,  wenn  dies  nicht  der  Fall  wäre,  keine  der  Wurzein  p,  ^,  .  .  . 
r,  *,  t  einer  der  Wurzeln  p'  y', .  .  .  w',  t/,  uf  gleich  sein  könnte, 
welches  doch  notbwendig  eriordert  wird,  wenn  die  beiden  gege. 
beueo  Gleichungen  zugleich  Statt  finden  sollen.  Die  Olciäung 
f7=0  ist  also  die  Bcdingunp^sprleichuner,  welche  Statt  finden  muss, 
wenn  die  beiden  gegebeneu  lileichun^^en  zuRammen  existiren  sollen, 
d.  h.  eben  die  Gleicnung,  welche  durch  die  hlinunution  von  a:  aus 
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den  beideli  g«ffebenen  Gleicliungeo  entspringt,  nnd  es  komiut  nitn 
ledi^licli  darauf  an.  <if>n  GrnA  ru  beatinunea)  Us  sv  welcbem  dicsi; 
Gletehnng  höchstens  steigen  kann. 

Vor  alloi  Dingen  miinseo  wir  setj^cn,  das«  die  Fnnctioii  U 
jederzeit  eine  ganae  ratioanle  algebraische  Function  von  y  tat. 
Weil  nnoh  der  yoranssetemig  f^^  ^,  * , ,  i&  die  Wnrx^ln  der 

Gleichung 

-h  P'^-^  -I-  U'ar^-^  +  .  .  .  -h  V'  r  H-  TP  =  0 

sind,  so  ist  naobider  allgemeinfii  Tlieorie  der  Gleiotangen  flir 

jede»  jp 

(ar  —  ^),..     —      (ar— »')  (of^ti^h 

iiod  folglich  ' 

'  '     .  u.  s.  w. 

-    -  ^     -  ^) , . .  (r  ^      (r  - 1^)  (r  -  «0. 

=  (^~/H'-iO-. (^-*'')  (^-«'>  . 

.  Also  ist  .  ' 


X(r"  +  iV*»-i  +  ^r><-'+...-t-  FV4-  IT') 

Da  L'  seinen  Werth  nicht  ändert,  wenn  man  zwei  beliebige 
der  Grössen  p.  . .  .  r,  «,  /  gegen  einander  vertanscbt,  .und  ofliea* 
bar  eine  ^anze  rationale  Function  di«»er  Grössen  ist,  so  ist  eine 
ganze  rationale  symmetrische  Function  von  7, . . .  r,  «,  t.  Ans 
der  fillgemfinen  Th(»(in<'  der  (Jleicluingcn  kann  aber  }\\cv  ^\\'r\\c\^ 
als  bekannt  vorausgesetzt  werden,  dass  »ich  jede  gan/c  rationale 
syniuielrische  Function  der  Wurzeln  einer  Gleichung  als  eine  ganze 
sationsle  Fanction  der  CoefBetenten  dieser  Gleichung  darnelten 
lüast.  Weil  nnn      7» . . .        /  die  Wurseln  der  Gleicbong 

sindi  so  ist  I' eüie  gaue  rattonnle  Function  von  ..  . iP,  71 
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Alle  tliese  Urösseu  sind  aber,  so  wie  auch  die  Grössen  jP,  Q,.** 
V,  W'i  naeh  der  Voraussetzung  ganso  ratioMle  alg^braitcbe  Fuiu> 
tioiieii  .TOB  y.  Also  ist  nach  dem  Obigen  offenbar  «och  ü  «iae 
ganze  rationale  algebraische  FuncfiDn  von  wie  behnriptot  wurde. 
Der  Grad,  ttis  zn  welchem  diese  FuDction  höchstens  steigen  kann, 
lässt  sich  DUO  aber  auf  folgende  Art  bestimnen. 

Haeh  dem  OMgea  aiid  dl«  you  der  GrilMe  ff  »MiiifreiMleft 
ffaozen  rationalen  älgebraischen  FnnetioDen  P,  Q, . . .  S,  T  nod 
iP',  0*, . , .  V,  W  von  keinem  liöliern  als  vom  Isten,  2i(^n,  .  .  . 
{m —  l)steD,  mten  und  Isten,  2ten, . . .  (is—  Ijstttit  üteo  ^rade. 
JDaber  bleiben  die  Grössen 

^     -iL  JL 
jr  dr     _r  ^ 

endlicb  lür  nnendlicli  grosie  Wertbe  von  y,  weleke«  alM  oSenbar 
«neb  TOD  dea  Werthea  Ton  a  gilt,  die  dea  GleioliaageB 

er  v  w 


genugea.  Da  aicb  aber  diete  CHelcbaagea  aaf  die  Pom  . 

briogeu  lassen j  so  erbellet,  wenn  man  diese  Gkichuugeu  mit  den 
GleiebuBgea 

a7"-f-  Är*»-!  -4-  Öar«-2 -t-  . .  .  -f.  AjT-H  TasrO, 

vergleicht,  auf  der  ilitelley  Uass  die  IVertbc  von  4»  welche  den  bei» 
den  obigen  GlfMcbungen  genügen, 

und 


y  y' V  y'  y'  ^ 


y*  y"**  y'  y'  y 


sind,  woraus  sieb  erffiebt,  duss  auch  diese  Brücke  für  uneodlich 
grosse  y  aicht  naeodUch  werdea.  - 
Daaer  wird  aacb  das  Pkodart 

)  ("y   ~"  •  •  •  ("j^  ~*  ^)  ("y         .y")  ^y"  "  y") 

X(f  -  ^)     -  -  7)     -  f)     -  7) 

X(y  (y"  ^)  •  •  •  *^    ~)   ("^  ^)  t  y"  ^) 


I 
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welclbw  «ifosbar  ss—  iit»  fiir  nncDdliek  gmwe  y  sielt  nwadlieli 

wonius  maD  non  auf  dsr  Stelle  aebliM*t>'  dsM  der  Grad  von  £7* 

oder  der  Gleichung,  welcbe  mnn  erhält,  wenn  man  die  Grösse 
ans  den  beiden  gegebenen  Gleichungen  elimiDirt,  das  Prodlict  M|l 
nicht  tibersteigen  kann,  wie  bewiesen  werden  sollte  *). 

■ 

♦.«.  ■ 

Wir  Wolfen  jetzt  annehmen,  dass  die  beiden  Gleiehangeii 

urfo^-f-^,«*-^H-^»^»^-f- . .  .  -H  ^..-!  2?  +  -^ji  =  0, 
Ä„ir« -f- i?,  ä:«-»  H- ^,^»^2  4.  . . . H- =  0, 

welche  in  Bezug  auf  die  unbekABBte  Gröaee      beide  vom  Uten 

Grade,  und  deren  Coeificienten 

ui^f  .  .  .  Atf-4if  Ami 

constante  Grossen  oder   beliebige   ganze  rationale  algebraische 

Functionen  anderer  unbekannter  Grössen,  nur  nicht  von  a?^  sind, 
gegeben  seien,  und  wollen  zeigen,  wie  sieb  aus  denselben  die  an- 
bekannte Grösse  a?  jederzeit  dnrcb  ein  «of  eebr  «lefbehen  Prilici- 
pien  berubendea  Vemiliren  elimiDfimi  lässt. 

Multiplicirt  man  nämlich  die  erste  der  beiden  gegebenen  Glei> 
cbuttgen  mit  —  die  zweite  mit  und  addirt  die  Gleicbpogen 
dann  zu  eineiider;  so  erhält  man,  wenn  der  Kürze  wegen 

A^B.^A,  B,^€^, 

^  A^B^-^A^  Bo=^C,, 

A^B^^A^  B^^sO^ 

0.  «. 

A^Bm-A  —  ^#»-1  B^i^f^  1, 
A^Bn-^ Att  ^o^Cw—i 

gesetzt  wird,  die  Gleichung 

Mnitiplicirt  man  ferner  die  erste  der  beiden  gegebenen  Gleicbuntr-en 
,  mit  itnt  die  zweite  mit  — Anj  und  addirt  die  Gleichungen  dann 
wieder  zu  einander;  so  erhält  man«  wenn  der  Kürze  wegen 

AaB„  —  An  Bf,=Bof 

A.Bn-AmB.^D^, 


")  Dtesmi  Beweis  des  obigeu  wichtiffeu  äaUeti  findet  man  dem  Wesent' 
liehen  nach  in  den  Ezercices  de  Balli^aMitiquea  par  Caucby.  T«  IV* 
p.  124.  Andere  Beweise  desselboi,  namfndieli  der  Ten  Poisadn, 
«iud  allgemein  genug  bekannt. 
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II«  0*  w> 

An—\Bn  —  An   //„_1  Z=  Z?^„.  i ,  '  « 

wobei  mat)  beMerken  kauu,  Uttä«  ==  C^h-a  >*^>  g<^tzt  wird^  die 
GleichuDg 

oder,  wenn  man  diese  Glcichunp^  durch  a:  diw*lirt,  die  Gleichung 
-f-  D.a^'-'^  -H  D^a:^  JJm^^x  -f-  iO«»^i:^0, 

und  hat  also  jetat  die  beiden  folgeaden  Gieiebnogen  des  («— l)fCeii 

Grades : 

Alis  dlnma  bvMen  GleichaogvB  I^lieft  nu  nnf  gnan  ibnlicb«  Art 
'  wie  vorber,  wenn  der  Kürze  we^cn 

Q.  8.  W. 

Co/>^i  —  C^iD^  =  B^ 

nnd 

C,ilU-4  —  Ci-iü»  sss 
V'  ■       S.  W.  ' 

Cn^lDn- 1  —  =  /  «— 1, 

— 'iDt^-~\  —  r  w — 1  Hn-~i        J'  n — 2 

gesetzt  wird,  die  beiden  folgenden  Gleichnngeii  des  (« —  2)ten 
Irades  ab: 

und  wird,  wenn  muii  dips*»s  VorfaKren  immer  weiter  fortsetzt,  je- 
derzeit eiidlicb  einmal  aat  zwei  l^ieicbuugen  des  ersten  Grade»  von 
4er  Poni 

M^^^  Mi  =  0, 

komaien,  au«  deueu  man  dann  Bogietch  durch  Kliminatiun  von  a: 
4t9  dieit  mbekanntc  Grösse  gar  nicht  mehr  cotbattende  Gleirbung 


>  & 
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erhält,  und  also  jetzt  an  dem  ZieU,  welcbei  man  su  erreidieo  be> 
absichtigte,  angelangt  isr. 

Dieses  Verfahren,  obgleicb  an  siek  sehr  eiofaoli  and  ibenlies 
völlig'  aKgemein,  hat  den  sehr  bedeotenden  Fehler,  dass  es  die 
End^leichtin^,  als  Folcfe  (Irr  RinfHhrung  fremdartiger  Factoroii, 
häufig  von  eioein  zu  iiuLcD  («rade  liefert.  Um  uns  hiervon  xu  über- 
zeugen, woUeo  wir  jetzt  einmal  annehmen,  dass  die  Coefßcienten 

-^o»  '^%>  '  •  '  -^n\  y, 

^O»    ^1»  •  •  • 

der  beiden  ge^beneii  Olf^Icbungen ,  die  in  Beziis^  auf  vom  isten 
Grade  sind,  in  Bezug  auf  die  in  ibocn  entbalteoe  uubekaoote 
Grtae     respective  v«sl 

Oten,  Isten,  2teu,  .  .  .  #»ten; 

Oteo,  Isten,  2teD,  .  . .  Mten   '  ^ 

Orade  aeSen;  so  sind  <!ie  Coefficicnten 

Cf— ^»Äg — A^B^^  D^^AJBn'^AnB^i 
Q.  s.  w.  Ii.  s.  w. 

Cn—\  =  Af,Bn  —  AnB^s   Dn—\  ~    i,i^}ß„  —  .i„ß„^i 

der  beiden,  aus  den  vorigen  (iIcichuQgeu  ubgeleiteteo  Gleichungen, 
welche  in  Bezug  auf  jc  vom  {m — f)sten  Grade  sind,  oflfeobar  in 
Bmng  auf  |f  mpectnre  fom 

Istite,  2ten,  Steo, .  . .  isten ; 

Mten,  l)8ten,  (#»  -f-  2)teo,  .  .  .       —  IJsten 

(>nide.   Ferner  sind  die  Coefücieuteo 

=  Coli,  -  C^D.,  F,  =s  €7,/>«-t-  i 

n.  8.  w.  II.  s.  w. 

der  beiden  ans  den  TorfaarfrebeDden  abgeleiteten  CSleicbttngeti»  die 
in  Bezug  niif  :r  vom  (m— ^tea  Grade  sind«  in  Beug  avf  y  offen* 

bar  respective  vom 

(ie«h2)leii,  («•i'djteii,  (i»-«^)toa, . .  •  Bisten; 
tüten«  (2«+  l>teii,  (2jsH-*S)teD» . .  .  (S^^Sjten 
Grade.  Anf  äbniiehe  Art  siad  die  Coefficienten 

G^^s^EqF^ — E^F^y  Hf,  SS E^Fn^ — Bit-^ » ; 

=  -^^o^ s  —  ^-'a^  o>  H^ZI^E^F ,_2  —  En—lF ,  ; 
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[den  am  den  vorber|^lMiideB  GleichuDveD  abgeleiteten  Glei- 
II,  weiche  in  Begog  euf  ae  von         3)teii  Grade  tind,  ii 


der 

diiiDgeii,  weiche  m  vegog  eut  von  — djten  vraae  tina,  \m 
Bexog  auf  y  olTeDbsr  respedive  to« 

(3«  ^  3)teii,  (3i» + 4)teii,  (3«     5)ceo, . . .  4itteD ; 

4«teii,  (4««t-l)iteii,  (4«»-|-2)(eB, . . .  (5«^3)teD 

Grade.  Die  Coefficienfen 

u.  B.  w.  n.  ä.  w. 

der  beid«!  eoi  deo  ToriMtgehenden  abgeleiteten  €r|eicbungen,  welche 
iD  Bezog  atif  X  Tom  {n  —  4)ten  Grade  sind»  mod  offMibar  in  Be- 
sag auf  y  jederzeit  respective  vom 

(7jii  +  4)teo,  (7»  -I-  5)teo,  (7»  +  0)toB» . .  •  &»ten  \ 

SiiieD,  ^-f-iyiten»  (8»-|-2)teD, , . .  (1N»—4)teB 

Grade.  Wie  oiaii  auf  dieie  Art  immer  weiter  gehea  kaaa^  erliellet 

hieraus  srlion  mit  hinreicbender  Deutliclikpit,  und  ni)prxeiigeB  wird 
man  sieb  nun  auch  lebr  leicht,  daas  die  (JueÜicieuteo 

Jtf«,  4fi  »d 

der  beidea  GleiebniigeD 

des  eraten  oder  \m  —  («t  —  l)|tea  Grades,  xu  deoeo  man  dnrcb 
fortgesetzte  ADwendaag  des  obigen  Verfahrens  immer  endlich  ge- 
lang in  Bemg  aof  ^  jf»deraek  lespecti? e  v«m 

(»"-•.m— l)teD»  (i^.mlteli  ««d        <  i»)ten,  (p»^,m^l^ 

Grade  sind,  woraips  sieb  dann  ferner  unmittelbar  ergiebt,  dasa  die 
gar  oidit  mehr  enibaUende'  Bndgleicbung 

M^üj  —     ß/^  s  • 

in  Bezug  auf  ^  jederseit  vom  (2«(— i .  iii)ten  Grade  ist.'  Nach  dem 

in  §.  5.  bewiesenen  Satze  kann  aber  unter  den  gemachten  Vorans« 
Setzungen  die  Kndgleichung  in  Bezug  auf  y  den  Grad  nn^m* 

niemals  übersteigen,  und  wenn  man  also  untersuchen  will,  ob  die 
obige  ElimintttioDtHnethode  die  Eudgleichnng  von  einem  zu  liuiieu 


Grade  iieiert,  so  kommt  es  darant  an,  die  Fille  an  ermitteln,  in 
denen 


m— si»>0 
oder 

2"-»  —  »  >  0  oder  2*-«  >  m 

ist.  Für  M  =  L  und  i»  =  2  ist,  wie  mau  leicht  findet,  ^"-^ti^m. 
l^ilr  lissS,  »=4,  «  =  5,  ^iii  =  6  ist  dogegfen,  wie  man  ebeDlalls 
leicht  findet,  immer  9>»->>f«»  wonns  man  tebliesit,  dais  für  i»>S 
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jeüertsk  »>-;t>M  igt.   f}«  die  «llfWMiM  Gültigkeit  duM«  8«t> 

SM  Sit  beweisen,  wollee  wir  aDDebmeD,  «lass  derselbe  fiir 
gilt,  SU  dass  2«  ~l  /#  ist,  und  wollen  drirrms  ul>zuleiten  sucIumi, 
dass  er  danu  jederzeit  nuch  für  /* -|- 1  igelten  nuiss,  wodurch  seine 
ttllgeiueiiie  UichtigkeiL  bewieseu  atm  wird.  Weil  auu  über  uacL 
der  VoraoMelsmiir  t^i>«  lit»  ao  ist,  «em  wun  mT  litideK  8ei- 
teo  mit  2  ninltiphoirt,  aueb  ^'«^•'ii»  oder  +      und  folg- 

lich ,  weil  u  >  2  ist,  offenbar  2«  >►  »-|-  1  oder  2(«-*-i)-l  >  »  1, 
80  dasa  alao  der  $ata  in  der  That  auch  für  a  +  i  gilt,  und  daber 
all^eueiB  itt.  Aua  den  Vorhergehenden  sieht  man,  dass  die  obige 
IStlpinetionsmetbode  die  Eadgleiebung,  wenn  »;>>2  ist,  imper  VOB 
einem  zu  holien  Crade  licferf.  uihI  der  Grad  de«  eingeflflilten 
fremdartigeo  Factors  ist  im  Ailgemeineo 

Für  «=:3,  «r=4,  «  =  5,  //  —  6,  «  =  7,  «  =  8,  n  =  9,  w  —  10 
ist  also  dieser  frpmdartige  Factor  respectiv«  vom  3tcD,  16trn, 
55sten,  l^östen,  aüi)steD,  dGOsteo,  2223steA,  5U-iUsteu  Grade,  und 
steigpt  demnach  lebr  bald  su  einem  lebr  beben  Grade,  worauf  die 
Unzwcckmässigkeit  der  oMgen  Bliminadonamedbede  deollieb  genng 
erhelle D     ird  ^. 

Im  V urher^ehebden  ist  angenommea  wurden,  dass  die  beiden 

gegebenen  Gleicbungea  in  Bezug  auf  a:  von  demselben  Grade  sind, 
it  dies  aber  nicht  der  Fall,  s6  ttann  marf  immer  die  beiden  Glei- 
chungen leicht  auf  denselben  Grad  bringen,  wenn  man  der  Gleichung 
von  dem  niedrigem  Grade  am  Anfang-e  so  viele  Glieder  mit  dem 
.Coefiicienten  Null  beifügt,  als  erforderlich  sind,  um  diese  (jieicbuog 
aof  denaeiben  Grad  wie  die  btfbere  Gleiebnag  «i  bringen.  Bier* 
■aeh  kann  man  dann  auf  die  beiden  Gleichungen  die  obige  Elimi- 
nationsmofliodr  ofTeobar  wieder  ganz  auf  dieselbe  Weiad»  wie  im, 
Vorlorii i  henden  gelehrt  worden  ist,  anwenden. 

Suiir  leicht  kann  nun  aber  auch  gezeigt  werden,  dass  durcb 
die  im  Torberg ebenden  bebandelte  Anfgabe'.das  Blbfttiaationnfoblem 
(ur  Gleichungen  böberer  Grade  äberbaunt  im  Allgemeinen  gelöit  iii; 
Hat  man  nämlich  m  Gleichungen  mit  den  m  unbekannten  Grössen 
or,  y,  . . .  tr,  r;  so  ordne  man  diese  sämiutlich  nach  der  einen 
dieser  unbekannten  Grössen,  etwa  nach  der  Grösse  ir,  und  elimi- 
nire  dann  nacb  der  im  Obigen  gelehrten  Methode  aus  der  laten 
und  2ten,  2(en  und  3ten,  .Iten  und  4ten,  u.  s.  w.  (m —  l)?!tcn  und 
•»len  Gleichung,  so  erhalt  man  m — 1  offenbar  die  i^rössr  ,r  ^ar 
nicht  mehr  entbalteode  Gleicbuugcn,  welche  uiau  nun  sämmtlich 
nacb  ^  ordnet,  und  dann  gans  auf  dieselbe  WeiiO:  wie  verber  y 
eliminirt,  wedurcb  man  e»— 2  die  GirSiaen  jr,  y  gar  niebt  mebr 


•)  Will  man  sich  noch  deutütiier  Liherzeugeo,  da&&  bei  lier  Anwendung  der 
eblgan  Eliuiinationimetbode  fr«mdartige  Factoren  eingeführt  werden, 
«0  s.  m.  Saiuiulunp  von  Aufcabon  aus  der  Tlieorie  der  »Ige- 
braiscben  Gleicfaungeu  von  M.  Hirsch.  Erster  Tbetl.  Ber- 
lin S,  109  ff.,  wo  die  Tier  «raten  Grade  besonders  betraebcet 
sind.  Auch  knnn  inui  itcii  Artikel  Eirmination  in  dem  zweiten 
Theile  meiner  Supplemente  zum  Klägerseben  Wörterbucbe 
and  eine  Abbsndlung  von  Gergunne  in  den  Anqales  de  Dfath^tta-  ^ 
tiques.  T.  XXI.  p.  41.,  wo  auch  zugleich  Mittel  angegeben  sind,  durch 
die  man  «ich  von  den  fremdartigen  Factoren  mSgjieatt  frei  ballen  kann« 
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enthaUeuiie  Gleichuugen  bekouimt,  auf  «Jie  man  nun  wieder  ein 
gaas  Ühnlldiet  Verf^bren  8nweiul«ii  kaoo«  Eidti^  wM  aMNi  Mf 
dieM  Weise  wa  m  —  (»— 1)  die  m  —  1  unbekannteii  Grössen  or, 

%,  .  ,  .  u  ^i\v  nifht  mehr,  d,  h.  7M  einer  bloss  noch  die  eine 
unbekannte  i^rossc  v  cotbaitendeD  Gleichung^ gelangen ,  und  i^lso 
den  Zweck  des  Verfahrens,  welches  man  im  Allgenieinea  luU  Ueui 
Naneo  der  ElimiiuitioB  der  nnliekeiiDfeD  GröiaeB  tu  belegen  pflegt, 
vollständig  erreicht  haben. 

Die  im  Ofniifon  entwickelte  HlimirmtJonsinethode  ist  von  Kulcr 
iu  ileni  zweiten  Theile  der  Intrüductio  in  Aoalysin  lofini- 
tornm.  Cap.  XIX.  p.  ^5  gegeben  worden.  In  den  M^moires 
de  PAced^mie  des  scieaces  de  Berlin.  17^  scbeiot  aber 
Buler  selbst  die  erste  ErGndung  dieser  Methode  Newton  beiza* 
legen.  In  ihren  Principien  im  höchsten  Grade  einfach ,  führt  die- 
selbe jedoch,  wie  oben  uu2»tuhrlich  aus  einander  gesetzt  worden 
ist,  baufiff  zu  fileiebungen  sehr  hoher  Orade,  die  von  denen  io 
ihnen  enthaltenen  fremdartigen  Pactoren  ecwöhnlich  nur  mit  nicht 
leicht  sn  ttberwindcnden  Scnwiengfcdten  befreiet  werden 


§.  7. 

Eine  zweite  merkwürdige  EliminatioiiSTiieLliü  Je  wollen  \Fir  jetzt, 
um  nicht  zu  weitlänfig  zu  werden,  zwar  nur  au  ciuem  be^ciudcro 
Falle,  aber  doch  so  erlfinlero,  da»  die  allgemeioe  Gttitigkdt  der 
Regeln,  welche  wir  ana  nnaefer  Entwickdung  ableiten  werden,  auf 
der  Stelle  und  ganz  von  seihst  in  die  Augen  fallen  wird. 

Wir  wollen  nämlich  annehmen,  dass  aus  den  beiden  Gleichungen 

und  ' 

F{af)^jiaf*  -f-  Bof*  -|-  €Sr  -f*  üaeO^ 

welche  in  Bezug  auf  jr  respeclive  vom  fünften  und  vom  dritten 
Grade  sind,  die  Grösse  jc  eliminirt  werden  soll.  Zu  dem  Ende  sei 
w  ein  diesen  beiden  CUeiebnngen  genügender  Werth  von  jc^  so  ist 
■acb  der  nttgcveinen  Tbeorie  der  Gleichnngen  fär  jedes 

r 

WQfiiJp)  und  Ft(a:)  ganie  rationele  algebcaiscbe  Pnnetianen  den 
vierten  nnd  swc&ten  Graden  tod  4?  beiddiBap.  Also  ist  für  Jedes  4r 

/,(ar)  =  (;r~i^)/,(^)Jf'.(ar)i 

und  i'uiglich  tür  jedes  a: 

oder 

StoCien  wir  also 

AM = — —  f jr"  —rar»  —  *jr — ^ 

so  ist  für  Jedes  a; 
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also  nacli  geliörii:fer  Kotwickeiung  X*''*  j®*'^ 

vsMm  X  •~T~(f  it. 

t 

■  /.l» 

.5F 

S 

• 

1 

-heP 

* 

1 

+fP 

-\-Bt 

-4- Gr 

und  folglich 

• 

aP 

bP  -^aQ 

•^Bp'\-Aq 

€P  -hd^  -1 

=«. 

eP  H-^0H 

fP 

-fr*  ür -f»  €V -f- 

=  0, 

Dies  sind  aclit  Glpfchnnorrn  zwisrlicu  den  acht  Grössen  P, 
R\  r,  «,  (,    Uut  mau  duu  aber  z,wi9cl»eit  d^Q  u  Grössen 

yt  ^»'"^i  V  fiberhaupt  m  GleicliirogeD  4es  eriton  Grades  oiler 
m  sogvnaDiite  lineare  OieiclmDgeD  tod  der  Form 

#äf,ar  +      rf-  ^a»  H-  •  •  •  H-^»« =  0, 

n.  8.  w. 

mm—lJP  -f  -  ^«—12^ -fr-  CWl»  -fr-  ...  -f  -  XT/r-l«  "f"  ^n— =  <^  i 

80  folgt  aus  denselben,  wie  aas  f.  \.  erhellet,  wenn  man  iiie  dort 

£ebr«Dehteii  Beseiebnungen  auch  jetzt  beibehält,  da  die  in  dem  in 
ede  steheiideD  Paragraphen  darcb 

^,        </,  .  .  .  g,  Ä), 

u.  s.  w. 

. . .  ^,  ^) 
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itezeichneteD  FuDctioneu  j«Ut  »ffeubar  samiatlieli  verscUwintleo ,  je- 
deneit 

e,  d.,  .  .  .  g-,  A)  =  0, 
i/<p{a,      c,  >5)  =  0, 

II.  8.  W. 
6,        4^  .  .  .  i)s3s0, 

09»(«,  ^»     1^  . .  .gv  i)=:0. 

Weilt  man  also  aus  andern  Gründen,  daas  die  Grösseu  j;,  s, 

fi,  t;  nirfit  sämmtlicb  verechwioden .  dass  folglich  weoigsteug  eine 
derscitjeii  nicht  verschwiodet,  so  ist  mao  imner  bereibtigt  su  schlies- 

y(flr,       c,  g,  A)  =  0 

ist.  Kehren  wir  jetzt  wieder  zu  unsrrn  ()l)ip;fn  acht  Gleichungen 
zwischen  den  acht  Grössen  Ji^  v,      r,      t  aurück,  so  ist 

offenbar  »«er  sa  der  Aooaheie  berecbtigt,  den  diese  edit 
Grössen  nicht  sämmtlicb  verschwinden,  weil,  wenn  dies  der  Fall 
wäre,  wegen  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleichungen 

d.  i. 

/(jf) =  —  (ir — i^)  Owr*  -4-      H-  rjr*     #«-f-  <), 

für  jeUeh  a: 

d.  i.  fiir  jedes  Jc 

m»*  -f-  bjp*  -I-  Cd?»  -I-  daß*  -H  ea?  0, 

und  fnlglicb 

sein  wUrd^,  welches  offenbar  ungereimt  ist.  Da  also  die  Grössen 
iP,  Q,  Hy         r,     #  nicbt  aXaimtlich  versebwinden,  so  ist  «an 

das  vorher  tiberhaupt  von  n  linearen  Gleichungen  zwischen  den  n 
Grössen  ;r,  y,  v  bewiesene  Verfahren  auf  unsere  obi- 

gen acht  Gleichungen  den  er&ten  Grades  zwischen  den  acht  Grö- 
aeen  P,  0,  Ry  g^  r,  t  ananwenden  berechtigt,  nnd  awar  anf 
folgende  Art. 

Die  in  Rede  stehenden  aeht  Ciletcbnngen  können  anf  folgende 
Art  geschrieben  werden: 
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«i^+Ptf+0iV+4p  +  €19^  -|.  ^.  Ott  ^-  0«  :sO, 
^P+'^+OÜH-  Bp-^  Jf-y-  (kr  -4-  0«  +  0»  =0, 

cP-k-bQ-\-^R'^'  Cp  -\-nq-^Ar  4-  0#      0;  =0,  ' 
dP^cQ'\-  (jIL  ~h  Dp -h  ßr 4s  -h  0/  =  0, 
eP-k-dU-^-cR-^      '\'Dq-^  Cr -\- ffg-\- A6=z(i, 
/P-heQ-häB-{- Op -^-^9 -hl^r-^  Cm -k- ßt=0, 

aP-|-O0+/ß+      +  0$^         +  0«  -f-ilifssO; 
«od  die  CoefiicieDten  dieser  acht  GleickuDgCD  sind  also 

m,  0,  0,  ^,  0,  0,  0 

^  «,  0,        ,     0>,  0 

r,      tf,  C,  if,  A,  0,  0 

rf,     6,  D,  C,  //,  0 
e,  dy  c,  0,  Z>,  C,  ^ 
/,  e,  rf,  0,  0,        r,  Ä 

0,  /,     0,  0.  0,  ^, 

0,  fl,/,  o,  0,  0,  0,  i> 

Bildet  man  duo  aus  diesen  Coellicienten  die  in  jL  4.  dorch  ^  be- 
üiebiete  PucHon  gans  auf  die  dort  gekehrte  weite,  iisd  lelit 

dieselbe,  wie  dies  nacli  den  VorbergeheDdeD  Terstattet  ist,  der  Noll 

gleich,  so  erhält  man  eine  die  Grosse  x  gar  nicht  molir  enthaltende 
GieicLuDg,  welcbe  als»  das  gesuchte  Jiesultat  der  ElimiDation  die- 
ser Grössen  atis^  den  beiden  gegebenen  Gleichungen 

j^'    /;^'  4_     _^  /> ^ 0  . 

ist,  und  die  Elimination  lässt  sich  daher  nach  dieser  Methode  im- 
mer ohne  grosse  Schwierigkeit  und  ohne  woitlaufi^e  Rechnungen 
ausfuhren.  Nötbiff  ist  nur  uoch,  dass  wir  zeigen»  wie  das  obige 
Scbem  der  Geefficienten  immer,  leieht  entworfett  werden  kenn. 
I|ie  eiofacbste  Art  scheiBt  vne  folgende  tn  aein*  flbn  Ülde  racrft 
not  den  Coefficienten 

•»  ^»  «»  ^  «f  / 


der  beiden  gea^ehenen  Gleichungen  nach  einer  sich  leicht  von  aelbat 
ergebenden  höchst  emlacheu  Regel  das  folgende  Schema: 


TWttll. 
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00 

a,  A,  t 

^,  r,        A  C,B,A, 

IT,    c,  '  A    B,  A 

und  fülle  h'teraul  ulle  fehlenden  Stellett  jhlM^  Nallta  Ml,  lo  «r« 
hült  Ban  unnittollMir  das  gesnehte  Scbema  ' 

«5,  0,  0,  ^,  0,  0,   0,  0 

j^w»,  0,  /y,     0,  u,  0 

e,d,c,  %B^C,  B,  J 

/,  <r,  d,  0,  0.  A  r,  B 

0,  /,  0,  0,  0,       C  ' 

0,  0,  /,  0,  0,  0,  0,  D 

der  Coedcienteo,  ant  deMO  dU  der  Null  gleich  zu  setzende  Functioa 
9»  iiaeb  den  in     4.  gegebeMv  B«geln  gebildet  werden  eiuas. 

Man  kann  nech  nnf  eine  andere  eebr  einfache  Weise  zu  der 
dnrcb  Etiminatinn  von  s  ans  den  beiden  gegebenen  Gleicbangen 

nod 

'  entepriagenden  Gleichung  gelangen.    Aus  diesen  beiden  Gleichon- 

gen  ergeben  aieb  Dämlieb  unmittelbar  die  acht  folgenden  Glei- 
chungen : 

aof^  -4-  bof*  4-  eof*  -|-  dir*  +       +/^»  4-  -I-Oit»  r=a, 

0^'  -f-  «o:»  -f  -       4-  c:r*  -|-  *if •  -I-  «ar»  4-  O^p*  s=<^, 

0.r'  -f-  O^r*  -f-  /jr^»  H-  Ä.'T*  +  '      -H        -H  +/^'  — 

Oä"'  Ca:*  0^»  -f-  0^'  -f-  0^«»  =0, 

0«f»  -4-  0^*  H-^«»4-i5rar*H-  Ca:'  h-/>^»h-  Oo:»  4-  Ojr«  =0, 
Oo?»  +  0^«  H-  0«»  -F       -l-ÄJf»  -4-  Coß*  +  Oar»  =0, 

deren  CoefUcieoten 
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«r,  ^,   c,   d,  /,   0,  0    ,  ^. 

0,  «,         c,   r/,  /,  0 

0,  0,   «,  </,   ^,  / 

^      ,  B,  Cy  A  0,  0.  0,  0 

0»  Ay      <;  0,  Oy  0 

0,  0,  0,       Ä,  C,  />,  .  0 

0,  0,   0,    0,  A,        C,  D 

sind,  auä  deueu  muD  nach  den  in  ^.  4.  gegebenen  Regeln  die 
Function  tf  bilden,  dieselbe  der  Nüll  gleich  setzen,  ui|d  dadurch 
eine  die  Grösse  x  gar  nicht  mehr  enthalteode  Gleichung,  d.  h.  das 
gesuchte  Resultat  der  Elimination  der  Grösse  a:  ans  den  beiden  ge> 
gebenen  Gleichunt^en  erhalten  kann.  Das  obige  Schema  i\^r  Coef- 
ficienten  bildet  man  am  leichtesten  auf  folgen£  Art.  Map  schreibt 
soent 

Uy        €^       €^  f 

«,      <*,  «'i  / 

«f,  /y,  c,  f 

A,       (\  D 

A^ii,  c,  n 

'  A^By  D 
A,  B^Cy  B 

a,b;c,b 

and  fönt  bieraof  alle  feblende  Stellen  doteb  NfllleD  ave,  wodurch 
sieb  ergiebt 

b,  c,       €,  f,  %  ^  • 
Ö,  >;  0 

0,  0,  «r,  ö,  c,  e,  f 
A,  D,  C\  D,  0,  0,  0,  0 
0,  A,  C,  D,  p,  0,  0 
0,  0,  A,  B,  C,  D,  %  0 
0,  0,  0,  A,  B,  r,  D,  0 
0,  0,  0,  0,  A,  B,  C,B 

gaai  wie  obeo. 

Tm  Dnr  rin  ccan7  einfaches  Roispipl  zu  dnn  beiden  vorheN 
gehenden  Kegein  zu  geben,  so  habe  mun  die  beiden  Gleichungen 

-f.  Ar H- «  s=s%       +    =  Ol 
Bei  der  Anweadong  der  enteo  Regel  bildet  maa^daa  Selma 

ir,  -rf,  0  ' 
h,  B,  A 
e,  0,  B 

7* 
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Bei  der  AnwenduDff  der  sweiten  Regel  mu»«  nao  das  Achenia 

0^- 

liildeo.   Betrsclitet  asii  nun  filierlianpt  die  drei  GleicbaDgen 
so  ist  nach  4. 

nnd  folglieh,  wenn  man  diese«  Frodnet  gehifrig  entniefcelt/ 
P=s      —      + «Ä»  —  ar<r*  4- «V — 

oder  vielmehr 

un*l  folglich  durch  \  crwatHlluug  der  PoteDzex|»ODeatea  in  ladices 

die  Function  y  in  diesem  l  alle 

Wendet  nia|i  nun  die  erste  der  beiden  obigen  Regeln  an»  so  mnss 
man 

ff,  =:  r=  fr,  =^ 

seinen,  und  «rhätt  hlerdufeb  die  gemchte,  nieht  mehr  enttnltmule 
Gleiehnng 

0^  —  ^^i? + SS  0. 

Wendet  man  die  zweite  der  beiden  obigen  Regeln  an,  so  muas 
man 

«,  =y4,     =  jB,     =  0 

=0,  ^,  =  s/iff 

»etzcn,  und  erhält  hierdurch  wieder  die  gefachte,  x  nicht  nnkr 
enthaltende  Gleichuogi 

^oder 

guDS  ihefeinttiamend  nit  dem  vorher  gefbndenen  Resnltatf. 

Dieselbe  Gleichung  erhält  mau  nuch  durch  das  gewöhnliche 

Eliminationsverfahren  m  einem  solchen  Falle  wie  der  vorlirix^nHe 
auf  folgende  Art.  Bestimmt  nittn  a:  aus  der  zweiten  der  beiden 
gegebenen  Gleich nnget»,  so  erhSlt  man 
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B 

uad'dieaer^ Werth  roii      in  die. erste  Gleicbung  gesetot,  f^tbt 


oder  ' 

gioB  wie  voiber. 

Zur  Berechuuog  weitlä«%erar  Beiniietc!  fehlt  hier  der  Raum; 

das  vorhergehe utle  wird  aber  auch  zur  KrlHuterung  der  Aiuvoudun«^ 
der  beideo  im  Obigen  eotwickelten  Begelo  schuu  hiureicheod  seio. 

Um  uns  eirn^ermasgen  ein  Urtheii  über  die  Anwendbarkeit  der 
Torhergeheuden  Metiiodc  bei  der  wirklicbeu  AuüführuDg  von  Eli. 
minationen  za  bilden,  wollen  wir  in  der  Ivürxe  untersuchen,  wie 
gruas  im  AllgeMeibev  die- Ansaht  derOfieder  Ist,  ens  deoen  die 
a:  nicht  mehr  enthaltende  Gleichung  besteht,  zu  welcher  die  obige 
Metbode  führt.    Wenn  zwischen  n  un]tek, 'muten  Grössen  n  lineare 
Gleicüuuffen  Kf8'^^^D  sind,  so  ist  im  Allgemeinen  die  Anzahl  der 
Glieder  der  Zähler  «od  Neooer  der  Werthe  der  unheluBnfeB 
Grössen  die  Penmitationszahl  für     verschiedene  EleveDte,  nftsi- 
lich  1.2.3.../^,  welches  ganz  unmittelbar  und  von  selbst  ans 
Bezoufs  und  Cramer's  Kegeln  für  die  Klimination  der  unbe- 
kannten ürösseu  aus  Gleichungen  des  ersten  Grades ,  die  wir  hier, 
wie  sdioii  oben  etinnert  werden  ist,  als  bekennt  Toranasetsen ,  er- 
bellet.   Sind  nun  die  beiden  gegebeneu  Gleichungen,  aus  denen  x 
climinirt  werden  soll,  in  Bezug  auf  diese  Criissc  überliau[it  vom 
/»tcu  und  vom  mtcu  Grade ,  so  huL  man  bei  der  Anwendung  der 
obigen  Eliminationsmethode,  wie  sogleich  in  die  Augen  fallen  wird, 
eigentlich  iw-l-it  Gleichungen  des  ersten  OmdM  twisdien  eben  so 
vieleü  unbekannten  Grössen  nnfitulösen,  und  der  gemeinschaftliche 
Nenner  der  Werthe  dieser  unbekannten  (jrö^si  n  ist  tlie  Function 
der  Jt?  nicht  mehr  enthaltenden  Gleirluinp  ,  /u  welcher  die  obige 
Eliminationsmethode  fuhrt,  su  duüs  ulüu  die  Auzuhl  der  Glieder 
dieser  Gleichung  nach  dem  Vorhergcb'enden  im  Allgemeinen 
1 . 2  •  3  • . ;  («t-l-  «)  ist,  wenn  auch  allerdings  weged  der  vorkon- 
mcndeu  verschwindenden  Coefficienten  mehrere  dieser  Glieder  weg- 
fallen ,    und    die    Anzahl    der    Glieder    im    Ganzen    sich  daher 
etwas   verringert.     Weil    aber   z.  B.  -  für    2«  ~f-  /i  =  10  schon 
1.2.3...  (si+«)     3028800  ist,  so  sieht  man,  doss  die  Ansaht 
der  Glieder  der      nicht  meht  enthaltende^  Gleichung  doch  sehr 
bald  ungeheuer  groBs  werden,   und   die  Kliminutiun  von  a:  nach 
der  obigen  Methode  in  der  PraiLis  dann  s«  gut  wie  unausführbar, 
seiu  wird. 

^  Auch  diese  sweite  EUminatiouswethude  lehrt  dem  Weseutlichen 
nach  Bttler  in  der'  Introductio  in  Analysin  Infittitornm; 

Cap.  Xl\.  I».  265.   In  neuester  Zeit  i&t  dieselbe  von  Sylvester 

in  (Irin  Phi  losopb  tcal  Alaga/iue.  Februar^.  1S4(>  und  von 
Richelot  in  Crelle'.H  Jauruai  mil  irM'lircret!  ernten,  in  »In« 
Obi{|[e  dem  Wcseuliiciien  nach  mit  autgeuummcneu  Ucmirknugeu 
bereichert  worden. 


•  lOi 

9 

Ib  den  MiMoiiw  4«  VlkmÜmA^  d«i  sdeiiees  de  Paris.  1764 

hat  Bezout  eine  EUminationsinethode  angegeben,  die  im  AU^enei» 
DOTi  Miif  Folgendes  hioeai  könnt  lUe  bttdeo  gegebeaeo  GleicliOD- 

gen  seieo  jetzt 

<»o^ -i- a, ÄT»-» -t- -h  . , . -h  «w-iijr =  0, 

wob^  wir  beaierkea,  dass  in  den  Fällen,  wo  die  beiden  Gleicbna* 

fferi  nicht  von  demselben  Grade  sind,  die  Coefficienten  einiger  An- 
laugsglieder  in  der  einen  dieser  beiden  Gleichungen  als  verschwin- 
dend zu  betrachten  aind.  Diese  beiden  Gleichungen  wollen  wir 
aof  die  Pom 


r^a»  r^«V|«ir'    —  — |—  •  •  • 

« 


bringen,  wo  /  jede  der  positiven  ganzen  Zahlen 

0,  1,  2,  3,  4,  ...I»  — 1 

sein  Icann.  Au^  den  beiden  auf  diese  Welle  dargestellten  Gleichun- 
gen iuigt  durcii  Divtäion 

aoxi -f- -f-  a,x^-»  -f.  . .  -f. gy— i»r  -f-  at 

g/^l jr*«— ^— 1  -f.  az-Kaar»— -y-  . .  -f,  g^,_i3r  -4-  an 
iJ/Lf-iar«— 1  -f.  bi^xn-i~2   j_         -I-  5n' 

und  folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  nut  den  Frodncte  der 
beiden  Nenner  mnltiplieirt. 

Denkt  man  sich  jetzt  die  GrSase  anf  der  linken  Seite  dea  Gleich. 
Ii^ifszeichena  naclt  l*otrn7cn  von  .-r  entwidielty  SO  wird  disselhe 

oüenbar  die  folgende  Form  annehmen: 

A^x^-^  -I-  ^va:«-2  +  ^2^d?«-»  -§-.,.-!-  ^j.-^!^  -I-  A^x^t^  0, 

und  niiitoiät  ciuer  sehr  einfachen  Betrachtung  Ubenoa|^  MB- sich 
leicht  von  der  RichtiglLeit  der  folgenden  Ansdrücke: 

-An = «o^m — ^««m» 
H-««*i4«  — 
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Q.  a.  w* 


Q.  •»  W. 

'4«-8i  /  ~  mbn-\  —  bian-  \ 

Bei  der  Anwendung  dieser  Anedriiiike  iiir  BmiwkkdpDg  der 

...  , 

-4^11  wli,/;  ^3,1; -^il 

• 

bat  man  sich  nur  zu  merken,  dass  man  sowohl  in  der  Reihe  der 
durch  a  mit  den  gehörigen  Indices,  als  auch  in  der  Reihe  der 
durch  b  mit  den  geböri^fen  Indices  iiezeiehneten  CoeQicienten  von 
jedem  Güede  an  anftteigend  and  absteigend  immer  nnr  w  weit 
fortschreiten  muss,  als  diese  Ceefftßieoten  nicht  veneliwiodeti.  Um 
diei  dorch  eu  Beispiel  m  erlftnleni,  sei  /ss4,  ms?;  io  iiifc 
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^t,4  =  «A 

^2,4  =  «»^«  — 

.  *  +'»»^«  — Ä,a, 

Sehr  leicht  erbellet  dud  aber  auch  aas  dea  Vtfrliergehendeii  di« 
Richtigkeit  der  nftciiiteheodeo  für  dM  Polgeode  fnebturon  Re- 
latiooen:  , 

II.  a*  w. 

•  «— J,  /  =  -^il,  «-2, 
-^H— l,/=^/,lt-l. 

Auü  der  GleichuBg* 
oder  vieJmelir  ms  der  Gleicbong  ' 

erhilt  mn,  wenn,  was  v erstattet  ist,  Ittr  /  aecli  ond  nach  die 

filliven  ganren   Zahlen  0,  1 ,  2,  3,  4,  — 1 

die  folgentieu  »  (ileichungeo: 


lie  po- 
reroeii» 


•  •  • 


u.  s.  w. 

-+-  An-t^xx  •  -I-  w^M^i^ior*»  =  0  i 
und  wird  eiao,  wie  licii  «at  dem  Obigen  sogleick  ergieU«  sn  der 


ffesuditeii,  die  Grösse  u;  oicht  mehr  eathülteudeu  Gleidmug  ge- 
'  uiDgeot  weoB       «is  deo  CrttMeo 

^4ofii  ^i^i  -^xß'^ ' '  •  -^n— a^;  ■^m—ija 

-■^0,1;  -^14;  ^2,1 ; . . . -ü^»-3,i  i  ^>fr-M 

^Qi»}  -^lai  -^Vti  '  •  •  -^»-M»  -'^iK-l,»  • 

■ 

Jlo^i  -^tiH-l}  •  •  .        M  t?  -^M-VH-l  • 

-^M»-!!  •  • .  -^n-»»  1;  -4»-.i,iK-i  ' 

auf  bekannte  Weise  die  im  Obigen  dnrdi  )p  besde&iiete  Paaetion 

bildet,  und  dieselbe  der  Null  gleich  setzt.  Aas  den  im  Vorher- 
ffehenden  bewiesenen  Relationen  ercficbt  sich  aber  anf  der  Stelle, 
dass  »aa  auch  statt  des  obigen,  üichema's  das  Schema 

.^Dyo;         J^ßl . . .  jio^  e$  -^M-i 

^Mi       -4«;  •  f .  '«'iiM-t;  •^iM-i 

n.  s.  w.  ^ 

-4tt,i»-a;  -^M— »;  -«^2,«— 2;  •  •  •  9?  -<^>»— «,»-1  . 

setzen,  ans  den  in  diesem  Schema  enthaltenen  Grössen  die  im  Obi- 
gen dnreb  9  beaeichnete  Function  bilden,  und  dieselbe  der  Noll 
gleich  setzen  kann. 

Am  ScbluBS  dieser  Abhandlang  bemerken  wir  noch,  dass  bei 
derselben  überhaupt  das  Memoire  snr  1'^limin ation  , d'ane 
variable  entre  denx  ^quatioas  aig^bric^nes  in  den  Bzer- 
cieet  d'Analyse  et  de  Fhysiqiie  matfedmatique  par  Oancky. 
T.  1.  Paris.  1840*)  f.  M  Tielfach  benutzt  worden  ist  In  eioer 
/wetten  AbbaDdlnog  wonl«!  wb  fj^UeiMB  anf  dioMii  GageMtaad 
zurück  kommeD. 


*)  Wovon  aber  die  ISte  Usferang,  in  wekker  slck  das  ki  Rede  stebendt 
Memoire  befinde^  nor  eist  gm  ^or  Xnnem  eisyläsasn  ist.  , 
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•  vm. 

Ueber  die  Summen  der  Wiokel  inr  ebimen  ge- 
radlinigen TMedceit. 

.  .  Vom  de» 

Uenii  Düector  J.  II.  T.  Mftller 
am  Realgysmairiuin  so  Goch«.  " 


1.  BekaoDtlicli  wird  die  SumiDe  der  oach  eiaerlei  Ricbtuag  ge- 
Dommeneii  Ausseo  winke!  eines  eignen  einfiMben  Vielecks  moreh 
ermittelt,  duas  Hau  Mis  irgMid  einem  Punkte  wA  den  auf  einander 
folgenden  Polyi^^oosetten  die  gifirhstimmig  parallelen  Linien 
zieht  un  I  ilic  in  einerlei  f)rp!juDy;sriclitun8f  genommenen  Winkel 
der  den  üuccc^aiveu  Seiten  uulh^ieciieDdeu  ParalleleD  »umnirt, 
woran»  kervMgebt,  dwn  ditM  SasMie  IniMr  eia  Viel&ekee 

AH  tiptragen  mpss. 

2.  Auf  ^nz  dieselbe  Weise  läsat  sich  auch,  was  man  bisher 
übersehen  zu  haben  scheint,  die  Sunune  der  inaern  Winkel  eines 
solchen  Vielecks  üuden.  wenn  aus  einen  beliebiffea  Punkte  mit  der 
leliD,  SttD,  Steo,..  Seile  dl«  gieichetiMnig,  vit  der  Sten, 
4ten,  6ten,     Seite  aber  die  unffleichstimaii^  parallelen  Linien 

gesogen  und  dann  hei  eioerlei  DrehungBrichtung  die  Winkel  dttT 
eralleleu  nach  folgendem  Gesetze  summirt  werden. 

Bezeichnen  1;  3;  5;..  die  gleichstimmigen  und  2;  4;  6;.. 
die  ungleickitiflimgeB  Pervlleleiit  so  iak  die  Uamm»  «Uet  innen 
Winkel  ... 

1)  im  (%m)eck 

= (1,2)  4- (VJ -KM)  + . .  H- (2*  - -H  ( 

2)  im  (1U+l)eek 

r='  (1  ;t)  ^  AS)  H-  (S,4)  + , .  +  ßmßm  + 1) + i  ,1') 

wenn  un  letstem  Falle  V  die  BüekverlSnmmng  der  Parallelen  1 
beMiehnet  —  Im  enten  Falle  i^fl^mnech  jene  WiokelsnaiBe  im- 
mer ein  geraden.  In  sweiten  ein  nngemdes  Vielfaehee  Ton  2  neb- 
ten W^iokfJn. 

3.  Die&e  Uerleitungs weise  der  isiumme  der  inneru  Vieleckswiu- 
kel  bat,  «bgeaeben  Ton  der  Uebereinatiaunang  alt  der  für-  die 
äusaern  Winkel,  vor  der  gewöhnlichen  den  erheblicben  Vorzug,  dass 

sie  sich  ^ani  c^leichmrissig'  auf  alle  Vielecke  mit  liclirhiG:  vielen 
convexeii  Wink  (  In  ftuwomipu  und  dass  sie  die  ciL'^entiicUe  Bedeu- 
tung der  Pulyguuwinkcl  deutlicher  crkeunea  Ia&üL 

Ba  ael  air  eilanbti  aaa  deai  Obigen  noeb  einige  Folgernng<^ 
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«n  siebeo,  w«lehe  eine  Brgünzimff  dflfMQ  bildM»  wu  ich  in  der 
AbbandloBg  über  die  symmetriscbeB  Kreisvielecke  von  ungerader 
SeitenzuLI,  Gotlia  IS'iO.  über  die  venwhiedeBeD  WiDkelsiiiiaeii  dter 
Vielecke  anc^edeutet  hatte. 

4.  Bßi  unveränderter  Drehonffsricbtung  ist  in  einem  einfothen 
ebenen  Vielecke  die  Suniive  der  Winkel  je  zweier  nnKefnander  fol- 
gender Sriten  ' 

für  (2m+I)  Scbeitel;  für  (2//)  Scheitel 

entweder  .     1 .  "      2 . 2/i, 
•der         8 . 4 . 
•der  5.%ft, 


•der  (4iH-l).M^  (4«-2).m 

Da  aber  bei  jedem  Meck  die  eine  oder  die  andere  nrebung»» 
richtung  gewählt  werden  kann^  so  gieht  es  im  AUgememcu  tiir 
<  dneaelbe  swei  Soainieii  der  Winkel  je  sweier  nnstoeeender  Seiten, 
welebe  einander  sn  na  •  kH  erganzcu.  Beschränkt  man  sich  daher» 
WCDu  beide  Summen  ungleich  sind,  auf  die  jedesmalige  kleinere^ 
so  erhalt  man  hiosa  nacnstehende  mögliche  Werthe: 

für  das  (2i»+l)«e]Li  fftr  dai  {ti»)eck 
<  1  •  %Mt^  %  • 

'      8.2/1,  4.2/^ 


{%n^l).lR,  .    2».  2/2, 

wo  die  linrlisten  Werthc  Vielf'ckf^n  nn^ehdren,  dere»  H^nkeltnniBe 
bei  beiden  l>re!innc:^richtungcn  g'leich  gross  ist. 

5.  Aus  der  iu  (2)  aogeffebeoeu  Construction  ergiebt  sich  so- 
gleich, wie  umgekehrt  auch  Tieleeke  van  gegebener  Seitensabl 
nnd  SeitenrichtuDg  conitruirt  werden  können,  welche  eine  vorge* 
acbriebene  Winkelsumme,  wie  die  in  (4)  angegebenen,  haben. 

Zieht  man  nämlich  von  irgend  einem  Punkte  an«  in  einer 
Ebene  m  Strahlen  in  beliebigen  Richtungen,  nnd  aehreibt  an  jeden 
'deraelben  eine  der  m  ersten  natürlichen  Z&liloti,  so  hängt  bei  ge- 
radzabligeu  Vielecken  dir  Summe  der  |[l}^.el  von  der  Zahl  der 
Nichtfoigen  ab,  welche  sich  ergeben,  wenn  man  in  der  gewähl- 
ten Drahungarichtung  vom  (»trable  1  an  fortgehend  sämmtiiche 
Strahlen  so  ablieat,  wie  sie,  ehne  Raekaiekt  Mtf  dl#'Besnebtfung, 
der  Reihe  nach  auf  einander  Iblgen.  Enthalten  nisdann  die  zuge- 
hörigen Zahlen  n  Nichtfolgen,  so  ist  die  Summe  der  Winkel  jedes 
(2iwjeck8 ,  dessen  1  ste,  3te,  5te,  .  .  und  2tc,  4te,  Ote,  .  .  Seite  den. 
Strahlen  1,  3,  5, .  .  tfieichstimmig  uad  den  Strahlen  2,  4,  6, . .  uo- 
gleichatimmig  paralm  iit,  £==(1  -|->a) .  41t,  iadeni  dann  a  Dmlänfe 
gemacht  werden  müssen,  bis  nuin  wieder  au  dem  ersten  Strahle 
gf  langti  von  dem  man  aasgegangen  war.  So  entkält  jedes  an  den 
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.  der  bvideo  Nichtfolgen  5)  und  TdTCM-^)  • 

Uei  deu  uDgeradzubligea  Vieleckeu  ist  zu  uDterscheiden, 
ob  alle  SteaUen  auf  einer  oder  enf  beiden  Seiten  des  Stnbli  1 
sammt  desseo  RSckverlängeruog  1'  liegen.  Im  ersten  Falle  ist  bei 
A  Nichtfolgen  die  WiokeiiiMMne  =(1 +2«) .  2i2,  sweiten  aber 
=  (3-|-2a).2Ä. 

Die  BOgenennten  DrodenfiiMe  gvbSreo  zu  den  ungeradiabligen 
Vieieeken,  deren  Winkelsumme  =^Jt  ist. 

rcbri^cns  ist  die  I^age  des  die  Richtunc!^  der  letzten  Viplecks- 
aeite  bestimmenden  Strabies .  w  ie  man  leicht  bieiit,  ioncrbalb  ge- 
wisser Grenzea  eiuffescbiosseu ,  weil  die  letzte  Meile  der  ersten 
selbst,  nidit  aber  ifirar  Teffltagening  «Iber  den  Scbeltel  (1,2)  bin* 
aus  begegnen  mam.  Hieraus  erklärt  es  sieb  auch,  warom  beim 
Dreiecke  die  Summe  der  Winkel  nur  2H  uder  lO^A,  nicbt  aber 
betragen  kann,  indem  fiir  keine  Lage  dreier  Strubleu  eine  ge- 
tcblossene  einfacbe  Finir  entstehen  kann,  deren  Winkelinnme 
den  switeben  2.  nnd  lu  faltenden'  Weitb  von  6  reebten  Win- 
keln ^be. 

6.  Dil'  Aaweuüuug  der  Strahlen  führt  ausserdem  auf  eiuc  Hclir 
einfache  Methode,  die  VViukeUummen  der  m — l.s» — 2,m — $...4. 3 
vencl|iedenen  ei  nf aeben  ebenen  «weke  ni  finden,  welebe  tn  den- 
aolben  m  gegebenen  Scheiteln  gehören. 

Seien  (Taf.l.  Fig.  1.  <*  uud  o)  1,  2,  3,  i,  5  fünf  solche  in  einer 
Kiiene  Hegende  Scheitel,  so  »iud  zwischen  dieseu  die  zehn  Verbiu- 
dungülinieu  12,  13,  14,  15,  23,  24,  25,  34,  35,  45  und  weuu  man, 
wie  bier  nötbig,  auch  die  Richtung  bericksichtigi,  die  zehn  an- 
dern Verbindungslinien  21,  31>  41,  51,  32,  42,  52,  43,  53,  54  mög. 
lieb.  Zieht  man  nun  aus  dem  Mittelpunkte  eines  Kreises  mit  die- 
•eo  20  Verbindungslinien  die  gleichstimmig  (»aralielen  Radien  und 
aehreibt  an  den  Bni^ankt  jedes  dereelben  die  beiden  Zahlen,  wel- 
che der  ihm  entaprechenden  Verbindungslinie  angehören:  so  erhält 
man  ein  Stra!ileus%  stem ,  vermittnlst  dessen  sich  aus  der  blossen 
Aufeinanderfolge  dVr  gigebeneu  Üclioitel  die  Summe  der  Winkel 
des  dadurch  iietitimmieu  einiacben  l  ünt'ecks  buiurt  linden  lässt. 
lat  nltanlieb  n.  B.  13254  daa  an  mitefraebende  Filnfeck,  ao  aind  nacb 
(2.)  13^  23  ,  25  ,  45  ,  41,  31  dia  Bnd|iiinkto  der  ibp  nugeböngen 
Strahlen,  die  sich  nhne  die  Pignr  selbst  ergeben,  wenn  man 
1325413  statt  13254  schreibt  und  abwechselnd  vor-  und  rürkvvHrts 
liest.  So  viel  halbe  Cmlänfe  nun  gemacht  werden  müssen,  um  in 
einerlei  Richtung  die  Punkte  den  Kiwanaifangs  13,  23, .  . .,  31  zu 
durcblaafen:  ao  Tiel  seatceckln  Wlakcl  koMoo  auf  daa  Fünfeck 
Id854. 

Man  sieht  leitlU.  uic  durcb  Kinfübruns^  ui'Uer  Symbole  die 
Auflösnug  unserer  Auigube  auch  auf  die  Zählung  der  Nichttulgen 
(5.)  redneirt  lAvden  kann. 

7.  Die  narstallnng  aller  eii^dhen  aseckc,  welche  dieselben 
Sebcitel:  1,  2,  3,  .  fn  haben,  wird  om  leicJitesteti  dadurch  bewirkt 
dass  man  alle  Combiuatioueo  zweiter  Klasac  üua  den  Elementen 
2,  3,  . M  bildet,  zwischen  jede  solche  Combinatioo  die  noch  übri> 
^en  {m — 3)  ElenMnle  in  allen  möglichen  Anordnungen  atellt  uad 
jeder  so  gebildeten  Form  daa  filenwnt  I  roranatcllt  Für  1>  2,  3, 
4,  5  erhält  nuin  deanacb 
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l  2  45  S;  13  25  \: 

1  2  54  3i  13  52  4; 

1  »  35  4|  1  3  24  5; 

1  2  53  4;  l  3  42  5; 

1  2  34  5;  1  4  33  S; 

12  4^5;  1  4  32  5, 

welches  die  12  verscbiedeneB  Pttofecke  siod,  die  wn  jeMB  Scheiteln 
geliöreD. 

&  Die  iiuf  ßolclie  Wplsf»  «icMldeten  Aoordnung^en  der  EleAente 
2,  3,  .  worin  k  o  i  ii  e  zwoi  vorkoramen,  von  denen  die 

eine  die  Ümkehruug  der  andern  ist,  verdienen  wegen  des 
hiafigen  Gebraneha,  der  tieh  in  der  Geometrie  dafon  BMlien  ISsst, 
besondere  Benctitiing. 

0.  AiiH  (7.)  ergiebt  sich  in  Verbindung  mit  dem  Vorlier- 
geheadcD,  dass  die  verschiedenen  zu  denselben  Scheiteln  gehörigen 
Vielecke  sich  uuch  den  kleinsten  Summen  ihrer  Winkel 
klessificiren  lassen,  wae  man  bisher  unterlassen  za  habea  aebeint. 

10.  Bei  der  Richtung,  welche  die  Geometrie  in  der  neuern  Zeit 
genommen,  dürfte  die  Aufnahme  des  In  ^2.)  gegebenen  Beweises 
in  die  Element«  nicht  unzweckmässi^  sein,  indem  der  Antänger 
dann  frübseifig  mit  den'VieleelteD  in  ihrer  aJIgemetnern  Bedentnng 
bekannt  gemacht  werden  kann. 


IX. 

UebuDgsaufgabea  iür  Schüler. 


(Fortsetcung.) 


4.   (jubatur  des  EUipsoids,  Hyperboloids  mit  2  gleichen 

Axcu. 

Die  GleicbuDg  des  um  die  grosse  Axe  rotireadea  Keceladmitts 
sei  =p^-^qa:^y  die  Abaaeae  m  werde- in  m  gleidie  Tbeite 
getbeilt  und  dBreh  die  Endpankte  der  Ordinaten  werden  Parallelen 

zur  grossen  Axe  gpzogrn ,  dann  cntstchrn  durch  Umdrehung  des 
ILe^etschnitts  Cylii^dcr,  deren  Gesnmmt - L ubikiubalt  durch  die  Sum> 
mation  der  QuaUrutzahlen  und  der  natürlichen  Zahlen  gefsnden 

Wird  =^£^  (i  +  i)-*-  f^My  Ä 
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IndfiB  Man  das  BIlipaaid  nfit  3  oagleidieD  Azen  darcli  Ebenen, 
'die  SU  zwei  Axen  parallel  gezognen  werden,  in  gleieh  weit  von 

einander  abstehende  elliptiscrie  Cyliudcr  zerfallt,  kann  innn  tlurcli 
dassollie  Hiilismittel  oliiie  die  geringste  Schwierigkeit  den.Gcsaiumt- 
Cubikiuhciil  der  elliptisclieu  Cyliuder  erhalten.  Sind  die  Axen  It 
osd  an  weldien  die  Ebenen  parallel  gelegt  werden  t  and  wird 
die  auf  a  genommene  Abseisse  x  vom  Mittelpankte  ffezäblt  in  n 
gleiche  Tbeile  getheilt,  so  ist  der  Cubikinbalt  der  ellipttschea  Gy- 

Inder  <T+  wmwia  dar  GaUluv. 

haltte«  halheD  Ellipaoida  \mhe .  n  folgt. 

5. 

Der  bekannte  Ausdruck  für  den  Radius  des  Krümmungs- 
kreises  der  Keffelscbnitte  durch  die  Normale  stand  mir  zu  isoürL 
ieb  sachte  deshalb  eiaea  Aasdrack  für  d^n  Radias  des  durch  3 
Punkte  cIdcn  Regelscbnitfs  ^eleg;tcu  Kreises,  und  fandj  dass  jener 
Radius  gleich  ist  dem  Produkte  dreier  Normiileu  auf  die  3  Sehnrn 
des  Ki'L^etscImitts,  dividirt  durch  da^  Uuadrat  des  bulbeii  rar.nne- 
ters.  Jede  dieser  Norinalcu  wird  auf  folgende  Art  bestimmt;  Aus 
deia  Hittelpnakte  wird  eia  Badios  Vektor  durch'  dea  Hittelpaakt 
der  Kegelschnittssehne  gelegt,  und  die  oben  bezeichnete  Normale 
auf  diese  SeLu«  p^eht  von  dem  Eud|iunktc  des  Radius  Vektor  auf 
der  Curve  bii»  zum  Durchschnitte  mit  der  grossen  Axe.  Fullen  die 
3  Punkte  des  kegelschaitts  toaaaiaien,  so  TCrwandeln  sieb  die  ur- 
aprüaglich  oagleleben  Npmalea  ia  3  gleiche  fjiaiea. 

6. 

Wenn  ein  Punkt  sieh  auf  der  Peripficric  einer  Ellipse  be- 
wegt, während  der  anziehende  Punkt  in  einem  Hrenopunkte  der- 
selben steht,  so  ist  die  anziehende  Kraft  dem  Quadrate  der  unge- 
luhrtea  Batfernung  des  aaaiehendea  Toa  dem  angezogeneo-  Paakte 
proportional.  • 

Dieser  bekannte  Satz  I'asst  sich  ohne  Hülfe  der  höhern  Rerh- 
nnngeu  beweisen.   Die  Kraft,  mit  welcher  der  Punkt  vom  Centrum 

der  Anziehung  ach  so  entfernea  strebt,  ist     j^t  wenn  v  die  Ge* 

schwindigkeit  und  72  den  Krümmung^sbatbmesser  für  den  Ort  des 
bewec^^ten  Punkte  bezeichnet.  Ist  F  die  Kraft,  mit  welcher  dieser 
Punkt  iu  der  Richtung  des  Radius  \  ektor  r  aoffezogeo  wird,  so  ist 
die  in  die  Richtung  der  Nonaale  n  fallende  Kraft  #*  cos  (f,  r),  wena 
.$  die  Senkrechte  vom  Brennpunkto  auf  die  Taageate  bezeichnet. 
Da  naa  die  genaante  Kraft  gerade  so  groea  seia  masiy  als  die  Cea- 

triftigalkraft  ao  ist  JF':=^  •  j.  lA  die  Geschwiadigkelt  ia 
BiehMi  SeheiftelpnAkte  1,  die  BMeBtriaität  a^  ao  ist  «(1— a)srs0#, 

folglich  aber,  wie  leicht  zu  beweisea, 

=  — ,  aod  ÄÄ -jr-f  »•  ■  * 

Bewegt  sich  der  Punkt  auf  der  Peripherie  der  ElUpse,  it^ähread 
der  anziehende  Punkt  im  Mittelpunkte  denelben  steht»  ao  ist  der 
Botternung  dirfkt  .propostional. 
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Seekreekto  mm  Mittelpnnkle  «nf  4ie;  Tengfente  bedeutet  Isl  die 
Gefckwindigkeit  Im  l^ellel  1,  sa  fcet  man.  v^^* 
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Bin  weites  and  InterceeaMee  Gebiet  zur  Unlertncbniig  der 
Eigenschaften  tier  Ellipse  bietet  di<'  Krfrarhtunp  dieser  Curvo  als 
der  orthogruphischeD  Projektion  des  Kreises  dar,  weno  beide  Kl>e> 
neD  in  der  KichtuDg'  der  grossen  Axe  einander  schneideud  äuge- 
noeunen  werden.  Inirch  die  einfachsten  HüHnrittel,  ats  da  sind, 
die  ProjektioDen  paralleler  T/inien  im  Rannte  anf  dieselbe  Ebene 
sind  parniiel,  der  rosinus  des  Neigungswinkels  einer  begrenstee  Fi> 

gnr  in  der  Kieiaebene  mit  der  Projeklion  iet         tt»  s.  w.^  gelangt 

■an  ohne  die  geringste  Mühe  nn'  den  Bigenechaften  der  Tangen* 
ten,  Her  konjugiiten  DurchiieBMr>  der  nnuKhriebenen  Pnrailel*» 
gramme  u.  s.  w. 


8. 


Die 
trie  dnrek 


Auflösung  der  6  Hauptfälie  der  spliärischen  Trigoaome- 
b  geoiietriicke  CenttmetioD  in  der  Bbene  IMaat  eich  auf 
eehr  einfache  Weiae^ erhalten,  iucUm  nian  tu  der  kSrperiichen  drei- 

sf>!(iffcn  Ecke,  deren  Kanten  SA^  SB^  A'^  in  derselben  Folge  die 
WiüKcl  c,  h  und  n  einsclilie.ssen ,  BC  und  AC  recLtwinklijr  auf 
SC  xix^tski.  X)iui  Dreieck  ARC^  in  welchem  3  Seitcu  bekunut  siud, 
wenn  «,  h  Und  c  gegeben  werden,  gieht  den  Neit^uno-swinkel  ACa 
oder  dcD  sphärischen  Winkel  zwisclieu  a  und  h,  I)urch  dasaelbe 
Hilbeck  findet  man  die  dritto  sphärische  Seite  aus  den  beiden  an- 
dern i»eiteu  und  dem  von  dicben  einge^chlosücueu  Winkel.  Ist  ge- 
geben r,  a  nnd  der  e  gegenBber  tragende  f^nkcl,  so  filft  man 
▼on  A  eine  Senkrechte  AD  uuf  BC  uml  t  ii  f»  Senkrechte  von  AE 
auf  SB^  so  liegen  die  Funkfc  »V,  B,  C  auf  der  IN  ripberie 
eines  Kreises,  su  dass  die  t!ei>  Punktes  Jt^  durch  den  Durch- 

schnitt dieses  kreiües  und  de«i  juil  dcui  Radius  Slil  beschriebenen 
^  Rfiiaea  gduaden  "Verden  kann  n.  Bp  w. 

«. 

Die  graphische  Darstellung  der  Ponktionen  aeheint  mir  ein 

zweckmässiges  lliilfsniittfl  für  dm  Ünterricht,  um  rim»  rcrlit  he- 
wusste  Auflassung  der  Jiigenschutten  derselbet)  moti^Iu  li  zu  niuciien. 
Zu  dem  Ende  habe  ich  mir  eine  aDsehnliche  Menge  solcher  Dar- 
stellungen geaeicbnet,  wie  die  Linien  der  Sinus,  der  Cosious,  der 
Tanffenten,  der  natttrlichen  nnd  Briggischen  Logarithmen,  der  Le- 
'  garithmen  der  Kreisfunktionen  u.  s.  w.  Selhsf  einfacbe  Ft^nktio- 
nen,  wie  y=.z>,  y  =  ^*,  ys«'',  v  =  ar'*  bieten,  wenn  sie  für 
dieselbe  Veränderliche  anf  dasselbe  Blatt  geseiebnet  werden,  manche 
Eigenschaften  dar,  deren  sich  wenigsteea  der  Schüler  in  den 
Angenblieke,  da  ibm  dieie  Fnnitlinnen  genannt  werden,  niebt  be- 
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WOBSI  wird»  x.  B.  dats  sich  alle  diese  Curveo  in  "l  funkten  begeg- 

^  —  I 

DM.  ilaaa  tt€  je  mefa  des  hdfaeni  Ctrad«  bu  ina  Pavkte  , 

'  y  =  1 

immer  näher  an  die  Absctsseoaxe  und  au  die  Ordinate  1  treten 

O.  8.  W.  • 

10,   VerUDtebanliclieBde  DsrtCelloBg  der  PriasebleB. 


Bin  grosses  gleiebieitlgcs  DreiedL  wird  In  lOOOO  kongruente 
gleichseitige  Dreiecke 'itrtlieilt  aed  ie  jedes  Dreiecksfeld  eine  der 

natürlichrn  Zahlen  so  gesehrieben ,  dass  die  Zahl  1  in  die  Spitze, 
2  nn  den  Anfang  der  zweiten  Horizontalreihe,  4  an  daa  Ende  der- 
äclbeti,  5  an  den  Anfan{|p  der  dritten  Horisontalreihe ,  9  an  daa 
Sede  deraelbeB  ko«ert,  wie  deaa  überhenpt  der  ganxe  rechte  Saeai 
dee  Dreiecks  von  den  Quadraten  der  natürlichen  Zahlen  eingenom- 
men, in  jeder  Hori7»ntnlreilte  aber  von  der  linken  nach  der  rech- 
ten Hand  gezahlt  wird.  Giebt  man  nun  den  Feldern  der  Primzah- 
len eine  andere  Farbe,  so  gewahrt  nan  bei  geringer  Aufmerksam« 
keit,  dasf  im  AllgeMinen  die  Prianehlen  in  gewissen  fMuralleleB 
fast  gleiehweit  von  einander  entfernten  Richtungen  dichter  beisam« 
men  liefen,  als  in  andern  Rirhttin(:^nn.  Die  Zuhlen  von  der  Form 
41  Hh  —  1)  Btellen  einen  Stab  mit  geschlossenem  sechseckigen 
BCene  dar,  deBi  eiBzig^n^  der  nnter  den  lOOOH  Dreiecken  Ter* 
keaait. 

11. 

Einfache  Bestimmung  de»  Brerhungsverhältnisses  iu  einem  drei- 
seitigen Prisma  durch  den  Neigungswinkel  U>  zweier  Seiten*Gbenen 
dea  Prismas  und  dnrcb^  die  Winkel,  welcbe  der  einfallende  und  der 
BBitreteBde  Strahl  an  jeder  Stelle  mit  dem  Ginfallslothe  bilden. 

Der  Strahl  trefle  in  .of  das  Prismo,  und  bilde  mit  dem  Einfalls- 
lothe den  Winkel  «f,  der  frebrochene  Strahl  trete  in  S  aus  den 
Prisma  uud  bilde  mit  dem  Einfailslothe  daselbst  den  Winkel  ^,^te 
beiden  Lotbe^  welche  die  Winkel  a  und  ß  Im  Ibbctb  dea  Priavn« 
mit  dem  Strahle  einscblieiaen,  idineiden  sieb  in  fo  bnt 
nna  in  den  Dreiecke  ABC 

AB»  ^AC»     CB*  -JhtAC.  CB.cM^ 

leiglieb  lasein         tin  a*-f>Sein  a  ein    ees  ^ 

sin  l*      .     sin  a*         2sm  g  .  sin      cos  ^ 
ain  ^«      »»  ain  ^  ein  ^ 

und  m  sin  ^ssi/iin  a*  -4-  sin  ^*  +SBin  a  .  sin  ^  cos  y/  *). 

*)  Siehe  Scehafk's:  Obsenrationes  de  corporum  luctm  abnplleiter 
.    fentinn  angrills  poUrisationia.  Berolini  1830. 

(Der  BcUwn  lelgt  Im  nlcbefein  Hefte.) 
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Lehrsatz,  die  Eckeo  der  Pyramiden  betreffend. 

Von  den 

Herrn  Director  J.  H.  T.  Müller 
.am  Realgymnuittin  an, Gotha. 


D«  <lie  Kigenschafteu  der  Poljedereckeo  bisher  norli  wfnig 
untersucht  worden  nmdj  m  wird  vielleicht  eiozeloea  Muthcmutikern 
die  Mittbf&luDg  eines,  wie  ich  glunhe,  neuen  nnd  an  Folgernngen 
ziemlich  reichen  Lehrsatzes,  die  Kcken  der  Pyramiden  betreffiand, 
nicht  Tinanc^enefim  srin.  Sdlllc  ich  mich  hierin  nirlit  triusrlir^n  ,  so 
würde  ich  später  uucli  eine  Heihe  damit  verwandter  Sätze  Tür  an- 
dere Polveder  mittheilen. 

1.  Ich  lege,  der  gröesern  DentKehkeÜ  wegen,  etatt  einer  ' 
//seitig^cn  Pyramide  die  beliebige  funfseitige  OABCDE  (H.  e. 
Fig.  %  a  lind  h  auf  der  schon  dem  ersfon  Hr-ttr  beigegebeoen 
Taf.  I.)  bei  meiner  ßetrachtung  zu  Grande  und  nehme  »uch  fürs 
Erste  an,  dass  die  fünfkantige  Basis  AßCDE  lauter  concave 
Winkel  enthält.  Jene  Beschrlnknog  ist  ohne  Einflnas  auf  die  All- 
gemein güUigkeit  det  Lehnatzes  nnd  diese  wird  spiUer  aufgeho- 
ben werde». 

2.  Um  die  Ecken  unserer  Pyramide  zu  vereinigen,  verfahre 
idi  wie  hei  der  S«Mnirunff  der  Winkel  «inee  ehoneo  ceradliniffea 
Vieleeke  in  dem  Aufsatae  Nr.  Vllf.  mid  siehe  ans  des  Mittelpankle 

M  ir£»'end  einer  KiiQrel 

,1)  mit  den  heucnkanten  OJ,  OB^  OV,  OD,  OIJ  i\\e  unj?  leich- 
stimmig paralleieu  Radien,  welche  der  ku^^elfläche  hezü^tich 
in  den  Punkten  a^,  jß*,      ä',  ^  begegnen  nnd  dort  die  Spitsen 
eines  splilirischen  Fünfecks  a'/9';^<rc'  bilden ,  welche  das  Maass 
der  Scheitelorke  von  O ^  mithin  auch  der  ttrsprangiichen  Ecke 
0  in  der  gegebenen  l'yramide  ist;  \ 
S)  ans  demselben  Punkte  M  mit  den  Grundkanten  BAy  CB^ 
DCy  ED,  Aß  die  gleichstimmig  parallelen  Radien,  die  die 
Kujf elflache  heznglich  in  den  Punkten  «r,      t\  c/,  e  und  rück- 
,       wärts  verlänu:ert  in  ur',  ^,  r*,  ä',  e'  trett'cn ,  und  s:immtlich  in 
dem  mit  der  Basis  der  Pyramide  parallelen  lluuptkreise  der 
Kttgel  liegen. 
niUlL  8 
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3.   Da  Ma!^  Me^  Ma'  mit  AD^  AE^        gleiclistimmig  parallel 
sind,  60  ist  das  sphäriiclie  Dreieck 

a'o'^  das  MaaM  der  Gruiiiteckeutf  der  gegebenen  Pfjravide, 

und  ebenso  -  B  • 

c^y'b    ...  •        C  •    .  - 

(r&c    -       -      -  .       ü  - 

Ausserdem  entstehen  noch  die  sphlrisrhen  Vierecke 

bei  denen,  was  ihren  Inttnlt  lictrilTl  ,  /n  iiiitTrsihculrii  ist,  ob  die  - 
zwischen  einem  griechischen  und  lutcinihclien  liuchstulieu  liegeDdcu 
ßeiten  einander  verlSngert  oder  imverlätiffert  schneiden,  welcbes 
statt  findet,  je  nachdem  in  der  Drehungsricntang  d,  e  die 

untern  (vnindliuipn  derselben,  nämlich  ef/.  ftr\  luP,  ce^^  tla\  Folgen 
oder  Nichlfolgen  bilden.  Im  letztem  Falle  nämlich  Glicht  der  iJn- 
tcrschied  zwischen  dem  obem  und  nntern  der  beiden  entbände* 
nen  Dreiecke  den  Inhalt  des  jedesmaligen  sphifiacbcB  Vierecks. 

4.  Mit  Kücksicht  hierauf  ist 

a'/9'^'d'£'  +  #iV«  +  a'^^'/^  =  der  Halbkugelfläcbe, 

die  das  Maass  von  4  rechten  Ecken  ist,  welche  ich  mit  be- 
seicbne. 

5.  Weil  ferner  c.  B.  OA^  tkB  and  AB  in  einer  Ebene  lie- 
gen» so  liefen  auch  die  Endpunkte  a\  ß'y  a  nnd  a'  der  damit  pa> 
rrtUelcn  Radien  in  einer  und  derselben  Ebene,  nni\  es  igt  das  ajihär- 
nscbe  Zweieck  t/a'ß'atfea^  das  Maass  des  (irundiicils  Aü,  Be- 
zeichnen wir  nun  die  die  Gnindkeile  der  Pyrumide,  nämlich  AB^  . 
BC,^  CB,  DE,  EA  mtesendeo  Zweieeke  mit  (a),  {b),  (c),  (i^),  («), 
so  erhalten  wir  die  nene«  CSleicb«ngeB 

(«)  ==;  «'«'tf  H-  a'tf  H- 

( c)  =  cy/j     '/hM^  d^9e\ 

[d)  =  (f^e-j-ö'ce'f'  -4- 

( <•)  =  r'  t'd  -h  t'f/i/a'  -f-  a'a'e, 
0.  Addirt  man  die  in  (5)  erhaltenen  Gleichangen  und  sah- 
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trahirt  vuu   der  dadurch   heryoror^hracliteii  die  in  (4)  erhalteoe 

Gleichung-,  8o  ist  für  K  üb  liulbkugelfläcbe: 

(«)  ^      +  (c) -I- (</)  H- (*)  —  Ä^=s  «'»'^ -f- ^iJ'«  H- r'//^ 

Aas  dieser  GlcicLuDg^  alur  cr£;lc'Til  sich,  wenn  man  von  der 
KufTolfläche  wieder  zu  deu  Ecken  zurückkehrt  und  zug^lcich  er- 
wagt, dass  (a)  —  i^afe  das  Maass  derjenigeo  Ecke,  weiche  uiOy 
AM  u^A  die  Verlänfferang  son  BA  ftber  A  hiawtm  snKatiteii  ha^ 
ftlso  die  Aaeveneck-e  tod  A  ist,  die  ich  «it  ^  beieiehve,  deu 

7.  Da  die  ganze  Herleitunffsweise  «eigt,  dam  die  Besieliiui- 
gen  für  jede  mehrseitige  Pyramide  sich  nicht  andern ,  so  ist  allge« ' 
neiB  für  jede  Pjrasiide  mit  hobliviDkliger  Grandfläche 

^H-i''+^-f-...  +  ^=4ir,  d.  i. 

»In  jeder  ffewöhDlieben  Pyramide  ist  die  Summe 

»»aller  nach  einerlei  Ricbtuntz;  genommenen  Aus- 

„senecken  über  der  Grundfläclie ,  vermehrt  um  die 
„Ecke  an  der  Spitze,  so  gross  als  vier,  rechte 
„Ecken;'* 

oder  was  dasselbe  ist, 

„die  Summe  aller  Aussenecken  gleich  der  Neben. 
,»ecke  der  Ecke  an  der  Spitze/' 

8.  Diess  ist  vielleicht  der  erste  Lehrsatz,  der  hei  l'olyederu 
mit  nicht  pamlleien  FiSchen,  einen  coBstanten  Werth  für  eine 
Snmme  von  Ecken  nachweist,  welche  von  der  2Sabl  und  Lage  der 
Seiten  viillig  unnbliäriGrlp:  ist. 

Auch  ist  die  AtTalDgie  dieses  Satzes  mit  dem  bekannten  plani« 
metriscben  zu  heacLten,^  dem  zufolge 

in  jedem  hohlwinklicfen  ebenen  Vielecke  die  Summe  aller 
Anssenwinkel  vier  rechte  Winkel  beträi^t. 

9L  Beweget  sieb  die  Spitae  O  der  l'^rauiide  oach  der  Grund- 
fllkhe  hin,  so  behält  der  Sati  aoeh  dann  noch  seine  Gültigkeit, 
wenn  O  in  die  Ebene  der  Grundfläche  selbst  fällte  indem 
<1nnn  die  Aiissnnkpilr  sänimtlicb  zu  Null  werden,  während  dielScke 
0  tu  eine  IIa  che  Ecice  überi^eht,  die         gleich  ist. 

Setzt  die  Spitze  O  ihre  Bewegung  noch  weiter  fort,  d.  b. 
tritt ^e  unter  nie  Grnndflftehe,  se*  wird,  wie  man  sich  sogleich 
ttbenengt^  die  Ecke  an  der  Spitxe  cnnrex,  also  grösser  als  MRfx» 
dagegen  werden  dann  dif'  \  u  ss  p  ti  f» rk  cn  an  der  Gniridnarfip. 
Alles  auf  die  ursprüngliche  l:>'igur  bezogen,  negati?*  Auch  dann 
ist  uoch 

die  algebraische  Summe  der  Aussenecken  und  der  Ecke 
an  der  Spitze  so  gross  als  vier  rechte  Ecken. 

Der  letztere  Fall  kommt  bei  der  Betrachtung  der  allgemeinen 
Polyeder  in  Anwendung. 

Wird  der  Abstand  der  Spitze  0  von  der  Griindfliche  nnettd' 

lieh  gross,  werden  also  dio  Seifenkanten  der  Pyramide  einan- 
der parallel,  und  gebt  die  Ecke in  Null  über,  so  ist  auch  noch 

8* 
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io  dem  bnibbegrenTton  prismatischeo  Räume  dir>  Summe  uller 
einseitswendigen  Ausscaecken  gleich  der  Summe  voo  vier 
rcchtcD  KckeD. 

10.  Aus  deip  Beweise  voo  (7)  folgt  ferner  unmittelbar,  da^s 
io  jeder  Pyramide 

die  Suuiuie  der  nach  ciucr  Riclituug  hin  gcuommeueu  Aussen- 
CMjken  an  der  Grundfläche  gleich  ist  der  Sinnne  der  oach 
der  eDtgegengeBettten  bia  f^enomnieneD. 

11.  Auch  ergiebt  eicb  sofort, 

dass  weoD  in  zwei  Pyramideit  von  gleicher  oder  angleieher 

SeUcnzuhl  die  Summen  der  cinseiUtwendigen  Aussuncrken 
an  der  Gruiuinitlie  einanlcr  rjicich  sind,  aucb  die  beiden 
Ecken  an  der  S[titze  einander  gleicb  sein  werden. 

Oer  obic^e  F.cl'trsufz  bietet  dfiniiacli  aucb  ein  HUIfsmittel  dar,  die 
(>loi(  bbc'ic  zweier  der  Gestalt  nach  durchaus  verschiedenen  Ü^ckea 
zu  erweisen. 

12.  Umgekehrt  ist,  wenn  man  durch  eine  Ecke  beliebig  viele 
Rhenen  legt,  welche  keiner  Kante  parallel  sind  und  nicht  durch 

den  hchcitel  geben, 

an  jeder  solchen  Ebene  die  Summe  aller  elnseitswendigfen 
nach  der  Spitze  zu  liegenden  Ausseneckeu  cunstaot  und  der 
Ergänzung  der  gegebenen  Ecke  tXL  Tier  rechten  Bcken  gleich. 

Aucb  iääüt  sieb  dieser  Sutz  uut  gleicbgrosse  Ecken  ausdehnen. 

13.  Enthält  endlich  die  Grundfläche  der  Pyramide  conveze 
Winkel/  so  läsat  aicb  eben  so  leicht  darthnn, 

dnss  die  Snmme  aller  einsoitswendif^n  Aussenecken  ver- 

inchrt  um  die  ICcke  an  der  Spitze  suvielnial  vier  rechte 
Lcken  beträgt,  als  in  der  Summe  der  Auäseuwiukel  der 
Grundfläche  vier  rechte  Winkel  enthalten  sind. 

Bist  in  dieser  Gestalt  hat  der  Lehrsata  die  erforderliche  Allge- 
meinheit, in 'welcher  er  sich  auf  Polyeder  mit  convezen  Ecken  an- 
wenden lässt. 

.  11.    >Iil  l  ebergcbung  aller  ^veitern  Folgen,  welche  sieh  aus 

dem  oben  erwiesenen  Lehrsatze  ziehen  lassen,  erlaube  ich  mir  noch 
schliesslich  einige  ganx  leichte  S&tse,  die  Ecken  und  Keile  der 
Prismen  betreffend  mitzutheilen>  die,  wenn  es  nicht  bereits  geschehen 
ist,  in  die  Klemenfe  der  Sforenmetrie  kannten  angenommen  werden. 
IT),    im  /rseitigen  IVi^ma  ist 

1)  die  Summe  aller  Seitenkeile  das  (tt-2)tache  des  gestreckten  l^eils, 

2)  Die  Snmme  aller  Gmodkeile  das  «fache  des  gestreckten  Keils. 
,  Hieraus  folgt,  dass 

3)  im  Parallelepi[iedon  die  Snmme  aller  Keile  das  Sfache  Toa  vier 

rccbfen  Keilen  ist. 

10.    l'^beu  SU  ist  iw  //.seitigco  Frismu  die 

i  Summe  aller  Ecken  gleich  der  Summe  aller  Seitenkeile  oder 

(is— >2)mal  so  gross  als  die  flache  Ecke. 
Demnach  haben  alle  Farullelepipeda  eine*  gleicbgrosse  Eckeuannuiiti 
weUbe  HjRf  oder  eise  volle  Ecke  beträgt. 
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Combinatorische  Lösung  der  Enler-PfalTschen 
Aufgabe  in  Nr.  XXYIL  des  ersten  Theils. 

■ « 

VoD  dem 

Herrn  ProfeBfior  Dr.  Tellkampi 
u  Hnuievefp 


Die  nach  dem  VorgtiD^o  von  Euler,  weicher  seine  Furdcruuff 
•nf  die  Zerlegung  in  Dreiecke  beaehrinkt  hatte,  won  J.  F.  Pfan 
iiestellte  allgemeinere  Auf^sthe  lautet  a.  a.  0.  folgcndcrgestalt: 

Die  A  n  X  a  Ii  I  der  verschiedenen  Arten  zu  h e  s  t i  in  m  e  ii , 
auf  weiche  sich  ein  »eck  durch  Diagonalen  in  lauter 
naecke  «erlegen  Ifttst 

Da  der  Ccgenstand  der  Betrachtung  ofTenbar  einen  eombiuato« 
rischen  Charakter  hat,  indem  es  sielt  um  alle  drnkharen  T'iiistellun- 
gcn  der  Diagonalen  hattdelt,  durch  weiche  die  (jeii:tuiiiitfi|^ur  in  die 
verlangten  l'artiaUiguren  zerlegt  werden  könne,  so  erscheint  es  uti- 
ffeauaeD,  die  Kckponkte  des  gegebenen  Mcka  durch  die  fortlaa« 
lende  Zahlenreihe  1,  2,  3  zu  bezeichnen  und  die  von  diesen 

Punkten  aiisIautVtidcn  Oiapronalen  (als  die  eigentlichen  Eienientc 
der  Zusauuneuäteiluniren)  ehcnt'alls  bezieh nno^swei^ic  mit  den  Zah- 
len 1,2,  3....»  anzudeuten,  wobei  indessen  Wiederholbarkeit 
dersetben  beduneeii  werden  nosi»  um  s.  B.  durch  die  Combinationa- 
form  1.1.1.1  vier  versebiedene  aber  sämmtlicb  vom  Eckpunkte 
1  ausgehende  Diagoonlen  riTtszüdrücken.  ünter  dieser  Vorausset- 
zung braucht  man,  um  irgend  eine  Combinationsfonn  vuu  ^  Kle- 
mcuteo  auä  den  Zahlen  1,  2^  3  ...»  als  DiagonalensteUung  in  der 
ffegebeuen  Pignr  Dacbsuwei<en,  nur  von  jedem  der  beneicbneteo 
BeEpmkte  su  dem  um  {m — 1)  weiter  gezählten  eine  Diagonale 
sn  ziehen,  Indem  man  zunächst  (nnt  d^Mn  .Srliricidcri  der  Diagona- 
len zu  begegnen)  mit  denjenigen  t^unkteu  beginnt,  auf  welcl*e  - 
mindestens  {m  —  2)  nicht  in  der  Complexion  uiigedeutete  folgen, 
nnd  dann  mit  dem  übrig  bleibenden  Theiie  der  Figur  dieses  \'cr- 
fahren  fortsetzt.  Zu  noch  bestimmterer  Bezeichnung  der  Diago> 
nalenstellung  deutet  man  am  zweckniässigsten  ihre  Reihenfolge 
durch  die  der  Elemente  an,  so  dass  das  erste,  zweite,  dritte  u.  s.  f. 
zugleich  die  erste,  zweite,  dritte ....  Diagonale  beteicknet,  was 
freilich  nicht  selten  eine  Umstellung  der  Elemente  einer  gegebenen 
Corabioationsforni  nöthig  machen  wird.  Ti.ohei  dann  natürlich  OUch 
-  niedrigere  Elemente  auf  böbere  folgen  dürfen. 
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W;ih!cn  wir  zu  völlii^pr  VVrdpiitlirhunp;  dieser  rinrstellungs- 
-vvciäu  irgend  eine  bestitiiuite  Fi^ur,  etwa  wie  nacbstellieDd  eio 
Zwölfeck. 


Um  dasselbe  auf  alle  mögliche  Arten  in  Vierecke  za  terlegeu, 
weldtes  durck  4  Diagonalen  geschieht,  so  wird  man  diese  zm 
von  dem  Eckpunkte  1  nach  den  Punkten  4,  6,  S,  10  ziehen  und 
durrli  die  Cambinationsform  1.1.1.1  darstellen  köonen.  Wollte 
muu  die  Endpunkte  dieser  vier  Linien  ebenfalls  beaerklich  muchen, 
Bo  dürfte  man  nur  jedem  Elemente  1  die  Zahl  der  Ecke  »nkÄog«B, 
welche  den  Endpanltt  bilden  soll;  folglich  wäre  nXber  bestimmt  die 
Coinbiniitlonsform  1  .  1  .  1  .  1  =  I4  .  1,  .  1 ,  .  1,„,  und  es  Usst  sich 
nach  drni  oben  Gesagten  aus  der  uumlttelbaren  Betrachtung  der 
Figur  leicht  eutoehuieu,  wie  man  jeder  auderu  Complexion  aus  vier 
der  gregebeneB  Elemente  1,  2,  3 ....  18  fn  gficicker  Weiie  ikfe  be- 
stimmte Deutung  zu  geben  im  Stande  ist.  So  fipdet  mili  s.  HL 
leicht  die  Disgonalenstellungen  für  die  Können: 

1)  1. 1.1. 1  =  1«.  1«.]..!., 

2)  1.1. 1.2=2«. l«.l,. 1,0 

.3)1.1.1.3  =  »..l..l..l,o>  . 

indem  die  ernte  Diagonale  s«  den  Poakteo  2  ood  3,  und  alio  io 
zwei  andere  LagOfl  nbergeht^  während  die  drei  übrigen  nnfefio- 
dert  bleiben.  Dagegen  fordern  die  Formen: 

4)  1.1.1.4  =  14.4,  .1,  .1,. 

5)  1. 1.1. 5  =  1«.  5«.  1«  .1.« 

6)  l.l.i.6=l«.l«  .6,  .1,0 

7)  1.1.1.7=1,.  U. 7,, .1,„ 

eiuc  Vertaiisrbung  der  zweiten  oder  dritten  aus  dem  L^uukte  1 

fezugeucQ  Otuguiiale  gegen  eine  andere,  die  von  einem  der  Punkte 
,5  oder  6,7  8u;igeht.  Beispielsweiie  ipögen  endli^k  noeb  die  Com- 
yleitionen 

8)  1.4.7.10=1«  .4,  .7.,.  10, 

9)  1.2,3.  4  =  1»„.2.  .3,  .4, 
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10)  2.4.0.   8  =  2,,  .4,,  .b.,  .8,,' 

mit  der  Figur  verßjliclicn  wcrdfn,  um  die  Besf imintbeit  /,u  orkfti- 
Den,  welche  ia  der  hier  gewählten  arithmetibcheii  ADdeiituiig  der 
▼«nehiedeDCD  Di«f  oiialenstellinigwB  Hegt. 

96  unzweifelhaft  aber  auch  die  geoinetriaclie  Deutung  ist»  die 
man  nach  dem  Vorliorgehendeu  einer  jeden  Coinjdrxion  zu  efebeu 
vermag,  sind  die  verächiedeueit  Complexioneu  doch  weit  entfernt, 
eben  so  viele  verschiedene  Diagonnicnstellungeu  auszu- 
4riekeD.  S«hoii'te  Ictxle  der  obigen  Beispiele  seigt  ungenfiillig, 
dasB  för  ein  in  Vierecke  zu  zerlegendes  Zwülfeck  ui<-  Fonu 
2.4.0,8  =  2,,  .  4, ,  .  0, ,  .  8, ,  gleichbedeutend  mit  I  i  Com- 
plexion  11  .  11  ,  11  .  11  =11,  .  11^  .  11,  .  11,  ist.  \n(  ]i  hostimm- 
ter  wird  man  die  Mannigfaltigkeit  von  Cumbiuuiiuuäiurwuu  durch- 
gleicber  Bedeutnog  ans  folgenden  Beispielen  obnebnieD  kÖDDen*. 

1.1.1,    l  l^.l^.lg.l|g 

1.1.1.  10=  1,  .  1,  .  1,  .  10, 

1.  /l.  1.8.  141  =  1«.  i..  8,  .10, 
1.6.8.10r=l4.6,  .S,  .10. 
4.6.8. 10  =  4,  .0,  .8|  .  10. 

1.2.3.  4=1, „  .2,  .3,  .4, 
1.2.3.  7  =  1 ,  o  .  2,  .  3,  .  7^ 

2.  '1  .  2  .  7  ,  8  =  1,0  .2,  .8,  .74 
1.7.8.  9=1. •.(».. 8.  .7« 
7.8.9.10=10,  .9,. 8». 7« 

1  .  3  .  D  .  *>  - —  1,0  .  3,„  .  j),o  .  ttg 


3  .  5  .  8  —  1 1  „  •  3, „  .  5,  „ 


3.  /I  .  3.  8.  lü=l,„.3,„.  10,  .8, 
1  .  8.  10.  10=1,„  .  10,  .  10,  .  H, 
[8 . 10 . 10  •  10=  10,  .  10,  .  10,  .  8, 
M. 2. 11. 11=2,.  I,. II, .11, 
Ii  .  2.  8.  11=2,  .  1.  .  11.  .  8,, 
4. /I.2.   ö.  8  =  2,  .  I.  .0,,  .8., 
k.O.  ö.  8  =  2,  .0,  .6,,  .8., 
^5.6.  6.  8  =  5,  .0,  .0,,  .  8,1 

Bei  nUierer  Bctroeblung  der  vorstehenden  vier  Diagonalenstei- 
•  Inogen  nimmt  man  ohne  .Mühe  wahr,  das»  die  rmgestaltunp^  ihrer 
ÄTKdriicke  ollmählig  fortschreitet  ihhJ  zwar  von  der  let/.  lon  Dia- 
ffonale  ausgeht.  Denn  zunächst  durt  mau  sich  diese  umgewendet 
(oder  von  ihren  Endpunkt«  am  gesogen)  ond  dongeMiiM  «oder« 
bezeichnet  vorstelle«,  obno  dass  dadurcli  die  Bedeutting  der  Cora- 
plexion  im  Mindeste«  geändert  wird.  Das  \amliclie  psilt  d;iun  aber 
aiifh  von  der  vorletzten  Diagonale  u.  s.  \'.  bis  zur  rrsl<  n  iiiu, 
so  dass  hier  jede  beliebige  CompIvMo»  vier  limformungt^u  gtstat- 


Google 


120 

tet,  die  mit  ihr  dorcliaus  dasselbe  bcBcichneo.  —   Sei  doh  die  all- 
geneine  Aodeatang  einer  beliebigen  ConbinatioDsform 

worin  ci,  ^,  $  die  respectiven  ßndpotlite'  dir  ms  den  Kokett 
«r,  ^,  </  gezogeoen  Diagonalen  andeuten,  so  bleibt  die  Bedeu- 
tUDg  jener  Complexion  die  olnliche  in  den  Fennen 

denn  es  wird  sunfichtt  die  letste  Diagenale  eben  so  bestimmt 

durch  S  als  durch  ä  bezeichnet,  da  bei  uoTeränderter  Andeutung 
der  vorbcrgcbendeu  iibpr         La^c  «Irr  äiissersten  Theilungslinie 

.in  beiden  FäUeu  kein  Zweite!  bieil^eu  kauu^  —  und  da  das  Näm- 
licbe^  ans  gleichen  Gründen  von  der  vorletsten  Diagonale  be- 
hauptet werden  darf,  sofern  man  nur  in  den  Andeutungen  aller  nbri- 

.  gen  nichts  ändert,  so  lässt  sich  die  ['msctzuiig  der  Klemoute  all- 
niäblig  bis  zun  ersten  austlehnfM)  Die  t^^cirolimp  C'om|ilcxiuii 
a  ,  0  , .  ,  .  c  ,  d  wird  also,  weuu  6ie  überhaupt  q  Kieiueute  enthält, 
auch  q  Unformungen  anlassen^  ohne  ihre  Bedeutung  au  ändern;  ' 
oder  mit  nnderu  Worten;  es  werden  unter  sämmtflchen  Com* 
{I I  (' \  1  ()  tj  c  n  {f/-\-\)  V  r)  II  dieser  übereinstimmenden  geome* 
triscbcn  H(  dtMituug  cuthalten  sein. 

Die  Anzahl  der  verschiedeneu  Arten,  auf  welche  ein  gegebenes 
neck  sieb  dureb  q  Diagonalen  in  laoter  «secke  serlegea  lisst,  ist 
nunmehr  ohne  alle  Schwierigkeit  bestimmbar,  du  man  weiss,  dass 
die  ffhf'rhaupt  mögliche  Menge  von  Combioationsfonnen  an  ^  ans  » 
wicdcrholbaren  Elementen  durch 

ausgedruckt  wird,  woriu  nach  dem  Vorhergehenden  die  arithmeti- 
sche Durstclluntr  jedrr  Oiaffonalenstclluiig^  (7-Hl)nial  enthalten 
ist,  8"  dass  man,  um  die  wirklich  vf^rsrhirdeocn  Diagonalensteiluri- 

Sen  zu  erhalten,  noch  mit  (v+i^  dividireu  muss.    Bezeichnen  wir 
aber  die  gesudhte^  Ansahl  för  ein  sMck  nüt  q  Diagonalen  duroh 
so,  erhalten  wir  den  allgemeinen  Ausdruck 

^  1_    n[n^\)  (»  +  2)  («-f-y—l) 

^  —  f-#-l'  1.2.1  q  ' 

und  vermöge  dieser  indepcndenten  Formol  l;isst  sich  eine  Tafel, 
wie  die  von  ISic.  V\i&&  gej^ebeue  (s.  Pag.  196  u.  u.  0.)  leicht  bis 
au  beliebiger  Weite  avfstelleB,  indem  mau  nur  aus  derjc  ui^cn  der 
Figurirteu  Zahlen  die  entsprechenden  Werths  an  nehmen  und 
beziehiinprsweise  durch  die  gunaen  Zahlen  X»  2,  3 . . . .  s==^-|- 1  an 
dividircD  braucht. 

Auf  den  ersten  Blick  mag  es  auffallend  erscheinen,  in  vor- 
stehendem allgemeioeo  Ansdraeke  noter  den  bestimmenden  Grossen 
die  Znhl  m  gn  vermissen,  welche  in  den  a.  a.  0.  mitgctheilten  re- 
currirondcn  Formeln,  so  wie  auch  in  der  daraus  durch  Induction 
geschtüsüeueu  iudepeudenteu  auftritt  Man  erkeunt  aber  leicht, 
«ia^s  bei  der  Abhängigkeit,  in  welcher  die  Grössen  m  und  q  zu 
einander  atehn,  ausgedrückt  durch  die  Gleichung 
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nur  eine  der  beiden  Zahlen  m,  m  überlianpt  in  die  Pormel  einzu- 
gebeu  branchU  wb  sich  dera  anck,  wenu  man  diesen  Werth  von 
M  niMi- svgleieb  #—1  statt  7  in  4ea  obigeu  Ansdraek  substituirt, 
die  Umgestaltung  desselben  in  4ie  von  dem  flerro  Herausgeber 
(S.  199)  hypothetisch  vifgestellta  aUgesieine  Fona 

f    (w-i)  (Mn-rf-i)  (fat-f^g)  (aw-t-»  (fai-(gi~2)) 

^•"^  1. S.S. 4. ..(•*-!) 

aogenblicklicb  ergiebt. 

Wieviel  zweckmässiger  es  aber  ist,  bei  dor  Bcbandlunp;  des 
hier  Itesprochenen  Problems  die  Anzabl  n  stutt  m  iu'die  Jlietracb- 
tung  zu  ziehen,  giebt  sich  am  augenfälligsten  zu  erkennen,  wenu 
■an  die  Aufgabe  zu  folgender  noch  allgemoiDem  erweitart: 

Die  Anzahl  der  Terscliiedenen  Arten  zu  bestimmen, 
auf  welche  sich  ein  «eck  durch  g  Diagonalen  in  (y+l) 
Figuren  zerlegen  lässt,  unter  denen  a  Dreiecke.  L  Vier- 
ocka,  e  Fviifecka  u. 8.  f.  enthärten  sein  mögen.  (Bedingunflps« 
gieichungen  also :  ^  -|-  1  =  «  4-  A  -h  c  -f- . . . .,  wo  «r,  c . . . .  ir» 
gcnd  einen  Werth  der  Zahlooreihe  0,  1,  %  3 .  • . .  hahen  Mosen; 
und  //  =:  3«  +     -4-  5r  ,  .  .  ,  —  2^). 

Man  überzeugt  sich  nämlich  leicht  durch  nähere  BetrachtuDR 
irgend  eines  beliehigen  Polygons,  dass  die  ohea  flür  den  Speciaf- 
fail  gleichartiger  Theilfignren  gefiilirte  UntersQchnng  hier  auf 
völlig  gleiche  Weise  ihre  Anwendung  findet,  nur  dass  durch  jede 
beliebige  Cnmpie^fion  uietir  als  eine  Diagonalensteilung  be- 
zeichnet wird.  Wäre  z.  B.  ein  Zwöifeck  durch  i  Diagonalen  in  2 
Dreiecke,  2  Vierecke  nad  1  Sechseck  xH  verlegen,  sa  würde  die 
Form  1 . 1 . 1 .  t  hier  die.  gaas  Teiachiedeaea  DiagoDalenatellnogea 

andeuten,  deren  Menge  sieh  dadurch,  dass  nan  hier  fünf  auf  ein*  * 

ander  foltjeude  Figuren,  »nfn  denen  zwei  Paare  crleirlinrtiger 
sind,  auf  alle  mögliclie  \V  el&e  unter  einander  versetzt  denkt,  so* 

gleich  als  die  Penantatioaaxahl  •^^^^^j^^=90  s»  erkennen 

giebt   Sind  der  Theilfigareo  allgemein  q*^,  nnd  darunter  m  der 

einen,  It  der  zueifj-n,  c  der  dritlou  Art  n.  k.  f.,  wf»  »rlialt  niiin  aus 
den  nämlichen  iiriindeu  statt  der  einen  Diagonalensteilung,  welche  • 
irgend  eine  beliebige  Complexiuu   bei  der  Zerlegung  in  lauter 
gleichartiire  Figuren   reprätentirte,  ihrer  vielmehr  eine  Ansahl 

  ^«2.3  9  '\~^)  n  II-  r*     i  t  -II  1 

=  7^ — r  TTl — -z  Tm — «  ^-     nurcli  diese  Zahl  wird  demnach 

der  obige  Ausdruck  von  A'*if  noch  zu  muUi^liciren  sein,  sofern  er 
anf  die  hier  verallgemeinerte  Aufgabe  Anv^endung  finden  soll,  so 
dass  die  Teriangte  Aasabl  aller  möglichen  Zerlegungen  eines  «ecke 
durch  q  Diagonalen  in  a  Dreiecke,  b  Vierecke,  n.  a.  w.  dargestellt 
wird  durch  die  allgemeioe  Formel: 

1  .2.3.,..y  .(y-f-l)         ü(iH-l)  . .  1) 

(1 .2..a)  (1  .2..^)  (1.2..r)  *  i  .2  .  S  . . . .  7.  (7+ 1) 

 w(w-4-l)  in -^2)  jh  +  t)  (»-f-y  — I) 

—   (I  .2.  B..«)  (1 (1 .2.8..r)  * 
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ein  Ausdruck,   der  sofort  wieder  in  eleu  dIiililu  Werlli  von  ./"y 
übergeht,  äobuld  luau  zu  der  äuecieileu  Auuuhiue  durchaus  gleich- 
artiger Figuren  schreitet,  ia  welcheoi  Falle  die  Zahlen  «j      • . 
flieh  offeahar  aaf  eioe  eiax%e»  and  swar  anf  {f*-^  I)  redoctren. 


XIL 

Von  der  numerischen  Auflösung  der  Gleiclums^ 
A  =  {l  +  a;y*     +        wenn      ein  kleiner 

Brach  ist 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Rftdell 

SU  Berlin. 


Bezeicbuet  ar  die  jährliche  Zinse  eioes  Thulers,  su  wird  nua 
den  Teniaslea  Ka|Ntara  JiC  wm  Bnde  dea  enCen  Jahrei  Ar(l*4-j;r), 
am  Eude  des  zweiten  Jahres  A{i  -^ap^^  am  Kode  des  dritten 
Jafin's  A'(l-f-.r)»  n.  s.  w.^  im  Alliccmcinon  am  Kmle  des  ««ten 
Jahres  A(I  -f-  o:)^,  wenn  man  oamlich  vurausäctzi,  dass  die 
Zinsen  eines  jeden  Jahres  am  Eude  desselben  zum  Kapitale  ^* 
aeblagen  nad  in  den  folgenden  Jahrea  mit  den  Kapitale  vemnat 
werden. 

Neoot  »an  alse  den  auj^  diese  Weise  io  4P  Jahren  aus  dem 

Kapitale  K  hervorgegaagenea  Werth  dcaaelbeii  KU,  aa  ethälft  awa 
die  CUeiehaag 

jr 

io  dass  Ikm  mit  m  und  ^  zujrleicb  wäehflt* 

Die  eben  geschriebeae  CfleichaBg  gilt  aber  nur  so  lange,  ala 

m  eine  gaaM  Zahl  iit  In  der  That,  wird  flif=a»+^  statt  m 

gesetzt,  wo  ~  tio  ächter  Bruch  ist,  so  crbült  luau  für  dcu  durch 

Zins  und  Zinseszins  angewachsenen  Werth  deg  Kapital  am  Ktidc 
der  ersten  m  Jahre  wiederum  A{l-^^a:)'**.    Soll  dieses  Kapital  nuu 

noch     Jahre  veninat  Warden,  so  betragen  die  Zinsen  während 
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seo  Fall 

währeod  man  nach  der  Gieicbung  (1)  hierfür 
crhalteu  hätte. 

Cm  Uea  leUiem  Ausdruck  mit  dem  richtigeu  zu  vergleichen, 

hat  man  dafür  Alfl+x)"  .  (1+^)^  xa  leUen  und  den  letztern 
Faktor  nach  dm  bioomiMheii  Lehnatse  in  eotirickelii.  Uierdoroh 
e^iebt  «icli 

»  p  X 

«der,  dft  — ^)  =  -ÄW  ist. 


Da  nun  seiner  Rcdentunc:  nach  ein  klninpr  Bnirh  ist  ,  so  wird, 
bei  der  Beschaffeuheit  der  t'oetlicicüten  der  einzelnen  Glieder,  das 
Vurzeichen  der  ganzen  Reihe  mit  dem  des  ersten  Gliedes  überein« 
ntisuneo,  nad  folglich,  wegen  (J>p^  positiy  seini  so  dan  die 
Gleicbnog  (1),  auf  den  Fall  angewandi,  vo  m  <  Ine  gebroebeno  ZaU 
isf,  einen  Werth  liefern  würde,  der  zwnr  zu  klein  wäre,  aber  vcr- 
hältuissmässifT-  doch  wcni^  von  der  Wahrheit  abweichen  würde, 
weil  diese  Abweichung  kleiner  ist  uIb  ^vT'. 

Wird  ano  die  Aufgabe  gestellt,  daaa  mn  an  dem  gegebeaea 
Werthe  eiaee  Kapitala  K^^  ana  deai  kflaftigen  WerChe  denelbea 

K„e  und  ane  der  Daser  der  ^ensiDBaag  + die  jährlichen 

Ziaaen  eioe^  Thalers  Huden  soJii,  au  hat  mau  die  Gleichung  (2), 

X 

Km'  9 

oder  wena  aiaa  darch  ^  difMift.UNl  «ad  lali^ 

die  Gleichnng 

(3)    ^  =  (1-1- d?)"  (1  +  ^^) 

uttcb  r  aufzulösen. 

Im  vorliegenden  besondern  Falle  ist  ^<Il.  Bevor  aber  zur 
Auflöaaog  dieser  Gleiehang  gesebritlea  wird,  soll  aecb  folgende 
Aili^be  gleiehfalls  aus  der  SuaaesBinsreebnong  mitgetheitt  werdea, 
die  Riirh  von  obiger  GIcichaDg  resalciit,  ia  .welebar  aber  6  jedea 
beliebigen  Werth  erhalten  knun: 

Es  wird  sofort  dus  Kapital  d  und  dunu  am  Ende  jedeä  Jahres 
die  Eeale  e  wübread  m  Jabrea-  aoai  SSnafesse  veniaslieb  aa- 
gelegt  und  aufgespart,  und  von  der  bieraus  erwachsenden  Summe 
aan  aa  deai  aiaUicbea  Ziaafoise  die  iataierwibreade  Beate  •  be- 
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zogen,  wie  gross  ist  der  Zinsfass^  Der  Werth  des  softltt  aoge* 
legten  Kapitäi  ä  iit  Bscli  m  Mrw  d{\  +  or)*  nmi  die  Weitte 
der  saeeeniye  hiozakonoienden  Renten  c  betragen  am  Ende  jener 

m  Jahre  respertivc  c[\-\-a:)"*~^,  r( l  H- ^r)"*"'-^,  c(l -f-^)'"— *  u.  s.  w., 
jenachdem  die  Rente  am  Ende  des  Isten,  2ten,  3teu  Jahres  u.  s.  w. 
binzugekommen  ist.  Demnach  beträK^  der  künftige  Werth  aämmt- 
licber  Enpemisie  mit  Zineen  und  ZioMMlnieB: 

+  a:Y*  -H  c((l-t-a:)«-i  -f-  (1  -f- +  ( H- ^)»-»  -h  1 1 

Da  man  nun  aus  dem  Kuj^itaie  die  jäbrlicben  Zinsen  erhält,  wenn 
nen  dasaelbe  mit  ob  piultiplicirt,  oDd  diese  Zinieu  glcieh  m  aein 
•eilen,  «•  ergiebt  neh  die  CHei^oug 

<to(H- +  c|  (1  +  or)- —  1 1  =  • 

d.  b. 

oder  wenn  nan  doreh  e  dindirt  nnd  wiedenui  '^-^^^A  nnd 

■^  =  6  setst, 
c 

wie  voilier, 

'Waa  nun  die  AuflfSsung  dieser  Gla^bung  nach  ^  betriflFt,  so 
sieht  man  sogleich,  dass  diese  letztere  vom  (///-f-l jsfen  Grade  ist,  und 
also  im  Allgemeinen  auf  aigcbraischem  Wege  nicht  aufg^elöst  wer- 
den kann.  Man  bat  sich  also  damit  zu  begnügen,  für  den  Fall, 
dass  j1  nnd'  6  in  bestimmten  Zablen  gesehen  und ,  Istens  einen 
ersten  Nähernngswertb  und  2teus  ans  demselben  einen  solchen 
W'erth  für  zu  finden,  der  für  jeden  praktischen  Bedarf  als  hin- 
reichend jrenau  gelten  kann ,  wohei  jedoch  nicht  zu  vergessen  ist, 
d^ss  selbst  nur  wenige  Hundertel  beträgt,  also  die  Annäherung 
taoeli  Tie!  weiter  cehen  mnss.  '  ^ 

ist  nun  d-tCl,  oder  allgemein:  ist  m  ^egen  ^  so  gross,  dass 
als  verhältnissmässig  wenia^  verschieden  von  A  angesehen 
werden  kann,  so  folp^t  aus  der  vorhergehenden  Auseinandersetzung, 
dass  man  nahe  genug  (l-f-.r)'"  (l -|-Äar)  =  (l  4-^')'*^  setzen 
kann,  so  diias  min  niw  der  Glefichng  ' 


(4)  *,=-H.l/^ 

nli  einen  erst«  Nttemnni^eitii  fiir  jr  edüUt,  der  m  «o  genauer 
Ist«  jemehr  m  das  ^  nn  vrüise  nbertriflfl. 

Findet  das  oben  angegebene  Verhältniss  zwischen  m  und  6 
nicht  statt,  so  dass  also,  m  keine  grosse  Zahl  ist,  «o  setie  mao 
näberungsweise  .j  .. 

nppd  hcstimnie  tt  uad  ß  dergestalt,  das«,  diescir  GUicbung  so  viel  als 
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möfflich  Genücrc  geleistet  werde.  Entwickelt  man  beide  Aosdrüoke 
Bacn  steigeDden  PotcDzeu  tod       so  erhält  liaB 


Also  wird  also  den  aDgenommeiieQ  ^uutieuteu  der  Tuteuz.  (1+^)'" 
«M  MeisCeo  iniilheni,  wenn  man 

u — p=tm  nnd  — 


2 

tatet,  wtiX  sieh  dadnrcb  beide  AmdHIeke  nur  in  der  dritten  nnd 
den  Mbern  Potenaen  der  aehr  kleiaen  Qoantitit  a:  Ton  einander 

unterscheiden. 

Dividirt  man  aber  die  zweite  der  so  eben  gefundeneu  beiden 
Bedingnngegleiclinngen  durch  die  erate,  ,se  erhilt  aan  /S=*— — j— , 

also  a=;a»+^  =  ^^^-^  und 

(5)     (1 4-^^  =  0 
Sncht  man  daher  ans  der  qnadratiichen  Gleichung 

den  positiven  Werth  Ton  jf^,  so  wird  derselbe  gleiebfalli  all' ein 

NShcrung-swerth  von      angesehen  werden  können. 

Um  aus  dem  auf  die  eine  oder  die  andere  Art,  je  nucli  dem  ver- 
-scbiedenen  zwischen  m  und  &  stattündeuden  Verbältnisäe,  irei'uüde» 
oeo  Nähemngswerthe  o?,  sogleich  einen  recht  genauen  Werth  Inr 
.r  zu  finden,  setze  man  .r  =  ;r,  +  A^n  A<^i  positiv  oder  ne- 
gativ aber  nur  noch  eine  sehr  kleine  C'orrokfion  von  ist.  Süb- 
stituirt  man  dies  in  die  Gleichimc^  (3),  ao  bleibt  nuch  die  Gleichuog 

nach  A'^i  nnfzninsrn.   Werden  auf  beiden  Seiten  die  LogarithaeD 

genommeu,  so  erbalt  man 

lag  Asssm  log  +A^i)  +  log  t^-*-^«* +A^i)J 

=  «  log  (H-arj4-log  (l  +  ^dr,)4-«  log  (l^j^^j^) 

oder,  wcuu  man  ' 
(6)     a»  log  (l-H^,H-log(l-i-^ar,)  =  iog^4 

setzt, 

lop  ^  -  I.K  ^,     «  log  (H-  y^^)  +  log  (1  +  j^l^). 

niiTHir  kfinn  tnon  aber,  wie  aus  «lor  Anaivsis  odor  nuch  schon  Jtiis 
dem  blobseu  AuUcblugen  der  Loguritbrneii  mehrziÜriger  ZabJen  in 
den  Tabellen  bekannt  ist, 

log  A  —  log  At  ={mä-i^6tl')  ^jCi 
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Mteen,  wo  ti  vnd'fT  die  sogenannteii  lierrse^enden  DiffiereDseo  re- 
■pektive  von  log  uod  log  sind,  «o  d«M  mii 

olio 

>   log  J—\og 

ttod  folglich 

(7)    ^  =  H — ■ 


erhalt,  wo  sich  der  Wertli  von  ä-,  entweder  ans  der  Glciclung  (4) 
oder  VMS  (5)  und  der  von  log^        aus  der  (»Ipicliung  (t>)  ergiebt. 
Was  die  Näherung  betrifft,  die  man  vermittelst  dieser  Metbode 


erreieht,  ao  aiebt  nan,  daaa  aie  hia  Mif  doopdi  ao  viele  Deeiaial- 
stellen  gehen  wird,  ala  a:^  genau  iat»  weil  die  DUSerenaen  d  und 
aelbat  so  weit  genau  siud. 
Um'  das  Gaoae  durch  eio  Beispiel  su  erläntero,  setze  man 

^«'  =  203.3889,  JC=150,  aarsd  und  ^=s|s 
Alsdann  findet  «an      aas  der  Gleichung  (4): 

log  IWs:  2.3083272 
^logiT  =2.1760913 

log  A^ü.imm 


Ferner: 


tog(l4-^,)=:0.0201716  > . .  ^säO  ,  415 
a?,  =0.0475424 

m  iog  (1  4- .2?,)  =  0.1210290 


— ^  . '  


log        log  =-.0lO0011M 

••«/-4-Ärf'= 2.726 


^.r,  =  — O.UUÜ(>-424 
folglich  dr=0  .  0475,  welches  in  diesem  Falle  der  genaue  Werth  itit. 
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XIU. 

lieber- die  Loxodromen  auf  dem  gemeideD  Cy- 

linder  and  Kegel. 


Von 

Herrn  Dr.  E.  W.  Grebe 
ordentlichem  H«upüehr«r  «m  Gymnatium  lu  Casnl. 


Mit  dem  Namen  Loxodrome  belcpccn  wir  eine  Cone  auf  piner 
«lurcb  Umdreliung  erzeigten  Fläche,  welche  mit  allen  Liuien,  in 
dctten  die  Fliehe  yüu  einer  darch  Ihre  Aze  gelegtee  Bbeoe  dnreh- 
scbnitten  wird,  einen  constanten  Winkel  bildet.  Die  Loxodrome 
nuf  drr  Rotationsfläche,  deren  Erzeugende  eine  Gerade  ist,  bietet 
sehr  interessante  Eigenschaften  dar,  wetfshalb  wir  die  wichtigsten 
hier,  doch  nur  in  der  Form  von  Resultaten,  mittheilen  wollen.  Die 
Fonnein,  welche  sueciell  der  Cylinderloxodrome  angehdren,  und 
die,  welche  lediglicii  auf  die  Kegelloxodromc  bezogen  werden  sol- 
len, werden  wir  dadurch  kenntlich  machen,  dass  wir  den  Nunmern 
der  ersteren  den  Buchstaben  a,  und  denen  der  letaleren  den  Buch- 
staben 6  beifiiffen. 

Die  Umdienong  der  genden  Linie 

1.  <»=r  — eot 

um.  die  Axe  der  jc  erzengt  die  Rotationsfläche 

%    f/*  Hh  **  =  (r  —  cot  e.^r)* 

*  denken  wir  uns  stets  grosser  als  0,  aber  nicht  grösser  als  ^n. 
Für  £  =  l-n  haben  wir  eine  cylindriüche,  suuät  eine  couische  Fläche, 
r  ift  der  HnIbnieeBer  def  Gmndebene,  Das  Cooidinntenijitta  iit 
rechtwinklig.  Eine  Loxodrome,  welche  mit  der  erzeugenden  Ge* 
reden  etets  den  Winkel  p  bildet^  ket  nneief  %  noek  die  Gleickung 

S.  «rc  taug  ^  =  tang  7  sec  t  log 

dir  für  sich  betrachtet  einer  Tvindschiefen  Fläche  zwischen  der  Loxo- 
droitir  und  ibrer  Aze  zukommt,  welche  wir  Wendeifläcke  nennen 
Wullen. 

Aue  3w  ergibt  eiek 

8.*  are  tang  l^astangjR.'^  ♦ 

'   Anek  Insies  liefc  die  Qteieknngen  «naerer  Gimra  falgendemaaeea 
danteHea; 


Digitized  by  Google] 


128 


4. 


lyssr  sin  (Uog  9»  sec  *  log 
»  =  p  cos  (tang  v>  sec  «  log  ^ZI^tTi* 
|y=r  sin  (tang  5p. y) 


'»  =  r  dl«  (tang  9».—) 


D6D  Winkel  jp  denken  wir  uns  stets  zwiscljon  don  fJnMt/««!»  ()  und 
|7r.  Einen  Üotcrsckied  zwiscbeo  reclits  und  liuks  ^ewuudGner 
Loxodrome  %u  naebtn,  ist  nieht  erforderlicli ,  da  wir  die  positiTen 
Ricbtuogen  der'Az«n  der  y  und  »  immer  der  Windonp^ lageneMen 
wählea  kSnneii«  Ton  Differeiiaialfornieln  baaierk^Q  wir  folgende: 

5-  s= — —  

dx       —  tang  9>  cosec  «j^  — 


6.  ^= 


8. 


dir' 


tang  »  cofio  < 


dx 
'  4x 


^    dy*   ,  dx*  ,  - 

=  sec  y-  cusec  «'  —  1 

-      .            tw»g  9«  Qosae  i'  .       _  • 
10.   ^+^777  =    ^    (sec  SP»  «oiec  f»  — 1) 


11. 


dx""  '  dx     dx*'  dx  — 


eosee  s 


(sec  SP"  coaec     —  1) 


Btieicknet  s  den  xB  der  .Abseisae  of  gehörigen  Bogen  der  Loxo- 
drome, 80  iat 

\%,  #sflee  9>  eoioe 

und  wenn  wir  auf  dem  Kegel  die  Länge  der  Loxodrome  von  der 
GruDdebene  bis  zur  Spitze  aenoen 

12^^   i?=r  tee  SP  aee  « 

Der  Bogen  der  Loxodrome  ist  n!so  stets  seiner  Projectinu  auf 
die  Abscisäconxe  proportiouul ,  ^velciic  Eigenschaft  keiuer  eiuxigca 
ebenen  Cnnre  snkooinit. 

Fär  den  KranunnttRabalbmener  H  haben  wir 

V 


13.  Jiz=i 


«in  ^  1/(1  ^flos  s^*  «in  «*} 
13.**   üssr  coaee  Sp* 

Die  Coordinaten  des  KrümmuDgsmiUclituuktcs  »tod 
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  V  cot  y  sin  t  dz 

y^."^  y      1  — cos      «hT?  •  ^ 

V  cot  7  sin  (       </y  ^ 
*  ~  1  — cos  y'  süi  *'  '  1^ 

Bod  et  folgt  somit,  dass  der  KTÜMiaiigthalbneMer  in  einer  Alf 

der  Axc  senkrechten  Ebene  liegt,  wri-?.  ^\rnn  ruicli  nicbt  bei  dtt 
Cjlinder»,  doch  bei  der  K(>p:eUoxodruiuc  uuüalleo  kann. 

Für  die  Entfernung  t/  des  Krüuiinungsmittelpunktes  von  der 
Aze  finM  M 


Demnach  liegm  all«  KtijMumgMiitteipiiBkte  in  .einher  neuen  Lozo- 
drouie,  und  wenn  für  dieie  m  und  t'  das  bedeutet,  was  9  nnd  e 
liir  die  afspriiBgliehe>  ao  ergeben  sicli  die  Besiehnagen 

16.   v'  tnngf^  =  v  tang  t 
17.    tang  9)  :  taog  ^  =:  cos  c' :  cos  f.  , 

latbeMradere  liegen  die  Krümmungsmittelpunkte  einer  Cylioderloxo- 
drome  in  einer  andern  Cylinderloxodrome,  deren  KrümnuiBgsaiittel- 
^nkie  wieder  in  der  ersten  liegen,  und  es  ist 

Bedeutet  Q  den  Krümaiung&iiuiijinesser  einer  Loxodrome  auf  der- 
selben Cylinder-  oder  KegelflÜelte,  deren  Ansteigunffswtnkel  den 
der  nrapiflnglicfaen  an  einen  rechten  erganst,  ito  erhält 


Die  Entfemnng  i/  der  Krloarnngfenitlelpankte  der  letiinrcn  ven  der 
Axe  iat  dann 


und  es  folgt 


19.  .^=„l/5Sl^t«-tC 

Y  cos     -f-  cot  ^* 
90.  ff^^i^ 


Seien  a:\  y',  »'  die  veräudorlicbcn  Coordinnten  einer  Linie 
oder  Flüche,  derw  Gleichung  angegeben  werden  üoU,  so  erhält 
»an  als  Gleicbnng  der  Krüflunnagsebene 

»  W-^)  (iee  y*  eoiee  i» - ^ 
Die  Gleichung  der  Normalebeoe  ist 

aa.  («'_4r)H-^-,)g+(»'-,)^=a 

Kb-  die  KrÜBMuingsaxe  gilt 

TMin.  9 


Digitized  by  Google 


130 

*,   '         —  cot  ^4/  ~  cot  y  coi>«c«^  /_/  ' 
ly  — y=  5   idr  — ar| 


für  die  Tangente 


für  ileo  Rrttmmuugshalbnener  , 

Neifft  sich  üie  Krunrauogsaxe  k^K®»  ^'D^  ^i^f  CmdrchuDgu. 
ase  Mokrecbte  Ebene  unter  dem  Winkel  die  Tangeate  unter 
item  Winkel  »,  80  ist  •  \ 

^ISl.  liB  niSssV(l-*enn  9*  nitt  «*) 

810  fiSSCOI  9»  ritt  t 

Der  Neigungswinkel  der  Krümman^sebene  getfen  jene  bheoe  ist 
.alsdann  \w — und  der  Neigungswinkel  der  HorBnIebene  ^"-^n. 
Legt  man  durch  die  Kegelspitze  eine  nnf  der  Axe  senkrechte 
l'^benc,  so  ist  der  Rogen  der  Losodrome  von  irgend  einem  PuiJite 
Iris  zur  Kegelspitzc  gleich  der  Tangente  nn  diosfn  Punkt  von 
dem  Hcruhrungsjiunkt  an  bis  zu  jeuer  Ebene.  Der  Endpunkt  der 
Tangente  bat  die  Coordinaten 

iar^r  tang  t 

29.*-  \  y  =  tang  (f  sec  f.a 

^  a'r=  —  tätig  (p  acc  f,|f 

und  seiu  Abstuod  i  von  der  KegelspiUe  ist 

30>-    «=taB^  3^  aee  t.r. 

Verlängert  man  die  Krümmungsaxen  bis  sie  dieselbe  Bbeoe  tneflbn. 
so  sind  die  Coordifiaten  eines  Durcbscbnittspunktcs 

!«^ar  teng  a 
y'ss^tot  )p  ace  'ajs 
js'sca^  gp  WCyCr     . . 

und  für  die  Kntfemuvg  m  eiüea  solcben  ¥iitt ,  der  Kegetspitfee*  bat 
man 

82.'*   sf =cot  y  see  a.ff , 

so  das« 


Kegelloxodrume  steht  in  vielfachen  Bexiebnngeo  snr  togarilb- 
ariaeben  8(Mralc.  Wir  führen  die  wichtigsten  derselben  an^  ttttd 
geben  bei  jeder  logaritbauaeben  Spirale  &saa  fikiMate'  Mi> 
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ticFi  den  LeiUtratil  /  der  Spinde,  der  durch  eineu  gewissen  Punkt 
der  Luxodrome  bediugt  ist,  und  den  oonstanten  Winkel  ifr,  welcliea 
di»  Speele  aiit  deo  LeNalrebleii  bildet. 

1.  WeDn  der  Kegelimniel  in  eine  Ebene  nnsffebreitet  wird, 
•0  enebeint  die  I^oxoaroMe  eis  fogarithmiiebe  Spirele ,  für  welebe 

^  Die  Projection  der  Kegel luxodrume  auf  die  tlrundebene  des 
Ktgili  kt  euw  logniMuniMbe  Spirale,  bei  der 

Sä.*.  1^=*'  • 

(taog  ^=:taiig  qp  sec  f 

3.  Der  Durchschnitt  der  Tanofpiitcii  mit  ritK^r  durch  die  Ke- 

gelspitze  gelegteu  Horizoutalebeue,  uder  der  Ort  der  Punkte,  deren 
öofdinaten  in  S9>  bestimmt  wurden,  itt  ebenfiille  eine  iogaritbni* 
eebe  Spitalf^  Flir  diese  ist 

i/=tongspsecf.r 

Itang  ^actnng  9  see  « 

4.  Breitet  mau  die  abwickelbare  Fläche,  in  welcher  sämmt* 
liebe  Tauge  Uten  liegen,  ol»erb&]b  oder  nnterbalb  der  Knotenfnrcbe, 
in  eine  iCbene  aas,  so  wird  ans  der  Knotenfiirche  eine  logsritbmi- 
sebe  Spirale  mit 


37> 


'~"V^(coa  «*-f-sia  i'  «in  f*) 


[timg  pssxtmtg  f  sec  1 ^see     eos  y*); 

'I^  Wibtt  mau  hierbei  dos  Stück  oberhalb  der,  Knotetiftircbe, 

sc  winl  iius  (Irr  unter  Nr.  15.  atifi^cfiibrten  lopjaritlimiscIiCD  Spirale 
»De  audere,  welcher  die  unter  Nr.  4«  genannten  Elemente  g;leich- 
f^Jls  zukommen. 

Din  Nnmmero  2^  8.  4.  S.  wtederbolen  sieh  fiir  die  Kegelloxo- 
dreme,  in  welcher  die  Krümmnngmnitteipnnkte  der  ursprünglichen 

lieg-en ,  und  dip  Flrmrnfr  der  so  entstehenden  iniraritli mischen  Spi- 
ralen laöseu  sich  uacli  <loii  F(>rin{*ln  15,  10.  17  bestimmen. 

Ferner  kehren  uucli  die  Nummer  2.  3.  4.  b.  noch  einmal  für 
die  Kegellezodrome  wieder,  leren  Tange  nten  die  Krimmnngsanen 
der  ursprünglichen  sind.  Allgemein  nämlich  ist  die  Knotenfnrcbe  der 
abwickelbaren  Fläche,  in  welcher  sämmtliche  Krümniungsaxen  der 
«Loxodrome  liegen,  wieder  eine  Loxodrome,  für  welche 

38.    fang  t"=tang  c  (sec  9>*  cosec     —  1) 

Sft.  tOBg  9^ttMig  ysscen  s*:co9  € 

Die  Coordinaten  des  Punktes,  welcher  einem  Punkte  der  ursprBng- 
lieben  cntsprlebt,  sind 

Sjt^^^Oß^QMm  9'  cot  §M 
jf'srr  — y  cot  9« 
«'ms;— «  «ot  9* 
'ftüt  diese  Loxodrome  mit  der,  in  welcher  die 

9* 
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KrümmaagsmUtelpunkte  liegen,  zusanneu,  fiir  Uen  kegei  aber  ist 
sie  voD  derselben  verschieden.  j  ' 

,  Zum  Uescbluss  geben  wir  Boeb  4i«  Qnadimlur  4er  W«i4cl* 
fläche  IF.   e«  ist 

lf'=(8in  f  +  coi  q>  lüg  cot  (^ff  —  ^y))  -5-, 

I  * 

allgemein  aber,  w^qd  naii  aatst 

teiigX=t«iig  y  cosec  e  : 
41.    ircs(BiD  ;rH-fi»t    log  cot  (i«  ^  40))  (>r,r    4  eot  «.««)» 
und  mithin  fiir  xz=zr  tang  f 

41.*.  ir=(sio  jr+cot  ;r  \^  cot  rt^r-4y»  ^^^-yitf. 


XIV- 

Trigonometrische  Relationen  zwischen  den  Sei- 
ten und  Winlieln  swrter  beUeUgiBr  dmier  oder 

sphärische  Oi»i^e.  ..... 

T*»¥   

Herrn  Prof.  C.  A.  Iii  et  schneid  er 

i"M  ff»  tu  ^  kl«»-!.  >,'•  • 

t  .  '  i-  I  '  y 

.  Fast  slle  Lebr-  vnd  IfauMibÜelier  diH"  Trigonf^fnetria  .intbnlten 

luebr  oder  minder  ausfiibrlicb  die  RelatioDen  iwiscbea  ,den  sechs 
HcstaTultlu'iirn  citioq  Dreiecks;  aber  kein  eioziges  derselben  bat, 
so  viel  mir  bekauut  int,  die  entsprecbeuden  Formeln  für  die  Seiten 
nnd  Winkel  zweier  Dreiecke  unlerancht,  obschon  die  Kenntniss 
dcrselhen  bei  der  Betmcbtnng  der  snsnunengesetzttrcu  Gebilde 
<!f'r  Planimetrie  und  Stereometrie  von  sehr  wesentlichem  Nutzcu  Ist, 
Uüil  eine  sprosse  Massr  Arbeit  erspart.  Diese  i^ücke  tl>fihxeise 
üiiszuftillen  und  überhuout  diejenigen  allgemeinen  Thcureum  zu* 
anmawttsnslellen,  die  bei  trigonometriscben  Untmiebungeo  Vor* 
Ibeiit  garftbren»  ist  der  Zwcek  4er  nacbfirigadnn  ZnilM. 
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■  '■••♦.1. 

ANividblben  übe  die  drei  Seiten  und  jiSCd'ie  ibqen  beziehuugt- 

weiie  ffpa^rnüberliegcndcn  Wrrikf!    rincs   grrudfinig'^n  Dreieekte) 

den  r  lacbeninhfilt  dessrlhon  .  und  siiitl  aji^r^  A^H^C^  und 
die  Dämiicben  Dinse  für  irgtiud  eiu  guuz  beiiebigeü  zweileii  ebenes 
Dreieck^  lo  iat  beEaniitlicb: 

e  eoB  B-^a — b  cos  C.    c,  cos       =«,  —      cos      (  j 

b  cos  C-^a  —  c  cos  Ä         cos  C,  =«,  — <?,  cos  /?,  ^ 

u.  8.  w.  Durch  Maltiplicatiou  zweier  nebeu  einander  tttebendcr 
GleicbuDgeD,  z.  B.  der  beiden  obersten,  ercriebt  sieb: 

rr,  cot  ß  COM  /f, — aa^ — a^6  cos  C—-ab^  cos  6'|-f-^^i  cos  Ccos  C, 

oder 

eo0     «ot  ir,  £=2«'ffi*— CO«  €7~2«»0j^,  cos 

+  ifl«rtMi  eos  C7  coB 

Nun  ist  aber  tmh  cos  C-=.a*  -\-  b^  —  C  und  2«,^,  cos  r, 
-f-^,'  —  ^j'i  "Werden   dnher  tliese  Werthe  sulof itiiirt  lind  dann 
anfgeboben,  was  sich  uulbeben  lässt,  sp  ergiebt  sieb: 

c?#,*-t-«i*«'— 2««,c<;,  CO«  B  cos  /f,  =r«»^,» -f-a,»Ä» 

•^3«Mr,Mt  COS  C  CO«  C|. 

Ef  bit  aber  fbrnarr 

!^s=iMr  aia^a>«  «ia  C 

^l^^•=^a^€^  «in  ß^z=ia^b^  «in  C?, 
lüiglicb  uucb:  '         "    *  ' 

'  *^  dt2Ärf/,rr,  kin  Ä  sin  H ^  rz=.1afm ^b ^  sin  sin 
und  diese«  SR  der  oben  gefaudeueo  (»ieicbuag  biozugefugt,  giebt . 

erdlich:  '  * 

#'c,' H- — 2«», €r<?i  cos  {BzkiB,) 

IKe^cr  Ausdruck  iit  dodutcb  bemerkenswcrtb,  duss  er  dir  l^»rm  dr  r 
GrundgleicbuDg  fiir  ein  geradliniges  Dreieck  bat  .  nur  mit  dem 
Doterscbiede ,  da««  «tatt  der  in  der  leizterea  vurkummenden  Drei- 
eckiseiteii  Iiier' diti  PcoMila  an«  swei  Saitea  von  beiden  Drei- 
ecken eintreten.  Da«  Gesetz,  nach  dem  sieb  die  GleiefinnK  bildet, 
ist  leicbt  zu  übersehen,  iSsat  sich  jedoch  unr  unltpfjneif!  in  ^\'(»rte 
fassen.  Macht  mun  nun  das  Systeat  durch  gehörige  >  ei'iiiUiickung 
der  Bucbütabea  voUsiäudig,  so  bekumml  maii: 
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f 

Diese  Secks  Gleichnngeo  enthalten  in  der  Tkat  alles,  waa  aieb  nnr 
über  die  gegenseitiffeti  Beziebangen  irgvwl  swcSer  Vreiecke  aag^ 

tässt,  namentlich  alle  SäfTP  fihrr  (üc  Congrtipnz  iincl  Aehnlichkeit 
(üosrr  Figuren.  Dass  die  Dreiecke  dabei  ganz  wiükübrlicL  sind 
und  uicbt  einmal  in  einerlei  Ebene  zu  liegen  brauchen,  versiebt 
sich  von  seibat 

Aub  den  im  vorigen  I*arag;ru|>ben  gebrauchten  Grund^leicbua* 
gen  (1)  ergiebt  aieb  solbrt  am: 
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b  CQg  C-\-c  cos  B       bx  cos  6'|  -f-  g>  cos  , 

■  '  «TT  ,  -  ™^  .  ■ 

Wirtl  uuii  (iiese  Gleicbnng  einniil  mit  €  w^  B:^b  sin  C,  du«  au- 
deie  Miil  nit      lin  i^,         no       moltipridrt,  so  findet  ouid 

,  — »in  C^coÄ  iy, +^,c  sio  B  cos 

'  =Ä*,  sId  Ccob  r, -f-etf|  sin  B  cos  Ä, 

=      «»•  ^  CO«  Ä  sin  C\ 

rsM,  cot  ^flin      -f-w,  €90      si»  17, 

aa^i  sin  (CdrC.)-Fcr,  «■  (AsbüT.) 

Ferner  wird 

dies  auf  dieselbe  Weise  bebaodeltj  wie  die  vorhergebenden  C^ici- 
cfattDgen»  ^ebti    •  ' 

ssiMi,  sin  ^.  sin<^a=^,) 

woiiäcii  sicli  die  aualogep  Ausdrnckc  unBittollar  bilden  lassen. 

■  • 

Ist  irgend  eine  ^leicbuiig  von  der  Furui  «'-f-f*— Si**  cos  Y 
:^«r*  +  tfr*--3«w  cos  Z  gegeben,  so  lüast  sie  sich  ganz  auf 
dieselbe  Weise  uniformen,  wie  die  bekannte  Formel  der  d»rnco 
Trij^onomctrie.    fteun  »um  tftr  dir  Gontülf  /^'-f-/'^  —  ff'^ — ^' 

=  'lui'  cos  y — 2wa:  cos  Z  und  aüdire  und  subtruliire  aucccb&ivc 
auf  beitleu  Semiten  ijie.pröösc  1uv-\-%wXt  so  erbält  n^n  durch 
Molüpiication  'der  beidefseitigen  Kesiiltate  sogleich : 

—  ^uvwa:=\  5. 
sin  ITskM  #10  Z|*  -».8«««^;^  cos  (Vd::  Z).  J 

Wendel  man  diese«  Theorem  auf  die  Clleichttngen  Nr.  %  an,  und 
mcht  MS  (3)  «nd  (4)  die  nöthigeo  8ubsti(utiuiieu ,  sn  findet  man, 
WOM  nur  AMLÜnimg  «r, -|-^j<r^2ci/J  geseia  wird. 

a)V^16(a/?-Ä,<?)  (a/S-^c.)  («^-«,r)  (o/?-tf<:,  )-Sr/«,M,c'f , ' 
=16(A<r,»=fcAiC*)'-4-S<T«/''^.<^'<",'  cos  (r±C'j 
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Mit'  Hülfe  dieser  allgemeinen  Theoreme  kann  nun  eine  ziem- 
licbe  Zahl  specieller  Falle  entwickelt  werden.  Da  das  Dreieck 
^i^t^i  gcuiz  beliebig  iat,  so  woUeii  wir  sorördent  ir,  =3C, 
fletMB,'  «i4  «riMlteo  4awt  ans  Nr.  8.  eogleieb: 

»   '  — ÄAj  cos  (OO^db-dO 

d.  b.  conslfwrt  mnm  ftber  ^»  Seite«-  eines  ^emdliDigeB*  •ral. 
ecke«  gleichseitige  Dreieckt,  so  aber,  das«  dieselben  entweder 

sämmtlich  auf  den  äusseren  od^r  inD^rrn  Sriten  liegen,  und  ver- 
bindet dann  jede  Spitxe  des  ürdreieckea  mit  der  geKeDiibrrlicL;t>n. 
den  Spitze  des  gleichseitigen  Dreieckes  über  ihrer  Gegenseite;  ao 
sind  diese  drei  verbiadiingfslfaiiea  aoter  einander  gleich. 

Ist  ferner  ein  reehtwinklich»glelebeebenklielies  Dreieek 

und  «1=^1,  ^o  wird; 

•*-|-a*ihWfni  Csrt«i«+<^»  — Uffl/f  con(4ft*:i-iV) 

=  -f  -  c*  —       \/2  cos  (45»  dtzJl) 
«'-t-c»d=2«c  sin  B  =z  tu^ it*  Vt  cos  (45«:fcC^) 

ein  ^=s«*+8^*— M  |/? eoi  (45« d=  €7) 

=     -h  2r»  —  tac        cos  (^5«rt:iff) 

d.  ii.  orrtrhtet  man  über  zwei  Seifen  eines  geradlinigen  Dreiecks 
rechtr^iukUcb -gleicbscheokliche  Dreiecke,  so  dass  beide  zuffieicb 
entweder  inneiSalb  oder  nuiserbalb  des  Dreieekes  fallen,  und  ikre 
reckten  Winkel  beide  nn  dem  Dnrchscbnittspunkto  jener  beiden 

Seiten  licL-^en;  —  und  man  verbindet  nun  <lie  beiden  anderen 
Spitzen  des  Urdreicckes  mit  deu  ^egeuüberliegendca  Spitzen  der 
über  ihren  Gegenseiten  cuubtruirteu  Dreiecke)  &o  mixA  liieae  iieiden 
Verbindungslinien  nnter  eitoasder  gleich. 

Man  setze  ferner  das  Dreie<  k  ('J>,c,  dem  Dreiecke  ahc  äbn* 
lich^  so  wird  A^z=:A^  B^z=z  H  und  <\  =C*,  und  man  findet  ni» 
(2),  wenn  man  immer  nur  die  oberen  Zeichen  nimmt: 

««^.5«.2«s^s  cos  cos  €r^\ 

Nnn  ist  aber  bekanntlich  +  +  2aÄ  cos  C  {jj^leich  dem  Qua- 
drate der  do|i|ielien  aus  der  Ssitse  C  auf  die  Seite  c  gezogenen 
Soliu  erlinic;  nennt  man  daher  diese  Schwerlinien  a je  nadideni 
sie  zur  Seite  a  b  c  gehiircn;  so  lindet  man: 

«4^^«_:2«s^>  cos  2^=5 4i;>/> 

^    _  %^^c*  coa  3ir  a  ki^f^ 

^«  4.  e«  ~  2**e»  cos  2^  = 

Auf  diese  Art  könnte  man  nun  fortfahren  nnd  noch  andere  Vorans- 
aetsnngen  über  die  iVakur  des  Dreieckes  n^h^«^  machen;  indeasen 
lassen  sieb  die  meisten  der  dadurch  erbaltMiin  Beanitate  ehea  so 
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leicht  uDoiittelbar  ableiteD,  daher  ea  uu  den  aogefübrUD  Bei«(4ci9ii 
genügen  Mg.  ^        *    . .  . 

-  Weit  wichtige  sind  dagegen  die  Resultate,  die  man  eriiait, 
ween  nan  eiBsefiie  Melui-  beMef  Dreieeke  gleicn  wttt;  denp  dil»- 
8er  Fall  ist  derjenige,  der  an  meisten, ftelfc^miit  tod  deri»  wenn  die 

Dreiecke  nicht  in  rincrlni  Fbcue  Uegeo,  eioer  geschmehiis;?*»  Bp- 
kasdluDg*  bi.Hhtr  am  meiateu  wldprstanden  bat.  Nimmt  man  zuvor- 
derst aut  liitöä  eine  Seite  beider  Dreiecke  gleich  sei,  uud  seUt 
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Setzt  man  ferner: 

ao  wird  «ndb  ... 

f.  6. 

Sind  dttKegeu  zwei  Seiten  des  eineo  Dreiecke  einzeln  geaoqi« 
■Ml  svmB  ataitui  des  aiidef»  IMMks  gleieb,  also  s*  B.  «ss«, 
md  5s      so  «r^sbt  siekt 

Ä*-4-<rV, cos  »-f^'-i^.c  cos  (Ädbr,)) 

*^=«'(/^^-4-c,'-2//<',  cos(C[:bÄ,))  * 
4»»^»  sin  »i(<?d:C;jc=:»='(r'-^c,>-2cc,  coa(/rrbÄ,)) 
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♦.7. 

Ist  IQ  dcu  beiden  ▼crgrlicheoen  Dreieckeu  eiu  Winkel  gleich, 
alio  ».  B.  C=  6.,  flo  ergiebt  flieli: 
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'  140  ^ 

=*Vi^ — 2W.«^  cot  U— utf,) 

= IHAK  •  -  A  •)  -  A I  («^  -  « 

+  8aa,^<5jC*c.*  cos  2(Ä  — /f,) 

.=  l6IA(«i  •    ^1  •)  -  A.(»'  -  c»)J» 

-|.8<M»^fÄ|«iw,  CO» 
0i^^»c=  16(A,i»» --A*i*)*^^«^»M,€r.  coi 

Da  in  den  bcidci  0reieck^ii  «n^Ur  ^- =  i?,  - als  auch 
^.Tr^^-^i'"^  »8t,  so  Unneii  die  Wiokelttairreirata  beliehitr 
mit  einander  TCrtaoMbt  irM^^''  üiid  vod  crhÄfffsomiTtfoch  «lic 

cot  (A'^B,)sseo9  U^  ^  m-^^^^^^if^^^::^^ 

'  -1        8...       V/    .«rtl'iil»t')rjjlii'>-    >  ',l->'n"i# 

Wird  ausser  auch  noch  die  Gegoiiabfto' i?  =    ,  d. 

mT  wM  •      l>r«>«cke  oof  gleicb  grotteo  SelmcQ  coBgnnotcr  Kroiio, 

—        =  —  2«,^  cos      —  i?, )) 

=  c»(«» -I- ^,  ■  -  2«*,  cot       —  Ä)) 

-fc-*!«-»*.  00t  iA^ji,)\ 

Ferner  kt  steh  Nr.  8.: 
Au  doM  Vonto&cndca  folgl  auch  sogleich : 


14. 


Id. 
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m 

=  (w,~/^i>,)  sin 

Hm  kann  nmi  anf  dieie  Alt  iMltar  gehen,  und  z.  B.  ^^ds=180* 

oder  C~\-  ^,  nrW*  II,  s.  TT.  spfzpn  :  indpssen  wird  es  kaum  nSt&i^ 
sein,  diese  hpecidlitäteii  hier  weiter  zu  vertulg-eu,  di|  die  bereits 
entwickelten  Formeln  Ui&t  uilc  Bcdürfnisäe  der  recbnendeo  Geoiiie> 
tri«  'hefirtedigCD.  Btobm»  -äa  hmr  ^efimdeDeD  Aindrileke'aiad  be- 
reit« bekannt ,  jedock  war  Ikre  Cüitigkeit  bisbet  iamer  ihrmif  be- 
schränkt, dass  die  vcrg-liclienen  Dreiecke  nicht  nur  in  einer  und 
derselben  Ebene  liegen,  sondern  auch  mit  ihren  gleichen  .Stücken 
auf  irgend  eine  Art  zusammenhängen  mussten,  während  diese  Ue-  . 
dingung  bei  den  Torlie||^enden  Formell  gäDslich  we^ällt.  Ich  war 
dnber  mit  ihrer  Hälfe  im  Stande,  den  grössten  Tbeil  der  zwischen 
den  Kanten  und  Kantcnwinkeln  eines  Tetraeders  stattfindenden 
RelationeB,  weloke  Job  in  der  ersten  Abbaqdinog  dea  erste»  Bau. 
des  dieeee  iMites  vitactkeilt  kabe«  fktl  abaa  aHa*R«dMranff  bin. 
zuschreiben.  Dasselbe  nat  bei  einer  Untersocbnng  des  geradlinigen 
Viereckes  ataftp^efunden ,  watcka  gWckfalli  lA^daai  Aicbi?e  wird 
bekannt  gemacbt  werden«  . 

Der  im  f.  7.  erwähnte  Fall,  wenn  die  Dreiecke  eiaen  gleichen 
Winkel  haben  ,  lässt  nocli  eine  andere  Relinudliifig-  zn ,  welche  in 
der  Planimetrie  sehr  häutig  Anwendung  iindet,  obschon  die  For- 
meln bei  weitem  nickt  so  allgemein  gültig  sind,  wie  die  im  §.  7. 
entwickallaB.  Legt  man  nehmlich  die  beiden  Dreiecke  so  auf  ein- 
ander, dass  die,  die  gleichen  Winkel  einschliesseuden ,  Seiten 
sich  decken:  oder,  was  dasselbe  ist:  nimmt  man  auf  dem  einen 
Schenkel  eines  ebenen  Winkels  C  zwei  beliebige  Punkte  A  und 
jit  oad  anf  de«  asderea  Sekaakal  ebagfiilla  swu  baliebige  Pnnkta 
S  nnd  J^t  an  nnd  nennt  die  Geraden 

CB^=au  CAz=i6^,  A^B^zssCit  A^BzssCf, 

an  entatebeo  vier  Dreiecke  CAB^  CA^Bt^  CAB^  und  CA^B^ 
wdcke  ailmmtlieb  den  Winkel  C  gameia  kabea,  nnd  es  iat  also 

H-Ä*  — cos  C,   r,*=a"-*-*,'— cos  C 
<?,'=»,«-|-Ä,»  — cos  C,   c,*  SS«! '+^'—2«,^  cos  C 

woiana  aick  tafbit  folgenda  Gleiekongan  atg^n: 
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r,a-4^,>-f^,a=2(^^— cos  C  l  19. 

—  c»-i-<?,»— c,*-H?,'=2(«,— ar)  (^,H-Ä)  cos  €)  l 


— 2(flr<jf,-|-A^,)  («r^,-HVi^)  cos  C—Aaa^^b^  «in* 


90. 


— 2(««,4-^,)4«,-+-«)(Äg-f-^)  co8  6M-8«r«,^,  CO«»  e^l 

o.  ■.  w.   Die  ftnitre  ÜBttraadNiatf  dieser  Relaiiom  wüide  hier 
MfM|  denn  m«  getifiii  ilNMr  Ikim  ^mk  m  diA  Ttlngo* 


iSm  SchlvMe  wmif  aoeh  «fwi^Mt  fvranUn,  düt  ikaUefc«  Aw. 
Mtfke,  wie  4ie  in  Nr.  2.  xusamaengestellten ,  awA  filr  die  sphäri« 

sehen  Dreiecke  cxistireD.  Ofiin  sinil  af>c  uod  *T,(^,r|  die  Seitrti 
lind  AB€  und  A^B^C,^  die  detiselbea  gegeQÜlieriici^eodeD  Winkel 
xweier  8|diähiickeu  Dreiecke,  so  ist  stets: 


Digitized  by  Google 


I 

.  ...  8  >9 


t 


V    .  .0  ».  j|J    -  jjy' 


s-  2-  . .  ,  ,    .  , 


i  .  >  ' '  I , ' 


2      S  ** 


fA  u  V    g     3     §  ... 

p  •  OD  CD  SB 

.;>.-■.(.••  •  ^  Sb 

•.     ■  •  ■    +"ll  +  11  . 


2.       £.  $ 

O     S    B  S     =»  S 

N  ^ 

«  «^^,  ©i«  ^ 


•r». 

». 


.•      . . J,  41 -fl -fl  41 -H 

..  '       ,  ^      ^  J> 


. f  ..  «  • .    IT  "jj"  •  'S"  IT  'o'  '        *  ' 

«K  ^   ^   <i  <» 

M   e  S   o   S  o 

8  H-  MI  1  -^1  • 

•        2.  «■ 

U  5"  k  B   k  5* 

41  r  r-H : 

8  5*  8  5*  g  5-  - 

\  OH    ^  9    n    m  fi 

D    O  D    g    a  g 

§  i  I  i  I  i 


ikk.  k  k  k  k 


a.  B.  w.  S«tzt  man  c=:Ci  MO  efgiebt  licbi  wnm  wmm  iw  AbkOr- 
sluig  den  Winkel  einfuhrt: 
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c08.^  =  cos  a  cos      -f-sia  a  siu  o,  co»  ( itf  rfc: , ) 

mcog     ctf8  ^,  -4- sin  h  »xk  ^,  Clli-(^it^,) 
coi  C  OOS  Ciqpsin  T  ua  eos 

Wird  bingegen  der  Winkel  Css  «ogeDMUM»,  ao  find«*  mn 
vU  Bfilfe  dea  Winkels  X: 

€01  X=:co8  ^  cos  Jfi  -f-tin     eiii  (^^^t) 
sscos  i9  eot  H,  -|-8tn  i?  sin       ooe  («dbaj 

cos  c  cos  c,  ^siii  c  sin  <?,  cos  \=  J  24, 

*  -f-sin  (a=i=<ar|)  sin  (^ztAJ  coa  X, 

Fs  zütü^t  sich  hierbei  der  bemerkenswertlie  rmstand,  dass  die  For- 
melu  t'ur  s[)hHrische  Dreiecke  denen  für  ebeae  Dreiecke  entwickel- 
ten nur  daou  TÖllig  analog  werden,  weuo  die  beiden  sphärischen 
Dreieeke  dnrck  irj^end  eine  einzige  Beitinannir  etwas  von  ihrer 
iplDzIichen  Unbestimmtheit  verloren  haben*  Mit  Ausnahme  des  sphä- 
rischen Dreiecken  scheint  dies  hei  allen  sphärisclien  (irtnMon  statt 
zu  finden.  So  ist  es  ja  bekannt,  dass  für  jedes  |jelicbiu:e  ebene 
Viereck  der  Cosinus  der  Summe  je  zweier  Gegenwinkel  unverän- 
derlich'ist;  dagegen  findet  dieser  B«tz  bei  spbäriseken  Vierecken 
nur  dann  Statt,  wenn  sie  einem  Nebenkreise  eing^esdirieben  sind« 
nlso  etwas  ¥on  ihrer  Allgemeinheit  ver]o|§n^^h<[n.        ,  . 

.  V.  u.     -  '  ' 

Haben  endlich  cc^c^c^  dieselbe  Bedeutung  auf  der  Oberfläche 

einer  Kugel,  welche  ihnen  in  §.  0.  in  der  Rhene  beigeleg-t  Tvnrden 
ist,  so  erhält  man ,  wenn  zur  Abkürzung  die  Uülfiiiwinkel  aa^a^a^ 
nach  den  i^icichungen: 

cos  a  =  cos  i(a  +  ai)  cos  {{^^ '\- If ,) 

-♦-sin  {{a-Y-a^)  sin  i(^  +  ^t)  cos 
eos  K,  ssin  i(«-i-a,)  sin      +  - 

-Hees  eos  K^+M  cos 

eos  a^seos  •Usr-t-««)  an  K^-H^i) 

H-siB  cos  cos 

008  a,=: sin  |(a-t-«|)  eos  4(^-1-/^,) 

-^coa  ^o-fr-ai)  sin  coa 
eingeführt  werden,  die  Werthe: 

coso-f^os   H-cos  c^-^Hi^^  c , =4co8  ^{a — Ol )  eos  ^      ^ , )  eos  a 
cos0-|-€ösc,— cos^, — eosC|Ss4sii|^(flP^i)  sin4(^^i)cosa,  i 
eos.€^costf«-|-coscs— •os«,is4cösi(#— «,)  sleK^^i)  ooe«,| 

cos0*-cos0t*^eosc,-4-cbset=MB  M^^ij)  cos  Kl^^^)  eosa, 
ao  wie  mch: 


25. 


26, 
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0  cot  «t  »  Cdt  <>i  €M  0,  s  ritt  ^)  X 

XteM  («4-«,)  «II  (*,+*)—•!■  («t-Hi)  «•»  (^i-i-*)  cob 

cos  c  CM  e,     cos      CM  0,  =  sin  («Ti  —  a)  X 

,  Xiüo  («t+iv)  cos  (^-f-^) — C08(aa-H7)  sin  cüh  C] 

+810  ^  siD  ^1  sin  sin^  C'| 

Die  geometrische  Bedeutong  der  Hiilfswinkel  a  liegt  klar  vor 
AugcD.  Mittelst  dieser  Formeio  ist  der  ffrössere  Tbeil  der  ioi 
Tetraeder  rtattfiadendeD  Relatiene«  iwiacEeD  den  Kanlea-  and 
FISebeBWiokeln  entwickelt  worden ,  ab  wie  sie  jach  bd  üater* 
sncbnag  dca  apliftriccliea  Yietackca  die  beatea 
iiabtn. 


....        i   »     '     '  *  '  •■ 

■Ii   «.         .'•     .    i-*:'  ■ 


;  ♦  .  5    .1.,  l  „  '/    M'»-''  • 


*■  .         •  ♦   .1  'i 


;.  -  J^V. ,'  ■ , 

lieber  die  Orundformelii  der  Dioptrik  und 

Ka^toptrik, 

Taa  ' 

dem  Herausgeber. 


«4 

I 


I. 

BatraclitttBg  der  Brechung  und  Zurückwerfung  bei 
,  eiacM  Iwreisbogea. 

Bia  dea  aas  deai  Mittelfnakta  Cin  Taf.  ü.  Fig.  1.  ailt  dem  Ralb- 

messer  R  beschrielienen  Rreiabagen  KA  iu  Ey  die  Axe  XFin  üf 
treffender  StrnM  MA'  kann  gegen  das  Kiufallslotfa  Cf\  offenbar 
nnr  eine  der  vier  in  der  Figur  tlargesteillen  Lagen,  welche  wir 
durch  J,  II.  III;  IV  bezeicboen  wuiieu,  iiubeu.  Die,  jeiiackdem  der 
Punkt  hat  der  eanvexcA  cder  eimoaTea  Seile  des  Kreisbogens 
ICK  Hegt,  als  positiv  oder  ala  aegativ  betraebtete  Entfernung  des 
Fantes  Iff  von  ^em  DiirchsfhnittsnHnkte  A  des  Ikrei8b<'a'rns  AA 
mit  der  Axe  XY  wollen  wir  durcb  /X  beseichnen,  und  den  Sjiubo- 
TbcU  II.  10 
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'eil  to 


üm4  #  die  «ue  Uer  Figar  «iivii  4iiitie  weiter«  £fl«at0niDg  «kil 
biureicbeoder  DftiitiieUi«lt  enicbüidie  ApdABtn^g  heilegciiL 
Dies  vorausgeietit,  ist  nun  Id  äem  P«nc  I. 

<i.  i. 

Ä  :  yj  -f-  d  =  sin  (w  —  0)  ;  sin  <i*. 
In  dem  Falle  II.  ist 

CE.AM"  CA^Miu  ie  —  m)  :  sin  i»,/ 


lu  iiem  Falle  III.  ist 

CE  :CA'\-        =3  sin      +        siu  lo, 

d.  i. 

In  den  Faiie  IV.  isl . 

d.  i. 

A :        ^  sJin  ((u  +  @) :  sia  o». 
^immt  man  alles  Vorhergehende  zusammen,  i»u  sielit  oiau,  dass 


:        A  =  sin     =t=  ^) :  ^9 

oder 

1     ^K-^A '  sin  t»  ■  ' 

uud  iu  dieser  Gleichung  in  den  FäUcn  1.  und  II.  das  obere,  in  den 
FiUlen      und  IV.  das  untere  Zeichen  ««..nelmien  ist. 

Denken  wir  um  nön  in  dem  Falle  wo  naeb  de»  VorlMr» 
gehenden 

Ä-f-A  ,^      «in  ü> 
R  sin  (a>  —  «0 

ist,  entweder  ME  oder  NE  als  den  einfallenden  Strahl,  stellen 
uus  durch  eine  Tangeute  an  den  Kreisbogen  KK  gezogen  vor, 
und  bezeichnen  für  den  cebrochenen  oder  jiurüclureworfenen  Strahl 
durch  0»,  und  A,  dasselbe;  wM  Torker'fur  den  einl«n^«ien  Strahl 
durch  w  und  ^  liezeiclnet  worden  ist;  so  wird  leicht  erhellen, 
duss  tür  den  gebroclienen  Strahl  immer  bloss  entweder  der  Fall  1. 
oder  der  Fall  11,  für  den  zurückgeworfenen  a^abi  imm^r  bloss 
entweder  4er  Fall  l]t.  oder  de^  Fdi  IT»  Statt  Ündes'  Uali.  AIio 
iat  Jiadi  den  Vorliergeleadeii  für  deä  gfArodienen  StrabI  ii 


s 
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Ar  4eD  xliriickgeworfepe«.  StnU  *)  <Ug«g^  iit  ianer 

DenkeD  wir  nos  io  dIeM  Falle  II,  wo  iiaeb  VorbergefaeO' 
den  9mA 


~T|  "~  tili  <ttr**e> 

ist,  Wl€«>«r  eotwtfdisr  odtr  Ai^'  i»lt»  den  tiitiluüea^ea  Slr^y^ 

iMen  ttiw  aM  ]<fflr  dtofdi  19  iiM  iTangciiit  «•  Jbo  Sftbbaft«» 

^no^«ii  vor,  und  beieleiHieii  fn¥  wn  gsbrocdNAM  «^or  mi» 
racft^nroTted««  Str«kl  durcli  öi,  und  ^,  T\T»*«lpr  dassi»!!»*»,  wa*  ha 
VorfrergdV^irrfcit  durrh  <f<  an«)  ^  fiir  deo  einiulieiMlen  Jitrahl  bet«ich< 
oet  Word«»  ist;  so  wird  h'ithi  erb«ll€n,  <toti  ttir  4tfä  g«Uocl*eB«B 
SMlT  faMaer  biMs  «atwieftor  der  FaH  1.  Oder  der  Fnil  4m 
surückgeworfenen  Strahl  immer  bloss  entweder  der  Fall  III.  ode» 
der  Kult  IV.  Statt  finden  kann.  Also  iet-  oach  dem  Vorhergehea» 
den  für  den  gebrochenea  Strahl  immer 

R  sin  (w,  — 

für  dea  soritvkgeworfeaeo  Strahl  dog^rgen.  iit  immer 

R  sin  ((,<,-f-©y 

Denken  wir  uns  terner  io  deai.  Faite  Iii,  wo  nach  dem  Vor- 
hergebeodea 

it         sin  (cü 

ist,  entT('eder  ^Vi^  oder  AE  als  den  einfallenden  Strahl,  stellen  uns 
durcb  E  eine  Tangeatv  aa  den  Kreisbogea  KK  gesogen  vor, 
iiad  beseiebaeB  wieder  for  den  gebroelleDeB  oder  sarlickgeworfe* 
am  SVrabl  durcb  <r,  and  ^,  dMilbe,  was  im  Vwteggobimimi  Mm 
den  einfallnndpn  JStralil  diifcfi  ity  ond  beieifhnrt  worden  ist;  sd 
wird  ieidit  erbcllrn,  dass  für  (im  ^ebrocLcncu  Strahl  immer  bloss 
entweder  der  Fall  III.  oder  der  hall  IV.,  tür  den  zorückgewocfe- 
Des  8trabl  immer  Uoia  oatwedor  der  Fall  I,  oder  der  Fall  iL  Statt 
finden  kann,  itlso  ist  «acft  'iui  Vorbergdiondaa  fttt  An  febrocbe- 
non  8timbr  imm«v 

""^R  aia 
Ar  den  n|rtt(irgewvrfttfeQ^a(nfiil  d^g^n  jst 


•}  Rücksicbtlich  dft»  FrIIs  iitt  Zurü<!k\vf*rfii)»g  ln^inerkeii  wir,  dass  wir 
denselben  iui  FolgfiuiKJi  aus  eitt*>ui  alij^miiuitiern  (i«^;j(ichts|)unkte  ah 

fewobnlieh  gescbiwt  betrat-liten  werdeiK  indem  wir  auch  in  diesem 
'alle  bloss  annebitr^r^  notJ^n,  dasÄ  die  Simis-  iVr  beiden  spitzen  Win- 
kel, welche  der  eiulalieiide  und  »u-ückgawurtsae  Strabl  mit;  dem  i^in- 
ftüttletbe  ebudriieate»,  m  elaem  eonamaftn  VerbilBaiaae  la  abmader 

10* 
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sin  (tu,  —  Ö)* 

Denken  wir  uns  ^mth  |n  Wie  iV.,  wo  Mck  de«  Vor- 
herg«]ieiiden  wieder 

H  sin 

iftt    entweder  ME  oder  als  den  einfallenden  Strahl,  stellen 

anrH,  /;  e.nc  Tangente  an  den  Kreisbogen  ÄÄ  ge««g«V^^ 
«ad  be.eicUoe.  «uch  jeUt  för  den  |^t^«h«Beii  odjr  wruckgtwor- 
fenen  StraUl  4»rck  «»,  «nd  Ai  dasBelbc,  was  Torher  für  den  päd- 
Mlesden  Strahl  durch  w  und  A  l.ezeirhnet  worden  ist;  so  wud 
l«icht  erl.ellf^ii,  dnss  für  den  gebrochenen  Strubl . immer  bloss  eou 
wedlr  ^  Fa  l  III.  oder  der'^Fall  IV.,  für  den  wrH?hP*?f!?T*" 
Strahl  imn^er  bloss  entweder  der  F.n  I. 

den  kaiiiL  Ali«  itt  «»«Ii  deij  V.orbergebMdM  fnr  dm  gcl»nicMi. 
■•B  StrabI  iam«r  ^ 

Ä  sin  (w.-f-O)' 

für  des  «arackg«w«fto«iL  ScMl  dagegeii 

jt-H  Ai      '      sin  a>i  ' 

|3eberliaupt  ergiebt  sieb  mm  dm  Vorhergehenden  Fol- 
gendei: 

In  den  Fallen  1.  vnd  II.  iit 

in  den  Fällen  Ilt  nnd  IV.  dagegen  Irt 

Ä  +  A  sin  0)        ^  I  »">   . 

w«  lar^  die  eben  Zeieben  dem  Falle  der  Brecbang»  die  Mtem 
des  Felle  der  Zarttekwetfiiag  «ntq^echeo. 

AUo  tat  f»  Brecbneg  «it  Besiebaag  der  obem  und 

untern  Zeichen  enf  einaader      ^  ,^         .  « 

»    ^  Jt    —  sin  (w  sin  e) 

1«  Falle  der  Zurückwerfung  ist  mit  Beaiehang  der  obern  und  un- 
fem  Zeichen  auf  einander  i .    « . 

R-^.^__      tia  m        /Z-t-A.      .      sin  u>, 
3.  — ^—  —  ^(ü,  :p  ©)»       1  sin  («1  *  er 

Im  Felle  4er  Brefbuug  iat  tolgUcb  nach  2. 

Ä_I_A  sin  («Ji  ^  f>} 

^'    Ä-f-  Ai  '^'Ji  '    ""^'^  =F 

Ongegen  iit  iai  Falle  der  Zurückwertuug  nach  3. 

Ä4.A           sin  ai^    sin  (tu,  =fc 

^    /<-^Ai       sinn»,'  *in(w^©)' 
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Aus  tier  Gleicliiiiig  4.  erhält  man  aueb 

tmm     Ä  —  -4   A  —   

4  •  »  (Ä-f-A)  cot  Ol— (i?^^,)  cot 

Hpd  aus  der  Gleicbong  5«  ergiebt  aicfa 

«miMk*  A^'-l  A~  Ai  

Nach  2.  iat  in  falle  der  Brechunp^  ,  ^ 

-      ji  sin  ft>        -       Ai    sin  c«, 

'  Ä"       IIP  w  —  sin  {q}  =F  |P)     Aj^  ^  Sia  <»t  —  sin  (u>,  =F 


-     A  .-   »in  (w,  =F  ^)     sin  <o  — .  «in  (to  =p  ff) 
Ai       «in  ifa^S)  '  ain  Sil  —  «in  7 

^     sin  (cd ,  ap  #)  ____  ^    sin  at,  —  sio       q=  ^) 
'     sin  (tti=F€^)        Ai  *    sin  <o  —  sin  (o^fF^) 
HBßb  3.  ist  im  Falle  der  Zunlckwerfoiig 

* sröT^^'       ~  sio  (»,±0)' 

foIgHch 

A  __  äin  •»■^sin  ((ü=f  €>)    Ai  sin      —  sin  (^o^  ±:  9) 

IF  aia  (m^f 6)     '  X  "~       «in  («»- *  B)  » 


o     A  —       ("tsfc^)     sin       :ajp  (w=F  ^) 
Ai  ~^  «io  (wqF^)  '  aia        ab  (i»,=fc9)' 
oflcr      •    *  -         I       ,  ^ 

sin  («,  A»)        ^    sia  itf|.^ain  («»i  rfc  Q)         ^  ] 

I»  Pftfle  dar  Breebang  is^  abio  umek  4«  und  7.  ' 

1A'    ^•♦■A      '  A      sin  ig     sin  fa>,  — sin  (ig,  =F 

Ä-f-Ar'^  Ai  *       «I  *    s'"        «ii»  l*»^^)  * 

nmi  in  Falle  der  ^^urückwerfung  i«fc  na«b<id«  wad  9.  .  , 

-j'     iR-f-A        A    'sfa        sin  tt>|  —  sin  (itf ,  sir  ^) 
Ä-*-As  T  A,  •  sin  «,  *  »in  ai  — «in  {tt^^m' 

änA  kt  nadi  bei|fAiiiitmi  gettiiMü«i^se1ieii  Pomatn  i«  Falle  der 
Btechmg  lacli  10. 

^.ÄH-  Ai  •    A,  •  ^üi  (•►»P  W ' 

md  in  FtNe  d«r  Sfaf&ekwetteg  wi  M«li  11. 


m 

Aus  4«r  P»riw1  1)0.  «isp«]it  «mA  flliC^ 


ir.  cot 


A  Ai 


ttml  «IIS  d«r  ForBci  13^  erbält  man 


W.   cot   5  —  » 

Setzt  man 


sin  M 

14. 


tun  (Hl  ' 

wt»  bekaunlUch  «  «iue  coo^taate  Gn>ai»e  ist,  stu  w^en  die  vurber* 
goliooden  Fornelo  im  Falle  der  Breehvog 

iiod  l«  Polle  der  Znfiekwtrfniig 

Bei  der  gewöhnlicbeo  Angicbt  dir  ZorüekwerfiiDg  lit  tekmiioAlkli 
«sl,  ood  folglich  nach  16. 

n  A    cof  <yd=^ 

Wir  wollen  aber»  wie  Mhoo  obeo  erionert  wordoo  iat,  die  Zo* 
rückwerfuDg  hier  Immer  aot  deqi  obtti  ■ngfigiihdanii  fllgtaeucm 
Gcaidifcspuokte  iietracbteo. 

f.  2. 

Der  PmilKt  ji  ooU  4et«i  alc  d«r  Anfang,  die  Axe  JC  F  ala  db 

Abscisüenaxe  eines  rpchtwinkllgen  Courdinntensystems  angenommeD 
werden,  und  die  |i(jsiiiveii  Abscissen  wollen  wir  immer  auf  der  COD- 
vexeu  Seite  de^  Uugeus  A/i  uebmeu.  Ut  uuu  J7'  ein  beliebiger 
strahleodor  ^oalit,  «eeeo  GoordbalCB  in  Bexis  #af  das  aagenoM- 
mene  System  ^  aiud«  »i»  deako  man  sich  dufck  deiraelben  aad 
den  Mittelpunkt  C  des  Kreisbn^'^ens  A'Ä"  die  Axc  ffczogen. 
welche  den  in  Hede  äu  Letuit  n  kreisbogen  ifi  dem  Punkte  aeboei^ 
den  mag,  «od  bezeicUue  in  Bezog  mif  düese  Axe  für  den  Punkt  AP 
durch  ^'  uad  ganz  dasselbe^  was  ha  vwbmehenden  Para[rr:i- 
pben  in  Bezug  aut  die  den  Kreisbogen  KK  in  ^  schneidende  Axe 
Xy  für  den  Punkt  V  durch  ^  »ml  bezeiahoet  worden  Ist 
Ferner  bezeichne  man  den  tob  der  Linie  Cjf  m^t  der  AlLO  XV 
elagefehloBaeoeo ,  jeaadidem  dia  Liaio  CA*  auf  der  SeiCa  der  po- 
aidvea  oder  aof  der  Seite  der  Begathre»  Onlinaten  liegl^  ala  posi- 
tiv  oder  als  necrativ  hctrarlitptpn  spitzni  Winkel  durch  9p;  so  wird 
aus  Taf.  II.  Fig.  %,  Jeich^  erheiie«»  ikiu  in  vöUigar  Ajy|i^«l»hMt 
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iit  Sind  nini  /r,,  7,  dm  Doordiostttii -des  Posktii»  in  welehem  die 
Axe  \'Y'  von  den  irebrochenen  od«  tmückirawoifeQeB  StnUe 
geKlmitte»  wird}  io  St  g.«  ebc»  ^ 

^;7,=(Ä-hA'.)  cos  y-Ä, 
An«  des  Gleidmngeii  18.  Dod  19.  fofgt 

•  t  k 

"        cos  9  «0&  f>  * 

♦  » 

*^     «in  9  sm  9  ' 

Weil  nun  nach  dem  vorigeo  PsraKrspheir,  wenn  durch  &  jetzt 
ii  BMog  «nl  dte  Axe  iMMtll»  ImfekMt  ^rd»  wm  IrUW 
in  Besag  aitf  #r  Ahv^XF  4Htli  #  hmMmU  wvde»  im  PftUe 
der  Br^bsag  * 

/g-hA'  _  ' AI  '  MD  ctf     cos  (ai,  =FtQ') 

nod  IM  Felle  dier  Zurfickweifiiiig 

/g-4.A'       _  ^     sin  »     cos  (tt»,  a;^) 
Ä-f-ii',  ^     zX'/  sin  i*t  •  cos  (a»=Fi«0 
iiti  M  iat  nch  SO.  ysd  21.  m  Felle  4er  Brecbmg 

1R-\-p           stg  oj     COS  (Wjgpiy)     p.'l^gA  sin  ^y* 
IT^Js  —  sin  1»,  •  eos  {t^^ier)  •  «» 
XfciiEJt  =i7W    f  —  ig  sin  y . 

y,       si»     *  cos  («».sF|i^  '  ^,  —  Ä  sin .9* 

und  ifli  Felle  der  ZarickweiiMf  iit 


eed 
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sin«     cos  (tiiirt|^)     p  -f-  2/?  jütti 
siu      ■  cos  (tu^p^e')  "      -4-2Ä  sin^y*' 

sin  cd     «os(»,±46f)    y  — ^     aia  y 
sin       *  cos  *      — sin  yT-  ^ 

Au»  dem  vorigen  Puragraphea  wissen  wir,  duss 

sin  w     cos  (a>,  qp^y)         sin  lo     sin       —  sin  (>; ,  ^  9') 

siu       '  cos  (w^^^)        ''"^  "*  —  ^^'^  {ui^€^) 

sin  e»     sin  ea,  ■ — sin       cos      Aoos  sin 
~"  sirT  (j  i  *    sin  o»  —  sin  m  cos  ^  sb  CQ*  w  snj!  fiC  ' 
sin  (o     coa  (a>,  =fc  sin  m;    sin  a>t  —»sin  (ditdbft') 

siu  w ,  "  cos  (»=f:|Ö^  ^  sfit      *  «ili  i*«wsiii  (»-f:>6^/ 

Big  0»    du  (d,  —  sin  «0|  cos  y         »i.  sin  ^  .  . 
""sin  «0,  *    ain  «»•^sin  ai  cot  d'dbedt  <•  sin  €t 

int.  Wenn  nun  die  Winkf!  w,  w,.  0'  so  klein  sind,  dnss  man 
Urössen,  welche  io  Bezug  aui  dieseibeo  vuu  der  vierten  und  iiöhern 
DineMionett  tiod,  ohm»  merkliehen  Fehler 'vcraaclilMingeii  .kann  | 
so  ist  nach  dem  Voiheigehenden 

sin  ta    CQü  (m,  =Ft^)       ain  tj     «iu  att — sm  &i|=i=sin  y 
shi  ctf|  *  cos  (fti:^:^^^  shi  «,  '  «fir    — sin  i*tb«fai 


sin  Ol  cos  ( 
sin      *  cos 


[a>t  db  ^9')  sin  o  ain  —  sin  ft>^  ^ff'L ^ 
(w^iö')  ***  sfai  «*,  *  "sin  M'^sin  «iUssId  €t  ^ 


also  offenbar 


s^n  w     cos  (w,  qp      )     .    sin       i,  j 


sin  «1  *  cos  (a»sf=i^)        ^UA  Ob 

*       ^       cos  (ft»^=fc|8')       ihi  w.  

•in  tf,  *  cos  {m^ier}  sin 

und  mit  Vernachlässignng^  von  Gliedern,  welcbe  In  Bezug  auf  uj, 
tü^f  &  von  der  vierten  und  liühern  Dimensiooen  sind,  ist  fulgUck 
in  Fidle  der  Breehong  neahül.    *  .  ,i  -  '       .  ,  ^ 

«A  -r^  yn-g^ain  y  _     g-ig  ain  y 

Ä-f-^.  sin         >, — *  7',  —  Ä  ain 

und  im  Falle  der  Zurückweriuug  i^t  nach  23. 

P  p-\~^R  sin  ^       (        g  —  K  iin  7^ 

Ä-f-p, — ~*      -I-2A  sin  7»  7,  —  Ä  sitTy' 

Auch  ist  nach  'ZO,  mit  völliger  Genauigkeit 

und  folglich  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  -welche  in  Be- 
ziehung auf  ft),  itf  ,,  ^  von  der  vierten  ond  höhern  Dimensionen 
aind^  im  Falle  der  Brechung 

^        »+?;""*Pt-f-aÄsln.4t»'  f.— •^.^.«ÄsinH^»* 
und  Im  Falle  der  ZurÜckwerAng 
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oder  es  ist  mU  jleni  obiireo  Grade  d^r  GeDauigkcit  . 

^      ^'^P         I       ^-♦-SÄ  sin  i7>'  .  ^.^^     y —  R  nin  y 

Ä4-/»j  %, «in  iy»'  n  *y,.-Ä«üiy' 

oder  uucli 

WO  die  obern,  Zeiefaea  dem  Falle  der  Breeliuug,  die  untern  dem 
Fdle  der  ZnrteltwwEftiii^  tstelvtclMi.  :  • 

Nimmt  man  .Bom.  m  Falle  der  Brecboag  positiv,  im 

Fnllc  der  Zurückwprfunjr  da^^e^cn  ne&^ntiv.  so'kaan  nao  lUt  dem 
obigen  Grade  der  Geoarngkeit  tür  beide  Ifalle 

an    ^-hP  -  p-h^R  sin  i(f*  X  —  «  y "  ^  f- 

oder  aacK 

„      R-\~p              p-f-2Ä  sin  iL*««      p-4-2/?  sin  j^* 

Ä-l-^  ~  •  |»»-#-2il«niy»*  y,      •  p,          ain  49»  . 

setzen.   Ist  es  aber  verstattet,  aaeh  die  Grilise  %R  ein  49'  wegen 

dor  Kipinbclt  von  sin  'y*  -zu  vcrnachlässiffcn ,  so  nehmen  die  MI* 
den  letKleo  Formeln  die  folgende  sehr  eintacbe  Gestalt  an: 

wo  immer  n  im  Fa)l(>  der  Brechang  peeltiv»  Falle  der  Zariok- 
werfiing  negativ  zu  nehmen  ist* 

Aus  dea  beiden  Gleicfaungen  30.  erUlt  maa  otee  Bikwie- 
riirkeit 

aad  ans  dea  lieidea  Cleiekaagea  31..  ergieß  sidi 


i,^p-f,.2ig  U^^DiT-pi  s.n4y>» 

a  /e^i-2.in^y»)  

^'     iKl  —2»  sia  |9>)»(i»-  llp' 


35. 


_n^'^2R  t(«-l)/e  — «I  sin  jy» 
—    >l-.^siBi9>>-(«-l^  ' 

 co.s  y  


Jl(l-a»»sin45P»)--(m-l)p» 
med  nack  34.,  «eaa  man  sin  {^^'  tali^^jrerMiwiBdeBd  lietraclitet, 

wo  M  immer  im  Falle  der  Brechung  als  positiv,  im  Falle  der  2fin- 
riickwwfimg  all  oegathr  lielracktet  wird« 
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AuB  den  vorher  entwickelte«  ForaelA  33.,  34.,  35u  «bellet, 
dasa  uutcr  def  wegen  der  Winket  ö»,,  ^'  E'-pimrrlitpn  Voraas- 
Setzung  die  Coordiouten  p^t  ^icli  nicbt  auUeru^  so  lange  die 
Oiordinateo  7  keine  Aeaaerang  erleiden,  «elebei  aocB  die 
RiektnngeD  der  aua  dem  Punkte  ^pf^  ansgeliettden  Stnblen  sein 
mögen,  dnss  also  allr»  voo  drm  Punkte  ip^)  rTti^cr'hrnJe  SfraMen 
sich  nach  der  Brecbunp:  (»der  ZuriickwerfuDg  in  dem  Punkte  ipt/gx). 
wieder  mit  einander  verein  igen» 

Boeicbnef  aan  4en.  WerOir  wilekeef  f9r  jiaeib  «rliiU, 
dnreb  /„  w  ttf^bt  ileb  wm  34^  leiobt 


37.  /■  =  -"-^°.*^'i»,  • 
.oder,  wie  ann  leickt  findet, 

38.  /,=-(H-^)Ä  • 
BntiMliInt  «nn  ein       nli  recMkwindeQtf,  10  nfcf  jinek  87. 

and  iolglieb  Iii«  irrs— 1«  d.  i«  M  te  feniSftnffeken '^wcbt  der 
Zariickwerfnng, 

Die  beiden  Formeln  36t.  können  anch  unter  der  folgenden  Form 
dargeitellt  werden: 

mm\  nnft  ahei  nank  m 

i«t,  io  Werden  die  beiden  vorbergehenden  Oleiebnngen 

nnd  die  erate  dieaer  beiden  Qleidimigntt  kann  ,ancb  unter  der  Forr 

geschrieben  weiden.  Piir  m=~l  iat 

I»        Pi  /i 

oder  nach  40.  , 

45k.  —  H-  —  =  —  -5. 

p         p^  K 

Dass  ^,  für  ^=sod  veracbwindet,  erhellet  ans  den  Formell 

34  ,  1^5.  nul  der  Stelle,  wol>ei  aber  iiie  ang  Jen  Aiicren  trelassei 
werden  darf»  daas  die  in  Rede  Afekeaden  Formelii  ttäAunüicb  nu 
Näherungsformeln  sind. 
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Wenn  maD  mittelat  der  Fornelji  die  Coordinateu  />,  7 
daich  4ie  CooHiwUn  Pir  */%  «Atlilldit,  Jo  eriiKIt  bw 

/jp,(l— 2«  sin  ^»)-^2(w— >m    »?/^/,  -sin  y 


und  aus  d«ii  FornifllD  34.  «rgiebt  sieb  aof  ähnliche 
oder 

IRpAl  -^g»      i»»)  -  8(1»  -        IIP  A»* 

und  oacb  47.,  wenn  laan  sia        als  venchwindeDd  betrachtet» 

Uezeicbuet  maa  dep  Werth,  welchea  für  p^=:<X)  erhält, 
dnrob  fs  so  ist  iiaeb  den  l^orber^ebeDdeti 

/-i-  .  . 

oder,  wie  am  Itictil  lUidel, 


51.  f^-O^S^iJt. 


Betraehtot  «mi  sin  ^*  «lo  vtnf h^podend«  so  wird,  nach  50. 


I  » 


Nach  4)».  und  52.  iat 


imd  folglich,  wie  mau  leicht  fiodet, 

P-/_  

Ä   —  (ii-l)|iiÄH-(j»-l);»,r 
Weil  vuii  nacb  39.  '         '  ' 

n  "  ■■■ 

ist,  40  ist 

"TT"— 

AIbo  ilt  .   • r 
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<  • 


woraus  sich  ergiebt,  4tM  dM  PlO^Ct  — /)  {Pi  — /i) 
itoote  Grösse  ist.  .  .  , 


<  >  I 


lod  folglicb,  weil  vidi  52.  nad  39. 


/=     ^ /• = - jui  Ä 


nt, 

Sciiafft  BMI  mtn  die  Nenner  Weg,  io  erliili^''mm  die  CHekii— g 
ederi»  «em  'mn  qeädiir^  die  «leielmg  "  . 

.  _  <iCü*-m(j>~/)(ii»-^»  • 


lit,  so  UiMt  sieb  die  vprlu^ff^fkend«  |Ei|ei^ipi|;«i^  aater  d^  fel- 

Entwielielt  mao  una  die  Quadrate  der  Binomialgrütitieu ,  äo  erhält 
«a»  aacb  leiiiAer  tehtt«i|pvdi».INeldimg 

oder  *^  • 
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54 

Vi  a'i  yi 


welches  auch  eine  in  melirfiielier  Riiekrieht  ■erkwürdige  lillei- 
cbong  iit  ^  '* 

'f.  4: 

Wenn  wir  Duri  auch  von  jetzt  an  der  Kiafachheit  und  Kürze 
wegeu  bloss  deo  Fall  der  BrecLuog  io  einem  Liaieng^laae  oderio 
•iBC«  SjiteB«  TOD  liBfeDgläMni  \m*9  Aug«  ümmo  w«rdea; 
kmm,  WM  nir  U«r  gleich  ioi  Voraus  bemerkeD,  AUea,  was  im  Pol- 
ffenden  vorkommen  wird,  doch  auch  ohne  alle  Schwierigkeit  auf 
den  Füll  der  Zuriickwerfiang  ¥on  zwei  oder  mehreren  Kug^elflächen 
ausgedehnt  werden ,  wenn  mao  nur  in  den  Formeln  ülieroll  n  ue- 
ttiaMt»  od«r  bei       gitpMnlMdMB.AMiclit  te  Zwiekwer^ 


II.    >  . 

BreekuBg  In  elneoi  LinieagUie. 

f.  5. 

Die  Durchschnittspunkte  sweiejr  Kreisboffen  mit  der  durch  ihre 
Hittelpmikte  gehenden  geraAm  Unie  XYCTAU. Fig. 3.),  weldie  Vir 
ilire  Axe  iieiineii  wollen,  seien  A,,,  und  B,  »elca  die  BnU 
fernnageD  eiDea  Puektes  in  der  Axc  von  den  beiden  Punkten  f, 
Aj,  anter  der  Vorauiset^no^,  dass  B  eine  positive  oder  negative 
Grösse  ist,  jenachd&ra  der  in  Rede  stehende  Punkt  auf  der  coB- 
Tvxea  (»der  coneereD  Seite  - dee  die  Aze  in  des  Pwikte  A  fcli»ei- 
dendett  Kreisbogeni  Hegt,  «ad  dess  ehen  ao  eine  oositive  oder 
eine  negntive  Grösse  ist,  jcnachdpm  der  in  Rede  stencnde  Punkt 
aaf  der  convexen  oder  coocaven  Seite  des  die  Axe  in  dem  Punkte 

achneideuden  Kreisbogens  liegt.  Die  immer  als  positiv  betrach* 
tete  BiilfenivDg  der  beklea  Poakte  A  md  ,  wvm  eiauder  wel* 
iee  wir  durch  H  beseicbBen*  IHea  vorauseeaetzt,  aind  warn  die 
Tief  folgenden  Fälle  von  einander  zu  unteracheiden. 

Wenn  die  beiden  Kreisbogen  ihre  coocaven  Seiten  g^ea  ein* 
ander  kehren^  ao  ist,  wie  aus  Taf.  11*  Fig.  3".  leicht  erhellet»  iji 
ydiliger  illyweirteir 

Wenn  die  beiden  Kreishugen  ihre  convexen  Seiten  ^egen  ein- 
ander kehren,  ao  ist,  wie  aus  Ta£.  11.  Fig.  3^.  leicht  erbellet,  in 
fdlUger  AUgMeifbfit  . 

B-\-E,^D. 

.  Wenn  der  die  Axe  ia  A  achiieida«f)e  |£feisb<i|g8^  seine  C(^%- 
«ftfft  Mie  gegen  die  coayeze  $aite  die  Axe  in  ^.  a^neiaea» 
dM  Kfeiahogena  kehrt,  so  ist,  wie  nu  U>  Flg«  l«iobt  Pf 
beUel»  ia  fdlligv  AUg«HMinb«l^ 

Weaa.  dep  die  Ase  im  A  ncbneMeadt^  Kiiiibagea  Miae  cea» 
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vexu  Seite  gegcu  die  concave  Seite  dea  die  Axe  iu  sdifier- 
denden  Kreiiboffem  keM^  lo  iit,  wie  su  Ttf.  II.  Fi«.  S'.  Itidit 
eriellet,  in  vSlligw  Alfgcinieilllidt 

Hierem  ergiebt  rieh  iiberliftii^t  das  folrade  iRetnlUt!  • 
Wenn  ffleichoamige  Seiteo  de*  beideo  Kratsbog«ii  eioMider  tn« 
gekebrf  «Bd,  so  Ist 

ii«d  für  dieser  Hfdelittttl^-  isC  llas  ober*  bAnr  Üai  ttniM  Xt/kim  «• 

ti^btnen,  jcnachftem  dre  '^dncavenr  oder  dre  caimxea  SeHe«' def 
beiden  Kreisbofiren  einander  «ugpekelnt  sind,  Werrn  BngleichnamllJlt 
Seiten  der  beitfeif  Kreisbogeo  eiunitder  zngekebrt  stad,  au  ist 

'  uaA,  in  dieser  Gleicbnrfg  ist  das  obere  oder  Bofefe  Zeiebeo  se  Mb- 
nen,  jcnachdein  die  concave  oder  convexe  Seite  des  die  Axe  u 
dem  Funkte  sclmeideuden  Kreisbot^ens  respective  der  convexen 
oder  coDCSven  Sci^e  des  die  Axe  ia  de^  Puokte  ^|  scboeideDden 
Kreisbogens  zugekebrt  at 

Nehnep  wir  aber  die  BstfenUHig  der  Durchschnittsponkte  der 
beiden  Kreisbogen  mit  ilirer  Axe  von  einander  jetzt  positiv  oder 
negativ,  Jeiiacliueii)  der  die  Axe  in  schneidende  Rrei^tiOgen  deiu 
die  Axe  in  scbuvideuden  Kreisbugen  seine  cunvexe  oder  seine 
eoncave  S$eite  snkehrt«  und  Beseichnen  unter  dieser  Voraussetzung 
die  in  Rede  stehende  fjotferMinff  wieder  durch  /7,  So  ist  Ötteb  doai 
Vorhergelkeiideik  offieirtMÜr  ia  ?Öluger  AtlgeaieiBbeit 

I  • 

weoa  Bitiik  aiir  «äi  dieser  Gleislmag;  4as  Obers  oder  i»M  aiUef s 
ZiUbai  abnisty  Jisaaubdo«  di»  beidea  Kreiibogo»  giUlr^nawige 
oder  — gtaftebisMige-  Wlea  «iaaMUr  safcebrea. 

4i  6. 

Wir  wollen  uns  nun  Strarbleir  denken,  welche^  sei  slneni  in 
BiMug  auf  J  df«  An^g  der  Cotyrdioaten  durch  die  CetfHniaten 
;r,  ^  beiiMaliitefl  PttakM  {/Hf)  aeatfiAetd,  aach  der  Bl«elNiflg  ii 
dem  die  Axe  io  den  Pnakte  A  schoeidcndeo  Kre)sb<^fi,  dsmea 
Halbmesser  R  sein  mag,  sich  i»  dem  io  Bezui^  auf  dasselbe  Coor- 
dinatensystem  durch  die  Coordiuaten  p',  bestimmten  i*unkte  j/?'^') 
Mit'  eiBaadei  vefeioiges,  andy  naebdem  sie  ehie  jwiste  fcMhung 
Im  dm  dfal  AM>iii  J,  scbDsideMdeiK  Kreisboren,  dessen  Halbsuni 
ser  /^i  sein  ma^,  erlitten  haben,  in  dem  in  Besucf  auf  als  Aa« 
fang  der  Coordinaten  durcli  die  l-oordinaten  /»i,  bestimmten 
Punkte  {px9\)  wieder  mit  einander  zusammeokonmen.  Links  von 
'4m  dl«  äx»  i»  j#  tM  ffMM»  ym  ddn  die  Ms  i»utf  ^  «ebMMfnden 
Krtdsbögea,  Wobei  wfr  ttis  Mf  Tldtll.  Wg.^  bMiebea,  soll  efn  und 
dasselbe  brecheadc  Mediam,  zwischen  den  \p^m  Krsislkigeff  soll 
ein  anderes  brechendes  Medium  liefifei*»  u»d  das  Krsdangaveriiält- 
niss  für  das  erste  und  «weite  breehende  Medium  soll  m :  l  sein. 
Die  Coordinaten  des  Pnaktea,  dessen  Coordinaten  in  Beang  auf  daa 
Cootdivatenayalm  «If  dni  Anhngspantte  A  vorber  dncir  ff^  / 
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bezeichoei  worden  siiul,  aollea  in  dem  Ctwrdiiiateiui^fileme  mit  dein 
AofaDflpBpunkte       durch  $f\y  q\  bezeicboet  werdao. 

Dies  vorausgeselst«  üben  wir  Biidi  32.  offenlwr  die  beiileB  fol* 
gcttdea  Gl«icfeniiig«i? 

iB  denen  oaeb  den  voriipea  PuriignipbeB  Boeb  di^  G)el<ihBngf  ' 

kenttit,  i«.  «ekhardea  ober^  oder  4»  BBfere  Seiebeo  meinaeB 

werden  nuMii,  jenBobdsüjglMiBBBige  oder  anoleicboamiM  Seite« 
der  beiden  Kreisbogen  einander  zugekebct^  sind.  Ana  imraoB  diei 
GieicUuDgeo,  die  »utib  juniv  der  Form 

ff±p\  =  D 

dargestellt  wertien  küimca,  lasscu  sieb  die  bcideu  Grössen  //  tiud 
p\  elimimrcu,  uud  dudurcb  eine  Gleicbuug  zwi^cbeu  y  und  p^  eat- 
wiekelB»  welche  BetwickelBBa  wir  jetst  BnaffibreB  welleB.     '   -  ^ 
Ans  den  betden  eraten  .CilekbBBgea  lolgt 


also 


nnd  folrlich,  wenn  am  •  diese  ABsdrileke  «an  ff  aad  p\  ia  die 
dritte  GbiebBag  eialnbrt;, 

55  ^  

oder  aaeb 

oder  aaeb,  wie  mm  leiehf  findet,'     '  ' 


Bestimmen  wir  mittelst  der  Gleicbuug  55.  die  Grösse  /s^i  durch  p 
aad  die  Grösse     darcb  /»i ;  sa  erbfutea  wir  aaeb  leichter  Rech- 


50. 


16Ü  - 

 ^       p  ^ 

Ä.=fc|i-l(i-*-fi)jü» 

(ll-I)Ä.;fc|l-.l<l-hfi)(  Kn-D^+iiÄI 

Ii  ;>4 

'  Wird  nun  der  Werth,  welchen  p^  für  p:^<x>  erhält,  durch 
der  Werth,  weleheo  p  för      =ao  erhält ^  durch /*  b«M^Betj  a« 
Ut  nach  59. 


(fl-l>Ä  +  (l— ^)  |(ii-l)l>sb«Ä,t 


•der 


«1 


AlM  itl 


(•-l)  |Ä,dsit±(I--)Ä| 


   *  J{ 

(ü-l)  iÄ=fcÄ,H-(l-.^)/>i 

f>te±  i — 


•der 
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Nach  68.  iit 


AT,  ±(I  -  — )/> 


■  '      '  «— /=:»=cr-i   Ä, 

«od  folglieb,  wenn  m&a  der  KQne  wegen 


#»—•/= 


Kerner  iat  naeb  59.  und  62. 

f.  — /.  =  :  .       \    r  :  

und  folgllcb,  wie  «an  nach  leichter  Rechmiog  fiDdet, 

,   


(»  - 1)  |Ä  *  Ä. + (1  — Imijz 

W  J 

Also  ist  ofFeohar  ^ 

65.  (;^~/)(;^.-/J==t=—  

-oder 

€6.  (/'-/)  (;'.-/.)==fci  — i— (V 

unfl  tlas  Product        /l  (#»,—/,)  ist  daher  jederzeit  eine  eoal 

stoDtc  Grösse. 

Für  D=zOy  d.  Ii.  wenn  uia»  die  Dicke  der  lAnse  als  ver- 
Bchwtodeiid'hetrachlcC  ut 

TMl  IL  11 


Digitized  by  Google 


II» 


f.  8. 

Nacii  Mi.  itt^,  weuu  Hir  tlie  ii|  f.  0.  eingefubrleo  BezeichnuD- 
gen  andi  hier  beibehnlteD, 

also,  weil  offenbar  ^s^,  ist,  ' 

Äy       ^  ^iVt  

* 

uni  folglicb 

^» I  _  („ 1)1^  _  _  i)aLZj6.* 

Nach  «1^  iat  aber 

l^(u—\)^==  — , 

,  oder^  wenn  wir  der  Kürze  wegea 

Kzsx "   ■  ^  —  — 

ÄsfcÄa-H  (!--)/> 

setzeu, 

und  tuiglicb  Da<b  de«  Vorbergclieiideii 

f ==*=  

^«         AÄ,  =F  (»- 1)^^31^ 
Diue  GleiehuDg  bringt  man  leicbt  auf  die  Fora 

oder,  wenn  man  anf  beiden  Seilen  qnadrirt,  anf  die  Vütm 

Ä«(»/i.=Ff.Ä)'=i(»-i)'  (9^^-t,^y- 


Digitized  by  Google 


163 

Nun  ist  «l»er  Dfteb  €6. 
uad  folgKcb 

welchei,  io  die  vorhergeheDde  Gleiebongr  eiogefiihrf«-  die  GleMiliung 

Siebt.    KntTvickpIt  man  nun  die  C^uadrate  der  Binoiiiinlu^rössen,  und 
ebt  die  gleiibcu  dlieder  uul  beiden  Seiteo  de«  Gleicbbeitsaeicbens 
aof;  IO  erfaäJt  man  die  Gleicituog 

I 

■ 


oder 

UDti  üutglich 

oder 


9t* 


70.  (^).=.db-i^, 


welches  ebeofalU  eine  sehr  merkwürdige  Gleiebvng  ist. 

w  * 

Nach  <lmi  vorbergekeadM  PMmgraphm  iil 

und  nacb  59.  ist,  wie  nao  doreb  leicbte  Recbppfeg  findet, 

I 
j 

AUo  ist 


71.     -S^SSSC«  :  2  ^ 


oder  «ucb 

11 
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oder  auch 


73.   ^^\-im^\)pr^  ^  


oder  aucb 


III. 

Brechung  in  eioeni  Süysteme  vod  l^insengläsern. 

f.  10. 

Wir  müssen  bei  dieser  ÜDtersuchang  von  einigen  ftllgemeinen 
Betracbtnnsrpri  Uber  die  Kettenbrüche  ausgehen,  von  denen  wir 
nachher  wichtige  Anwendungen  machen  werden.    Diese  Betrach- 
,  tungen  betreffen  die  beiden  folgende«  Kettenbrüche: 


und 


76.  ^  =  —  .  1 


von  denen  der  xweile  gewissermmsen  das  IJingekebrie  des  er- 
•ten  ist. 

Zuerst  ist  nuo  oß'enbar 


und 


1 

/,  ^  _  /.  -4-  (/o  -4-/.g>,  ^  /.  -Hy>3 
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I  * 

O.  B.  W. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kano,  erhellet  hier  schon 
mut  völliger  ücutJichkeitj  und  es  ist  also 

/i=s«if  .  /',  =  iH-«o«.; 

*  A^A-^A»^*  A       -t-A«4  i 

n.  8,  w.  o. 

Eine  ähnlifhe  Betracljtunc:  wollen  wir  tVnur  aiirh  iihor  den 
zweiten  der  beiden  ohigcp  Kettenbrüche  anstelieu.    Ha  i^L  uiieubar 

£l«J.  „nd  £i.=  — 
AIm»  iat,  wie  togleicli  ib  die  Aogen  fallen  wird» 


5*. 


ß  1 


n 


Folglich  ist  auf  äbolijclie  Art 

 g«-*-('-i-«ogiK  

und  hieraus  ergiebt  sich  feracr 

-I- M ^**«  i")*'^ 


«o 


■  Wie  man  auf  diase  Art  weiter  gebaa  kano,  ist  klar,  und  auch 
das  alliraBeina  Gasets  erhallet  schon*  Ks  ist  nämlich 
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IM 


J?'o  < 

«'s       f'.  4-«'»««' 


Dieses  Gesetz  kano  feickt  auf  folgende  Art  uli^^cmeiu  bewie- 
'werden.  Weil  fiberhaupC 


-L  1 


UDd 


ist)  II»  wird  oifeobiir 

erhslten,  wenn  me  in*  Jen  letileni  Brnelie  a,       -  für  setzte 

und  alle  übrigeu  Indiceti  vuo  a  um  eine  Eiuiieit  erhöhet.  AIsu 
wird  offeobar  «ns  gk  ond  g'iA-x  Itve       e^kelten,  wena  neo 

a^-\-—  für  «o  i>^'tit,  alle  übrigen  Indices  von  «  um  einü  ßinheit 

erbuhet,  und  die  dadurch  sich  ecgehendep  Grössen  dann  mit 
multiplicirt.    Sei  nun 

Uet         IM  erbttftle»,  mm»  nra  «.         tü*      eetsen,  alle 

übriu;rn  ladioei  voD  #  UD  eloe  SSnbcit  crbüheu ,  itod  im  Zfihler 
und  Nenocr  mit  multiplictren ,  wodurch  jede  der  Grikspo  gk-^^ 
gl-i  und  g't~2,  g'ji—i  mit  oiultipiicirt  wird.  Itei  der  Au  wen« 
duug  dieses  Vcrfuhreus  gehen  also  die  Grössen  at—i,  at  respective 
in      0Ji^u  Qod  nach  dem  Obigen  gehen  offenbar  gt-^,  gL-t  fe* 
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1«7 

-spectiv«  in  ^x-i,  gki  so  wie  g'k-i>  renpoctJve  iu  g'k^i,  g\ 

ilW.  Alto  Mt  «ffiBttbar^ 

and  dos  bemerkte  Gfted  jit  flach  tiner  bekatiiitea  SchluMwebc 

folglicb  allgemein. 
Es  ist  also  - 

U.  8.  W.  U.  ü.  W. 

Vergleicht  innn  diese  ZäMcr  und  Nrnner  mit  eleu  oImmi  ^et'un 
denen  Zäbieru  und  Neunern  der  Piirtiaihriiclii'  den  eraleu  Ketten- 
bruchs,  so  ergeben  sieb  die  folgeudeu  4ilcicliungen : 

= «r»  -I-  ÄTi«'.  ~/*t  +/'•••  . 

u.  s.  w. 

und 

= Ä^i«,  =/'•  =  A . 
g'.^^i'^  if««.  A  -I- A*»  =ft . 
«r** = -h  =  A  =  A. 
g".  =  -hA«.  =/ 

-    t    t         U.  8.  W. 

flicraach  bat  aiaa  alao  aachr  lU«  luftgasiea  <deiclniiag«n: 

Ä^o"A=ar»i 

g',=»A=^g^.* 

<r'.=A=(?^. 

U.  tf.  w. 


« > 

h  t 
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üeberfcftiipt  wollen  wi^  jetzt 


«a  -1  . 

•  *  l 


letien. 

I       Alio  iit  »oerst 


 1^  j   

Nach  den  Vorhei^ehendeii  Ul 


1 


und  folglicb 
Ferner  ht 

1        ,  I 


d.  i. 

Mach  den  OKigen  iat 

uuü  lulglicL,  wie  inoii  derch  leidite  lUclinaiig  iiiidet. 


Datier  ist 

Maa  sieht  ahio,  diiss  die  Producte 


» 
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respective  vou  /z^,,  y„  uud        ^,  ganz  uuabliciriii:iL!;  siud. 

Um  die  Aiigeneiiilieil  dieses  Gesetxe»  zu  (»rüt'co,  wollen  wir 

jeUt 

setxeu,  und  wulieo  anaebmeQ,  dass  die  GrösBeo 

^•>.  -^1»  -^»i  ^t»  •  •  •  -^Ä— 1 

rmpecfire  thd 

■ 

Pot  ^oi  /»n  ^'i » ;'t»  7»  i  /'i»  y»  j  •  •  •  9^-1 

gauz  uunlihängig  siud. 
Weii  DUO 

1  I 

•     «iH  _^ 


lind 


1 

tat,  ao  iit  wegea  der  Gieieiiuo^ 

wo  l^A-i  von        nnd        ganz  uoaUiaogig  itt^  deren  Rielilig* 
voraiugeaetet  worden  iat,  oflenbair 


WeU  «ber 
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±  1 


ist,  so  iat 


1 


«*-t--S: —  =  «* 


«1 


und  folgUcli,  weil 

«4  •+■ 


All«  wl  o»cli  deia  Obigen 
4.  i. 

NuB  ist  aber  naeb  4ea  aus  4»m  Obigen  betuumteo  iUlatiooea 


uad  folglich  offeabar 

Filhrt  nan  dies  in  die  oben  gefnndene  Gleichung 
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> 

eio,  so  erkilt  mau  die  Gleichung: 

  ruft      ...         //  V    .        .    # 

.  «lao 

woraus  mau  sieht,  dass 

von  /»Xi  ^/t  gaas  unabhän^g',  und  nach  rinrr  hrkarttTtrn  Srlihiss- 
weise  das  otHBo  bemerkte  GeaeU  also  ganx  uligemein  giiilig,  d.  U. 
das  Product 

■  .(^-^^  <*!.+|^)  .   ; '    ,  ■ 

immer  vuu  pk  uud  «^jt  guuz  uuabliäugig  ist. 

Setsett  wir«  aaalog  mit  der  oli^  eiagiAbrleo  BeMiclitfuog, 

•o  crhalteB  wir  OAcb  drai  VorlMsgdmdto  di*  RebliiNi» 

Hieroacb  iiiid  Dach  dem  Obigw  ist 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  g^hfp  kana^  uoMiegt  keiiiea 
Zweifel»  nnd  ea  ist  also  allgMeio 

r  —I    iwt-i  /'«ii.  /'«y»      /**-Mri-t  fk-m 

z,*—!-  ij*-* .       .  ^^^^ .  ^.^^ . .  .  757-. 

d.  i. 
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17t 

Nach  dem  Obigeo  aber 

uuii  g^k'=^f'k'   AUo  ist  nach  78. 


und  folglich,  weil  uacU  dem  Ol/igea      =  1,  ^' x  ^  gk^\  ist, 
Wir  baben  daher  di«  folgcoden  ■erkwürdig«!!  GleicbiiD|i;«D: 

oder 

81.  (_,).-.  =  = 

von  tlrneii  wir  uaolilter  eine  wi«'fitip;-f'  Anweiuliing  auf  die  BrechllO|f 
io  eioem  Hyutßme  von  iJoaengliuiera  machea  werdea.  « 

§.  U. 

Die  erste  der  beiden  Oleichongeo  al^.  kaiHi  mit  folgende  Art 
durgesielit  werden: 

und  folglieb,  wie  iuid  Mekl  findet, 

 5  2  

aii-- 1  dz  ' — 


sfc  — 


_  m/s 
/>H  


— 
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m 


n—\  ► 


« — Izfc  — ' 


iL  ' 


«lio 


^  Äl 


— T 


oder 


r 


H  p 

uud  in  dieser  GleicbuDg*  ist  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  7.u 
nehmen,  jenaclidem  gleichnamig^  oder  UDgleicfanamige  Seiten  der 
iMidea  im  Obigen  betr&cbtoten  Kreisbogen  gegen  einander  gekehrt 

•  eind.  Aber  eben  dieses  doppelte  Zeichen,  welches  bei  der  Ketreeb* 
tung  bloss  zweier  KroIslH»e-«>n  odt-r  eines  Linsenglases  uns  keine 
grosse  Dobequeniliciikctt  verurüuciae,  vielmehr,  wie  es  uns'  scheiotj^ 
den  zwiecben  den  sogenannten  doppelt- cononTen  und  doppelt- con- 
vexen  Gläsern  und  den  sogenannten  Menisken  Statt  findenden  ITn* 
tersfhipd  reclit  drutlirli  Lfraus.stpllte ,  WPslialb  auch  \orzüglicb  bei  . 
einem  Linscngiasc  die  vorluTirebpndt^  Retruchtungsweise  von  nus 
angewandt  worden  ist.  tuhrt  bei  der  Betrachtung  eines  Systems 
von  Unaengläaeru  grosse  €nbequem1icblceiten  herbei  j  'vnd  wil* 
mSssen  uns  daher  jetnt  von  diesem  doppelten  Zeichen  unabhängig 
sn  machen  siirlicn,  wms  auf  tolc^ondf  Art  i'-psrhehen  kann. 

Im  V(>rlirrueh('ii(lt'n  wurden  ilir  Halhmcsscr  Ji  und  immer 
aia  poiiitiv  betrachtet,  was  aucli  aut  den  ersten  Aublic|<L  uilerdiugs 
das  Natürlicbite  sn  sein  stheinti  die  sogenannte  Dicicc  des  Glases 
D  wurde  dagegen  als  pn^liy  oder  negativ  betraehtet,  jenacbdeni  der 
erste  Kreisbogen  dem  zweiten  seine  convexe  oder  seine  ronrave 
Seite  zukehrt;  die  Grösse  p  ist  positiv  oder  negativ,  jenachdem  die 
ihr  entsprechende  Linie  ant'  der  eonvexen  oder  concaven  Seite  des 
eraten  Kreisbogens  liegt,  und  eben  so  ist  die  Grösse  positiroder 

.negativ,  jenachdem  die  ihr  entsprechende  Linie  ans  der  eoüTexen 
oder  concaven  Seite  des  zweiten  Kreisbogens  Vwyrt. 

.Von  jetzt  an  wollen  wir  die  Dicke  des  Glases  intwer  uls  posi- 
tir  betmehten,  ttnd  nnter  dieser  Voraussetanng  dnreb  Ü  bexeieb. 
nen;  die  HalbiMSser  der  beiden  Gränzflächen  des  Glases  wollen 
wir  dnprrjrf^M  als  positiv  «der  als  negativ  betrachten,  jcnnrlitlpin  sie 
von  den  Durchschnittspunkten  dor  cntsprcciicnden  (iraDztiacli«-!!  mit 
der  Axe  an  nach  der  innern  oder  äussern  Seite  des  Glases  hia 


Digitized  by  Google 


174 

lictrasy  null  wollen  dletelben  noter  dieter  VoraviMtsnog  dureK  Jt 

and  H%  bezeichDen;  nuf  älinlidie  Art  solleo  die  Abscisseo  p  uod 
ff,  |iositiv  oder  nptrafl?  sein,  jcnachdem  die  ihnen  entsprocb^den 
Liuieii  von  deu  llurchsckoitUpunkten  der  ersten  und  zweiten  Gräuz 
fläche  de«  Glaaei  mit  der  Aze  an  nach  der  inoem  oder  äasaern 
Seite  des  Glases  hin  liegen.  Die  Symbole  f  «od  ^,  behalten  ancli 
jetzt  flcanx  üif  ilmen  nlun  IxiLrc^icgie  Itedcutuiig. 

Dies  vorausgesetzt,  inuss  man  nun,  wenn  die  concaveu  Seiten 
der  beideo  Gräozflächen  einander  zugekehrt  sind,  in  der  Gieiciiung 
83.  atett.der  Symbole 

ofienbar  reapectire 

—  Ot  Jü,  üi,  — /», 

.  aetsen,  wodurch  die  in  Rede  atebende  Gleichung,  in  der  man  jetat 
daa  obere  hieben  oebmen  mnaa,  folgende  Geatalt  erbilt: 

1 

Wenn  die  confjßxen  Seiten  der  beiden  Granzflächen  einander 
zugekehrt  aind,  «o  mnaa  man  ip  der  Gleichung  83.  statt \  der. 
Symbole 

•  offenbar  rea|>eetive 

■ 

setzcQ,  wodurch  die  in  Rede  stehende  Gleichung,  in  der  jetzt  wie- 
der dua  obere  Zeichen  genommen  werden  mnaa,  die  folgende  Ge- 
stalt erbält: 

1_ 

-^R^  p' 

Mittelat  einer  einfacbeu  BetrAchtung^  üherT.euQi^t  man  a&ob  ober  ao* 
gleicb,  data  dieae  Gleichung  immer  auf  die  Form 

1 

.  />  1 

i»      — r  I 

H 

welrho  von  der  Form,  auf  welche  wir  im  ersten  Folio  gollibrt 
den,  nidvt  veracbieden  ist,  gebracht  wetdea  kann. 
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Wenn  die  coocave  Seite  der  ersten  (>räuzfläclie  «1er  cunvexeu 
Seite  der  zweiten  GräuzÜücite  zugekeUrt  ist,  so  nmii  mii  in  der 
GleichoDg  SSL  statt  4«^"  Synkole 

offenbar  retpective  • 

setzen,  wodurch  die  in  Rede  stellende  GtcicbuDg,  in  ivekber  jetft 
das  untere  SBeidieD  lo  nebmen  ist,  «Ii«  ibigende  Gtililt  «rbltm 

1 


/     ~"^fs-l  .  1 


woraus  sich  aber  nitteist  einer  ganx  eiplikcbcn  Betracbtung  wieder 

1 

ergiebt. 

Wenn  endlieb  die  eoaveke  Seite  der  ersten  Grftnsflücbe  der 
cenearen  Seite  der  zweitrn  Gränzfläche  zagekebrt  iaC»  so  nnis 
■an  in  der  Gleiebnng  82.  statt  der  Symbole 

4^  p^Pi 

offenbar  respectiTO 

setzen,  wodurch  die  io  Kede  sulicndi;  (Mpichuog,  in  welcher  jetzt 
das  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  die  iulgende  Gestalt  erhält; 


1 


»••• 


P' 


worana  sieh  aber  mittelst  einer  ganz  einfbchen  Betraelitung  wieder 


n 


—  1  1 


H  ^  P 

ergiebt. 

Daheim  ist  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  in  völliger 
AOgtiMinbait 
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«— I  I 


in'  welcber  Gleicboog  alao  dob  kein  «lop|ieltea  2SeiebeD  mebr  vor- 
kommt, wft«  für  dM  Folgende  der  Allgemeinbeit  und  Elnfiiebhoit 

der  Darstellung  wetzen  von  (z:russrr  Wicbtigkeit  ist. 

Mittelst  leichler  Reclniiiu«;  crbält  man  aua  83.  die  folgende 
ebenfalls  ganz  allgemein  uUUige  Gleichung: 


wobei  man  sui^ieich  tiberseben  wird,  liass  dieser  Kcttenbrucb  ge- 
witseniaaaen  durch  Umkohroag  des  vorbergehcoden  eotstebt. 

Weon  swei  KreiabogV^n  ihre  Axe  in  den  PonklCD  A  und 

scbneideo,  die  immer  ala  positiv  betrachtete  Kotferoung  der  beiden 
Punkt«*  i  und  von  einander  dnrcli  D  bezeichnet  wird,  und 
wir  die,  jenachdem  «ie  Fon  dcu  Puoklcu  A  und  A^  aus  nach  dem 
Innern  Eaune  zwischen  den  Ueideu  in  Rede  atebendeo  Kreiabogen 
oder  nach  den  äussern  Räume  hin  lii'gen ,  als  positiv  oder  ala  ne- 
gativ  betrachteten  Lntfernunijen  einps  Punktes  in  der  Axe  von  den 
heidon  Punkten  A  uuü  yi,  respedive  durch  und  bezeichnen^ 
so  ist  io  völliger  Allgemeinheit 

uuvuu  man  sich  durch  eine  ganz  einfache  Betrachtung  auf  der 
Stelle  überzeugt. 

§.  13. 

Wir  wollen  uns  jetzt  ein  Svstrm  von   / I  Glüsern  denken, 
und  wollen  »nnehuien,  dass  die  Mittelpunkte  der  Gränzflachen  aller 
dieser  Gläser  in  einer  und  derselben  geraden  Linie  liegen ,  welche  < 
die  Äse  des  Sjatens  genannt  Verden  kann.   Die  Haibmcaacr  der 
Gri^afläeben  der  einneliien  GlSeer  aeiea  nach  der  Reihe 

Ä,  Ä,;  /Iti),  71,0);  AU),  .  . ÄOJ, 

so  dasd 

t 

die  HaUbmeaaer  der  vonlern  Gränifläohen,  dagegen 
n,,  Ä.d),  . . .  /J,ui 

die  Halbneaaer  der  hintern  Gränsflicbeo  aind,  wobei  man.  nicht  an. 
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ibcrsehen  bat,  diiM  diese  Hnlbmetier  naeb  ilea  io  §.  11.  gegcbp- 

ncn  ISr-stimmuDg^en  positiv  oder  nr^rativ  a^enommen  werden.  Die 
immer  ais  positiv  betrachteteo  DiciiLen  der  Gläser  oacb  der  Reibe 
teieo 

und  die  -Bneliiingsverhittaiasd  für  dfo  Giasarten ,  au  deaen  die 
Giäaar  iMstebea,  aaiaa 

Die  Coordiaaten  der  VereinigungfpuDkta  derStrahlaB  seiea  l&r 
die  eiaialaea  Gläser  aaeb  der  Häibe 

u.  s.  w. 

Die  säaimtUcb  ais  positiv  betracbteteu  Kutfcroungen  der  Gläser 
▼OB  eiaaadcr,  welebe  voa  der  hfatern  Fläche  eioes  jedea  Glases 
bis  SU  der  vordere  Pläcbe  des  Bäckst  folgaadea  Glases  geBOBuaeB 
wen|B%  MWBi  aaptb  der  ftailie 

Ä»),  Ä»),        . . .  ÄC*-«. 

Dies  voraasgesetst,  bat  aiaa  aus  aacb  83.  offeabar  die  folgeadeia 
Gleirbuogea: 

 1 

'^f'^  —  u^  i  .  I 


"'TT*''"?' 


4- 


Uta)   ^  w(2)  _  1  1 


II.  s.  w. 

Ti>«U  U.  1*2 


« 
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11(0  "'•üCo^i  i 

und  nacL  ^.  12,  Itat  Dutn  ofTeobsr  die  folgenden  GleiobnogeDt 

n.  «.  w. 

oder 

|it4j  z=z  —  itxaj  —  ^  j  (3) , 
v.  t.  w. 

Mittelst  dieser  GleicliiiDf^cn  und  der  obigen  KettenbrSeho  Unt  mek 

offenbar  die  Grosso  — /^'''  "'mf*  «lle  Sclnvicri'j-kt'it  ganz  altgemelD 
mit  Hiilfp  eiiM>s  ketteiibruclih .  dessi'ti  l- ort.schrcitiingsgesetz  sehr 
leiclit  zu  ubertieLeu  ist,  tlurcli  die  Gröüäe  ff  ausdrücken.  Ks  ist 
oAnlich  offenbar  io  völliger  Atlgctieinbtit,  wie  «ogldeli  in  die 
An^D  fallen  wird. 
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"P^?*"«*  »^«n  Werth,  imIdbeB  p,{0  «rlillt, 
endhcli  winl,  durch  /,(0,  m      aaisk  tt. 


3 


II- 


+ 

^  I 
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im 

and  wenn  mau  den  Wertli,  welchen  p  rrliält, 
wird,  durch  /  beseichnet,  «o  ist  aaeh  86. 


r 


+ 

+ 


1 


ii 


II 
ii" 

h 

■ 

1- 

^ 

18S 


f  14. 

Die  Ketteobrfiche  87.  vnd  88.  bestehen  offenbar  8I1b3(<+1)+< 
=  41+ S  Gliedern.    BezeicLncn  wir  nun  den  c^erocinschaftlicbcn 

Nenner  dfr  den  lieiden  in  Rede  ':f«^]icriden  Koltenbriiclien  ^^Irirfipn 
gemeinen  lirüche,  welche  nuiii  dtircli  successivc  Bcrcclinunj;  der  l*ar- 
tiaiwerlbe  dieser  beiden  KeUeuiirucLc  nach  bekannten  Regeln  er- 
hSlt,  dareb  JVi\  ist  mueh  dem  in  f.  10.  bewiesenen ,  in  der 
Gli-icliiing  81.  aua|^e«(iro€leneii  allgemeinen  Satze  you  den  Ketten- 
briicben.  wenn  nitni  d(Mi*ip!!>en  auf  die  in  dem  vorig^en  Prtra'jrnuhcn 
entwickelten  Ketten bnicli«:  insbesondere  und  zunächst  aut  den  Ket- 
teuiiruch  80.  uoweudel,  uflenbar    ,  ' 

■ 

s 

und  folgiicii,  wie  sogleich  crbeliet,       ^      •      •  ,  ' 

»•  0»-/»  ()>.^-f,m=i-my- 

Hieraus  erti^iübt  sich  also  der  sehr  merkwürdige  Satz^  düss,  was 
such  p  und sein  Mögen,  das  Produet 

iMMr  i|«a  coDftantra  QMdrate  (-jr)'  gieiA  !*k 

■ 

der  in  f.  11.  «ng'estelUen  Betrachtung  erhellet,  dass  man 
io  der  Gletebung  <»8.  statt  der  Symbule 

eins  der  vier  Tollenden  Systeme  setzen  niuss:  ' 

— Pf  Pi\ 

Tbut  man  dies  aber,  so  ergiebt  eich  io  jedem  Fall«  die  Gicicbung 

1  -I-  17«           I  /  ^ 

90. 


welche  als»  allgemein  gültig  ist. 

Daher  hat  man  jetzt  die  folgenden  Gleichungen: 
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_  '-«7<""'-"^, 

^.  _ 

O.  «.  w/ 

^      '-«-("'■' -'4-, 

Weil  BUB  aller  offBDbtr 

u.  s.  w. 

ist;  so  erhält  aim  «M  de«  Obiges  die  feigeade  HMrl 

Gleichung: 

M       *  1-M«0>-1)C  '■*<««>-l)|^ 


•  •  • 


Mittelst  der  in  f.  13.  eotwickelteo  Forneln  kaso  aea»  weaa  f  ale 
gegebea  bekrachtet  wird,  die 


sämmtUch  berechnen,  und  Itunn  also  mit  Uulfe  der  vorbergeheadea 


Gleiehnag  avcb  des  Verh&ltaiee        bestiaiMeB.   Daie  aaeb 

ale  gegeben  angenonaieB  werden  ^kiiBBle,  bedarf  kan«  aocb  eiaer 
beeeadera  Benerkaag. 

16. 

Zu  dem  Systeme  vau  GliUcrn,  uelcbus  wir  vorher  be> 

Iracbtat  habea,  wollen  wir  jetvt  aocb  ein  («  +  2)(ee  Glas  binsafil* 
{(cn  ,  deMee  auf  äimliche  Art  wie  im  Vorhergehenden  genommeae 

Kritfctruintr  von  di  m  (/  -|-|)Hten  (Jlaso  durch  ES*^  bezeiclinel  Wer- 
tteil üoll.  In  ISiziig  aiit  da»  Glaü,  wenn  mau  dieseü  Glas 
fiir  sieh  uUeiu  als  ein  System  von  Gläsern  hetracbiet,  und  in  Be- 
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zug  anf  (Ja^  ^anze  System  der  «  +  2  <>läser,  aoüen  respeciivc  f, 
fi  und  <py  ^.(H-i)  eine  gaoz  ähnliche  Bedeutung  haben  wie  i'^ 
in  Bezug  ant  das  System  der  t  + 1  Gläier.  Von  dem  strahlenden 
Punkte  .7.  dessen  Cuurdinateu  in  Bezug  auf  die  vordere  Fläche 
des  ersten  Glases  q  sein  müi(en.  entstehe  nun  <h?rcli  dus  System 
der  f-f-l  Gläser  ein  Bild  B,  aessea  Coordinuteu  lu  Bezug  auf  die 
hintfie  Fläebe  dea  (f-4-l)8teB  Gii^ses  p^^,  q^iO  mib  mdgen,  md 
fOB  diesem  Bilde  //  mtstebe  darcli  das  (f^o2)te  Glas  ein  neues 
Bild  C,  v,  r\ches  /.UL^Icii  fi  als  das  von  dem  Systeme  der  i  +  2  Glä- 
ser von  dem  l*(inkte  gemachte  [Jild  /.u  betrachten  ist.  Die  Coor- 
dinateo  von  jU  iu  Bezug:  aut  die  vordere  Fläche  des  (<-i-2jt:en 
Claaes  aeieo  vsd  die  CoordiaeteB  vob  C  ib  Bezug 

BBf  die  hiateie  Fläche  des  (f-|-*3)ten  Glases  seien  q,i^^ 
Dies  vorausgesetzt  ist  nos  BBch  §.  14.,  wesB      tuid  swei 
constaole  Huadrate  bezeichnen, 

ttttd 

Für  P=^9i  wird  offenbar  /»,<'^t)  unendlich,  asd  daher,  wie  ieiclit 
erbellen  wird, 

uiso 

folglich  nach  iKL 

Weaa  maa  p  Baeadlieh  werden  iässt,  so  wird  offenbar 
and,  wie  sagleicli  erhellen  wird, 

also 

folglich  nach  93. 

'95.   -(ÄO-Hf-+-/,W)  (y,('+l)-f.)  =  /t*.». 

Daher  hat  man  nach  92.  und  94.,  aad  Back  93.  and  95.,  die 

beiden  folgenden  Gleichlingen: 

Schreibt  naB  diese  betden  Gleiefauagen  als  ProportioBeB,  so 
erkik  bmb: 

p-fi-  (^'^ -I-  f =  f»  -/ :  F.W 

aad  ans  diesea  beiden  -  Proporttoaea  ergiebt  sieb  aaclb  einen  be* 
kanAlen  Satia  von  den  Propatttonent 
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Weil'  an»  «b«r  offenbar 


ist,      werden  die  beiden  obigen  Proportionen 

p—f:  _(^.)H-f-H/,(»>)=/._-y  :  _ 
p^ii+l)  -  f,  ;  -         -f-  f-h/,M)  ==/y,('+U  -/.l'*; 
md  fttlureii  »bo  feraer  auf  «Ii  r  Steile  su  der  Gleiehmg 

Von  dieser  GleicliiiDg  läset  sieb  die  folgende  wichtige  Anwen- 
dung macheu. 

Nach  der  in  §.8.  bewiesenen  Belebung  70.  ist,  wenn  msn 
sich  jetzt  n|ir  immer  an  die  in  V  11.  gegebenen  Uestimnungen 
hält,  wie  Inicbt  erbellen  wird,  in  ▼5lliger  AllgenieinbeU  für  oin 
Gins 

Kommt  nun  nncli  ein  zweite»  Glas  biozu»  SO  ist  bieroacb  für  diesen 
Glos  in  völliger  Allgemeinheit 

und  folglich  durch  Multiplicaiiua,  weil  ofl'enbur  q^=z^U  ist, 
Nscb  96.  iüt  abrr 

«nlso 

d.  h.  es  ist,  wenn  hmb  Jetit  ftr-y,  9,0)  respectif e >^ /,CU  setzt, 
für  zwei  GlMser 


OS.  i  ^  \*  ^"^-^ 


Kommt  nnn  noeb  ein  drittes  Ctlne  blnzn^  so  ist  nach  9T.  (ttr 
dieses  dritte  Glu 

also  durch  Multiplication,  W4>il;«innbnr  f,(»sB^^  ist« 
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Nach  M.  tit  aber 
alio 

d.  Ii.  es  iflt,  wenn  oIbd  fnr  9,  respective  f^f^^^  setzt,  für 

df«i  GläMr  r 


«  ■ 


«  * 


LiMt  mB  jelit  Bocb  eis  vlerCes  GIm  bimutreten ,  so  Ut  ii«cb 
97.iiif  di«Mi  vierte  GIm 

also  «Inrcb  MnltSpHeafiea,  weil  offenbar  ^,C0=^  igt, 

Vi«'  ■^(i»»«-/.t«)(i»t»>-fi)* 
Nacb  M.^iat  aber 


4.  b.  es  ift,  weaa  wmm  At  §p,  fp,(*)  regpective  /,  «etat,  lur 
vierGlüMT 

^1»»» 

Wie  nan  auf  diese  Art  immer  weiter  f  eben  kaoo,  unterliegt 
nicht  dem  geringsten  Zweifel ,  und  es  inf  auier  in  v5lliger  Allge- 
meinheit für  ein  System  von  « +  1  C^liüieru 


in  welciicr  GleicliUDg  ebenfalls  eio  sehr  ividitiges  liud  weriiwiinll- 
ges  Theorem  der  Dioptrik  aoegesproclien  ist  *).,  '. 


•)  In  einer  späteni  Al)h;nnU(ini^  werden  wir  das  Obige  theila  noch  etwas 
weiter  ausfuhren,  theils  veri«cbiedene  Anwendungen  der  in  die«em  Auf- 
sstie  benieseneo,  grosstentheils  Ton  Möbius  flefandenen^  Ton  Gauss, 
Bessel  und  Clausen  erweiterten  Sätze  mituiefl^n.  Die  obige  Dar- 
stellung derselben  däilen  wir  woU  «I«  eine  uns  «gentbümliebe  in  An- 
spruch uel^men. 
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XVI. 

Sur  nne  rtgle  parttealikre  penr  trovver  l'^aa- 
tion  d'une  Hgne  ou  d^nn  plan,  tangent  nne 
conrbe  ou  une  surface  du  sccond  degrc 

et 

Note  relative  ä  la  eonstniction  de  la  chaiuette. 

Mr.  G.  J.  Verflani 

Docteur  ^  seicoce«  et  ProfMMiir  -4e  MatliiaiiNiqtttt  ■  i*[IiMVM«ite  ilcLeid«. 


Hur  nne  r^orle  partienliere  p*iir  tronver  P^qostioo  d'aae 
ligne  ou  d  un  plan,  tangent  une  conrbe  nu  une  inrface 
du  secood  degrd  eo  uu  poiot  doDnd« 

Quiind  ftssfiwy  Sf)ssO  repr^senti^  PdqiwHoii'  d'ne  enarbe 

Slane,  r^uatioo  d^une  droite,  touehante  cettc  courbe  en  od  point, 
ODt  les  coord(>nnf>c8  orthogonales  so  Dt       et       sera,  d'aprba  la 
tb^orie  g^oerale  du  contact  des  lignes,  dono^e  par 


ou  plutdt  par- 


de  la  rourbe  dminro.  nn  Jnit  sub^^tihipr  aux  coordoOB^et  gfo^ratos 
or,       cell»'«  .r  et  y'  du  point  de  contact  (lonn(^. 

De  uieuie,  pour  truuvcr  requatioii  d'uu  plan,  luucbaDt  udc  sur- 
face doDDde  ctt  NU  potat  donnd  de  eette  sorfoee,  repr^otde  par 
I«  footioa  gite^rale  raa^of,  p,  s)s=0»  ob  man  l'dqoaliM 

-  »'  =^(^.  - «') -h        - s/U  W 

Ott  plütdt 
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«^1«  Vli  ^1  ^f^ii'  '^^  coordoiin^^es  courante»  du  plan  tungent,  et 
jc*^  y',  ies  Cüurduuuees  purticuiieres  du  poiot  de  cuulact)  et  eeti 
denii^rei  lont  anaiiMes  qiwDtÜ^t  qae  Ton  doit  nettre,  ai^rte  la 
iliff(£niitiatioD ,  ä  la  place  de  ofß     %  daai  les  coSflieieots  diffi^. 

rcDli«le        ^  et«» 

Ces  ^quations  sont  g^o^rale«.  Quand  od^  les  applique  avz  eoor* 
bei  et  aus  snrfaces  du  aeeond  de^rd,  ob  troavera,  daoa  cbaque 

cas  particulier,  IV(|uatiuD  de  lu  taiigente  ou  du  plan  tnnsrpnt  pour 
UD  point  d^termind  de  cette  courbe  ou  de  c(*tt(>  surfucc,  c'est  a 
dire  pour  le  peiat)  dout  lea  eoordouo^ea  (toujours  reelangulaires) 
vj^«Bt  P^oatioD  doBttde'de  la  conrbe  ao  de  la  rarfkoe. 

CcpeudaDt  ou  peut  se  servir,  pour  les  courbes  et  les  aurfaces 
da  aeeond  degrd,  «Taae  regle  g^o^rale,  laijuelle  dooae  taut  de  anita 
r^uatioD  daaiaad^,  saua  aue  la  diffcrentiation  de  la  propoide  aoit 
adeessaire.   Voici  cette  r^gl^  extrdmeoieat  aimple. 

Soient  a,  /?,  y  les  coordonn^cs  du  point  de  contact 
dono^,  Pttno  sur  uue  surface  <l  )i  »econd  degr«^  donni^e 

=  y,  ;5)r=rO.  Changez  partout  jc"*  eu  aar,  cn  ßy^ 
«»an  y»,       en  \ny~^\ßap^  jm  an  lax-^ira?,  y%  en  4/?»-*-4ry; 

an  \ap*^ja,  y  en  iy+l/'»  b  an  Developpaa- Vd- 

qoation,  ro^ultante  de  cette  subätitution,  et  joignez  j, 
81  cela  est  besoin,  T^quation  de  cuuditiou  /^(a,  /}  =  0, 
ä  la  quelle  doiTeut  satisfaire  les  coordonn^es  a,  p  et  y. 
Vom  aaraa  ainsi  l'dqnatioa  du  plan  tanganC  d^mand^. 
Comme  la  m^me  rigle  s'applique  aux  fonctions  du  second  degr^  a 
deux  variablem,  on  obtiendra  de  meme  IVquation  d*une  ligne  droite» 
tangeute  uue  courbe  donn^e  en  un  point  donne. 

Quelques  exemples  eclairoisserout  cet  ^oouc^ 

1.    büit  i'cquatiofi  d'un  cercle  *  . 

Los  coordonu^es  d^un  poiot  ikienniiK^  de  In  circonf^ence  ^ant 
or  =a  et  y'  =  /9,  on  aura  d  abord  la  rondttion 

^=5  *ä£l:i^;^s^2^,  ^  =       c>eat  ä  dire,  relatife. 

ment  au  point  a,  ß  donn^,  ^=:2a,  ^ftsÜß.    Ainsi  rdqaation 

(2)  dcTiendra,  apres  avoir  divis^S  par  2,  et  en  d^signant«  pour  plus 
de  simplicit^  par  a?  et  y,  aana  accents,  les  coordonn^s  courautes 
de  la  droite  taogente 

OD  bien  ' 

et  a^ant  egurd  i  rdquatloa  de  eaDdiHoa,  on  a  fiaalenent  pour  1*^' 
qaatiaa  de.la  taageate 

Matalaaaiit,  ea  auivHat  la  rigla  daoaede,  on  doli  remplaear  je*  par 
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uo.'  et  y-  pur  (if^  et  Ton  aura,  &a«s  aucuii  cnieul  pr^iuiiuaife, 
qvption  i»  U  toogcste 


8oU  i*<^pttiioD  flu«  f^taMe  d'im  eerde 

Lm  ^uatioiit  (1)  ou  (2)  cottduiriiBt,  potir  le.powl  de  cmImI 
et  y^s/},  •  rdqnetita  de  U  teogenle 

oll,  ce  1)01  mieot  m  letaie» 

Ponr  appliquer  U  r^le  ^onc^e  plae  haut,  il  feilt  d^eWpper  pr^-. 
elebteneet  l'^uation  donn^,  puisqua  les  substilutioee  dans  les  ter- 
mes  ilu  second  degre  difTereut  de.  celles  d«D8  les  terBM.dM  prepeier 
ordre.   Aiiuii  la  prupose«  doit  etre  ecrtte  aiDsi  , 

Remplacunt  x*,      par  a.z%        puls  .r  et  y  dans  ie»  teniee  — 
et  —        par  iA  -i-  i«  et  iy-i-^/J,  «n  trouve 

OQ 

(tt  —      H- — —  «MF + — /S^ + ^«  SS  r  *. 

Cette  equatiou  pourra  etre  coosid^ree  coiume  requatioa  cliercliee 
de  la  taemete.  Mais  miiir  la  readre  identique  avec  rdqnatioD  er- 
dioaire,  il  foot  en  ^limiDer  r*  aa  mojen  de  T^qnatioa  de  eeaditioB 

Or»  dciifaat  celle  ci  aoui  la  fonae 

a»  —  «ro -I- — o«  H- a» -f- ^»  =  r» . 

et  la  n  tranchant  de  lu  pr^ci^dente.  od  obticnt 

(a  —       —  a' -i- «a -h  (i* —  %  —     -I- 1*^ 

=  (a  —       —  a(«  -  «)     (/?  —  Ä)y ^l^/f  -  ^ 

eosne  oa  1^  tronvd  plus  haut. 


3.   Les  ^uatioDS  de  l*ellipte,  de  Phyperbole  et  de  In  parabole 

««4P«.  SS 
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Htknt  traitees  suivant  la  iii«me  regle,  doDoerOBl  tle  suile  les  ^quatious 
des  tangflitei  au  point  ae'ssa,  y'z^ß,  * 

?ae  I*on  obtieat»  au  od  calcal  boiob  dir«ctt  sufant  lea  ^quatioas 
1),  et)' 

L'^uaüoo  de  Phyperbole,  rapport^  aux  asymptotes,  dtaot 

.rf/  =  £?', 

OB  aoniy  pour  IV>quation  de  la  tuugente  au  {loiut  ar'  =  a,  y'=zß» 
nals  «y^e*  et  aßsse*,  doiie 

comme  Dar  T^uatioD  (1)  on  (2).  •  Changeant  cependant,  eoBne  la 
rtgte  fiadiqMt.  4^  e«  i^ty+ipt««  an  a  de  Mite  l'^qnatio«  Inmvde. 


4.  Posant  eucore  l'equaliou  g^uerale  <les  ligues  du  secoiid 
ordre 

^* -I- -f- -f- r:r -I- ^  =  ^1 

Celle  dt  ia  (Jroite.  iangente  au  point  y  =^ßj  »era 

u.i  -h  aiiai/  4-  ^ßa:j  +       -|-  f -f-  i«J  -f-  iy)  -f  -  *  =3  0» 

Ott 

(2u  H- *h  <2^/? +      -I- «c +         3tf  =:  0. 

C'est  IVquutioii  cooDue  de  la  tangente  des  conrbes  du  aecond  de- 
gr^.   fia  retranchant  P^quation  de  condition  ^ 

an  obtient  laeQement  ' 

a  la  quelle  od  panritat  an  naycD  des  ^quaCiona  (1)  (^)- 


5.  cquatiuui»  des  sarfaces  du  sccoud  degre  elaul 
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Celles  des  {»ians ,  taugentK  res  sarfaces  au  {juint  .r'  =  u,  y 
aeroot 

-f-    i^y  —  ////^  —  jip'a  =  0, 

IflS  quelles  ne  diffcrnnt  de  Celles,  dooiiees  par  l'^quiitinD  (3)  ou  (4), 
qtinn<I  od  ^ÜMine  lea  termes  cooalants  au  moyen  des  equatioDs  de 

cooUitiuu. 

L'^quaHon  g^n^l«  des  snrfaees  Am  aecond  degre 
mx*  -+-  a  y  ^      a"% '  -h  16a:y  H-  2^"ya 

2r  r  H-  2c'y  -f-  2c' «  -h  </=  Ü 
^nt.trait^e  de  lu  lu^me  inaniere,  donue 

OQ,  eil  d^vetoppant, 

-4- -4- -f- " -I- 0, 

coBioie  OD  la  dooue  daus  Ics  traites  de  geoinetrie  dtialytique,  et  en 
dliainuit  äy  an  moyen  de  T^aation  de  coodition,  uo  l'obtieDt  aoiw 
l'autre  fome  mitde,  doBude  par  l'^nalm  (3)  ov  (4). 


II  y.  avoit  plosieurs  ann^  one  je  m'^tois  servi  de  1a  regle  eX' . 
pos^e,  nvnnt  que  je  iconnoissnis  Pniivrage  de  Mr  P  ins  sunt  ,,Re- 
^jcueil  de  diverses  propusitiuas  d«  Geometrie,  resolues 
ou  deolontr^es  pur  ranulyse  algebrlque. 

.Dans  1e  chapitre  II.  de  la  seconde  section,  er  dans  le 
chapitrc  VI.  de  la  troisieme  sectiou  de  cet  ouvmg^e  (editiuii 
de  1824)  OD  trou?e  expos^  uoe  Regle  de  MD^mouiqiic  pour 
retrouver  de  suite  l^^quation  d  une  tangente  et  du  plao 
tan  gen  t.  Gette  regle  rerient  au  tend  a  celle,  qoi  est  exptiqu^ 
duns  cette  notc,  lu  quelle  n^unmoins  ponrroit  parnitre  plus  exp^U. 
tive  et  plus  complette.  Oii.-int  a  la  d^monstration ,  on  peut  la  faire 
cn  suivant  la  marche,  iudiquee  par  Mr.  Puissant;  eile  d^rive 
uussi  de  l  appiicatiun  des  ^uations  dift'<^rentielles  (1),  {%),  (3),  (4); 
enfin,  poar  ms  fenetioBs-  beniO|fimit  dn  aeeond  ordr«,  an  ponrroit 
se  serrir  d'uD  th^r^me,  mentionod  dant'  k  calevl  diffdrentiel  de 
M.  L^Abbd  lioigDa,  13  Le^on,  art.  64» 
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II. 

Note  relative  k  \m  eonetmetiaa  ile  ie  chaiaette. 

4eaB  BerofmlH,  a  c|nt  Bous  derons  ia  preni^re eoanoittanee 

de  r^oation  et  dos  propri^t^s  priocipales  de  Ia  chainette,  donna 
aiuai  Ia  constrnction  de  cette  courbe  tratiHrrrMiantt»  nii  Fn(^rnnir{iic. 
Jacques  Bcrnouilli,  Leibaitse  et  Uuigeos  eu  oot  üüdqüs  de 
Di^me.  Les  constractiom  dea  BeraoJiiitli  et  de  Hnigeos  soat 
noina  simples,  ni  recumniandablea  ponr  Fex^eution.  Le  contraire 
est  vrai  K  Teu^ard  de  TeU-garite  constrnction  de  I.eibnitz,  qui 
s^est  serri,  comnie  d'une  coiirhe  uuxiliaire,  de  ia  loa^aritbtni- 
que,  o^aot  uour  module  le  parametre  de  Ia  chainette;  cette 
logarithn^que  ^tant  eoostniite,  1a  deni  sonne  de  denz  ordon- 
nteit  dqaidiatantes ,  de  part  et  d'autre,  de  Pordonn^e  nodale, 
donnere  dcu'^  oninnners  In  rfiainette,  ^quidistnntps  df  l'or- 
df>nn»'p  parami  Ire  de  cvtte  courbe.  Ponr  raciliter  rexf'cutinn, 
oo  a  pro^iobe,  il  j  tt  quelques  uituees  Templui  de  deux  logarith- 
niques  oppoiitoa,  ayanft  le  nine  axe  d^abadsaeB  horiaoDtalj  et  pas- 
sant  par  un  noint,  dont  Ia  distance  k  cet  axe  est  ^gale  ao  para» 
metrr  df»nirc  ue  Ia  cbainettc  a  construire,  r'est  k  dire  passaot  par 
le  sommet  de  cette  cbaiaette,  ou  ayant  lu  uiAnie  ordonnee  inudule; 
la  bissection  de  toutes  les  ^arties  des  ordonnees,  couiprises  entre 
ces  denx  logaritlimiquee»  dirig^ea  en  scaa  contraire,  doonera  antant 
de  points  de  Ia  cbaiDetfc. 

La  con;>tnirti(Mi  de  Leibnitz  est  tiree  imiiiediatcnieDt  de 
r^aatioD  expüiicnticlle  de  Ia  cbuinette.  II  existe  encore  d'autres 
coD^QCtiona,  d^nitea  de  l'^aation  (soaa  fome  loffarithnuque ) 
de  cette  courbe;  mais  rien  de  plus  sinple  ni  de  plus  Elegant  que  la 
COBstruction  dr  I.  r  i  Ii  n  i  1 7  ,  mddifirf  rommo  i|  vient  d*^tre  fxpliqu^. 

Cependont  quand  il  fallnit  construire  ia  conrhe  sur  une  grande 
^helle,  la  constructioo  pr^alable  des  logaritbuiiques  pourroit  deve- 
■ir  enliarraiaattte.  Tontes  les  (Chainenes  dtsDt  des  eoarbea  sen- 
blaUeSi  'oii  pent  se  servir,  dans  ee  cas,  d^uM  chaittette  d^ja  cod-' 
«truite  s!ir  une  <^r1iel!o  pIn»?  yK^tif*».  Oii  trouve  vtuHSx  dans  plusiieurs 
Traite»  de  iVl^canique  pratique  des  tables,  dunnant,  ponr  uu  para- 
metre, ^gal  a  1  ou  k  10,  les  valeurs  numdriques  des  ordonndes 
d^me  chaiaette^  povr  dea  «liBcisses,  croissates  en  pro^reiaioii 
antiiaidtique.  Au  moyen  d'une  teile  table  on  construit  facilement, 
pnr  ordf>T?nees.  tonte  rlminette,  dont  oii  eonnoit  le  parai"*»tre,  ou 
de  ia  quelle  sont  donu«s  le  summet  et  les  pieds,  aoit  le  sommet  et 
les  deax  pointa  ie  aaapeaaion ,  qai  se  tranveat  snr  me  ntne  bori« 
zontale;  puisque  du  rapport  entre  la  distance  de  ces  points  et  la 
bauteur  de  la  courbe,  on  dt'<luit  le  rapport  des  paramotres  de  la 
chainette  a  construire  et  de  celle,  pour  la  quelle  la  fahle  a  it6 
calcul^e^  donc  la  muittplication  des  uonibres  de  lu  table  pur  ce 
rapport,  doftaera  les  ralevra  Dondriqaes  des  coordonvdea  de  la 
eMiiieltc  denoDded. 


*)  Originairemeat  dans  le  Journal  de^r.CrelU,  mais  on  retrouve  l'indi-  ' 
cation  de  cette  constructiiui  ilan»  le  Saramlnng  von  Aufgabeo  and  Lehr- 
sätzen aus  der  analytiscben  tieoaietriri  Toa  L.  J.  Magnat«  S.  2My 
Aufgäbe  102. 
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Si  Tod  veut  construire  uue  chaiaette  par  coordooiiees  saoa 
faire  usage  d^une  table  calcul^e,  od  pourrait  encore  snivre  uoe 
antre  nnrclie,  pas  coDove,  ce  aue  je  sacbe,  trac^  d^apr^  um 
propn^td  des  ^quations  pxpoticntlellcs ,  qui  out  la  iii^mc  forme  que 
celle  de  la  cliainette,  et  doot  Tappliration  se  retrouve  daus  plusieurs 
tbeurics  utiles  (par  exemple  dans  la  tii^ürie  de  1«  chaleur,  conune 
Ott  le  peut  roir,  eiilre  Mitrcs,  daiu  le  Trttit<  de  Pbvsique  de 
Mr.  Lamd^  Tome  I.»  «rt  346  et  sut,  edi tiefe  de  1840). 
.  Seit  la  fonctioD  expenentielle 

daas  la  quelle  e  designe  la  base  du  Systeme  de  logaritboies  o^pe* 

rieos;  p  des  coDstantesj  si  Ton  dünne  ä  la  variable  ar  irn\% 

val«'urs  qiiciconqucs,  rauis  diff<^rnnt  de  lu  m^nic  quantit^  i  (a'=:jr', 
jc  :=.jo'  w=.jc''\-%i)^  uue  i'on  fasse  la  Substitution  de  ces 
Taleara,  les  treu  valeart  reaiiitastes  de  Ii  foDciiea,  ^est  a  dire 
y,,  pf««.y«>  scront  telieSj  que  le  npport  de  la  somme  des  valcurs 
pxfrf>mf's  rt  <|p  \\\  vr^lcur  oioyeDUe  sera  une  qnnntif^  cnostante»  in* 
depeudaute  des  coetiicieuts  a  et      et  Ton  aura  partout 

D'apres  cette  propriole,  si  //  esf  Ip  pn^am^trc  d'une  rbainflttp,  arant 
ses  pieds  ou  sca  poiuts  de  bu^pt^usiori  daus  une  menie  horizontale 
AB^  et  al  t*en  preod  pour  ligne  des  aliseiaaea  uae  bomeatele, 
tir^  k  une  dbtance  COzzzh  dessous  le  sommet  C  (foyez  Tab.  If. 
Fig.  4.),  requation  de  la  cbainctte,  rapport^  k  cette  ligne  et  k 
Torigine  0^  sera,  comme  Tod  sait, 

y/  —  2" « <^      ^    ) ; 

dnnc  si  !*on  prcriU  Ics  abscisseB  a  des  distauces  t'gales  que  Pon 
meue  k's  iirduuu(>ea  corres{i(»i)dante<;,  on  atira,  pour  trois  ordonoi^ 
GQlUb^cutives       y,,  y^^  Ic  rappurt  cuastaut 

y,    — ^  -^^  . 

Cela  pos^,  puisque  la  position  dns  points  7,  /?,  est  dnnripe,  on 
counoit  la  longueur  des  pcrpendiculaires  ('0=zh^ 
Ht  00=  0E==:\AJi=2ii,  Divisant  OU  et  OE  en  deux  partiea 
^galea,  et  menaut  le«  erdean^  mb^  tfif^  le  diatenoe  dee'trele  er* 
donnees  AD.  ab,  OC^  sera  ^gale  a  celle  des  ordouttdea  0^  OC^ 
i^f/\  et  par  Pdt^alite  dea  erdeaniea  t»b,  a/bf^  oo  aar»«  ioivBat  le 
proprict^  enonc^ 

AD^OC  »h^äh'   'lab 

ab  W  0€' 

Nommant  la  fleclir  CF.  ou  la  hautcnr  de  la  rlialnette.  =  r,  AD 
sera  =  CT-i-  C*C=c  +  ^,  et  T^galit^  exprin^e  devieadra 

d'oii 


Digitized  by  Google 


1 


IM 

ff,  =««::sil/34(3A-h<r)  ....  ^  (1) 

Ol  ponrroit  canstruire  fMilement  ees  valcurs  %alea  des  ordonn^ 

tnoyeiinPH  /r^,  a'l/,  muh  eu  supposant  les  dimensioiis  de  la  courbe 
plus  trraiides,  que  cein  couvieot  pour  des  constructions  ff<'oin<^tri- 

J^uc&,  ou  doit  fuire  le  culcul  nunierioue  de  ccs  vuieur.s.    Ce  calcui 
era  donc  eoonoitre  la  loogueur  de  «feuic  •rdonnde«  »oyeniies  c^ga- 
leg  y,  =      =  a'd'. 

La  bissection  de        et         tionoeru  iU'u\  mttres  ordottD^rs 
wojennea  y,  c'«^»  pour  ies  quellea  ou  uura 

'  cd      ~~  W 

c'cut  a  dirc 
et 

y,  =  ed=z  &d*  =  |V/i^(y ,  -h  A)  (2) 

Ou  peut  a  preseot  continuer  cette  marcke,  eu  diviüuut  ckaque  foU 
to  dutaiiee  eotre  denx  ordonndee  tronv^s,  en  deux  parties  ^galei, 
et  AesBDt  la  lig^ne  de  Fordenode  moyenne,  que  Ton  calculera  ea* 
Buite;  mais  il  est  ä  remarquer;  que  le  culcul  des  ord^nnres  sulvan- 
lea  y, ,  etc.  devicnt  plus  fucil«,  mio  celui  <!<  ^  lU  u\  jircniieres, 
a  cause  qu'on  ue  devra  plut>  fuire  a  cliuque  tuis  l'exlructiuu  de  ra- 
dnea«  dar  seit  dmsde  la  distaare  au  oo  t^B  en^  deux  parries 
'  dgalet,  et  men^c  la  p<»rpendiculHire  ^  ou  <y,  il  est  cllür  que  les 
ordoDU^es  ef  et  cd  uurnnt  lu  mvme  ilistance  i|iie  les  ordean^a  OC 
et  alt  (lU  cd  et  f/d'y  ou  oö  et  AI}-^  dune 

''         '       2Aif  cd^^ 

W     ob  * 

eu 

ce  qai  douae 

Oo  reeeameate  ä  prdsent  la  aiIb«  aiarehe,  en  parlunt  de  rordosnee 
OC  ^  soaimet;  od  divise  Oc,  Od  en  deux  parties  egales,  et,  ea 
menrtnt  les  ordoun^es  moyennes  gh^  g'ft\  on  en  calcnle  les  lon- 
gueurs,  cnmme  nn  a  caicule,  pour  In  premiüre  t'uis,  la  long-ueur  des 
ordonn^es  mb^  a'i/^  et  pour  la  seconde  fois  cd  et  dd.  Ce  calcui 
ndcesiitera  l'extractioB  d^upe  raeiae,  ea  le  serYiee  d'ane  table  de 
racines,  mais  pour  les  ordonn^es  suivaatca,  Mttdea  eatre  ed  et«^, 
'  entre  ah  et  e/' ftc.  vtr.  rette  Operation  iic  «fevra  pas  ötre  faitc; 
seulement  au  commenreinent  du  calcui  de  cliaque  srrio  d'ordonnces 
mojenues,  la  valeur  de  la  premiere  ordoanee  depeudru  d^unc  equa- 
tiea  da  second  degrd  k  denz  teraies.  II  est  aisd  de  voir,  que  le 
eatcal  d'ua  asaea  grand  aembre  d'ordonn^es  exigera  peu  de  temps, 
et  que,  sans  recourir  a  unc  table  caIcuUe,  les  poinfs  de  la  chai- 
oette  serout  obtenus  avüc  uu  degr«^  d'exactitude,  que  ieti  construo» 
tiooa  g^^Qui^lriques  ne  sauroient  aonner. 
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Le  con  !»'  osculnteiir  :mi  poiiit  le  plus  lia;»  de  la  cliaiiiette  a 
pour  rayon  le  param^tre  h  de  U  Chaioettp,  et  ce  cerele  oe  s^^carte 
pa»  senftiblenieDt  4«  Ia  rhaiDette,  toules  le  fois  que  1a  flache  CV 
est  noiDdre  qiie  ta  8epti^nle  partie  de  I»  largeur  AB. 

\a\  ]»<'irabule  osculatrice  nu  sommct  on  [»oiiit  le  |»lns  has  ^' 
a  jjuur  equatinn  y^z=,^ha: \  soii  paramotre  est  dune  le  duuble  du 
parametre  de  la  cliuiDette;  eile  coi neide  scngiblement  avec  la  cbai* 
nette  sur  aae  ^tendue  nour  la  qoelle  la  flache  est  «oiadr«  qne 
la  sixieme  partie  de  la  lar^ucur  ^:/^.  C'est  cncore  cettc  m^me  pa* 
rabol»'  <lan«<  la  quelle  l.i  olt  iiuetlc  est  traDsforint'e  poür  ainsi  dire, 
qiiaod  ieü  t'orccä  verticulcs,  qui  agissent  sur  les  poitits  de  la  courbe, 
ne  tont  plus  pruportwonelles  aox  Admna  lAr,  maii  aiix  ^l^aieotdl^r 
des  abscisses,  9  d^ootaat  Tarc  on  la  longaear  de  la  courbe. 

II  cxiste  enc»re  une  parabolc,  la  quelle,  tondi  uit  iPahord  la 
cbaiuettc  nu  puio^  puis  s^^cartant  insensiblenient  de  ccttc  courbe, 
la  coupe  eiisuite  eo  ud  puint,  par  le  quel  passe  eu  mdme  temps 
Pordono^  traveraante  le  fwyer  de  cette  parabole*  Elle  a  ud  para- 
metre =  1,S62 .  c^est  }t  dire  moindre  que  celai  de  ta  parabole 
osculatrice,  mais,  daos  l'executioii,  eile  s^1^ r<fr<}froif  sur  irne  plus 
pfraode  eteodue  avec  la  chainette,  et  ces  dcux  conrbes  pourroicut 
4trc  censdes  coiocider  eu  taut  que  la  flecbe  CF  seruit  moindre  que 
la  quatri^ne  partie  de  AB, 

Ces  n'sultats  üont  deduits  d*an  caicul  num<^rique.  Iis  fout 
voir,  qne  daiis  l'a|i|Trt<';ttinii  qu'un  pourruit  faire  de  hi  tli^oric  de  la 
cbaioette  u  la  constructiuu  des  ponts  suspeodus,  on  pourruit,  sans 
erreur  aeasible,  preadre  la  parabolc  pour  la  ebaiuette.  A  la  v^rit^ 
la  courburc  des  cbaines  d'ua  tel  pont  nc  peiit  dtre  celle  d'uue 
clialnette.  mai^i  k  la  rigueur  Don  plus  celle  d^iae  parabale,  quoU 
qu'elle  en  Uiflfere  trea  peu. 


xvu. 

Ueber  die  Auflösung  der  Delisciieii  Au%abe. 

Von 

Herrn  Thomas  Claasen 

lu  Alton«. 


Die  CoDcboifIr  mit  k reisform iger  Basis,  obf^Ieicb  eiue  Curve 
vom  sccbsteri  und  als«  höhern  Grade  als  die  Coiiclioide  dos  Nicu- 
medeä,  die  nur  vum  vierteo  Grade  ist:  iässt  sich  zur  Auflösung  des 
Deliacben  Problena  sebr  einfach  auwenden«    Da  aie  sich  eben  «o 
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eintttcU  att^i^Uiiuiaidi  besclirctUeit  lästtt,  su  scIiien  rs  mir  iiiciil  utiin- 
torciMot,  die  gcoat^triacli«  Cunntructioii  der  AuOosiing  der  Aufg»bf, 
oder  iiberliaiipt  der  Cubikwurx«!  ttus  eioor  beliebigen  gnoieo  Znfal 
4lircb  Uie^clli«'  zu  eiitwickelu. 

Ih'r  l'iitik'  //  (Tab.  II.  Fig-.  5.)  der  liinic  betrogt  sifb  auf 

dem  kreisuiutaiig<%  d<'ät»en  Mittelpunkt  fJ  ist,  wäbreod  die  Linie  be- 
ständig dnrdi  J  geht,  und  der  Ponkt  ünuf  demelben,  deraen  Rnt- 
femang  von  B  coDsUat  Ut,  beachfeibt  die  Corve. 

Ee  «ei  ACz=m^  BCzs^b,  BDssi^e,  BA^r^ 

AB  {DE  ist  senbrecbt  auf  AC)  =  x,  L  BABtsz^, 

iu  deai  ebenen  IJreiccke  ABC  ist 

=      -h         —  3r)  .      ,|  -f.  (r  —  3#»)», 
—  Oer  -f-       -f-  2«rr  ras  ^  —         coü  (f-^a*  —     =  0 
und  wenn  man  mit  r  multiplicirt  und  r  cos  y  =  setxt 

r«  —  <>er»  -|-  <««  —     -H«e"  -|-«<rjr)r--fi<ir«ir  =  0. 
ICs  sei  diese  Gleicbuog 

s»  wird 
woraus 

**  —    1  —m   '     —  I  -  ///  •     2tf  * 
Ks  sei  s.  B.  in  der  Deliaeken  Aufgabe  *»=  16;  so  wird  weoo 

mstt 

=:  2,  //  =  W  scizf :  ^  =  I,      =  2. 
Nacb  dietien  \  erbätinläüeo  ist  die  Figur  gezcicbuet,  e«  iMt  ufinhcb 

AC=2,  AF,  BB^^.AF,  FB^Af,  AB-^AE^ABV^, 


xviir 

AufziiNVsende .  geometrische  Aufgabe. 

Mitgetheilt  fuo 

Herrn  Tliomas  Clausi  ii 
xu  Altona. 


Ks  ist  ITab.  II.  Fig.  6.)  ein  kreis,  und  auf  seiner  Perl- 
pberie  sind  vier  Punkte  A^       C\  O  gegeben,  io  denen 
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er  von  ci  Ii ctu  üb r  ig e II »  unbekannten.  feLcgelsclioitte^g'e- 
seloiCteD  ivird.'  Man  loll  den  Wiek«!  finden,  nnteP  iTefli 
eine  der  Nauptiichsen  des  Keg^el scIi tiitts  irg^end  eine 
der  Linien,  welche  die  i'unkfe  .4,  (\  D  su  nweien 
verbinden,  z.  B  die  Linie  Aü^  scLueidel. 


XIX. 

Zwei  aikgenieiiie  Sniiiiimtions-FormelD  für  die 
dritte  Potenz  der  Glieder  der  Reilieu,  dereo 
Mtes  Glied  =  + 1 1  +  {n  —  1)  •  a^J  ist.  • 

(Ein  NaclUrag  zu  i\r.  XLI.  in  Tii.  L  Heft  3.) 

\  un  ilem 

^ Herrn  Uoefor  Helleruii 

Z4t  V\  iMitar. 


#1   Die  Fomielo  selbst  sindt 

2)  1  —  (l  ^-  1  .  ixy^{\^%  .  2')'  —  

-f-  (I  -i-  (2«  -  2)-2^|>  —  (1      (2>»  -  1) .  2'J« 

=  — 2»,      .  2»^+»  — 3  .  M  .  22*  .  (2'-«  -  l)  — 3  .2*-! .  (3'—  1)1 

Z.  B.  man  erhält : 
a)  wenn  j:  =  0  ist, 

1):  P-i-«»+8«+  ^.(l:+-_L).(?i!^±J?!, 

aus  2);  1'  —  2'  -f- 3»  —  4»  -h  . . , .     (2#  —  1)'  —  (2ä)»  = 

f)  wenn  ;r=:l  ist, 
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aw2):  i»— 3»-|-5»-7»-f-  ^(u^-S)* -^(Am^iy  =x 

/)  wenn  jrssS  isr, 

aos  1)1 1»-^5»-#-9*-|-  ..+(^4H^)*=M(ab*l)«(8.i»«-4i»^3) 

au»  2);  1«  — 5"  +  «'- 13"  +  -f- (8. «  — 7)"  — (8 .  ü  — 3)»  = 

—  2«. .«»  —  48.1»  — 18) 

wenn  ^  =  3  ist, 

am  1):  l»-+-0»-*-n«   -+-(8.«  — 7)» 

=  i».(4«~.3).(32.  »»^Sl.«-.?) 

•tt  2):  l«.9«+17*--23!H-....+(!l^.#— 15)»— (ia.i»--7)>B£ 

—  2« .  (2*»  . ««  — 9 . « .  2«  — 84) 

etc.  «tc. 

Der  Beweis  für  die  Formel  1)  aap/.  Uar^ellie,  Uen  'wir 
früher  (in  ji.  nnA  B.)  bei  ^rsO  Dod  ^=1  gebmuebteB,  nemlicli: 

Die  Sominc  der  ergti^n-  iV  oder  Aj  Zahlen  ron  der  Form 

ScUt  moii  «bpr  .\'=r  »  .  f  I  ~|-  (»  —  I )  .  *>J^-il 

and  A,  =  (»  —  1)  ,  (1 -i- (>»  —  2)  .  a'-ijs 

BO  erhält  man: 

jr.[H-(A-lji.2*J-A,  •  m-(A'.-l).2rJ«Il-h(#-|).2»J% 

and  A--iir,=lH-(«— 1).2' 

d.  b.  also,  EmtMcb: 

Die  Summe  der  — 1).2''  iiuf  eiBHndpr  folgenden  Zahlen 

\  nn  (Irr  Fnrni  1-f-»'.-  '^*,  Von  d»'nf'n  (Up  trrösstc  ==:l-h(A — 1).2^*, 
uuü  die  kleinsfi'  =l-h.^',  .2'+!,        =Jl^-(i»— |).2*J». 

Vnd  Zwelteos  iiiuss  nun  oucli: 

«|i^(j».l).^j<s=l«  +  (lH-l  .2')*+(t+S.^)>+  

+  (14- («-1)2»]* 

ÄA.(l-f-tir-l)2'J 
leli*  votuo  die  Fonnel  1)  onmitlelbiir  ftlgt 

Oer  Beweis  für  die  Formel  2)  ist  nea  eine  leichte  Folge-  '  '  / 
niOK  aas  dem  vontehcnden.  Ncmliiii: 

Wenn  man  von  2  .  1 )  •  2'-^l|'  «lic  .V|l-f-(^l)  .2'1\ 

r;nrli(iom  Tii;tn  litprin  2 .  i»  statt  «  gesetxt  hat»  absieht;  lo  erhalt 

oiun  diu  Formel  2). 

€?.  1)  Wir  landeo  <in     l.)  ÄV»3*'-i  =  ^  a!ä±Jl  —     .  ^.  ß. 
für  y=:9i  war 

Aa*  SS  ^ .  A'»  .  (2A  —  i )  .  (8  .  A'«  -  5 .  A    3) ; 
daher  ist  aocb,  wenn  man  2i»  atatt  «i  setst, 

Ä(24i*'-iÄ5y^(2/#-h  l)  =  yi1',  =-r(2/i)a»'-i-f.3(2«-  l)»"-». 
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Man  hat  aber  stets: 

daber  ist  nneb: 

2(2/»  — l)a*'-»  =  yA',— i>*^».9A'=y'#i»  (nach  Ä  2.); 
uoil  auch: 

=        _  22" -I  -I-  3»'-«  —  —  (2j»P'-i 

a.  B.   ^lV=s  — 7*.2774M»3903. 

.  1^ )  Ba  itt 

Daber  muss  ?i?Hn  üurfi  stets  -f- //p^'-^iSl««  — =  «aia« 
Z.  B.  weuD  a  =  4  und  // =  1 ;  8o  ist: 

S[Am  -4-  1)»  —  Ä(4y»  —  1)  =  If» .  .V 

Ä(4»+l)*— Ä(4#— 1)*=2*  .A.(a*  .  A^-Hl) 

Ä(4«4-  !)•  -.i5(4ii—  !)•         .  A^.  (2»«  .     — 3 . 2«  . 

-B-.3"+5«  -7*  +  »*  —  

— (4»  — l)«-f-(4»-H)» 

etc.  etc. 

♦ 

In  diesen  CHeiebinf^  wird  naa  auf  beiden  Seiten  necb  die 

Eioheit  ad  (Ii  reu. 

Dies  muic  gfuügen,  da  fii^r  i\v%n  an^ebliclieu  Funde  von  Tar- 
ner  seine  vollslaudige  AuaUilduug  gewurdea  zu  sein  scheint. 


Historische  Beuierliungen  über  das  Priucip  der 

Differentialrechnung. 

Vao  dem 

Henm  Doctor  Gerhardt 

l^ebrtr  am  Gyiaauioai  lu  Saltwedel. 


Die  Elemente  der  DifTcrentialreclinuiiff  wurden  von  I.oiluiiiz 
gefnMen  und  bekannt  gemucht.  als  die  ExItaustiousmutLude,  weU 
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eher  jme ,  wie  sich  historisch  nachweisen  iässt.  ihren  Ursprung  zu 
verdmill«!!  hat,  sieb  m  weiteitra  ?oa  ihrer  Ursprünglichen  Streare 
entfernt  hatte.    Auch  hatte  sie  aehon  längst  ihr  i^ewohntes  Fehl^ 

die  Geuiiietrie,  verlassen,  indem  man  seit  den  Zeiten  Fcmint's  iind 
Koberval's  bei  Quadraturen  die  g-eouietrischen  Grosseu  durch  ntlge- 
lueiue  Zeichen  ausdrückte  und  so  Reihen  iaud,  deren  Suinuien 
.  aaf  ifgead  eine  WeiM,  ahaa  aa  das  Priaeip  der  BihaustioDsaiethode 
aa  denken,  bestimmt  wurden.  8olck>e  Reihen  waren  es  DBB  auch, 
durch  deren  Betrachtung  Leibnitz,  wie  er  selh.^f  u  iederholt  jjestelit, 
4ie  üirt'erentialrechnung  fand,  und  wahrscheinlich  liegt  hierin  der 
Omod,'  dass  es  ihm  so  schwer  wurde,  die  Elemente  seiner  neuen 
Reehnuog  aaf  ihr  uraprünglicbes  Princip  Bariickaafiihpea  aod  so  zu 
bri^^riinden,  als  man  ihm  späterhin  den  Torwurf  machte,  dass  die 
Ditterentialrechnung  eines  sicheren  Fundameutes  entbehre.  Allein 
apch  hierzu  hatte  er  selbst  die  Veraplassunff  gegeben,  denn  zu- 
ent  sprach  er  sieh  airgeads  deotHch  Über  das  wesea  der  Dtffe- 
rtatiale  ans  aad  sodaao,  anstatt, eia  für  alle  .Mal  an  einem  Bei- 
spiele 7»  zeigen,  wie  am  genüprndsfcn  das  DillVrcutial  niitfe'lst  der 
Gräuzmethodc  aufgefasst  werden  könne,  nahm  er  zu  quuul  itates  in- 
comparabiliter  parvae  seine  Zuflucht.  Diese  von  Leibuitz  hjuüthe» 
tiseh  aageaeaiaieBen  *)  GrÖesea  sollten  nur  ala  ^  Rfilfsmittel  saai 
Bed^ise  der  Lehrsätze  seiner  neuen  Rechnung  sein;  man  verstaad 
ihn  aber  in  diesem  Punkte  falschi  nahm  jeue  für  wirklirhe  lirüsseu 
und  stellte  sie  iu  Vergleich  mit  den  anderen  bisher  gebrauchten, 
obgleich  sie  von  ihm  späterhin  wiederholt  für  Fictionen  erklärt 
wardea.  So  eatstaad  die  Lehre  feai  Uaeadliehea,  nad  als  die  na* 
ausblei blichen  Zweifel  über  die  Deutlichkeit  und  Bestimmtheit  die* 
ser  Grössen  zur  Sprache  kamen  ,  fanden  T^eibnitz^s  Erinnerunofen, 
dass  die  Ditrereotialrechnung  am  sichersten  mittelst  der  Exliaustions« 
netbode  beprrttndet  werden  könne,  keiaeo  Anklang.  >* 
"  Die  obig^  Behauptung,  dass  die  {HSerentialrechnnag  der  Bz-. 
*  baustionsmetuode  der  alten  Geometer  ihren  Ursprung  zu  verdanken 
habe,  erhält  norh  mehr  Bestätigung,  wenn  man  die  lirfindung  der 
Fluxiouen  aufmerksam  studirt.  [Serail,  wo  Newton  in  seinen 
SehrifIteB  Üher  das  Princip  der  PlaxioasrodMang  spricht,  zeigt  sich 
dentiieh,  dass  er  auf  dem  von  Keppier  aad  Cavaleri  eiagesGUage* 
Den  Wege  weiter  fortscfiritt  und  so  zu  jener  Rechnung  gelangte, 
und  man  kann  mit  grosser  Wahrscheinlichkeit  schtiessen,  dass, 
wenn  Newton  einmal  ein  selbstständifft^s  W  erk  über  die  Fluxiunen 
fcrfasst  hXttc,  er  es.  sicher  anf  die  ta  seiaea  berfibaiteB  Principiis 
gebranchtia  Methode  der  ersten  und  letzten  Verhältnisse  d.  b.  auf 
die  Exhaustionsmethode  gcgrliridet  haben  würdr.  Das  Princip  der 
Fluxionen  wurzelt  in  der  Gectmetric,  was  am  deutlichsten  aus  den 
ihuen  zu  Grunde  liegenden  Begriffen  von  Zeit  Und  Bewegung  er- 
hellt» uad  dessbalb  vennochte  auch  Maclaurin  um  so  leichter  ia 
seiaer  Treatise  of  fluxions,  ihr  Priacip  rein  nach  den  Grundsätzen  . 
der  aitcB  GeosMtrie  so  behaadeln.  —  Indessen  blieb  anfiings  die  « 


")  Er  bedient  sich  Worte«  assuuierc;  2.  B.  in  der  Abhaudliuig:  Ten- 
tarnen  de  m6tuum  coelestiutti  causis  (Leib,  ep«  Tnm.  IIL  p.  213  sq.): 
As.sumsi  iiiter  dcinnnstrnndum  qtiantrtaf «'s  inroriiparabiliter  |wrvH»,  v.  p. 
differentiam  duarum  quantiratuni  comuiunium  ijisis  quautitatibus  iucoui- 
parthüeti.  Sicrenim,  ni  fallor^  lacidistime  exponi  possunt»  etc. 


t 
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FhixiMnrecInmigN  wiewobl  früher  entdedU«  alt  die  Difaniitial^ 

rechnung',  lange  /üeit  ein  ausscIiHessliclies  Eigeotlium  Newtoo's  uüd 
seiner  tVeuode;  aber  «ucli  s|»äterhiD  iaat  sie  sich  dIc  aber  ihr  Va- 
terland hinaus  verbreitet,  während  die  Üiflfereutiairechniing  sogleich 
•llgemeiBe  AierlceMang:  fand  vad  begierig  aufgeaonfliMi  wvdt« 
Uieria  maff  anch  der  Grund  liegen,  wem«»  MaclaoriB*«  oben  ge- 
nanntes Werk,  das  ^ewissermassen  Newtons  Principiis  zur  Seite  zu 
setzen  ist.  mo  wemsr  beacliiet  wurde.  Die  Ditlerentialrechauug 
hatte  ein^  zu  glückltcbe  Bezeicliuung  und  bot  iu  der  Auweuduug 
80  weniir  Schwierigkeit^  der,  den  aee  keie  Bediirfiiiaa  eapfoo^ 
sich  nach  einer  andeni  Hetkede  umzusehen.  Wenn  auch  ihr  Prin- 
ri|)  schwankend  war,  so  waren  doch  die  damaligen  aoi^ezeichneten 
JUatbeniatikcr  ?mi  ihrer  Richtigkeit  überzeugt,  und  minder  reich 
kegabte  wurden  dadurch  sifrieden  gestellt^  dass  die  Resultate,  die 
mittelst  derselben  gewonnen  wurden,  Mit  dee  auf  andere  Weise 
erhaltenen  vollkomnipn  überciDstimmten.  Die  unendlichkiciuen 
(ürnsscn  bilden  fortwährend  die  Grundlage  der  Differentialrechnung, 
und  auch  das  erste  Lehrgebäude  der  böhero  Aoaljaisi  die  Auul^»« 
dea  iafinimeet  fietits  dea  Marquis  de  PHos^ital,  eea  aekr  tat 
FerkreHttDg  derselben  beitrug,  eiklirte  ait  ikte  HQlfe  die  DifTe- 
rentinic.  Jede  Veraadprürhe  .r  Murdc  um  cioe  iinpudlicb  kleine 
Cirössfi  fl^T  vermelirf  uud  die  IHiTcre-nr  zwischen  dem  so  erhaltenen 
und  dem  urKprüugiich  gegebeucu  Aufdruck  das  Differeuttai  des  ge- 
gehenen  genaeel. 

Maclaurin's  Beispiel  blieb  jedoch  auf  dem  Festlande  aiekt  ohne 
Nachahmung';  in  seine  Fnssstapfen  trat  d^Aienihert,  der  als  Mit- 
herausgeber der  grossen  französischen  £ncyclü|»adie  bei  Abfassung 
der  mathematisohea  Aiiikel  Oelegenheit  nahm,  über  das  Princip  der- 
DiffiBrentiairackttaag  sich  anaausprechen.  In  dem  Artikel  „differen- 
tiel"  dringt  er  darauf,  dass  iler  nifVerctifhtlrechiuui^  der  Begriff 
(Nt  GräDze  zu  Grunde  irelegt  werden  müsse;  „ic  calcul  difl'erentiel, 
sagt  er,  ne  coosiate  qua  di^ermioer  alg^briquement  la  liuiitc  d'ua 
rapport  de  laqeelle  eo  a  ddjk  rex|»reaaioB  an  ligoea  9t  k  dgaler  cea 
deux  limitea»  ce  qui  iait  trourer  une  des  ligpaea  qae  Pen  ebereke.**-^ 
,,Ou'e8t-co  cn  eflet,  fahrt  er  fort^  que  trouver  un  maxlmum  ou  un 
minimum?  fest,  dit-t»n,  faire  ia  diff(^rence  de  tfy  p^iil«:  a  z<?ro  ou 
riniini;  mais  pour  parier  plus  cxactemcut,  c  cüt  chercher  la  quantitd 

qui  exprime  la  limitc  du  rapport  de  fly  (Ini  k  fla?  fini  et  faire 

etisuite  cette  qnantile  nulle  ou  tnfinie.  XnWU  tout  je  mvstr»rc  cxpli- 
qu^.  Ce  n'est  uuint  </y  qu'oo  tait  a  i'iuUui:  cciu  scrait  absurde 
car  tiy  dtalt  prise  penr  ittfialneot  petita,  ae  peat  fttre  iofinie,  c^eat 

c'est-a - liire  qn'on  cherche  la  valeur  de      qui  rend  inünie  la 

(Maite  du  ruppurt  de  f/y  tini  a  f/a:  fini.'* 

Obngeacbtet  dieser  V  orgänge  entbehrte  doch  noch  das  um  diese 
Seit,  iai  Jakr  1756^  ahgefaaate  Labrgekinde  der  Diflrerentlalredi- 
nung  nnsers  unsterblichen  Eni  er  die  feste  BeglindlUig  durch  die 
Criin/methode,  aber  er  setzte,  in  der  üeberzcugunjr,  dass  vor  allen 
Dmgeu  die  so  vagen  unendlichkleinen  Grössen  aus  der  Differential- 
rcckaeag  entfernt  werden  müssteo,  mittelst  eines  kühnen  Gewalt- 
Streichs  dieselben  =0  und  legte  dieaea  Nnllen  einen  intensifw 
Wrrtli  hei.  \ui h  sriorr  Mrinuüg  müsse  man  «uf  ihre  Entstellung 
Rücksicht  uehmesj  dann  durften  sie  aaobi  Je  nachdem  aie.aus  einer 
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grösseren  oder  kleineren  Grosse  entstanden  waren,  einen  vcrseliie- 
denen  Wortli  unter  einander  haben,  obgleich  sie  durch  dasselbe 
Zeichen  dargestellt  würden.  I)ie«e  Annahme  vernnlasste  aber  bei 
der  Bestimmung  der  DitVerentinle  vielfache  ^jchwierigkeiteD,  zumal 
da  Enier  durch  die  Difl'erenzenrechnung  und  mitteUt  der  Kntn'icke- 
lung  der  Functionen  in  Reihen  dahin  gelangen  wollte,  und  in  der 
Thut  ist  die  Dunkelheit  und  Unvcrständlichkeit ,  die  in  den  ersten 
Cnpiteln  der  Bulerschen  DitTerentialrechnung  herrscht,  eine  merk- 
würdige Krscheinung  für  jeden ,  der  mit  der  äusserst  lichtvollen 
Darstellung  Knier's  vertraut  ist  > 

Kuler's  Bemühungen,  das  Princip  der  Diflerentialrechnung  fest 
zu  begründen,  betViedigten  keineswegs  die  allgemeine  Erwartung; 
ja  die  Verwirrung  in  dieser  Hinsicht  wurde  immer  noch  grösser. 
Man  meinte  sogar,  dass  die  Difl*erentialrechnuDg  bisher  noch  nicht 
von  der  rechten  Seite  ttufgefas«!t  worden  sei,  und  glaubte  nament- 
lich in  der  so  sehr  erweiterten  und  in  allen  Tlieilen  der  iMathoma- 
tik  mit  Nutzen  gebrauchten  l^ehre  von  den  Reiben  ein  Mittel  zn 
einer  bessern  Bestimmung  und  Erklärung  des  Differentials  gefun- 
den zu  haben.  Was  über1iau|it  seit  dieser  Zeit  zur  Feststellung  des 
Princips  der  Diflerentialrechnung  geschah ,  lässt  sich  unter  zwei 
allgemeine  (lesichtspunkte  bringen:  entweder  behielt  man  den  Be- 
griff* und  das  Zeichen  eines  Difterentials  bei,  und  bestimmte  den 
Begriff  so,  dass  die  Widersprüche,  auf  welche  er  zu  führen  schien, 
beseitigt  wurden;  oder  man  verwarf  alles  bisher  Angenommene 
und  suchte  auf  onderem  Wege  zu  dem  zu  gelangen,  was  mittelst 
der  bisherigen  .Methode  gefunden  war.  Zu  dem  ersten  Fall  gehört 
die  sogenannte  (Bränzmethode ,  von  der  weiter  unten  ausführlicher 
die  Bede  sein  soll;  zu  dem  zweiten  alle  die  Weisen,  in  welchen 
mit  Hülfe  des  Tuviorschen  Lehrsatzes  das  Diflerential  einer  Func- 
tion gefunden  wird.  Unter  diesen  letzteren  nimmt  Lagrange^s 
Functionentbeorie,  die  im  Jahr  1797  zu  Paris  erschien,  den  crsteu 
Platz  ein.  •  '  .  m-'-  m  *  i 

Wegen  des  grossen  Beifalls,  mit  dem  sie  aufgenommen  wurde 
ond  zum  Tlicil  noch  jetzt  nufgononimen  wird,  wollen  wir  sie  hier 
einer  näheren  Betrachtung  unterwerfen.  Schon  in  dem  yollständi- 
gen  Titel:  Theorie  des  fnnctions  analytiques,  contenant  les  prin- 
cipe« du  caicul  diff^rentiel,  d^gages  de  toute  consid^ration  d'infini- 
ment  petits  ou  d'evanouissans,  de  limites  ou  de  fluxions,  et  reduits 
a  l'analvse  algebrique  des  quantit^s  finics,  sind  die  ganze  Tendenz 
des  Werkes  und  zugleich  die  Gesichtspunkte  angegeben,  aus  wel- 
chen man  dasselbe  zu  betrachten  bat.  I^agrange  will  nicht  allein 
eine  neue  Theorie  aufstellen  zur  Begründung  des  Princips  der 
Differentialrechnung,  sondern  auch  niedere  und  höhere  Anaivsis,  die 
bisher  völlig  gesondert  waren^  mit  einander  verbinden.  —  iVacbdem 


°)  Eine  Folge  von  Eider's  Theorie  war  die  sogenannte  NuHenreefanung, 
in  welcher  man  die  Differentiale  als  leere,  an  sich  bedeutungslose 
Zeichen  betrachtete,  mit  denen  man  aber  nach  gewissen  sinnreich  er- 
dachten Gesetzen  eine  richtige  Rechnung  führen  könne.  Man  sah  den 
Algorithmus  der  Differentialrechnung  nicht  als  ein  notbwendiffes  Er- 
zeugiiiss  der  Vernunft  an,  sondern  nannte  ihn  eine  heuristisclM;  Viction. 
Vergl.  Job.  Schulz  Entwickeluog  einiger  mathematischen  Theorien,  Kö- 
nigsberg IK03;  und  Fischer  über  den  eigentlichen  Sinn  der  höbeni  Ana- 
l>sis,  Berlin  1808. 
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rr  nun  zuerat  ilie  tiuhcrigeu  M«Üiodeo  lur  BegrttndilUg  Ueb  l'riu> 
ci{jü  der  Differentittlreclinung  «tii«r  Kritik  ttaterworfea  uui  keine 

Senügeod  befttB^en.  bej^inot  er  mit  der  Priifunt^  det  FoDdamentaU 
inonms^  das«  nämlicb  jede  Function  ,/T>r),  Talls  Uire  veränderliche 
r  um  die  Grösse  i  {i  etant  une  ijuantlte  queicouque  iudetermin^e) 
vermehrt  wird,  sich  in  eine  Reibe  von  der  Form /(o;')  + + 
+  ri'  H-  •  •  •  •  entwickeln  Ioim,  wo  die  Coeffieienteii  r . . . 
neue  aas  der  «nprttnglick  geg^ebeuen  Function abgeleitete 
Functionnn  von  bezeichnen,  itnd  sucht  a  priori  zu  beweisen, 
dass  nur  stanze  |tosirive  Exponcnlen  von  i  vorknmtnfu  können. 
Daas  dieser  Beweis  aber  nur  ein  scbwucbeä,  uuzuläugliciies  Räsun- 
■eaieBt  —  eo  wird  er  «aek  weiterliin  voa  l^grange  aelbet  beseicb- 
net  —  iat  und  durebaus  nicht  de»  Reweise  eines  Sattea  glMckt,« 
der  einer  f^o  nlli^rmoinen  Theorie  als  Grundlage  dienen  stnl ,  be- 
greift jeder  üogicicb  beim  ersten  Lesen  Im  Folgenden  werden 
nun  die  tuefücieoten  f),  r  .  .  .  der  einzelnen  Glieder  der  Reibe 
keitimiit,  und  nagleicli  dargethan,  dass  wie  p  uns /(jr),  ebenso  ^ 
nns  p,  r  aus  ^,  u.  8.  w.  hergeleitet  wird.  Wiewohl  so  nach  La* 
irrHuge's  Meinung  mit  einem  Blicke  rii  nf>erschen  ist,  wie  die  ein- 
zelnen Glieder  der  Reibe  von  einander  «bban^en,  ^und  dann  ein 
HanptTorzug  der  Fancttonentbeorie  vor  der  Dilierentialrecknnng  be* 
eteben  soll,  so  ist  doek  die  Bildung  derselben  in  allen  Fälfen  niebt 
so  leicht,  wie  es  zu  sein  scheint,  nam^ntlirh  hei  irrationalen  Func- 
tionen. Iiis  ist  bekannt,  das»  die  Coetiicienteu  ^,  r . . .  der  erste, 
zweite,  dritte, ....  Diiferentialcoefficient  der  gegebenen  Function 
■ind;  wSro  «lao  in  jeden  Falle  die  Kotwickefung  einer  Ponetioo 
in  eine  »olche  Reibe  möglich,  so  würden  alle  Schwierigkeiten  be- 
seitigt sein.  Dem  ist  aber  nicht  so.  Schon  F'uler  hatte  im  14.  Ca- 
pitel  de^  2.  Huchs  seiner  Difiereutialrechnuug  gezeigt,  dass  die  Dif. 
fereotiuie  iu  Hpeciellen  Fällen  durch  Reihenentwickeluog  nicht  ge- 
Amdeo  werden  können  and  denn  unmittelbar  ibrer  eignen  Natnr 
gemlio  (ex  ipsa  differentialium  natura)  hergeleitet  weruen  müssen. 
,,H8ec  methodus,  fügt  er  Itinzu,  ex  ipsa  differentialium  natura  de- 
dncta  uullum  dubium  reii^uit.**  Auch  Lograuge  wies  in  äcioer 
Functionentkeorie  auf  dieae  aiiecicllen  Falle  surnck,  in  welcben  die 
enten  Glieder  der  Reibe  verschwinden  oder  nnendlieb  werden  nnd 
so  die  Restimroung  der  ('oefii<  ir'nten  unmöglich  machen,  und  er 
hilft  sich,  wie  Kuler,  durch  unmith  lft.trp  Herloifunir  w\s  «Iit  Func- 
tion.   Hier  giebt  er  also  zu,  dast»  obiges  Fuudauicutaltbcurem  nicht 


Da  er  mit  Hülfe  allgemeiner  algebraischer  ächlüsse  geführt  wird .  tto 
gilt  von  ihm,  wta  Cauehy  in  der  Vorrede  sut  Conrs  d'analyse  algebri- 

!|ue,  "von  (Üpsor  Beweisart  >-;ipt:  Quant  aiix  iiiethnilrs  ,  j'ai  rherrlie  \\ 
eur  donner  toute  la  rigueur  qu'ou  euge  en  gcometrie,  de  maniere  a 
ne  jamais  recourir  anx  raisons  Ur^es  de  la  generalite  de  l'algebre.  Lea 
raisoiis  de  rette  espece,  quuique  assez  communement  aduiises,  sur-tout 
dans  le  passage  des  sertcs  cnnvcrpcntoK  anx  st'ries  divprfrentes ,  et  <les 
(juantittiii  rüelle.s  aiix  e\prei>Muu:&  luiagiuaireü  ite  |iGuveiil  cire  cunside- 
ce  me  senible,  que  couime  des  iiidaeCtons  propres  a  faire  nresaentir 
quelquefcis  la  vrriri',  nini«<  r]ni  s'afrnrtlf^ut  peu  avec  rexactiiinip  si  van- 
tee  deti  »cience:»  mathcmatKiuc^.  (in  doit  menie  obaerver  qu'eües  ten- 
dent  a  Iura  attribuer  mx  tormules  algebriquea  WM  ^taodua  Indelinie, 
tandisque,  dans  la  realite,  la  plup.'trt  <\t.  cc.<i  torimdes  subsi.slent  uni(|iie- 
uient  sou«  certaine»  conditions,  et  pour  certaiiics  valeors  des  quauttte» 
qu'ellea  renfcrment. 
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III  alfpii  l'.iiirn  zur  Hesirnittiung'  des  Diffirrntinls  ausreiclu,  und 
UeKhltalb  Uurtte  es  micii  uiciit  an  <li«  S|iitxe  eiii«r  weit  aiigtnn^ioeren 
l.clire»  als  die  DiffetttinlrechaiinK  igt,  gestellt  werde«. 

BeeiHiffc  itik  im  Cürunde  mit  Lagrouge*»  Functioaentlieorie  nichts 
gewoniirti;  andere  Scliwierigkeiten  hei  Sclfr  «^cscf/t.  rntltclirt  tius 
zii  (»riiiuii'  treleij^ir  rrinci|»  einer  durflia^rtiteriiien  Allgeiiiririheit, 
DaHi^ellie  gilt  ouii  uuch  vuii  üilcn  ührigeu  MetUudeii,  von  Uem  De- 
rivationseäcel  Ariieffa»!'««  ron  der  Kx|ioDeotialreebouDg  Pmqwieli'e 
m.  e.  w.  welche  die  Differentiulrechnung  vertreteo  aoUeo  und  in  de- 
nen mittelst  des  Tejlersebeu  l^tses  dim  DitiereDtiel  einer  Faecli«in 
orhulten  wird. 

Während  .dieser  ■ennigfiiehen  Versuche,  dns  Priscip  der  Dtfe« 
renktelrfehoung  fest  zu  begründen,  halte  die  Akadesiie  derWissea* 

xehattcii  zu  Berlin  für  das  Jalir  17^0  eine  sicliere.  streng  wissen- 
sehaftliclie  Tfieorie  des  sogenannN'n  Hiathemati^ch  UneDdlicheu 
ziutt  Gegeuäiaotl  einer  l'reistiufgahe  geiiuicht.   L'Huilier  aus  Geitf 

Kwami  den  Preis  diurcb  seiee  Bxpesition  ^^enteire  des  prieciMs 
■  colculs  sQspdrteurs,  in  welcher  er  zu  beweisen  suchte,  dass  das 
unter  den  Namen  der  Kxluiustiünsnietlitxle  hekannfe  Verfahren  f!rr 
errtprliisclien  Geornet<'i  ^eiu>rig  eruritert  ^ii  i'inv.r  Feststellung  der 
Pruici{jteu  der  hültcrn  Aoalysts  hinreiche.  Im  Juhre  1795  erachieu 
eim  desMielben  Verfasser  tar  Vereeilstiiadiguug  jenes*  Bntwavifes 
ein  anderes  VVerlt  aoter  dem  Titelt  PrincipioruBi  culculi  dilferei»- 
tialis  et  integralis  expositio  eleiueutaris,  das  über  über  das  Priocip 
nichts  wesentlich  \'eues  beibringt.  I/Huilicr  hat  in  beiden  Sciirit- 
ten,  seinem  Vorsätze  getreu,  eine  Zusammenstelluug  der  Theoreme 
gegehen,  die  das  Fundament  der  Exhaustionsmetliode  Jbilden;  je* 
doch  entbehrt  dieselbe  eines  durcligreifcnden  Zusammenhanges,  du 
die  nn  die  S^iitzc  gestellte  Üeiiuition  der  ivränze  nicht  hiul.iuuflieh 
uUgeiuein  getasst  ist.  Audi  bedient  er  sich  bei  dem  Nachweine, 
dass  die  Grenze  eines  Verbüllnisses  mit  dem  DiflferentinlTerfciUtnisid 
identisch  ist,  der  Eutwiekeluag  der  Functionen  in  Reihen  mittelst 
des  Tin  Inrsciien  Lelirsiitzes ,  ris  ym  t  ulein  ist.  Von  diesen  Aus- 
Htelluügen  jcduch  ahgesiheii  verdienten  beide  Schriften  alle  Auf- 
merkjMimkeitj  weil  nicht  allein  das  Prineip  der  DifferentiiürccbauDg, 
sendern  anefa  die  darauf  gegründeten  Theniien  isiMer  aaf  den  Be- 
in'iff  der  Gränze  zurückgeführt  werden,  und  <]\v  bisker  tie  vieifaell 
preliuDdhalitr  ri  Me<Mt  über  dss  Uaendlicbe  and  4laeAdlielikleiBe  ge- 
rechte Würdigung  Huden. 

Dieser  \  ersnch  L^Huilier's  jedoch,  die  Differentialrechnung  mit- 
telst des  Begrifls  der  Grftnze  streng  wisseusehafiUich  zu  begründen^ 
blieb  im  Allgemeinen  ohne  gehörif^e  Anerkennung,  da  Lagrange*s 
FunctioneuleTirc .  hesondcrs  von  französischen  Mntlieoiatikern  sehr 
bereitwillig  uutgeuumtneu  wurde.  Zwar  bediente  man  sieb  oicbt 
dnrcbgäogig  ihrer  Bexeicbnung,  aber  man  huldigte  vellkonMaen  dea 
aofgesi eilten  Principien  und  stimmte  willfährig  Lagrange*8  (Jrtbeil 
über  die  Theorie  der  Griinzen  hei:  sie  sei  zu  schwierig  und  zu 
dunkel,  als  dass  sie  einer  Wissenschott,  wie  die  höhere  Aoalysis, 
deren  Fundament  auf  die  einfachsten  und  klarsten  Principien  ge- 
iiant  werden  müsse,  als  Grundlage  dienen  könne;  sian  hütete  sieli  • 
eber  wohl  an  ihrer  Richtigkeit  au  zweifeln.  Da  nan  um  dieselbe 
Zeit  eine  durchgreifend  neue  Behandlunt^swcise  der  Matfif mafik 
beinahe  in  allen  ihren  1  heilen  von  Frank r(  ich  aus  sich  veritreitete, 
so  darf  man  sich  nicht  wundern,  duss  zugleich  auch  die  Lehreu 
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Lafj^range's  über  das  Princip  der  OiSiereiitialrediDUiig  eiu  ffrosMa 
Amaiieo  g^ewanafln  nail  beiaabe  alle  andtra  Aaaiditan  vanlriBfCmi. 
Daa  Gebiet  dar  MthematigcbeD  WisseDscbaften  wurde  in  wen i «reo 

Jahrzehnten,  nnmrntlicii  durch  Anwendung  der  Thenrip  auf  Astro- 
Qomie  und  IMechunik  s\)  sehr  erweitert  nnd  nebenbei  mit  den  elc- 
.  gantesten  auulytiscbeu  Kutdeckungen  so  glänzend  bereicbert,  dass 
•ich  diaaa  Zeit  Dar  aiit  jener  vergleiebca  iHaat,  welcbe  anf  die 
EDtdeekong  der  faöhern  Analyaia  folgte;  und  wie  damals,  beküm- 
Dierte  man  sich  auch  jetzt  wenie^er  um  die  Prrneipien,  vielmehr  war 
man  eitrigst:  beschäftigt,  die  schwierigsten  Uatersuchungen,  weao 
auch  nur  einen  kleinen  Schritt,  weiter  %n  fördern.  Naebdea  aich 
jedocli  dieses  Drängen  atwaa  bcaebwichtigt  hatte^  kehrte  man  zu  eiaer 
ruhigen  Priit'imjr  der  crrw^rmpnen  Resultate  zurück,  und  wiederum 
war  es  ein  trunzosischer  Matliematiker,  drr  Kahn  brach.  Cauch^', 
Professor  au  der  poljtechnischeu  bchuie  lu  Paris,  stellte  zuerst  in 
deai  Coara  d'aotljia  aljgdbrique,  Paria  IM,  eiae  amfiMüBsde  Tbea* 
rie  über  Ae  KaiBaeiebao  der  Convergenz  und  pivergenz  der 
RpilifTi  Biif,  nachdem  Laarrange  durch  die  Bestimmung  des  Fehlers 
bei  der  Taylorscheu  Reihe,  wenn  dieselbe  bei  einem  bestimmten 
Gliede  abgebrochen  wird,  den  Ton  hierzu  schon  früher  angestimmt 
batle.  Mit  deraelben  Schärfe  and  Gründüobkeit  entwickelta  daranf 
Cauohy  das  Princip  der  Differentialrechnung  in  seinem  R^um^  dm 
lecoDs  sur  le  calcul  infinitesimal ,  Paris  1823,  welches  Werk  im 
Jahre  lH'i9  anter  dem  IHtel:  i^egons  sur  le  calcul  diil^rentiel,  io 
einer  nfnen  Auflage  eraebien.  „Mob  bat  prineipal,  sagt  der  Veiw 
fcaoar  in  der  Vorrede  zu  letzterer  Scbrift,  a  ^  de  caacilier  la  ri* 
gücnr,  dont  je  uiVtais  fait  une  loi  dans  mon  Cours  d'nnaivse,  ovec 
la  simplicite  que  produit  la  conhidor.ition  directe  des  quantit^s  infi« 
niment  petites.  Pour  cette  raison,  j'ai  cru  devoir  rejeter  lea  d^ve- 
loppeaenta  daa  faactiona  an  a^ea  infiniaa,  Contea  lea  fois  qaa  lea 
idnea  obtenues  ne  sont  pas  conTorgentes.  II  en  resulte,  pur  eu»- 
plc,  qne  la  formule  de  Taylor  ne  peut  fhi«;  etrc  admise  n^mme  g4- 
n^rale,  qu'autant  qu'elle  est  r^duite  ä  uu  uumbre  üni  de  termes^  et 
compl^e  par  un  reste/^ 

Mit  Recht  hat  nach  dieaea  Vorgängen  der  veoeatan  Zeit  dar 
grÖsste  Theil  der  iMathematiker  den  Versuchen,  das  Princip  der 
Difl'erentialrcchnong  durch  den  Kesrriff  der  Gränze  fest  und  sicher 
zu  begründen,  aeioen  Beifall  nicht  versagt,  denn  nicht  allein  er- 

fiebt  ea  die  geaebicbtlicbe  PorBcbnng,  daae  aieh  allaiblig  ana  der 
xhanstionsmethode  der  Goometer  des  Alterthums  die  Dinerential- 
rerhniincr  lirrringebildet  hat,  und  dass  di('>ell>r  Tiar!i  dorn  Sinne  ihrer 
Krfiuiler  am  sicliprstpn  mit  die  Ijchre  von  der  (kränze  basirt  wird, 
souduro  die  Gränzmetüudc  hat  auch,  wie  kein  anderes  Verfahren, 
altea  •traog  wiaienacbaftliebaa  Anforderaniraa  genügt  und  allan 
Angriffbo  Troti  {^boten;  nur  dar  einzige  Vorwarf  iat  ihr  gemaebt 
worden,  als  sei  sie  für  Anfäncrer  zu  dtinkel  und  zu  schwicrijr.  um 
als  Fundament  der  hölieru  Aualysis  zu  dienen,  das  nicht  genug  auf 
das  licbtvollate  und  klarste  dargestellt  werden  könne. 
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UebinigsaufgabeD  für  Schüler, 


(Srtilii««.) 
12. 


Die  OsrillfttioDsgescIiHiocli^keit  p  eines  geradlioig  bewegteo 

Arf liertlicilolii-ns  und  hein  Alisliuid  vom  Rulicpunkt  lässt  sich  unter 

ilcr  Voraussetzung,  dttss  die  auf  das  Tiioilchen  wirkende  Kraft  der 

Elastizität  der  Entfernuug  vom  Kuhejtunkte  |»roportioool  sei^  durch 

eiofiiche  llölfimitttel  finden. 

Ist  in  der  Entrornuna:  1  die  Kraft  der  KlastiziUt  die 

Entfern  II  "c;-  ^  um  Rulirptinkte  =  .r.  d!f»  ir''''^str   \tis'n  eirljuntr  vom 

Rubepunkte,    uui  welche  das  Tfieilrlien  beim    \iif;in::('  der  licwc- 

ffun^  eotferut  iüt,  =<sr,  a  —         A',  und  wird  A.  iti  n  gleiche 

Tbeile  ffetbeilt,  w  ist  die  Kraft      welehe  das  Aetbertbeilcnen  eo 

X  X  . 

der  Stelle  (<sr  — «r^)  anregt,  ^E.{a — **^)«   Wird  nun  aoge^ 

X 

nommen ,  dass  in  jeden  Ravme      eine  gleicbföraufp  beaeblennigtf 

X 

Bewegung  stattfinde,  die  erst  im  näelisten  Huume  —  dem  Abiitüude 

v<im  Ruheiiiinkte  urouurtioiial  sieb  ändert,  aber  in  etaem  solchen 

ilui 


Räume  cuustuut  bleibt,  so  ist 


Legt  mau  jetzt  m  alle  Weithc  vuu  m=.\  bis  m—u  bei  und  ed- 
dirt  die  erhaltenen  Gleichunf!;en,  so  bleibt 

Soll  die  Bewegung  eine  continvirliche  werden,  and  bezeiebnflt 
V  die  Geacbwindtgkeiiy  so  wird 

r*  =  £K2«—  X).  XxsiE,  ia-i-i»—X)X=:B{0'^a^)  (a-a:). 

Setzt  man  nuu  cos       so  erbkit  mau  f'=^  A\a  ala 

u,  a.  w.  *) 


*)  S.  Bobnenb  erger 's  Astronomie  S.  401, 


Diaitiz« 


2m 

Zwiiiclieii  zwölf  lH!t(•ln^ell  lirösseu.  die  wir  im  Ailgeiaeiueu 
durch  «,  ^,  />',       A"';      c*,  r",  c'"  bezeicbneD  wollen, 

findet  inner  die  folgende  Relation  Stntt: 

=  (ffir"  -h      -4-  cc")  (ff'a'"  -f-  /^'Ä'"  c'c'") 

Für  «  =  //  =  //,  c  =  c"  und  ä'ss«^,  e'ssc^'' 
geht  diese  Relation  in  folgende  über: 

(•Ä»  —  «'Ä)«  -I-      — b'eY  -!-(«✓  — 
=  («»  +     -+-  c»)  («'»  -H  //»  -f-  r  ' )  —  («a'  H-  ää'  H-  rr')«. 

MttD  Koll  die  Ricbtigkeit  der  obigen  allgemeinen  Relation  swi* 
«eben  zwölf  Gröüsen  beweisen. 


Aofaraben  und  Lehrultne.  Von  Herrn  Professor  Dr.  0 ettin- 
ger zu  Freiburs^  i.  B. 

1)  Kiu  Dreieck  zu  bilden,  weuu  eiu  Wiukel,  die  I^inie,  welche 
elnd  der  ibm  anliegenden  Seiten,  und  die  weiche  die  gegenüber- 
stehende Seite  in  zwei  gleiche  Tbeilo  theilt,  gegeben  ist. 

2)  Kill  Dreieck  zu  bilden  wenn  ein  Winkel  und  die  Linien, 
wciclie  die  beiden  anliegenden  Seiten  in  xwei  gleiche  Theile  tbci- 
leo,  gegeben  tiind. 

3)  Bin  Dreieck  su  bilden,  wenn  ein  Winkel,  die  gegeniber- 
liegende  Seite  und  die  Linie,  welche  eine  der  anliegenden  Seiten 
in  zwei  trleicbe  Theile  theilt,  gegeben  iht. 

4)  V.\\\  Dreieck  zu  bilden,  wenn  die  Linieu,  welclie  die  drei 
Dreiecksäeiteu  in  zwei  bleiche  Theile  iheilen,  gegebeu  üiud. 

Nennt  nan  die  Umn,  welche  den  drei  Dreiecksseiten  («,, 
zugehören,  der  Reihe  nach  die  Linien,  welche 

die  dxci  Seiten  in  zwei  grlciche  Theile  theilcn,  der  Reihe  nach  t^^ 
so  gelten  folgende  zwei  Lehrsätze  für  die  Ableitung  der 
Höben  und  Halhirungslinien  von  einander, 

L  _  v^tfM-l>^^-0(^H-^-^)«.-^-f■^)(-^-f-^-^^)l 

'    L  W(^-fr-^-f-<.)«.-f-<,-^)(^-^-^^)(-^-^^-f-/.)| 
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Diese  Sätee  reihea  sich  an  die  Schoo  bekaonteD,  welche  tur 
M  AUcilBsg  der  Htfliea  uid  Seiten  von  einmider  gelten,  «d. 


AnfffitbeB  f OB  dem  Herro  Profeaser  Dr.  6.  J.  Ve rd a ■  sii  Leiden. 

1.  Tons  les  trinnp^lrs  apheriquf s ,  nyant  ni<^ine  base  et  mt^me 
oirfj  ont  lenrs  soinmets  tlatis  In  <  ir(  <)iif<»rcnce  d'un  petit  ccrcle,  , 
pasiuiut  pur  les  deuiL  poiut»,  u|ipuäuti  uujl  extremitei*  de  la  base. 
fen  ontre,  le  petIt  eerele,  passant  par  les  eztrtaitea  de  ki  bsee,  et 
n^nt  een  eentre,  diuidl;^ienieDt  oppos^  an  eentre  dn  premier  pe- 
tit cercle,  jouit  de  I.i  nteme  proprif^te. 

Otte  propositioD  n'est  pus  ouuvelle;  on  la  troQve  dans  quelques 
Traites  de  Irignoom^trie  sph^rique  et  de  G^om^trie  analytiqae* 
Unis  ponr  tmover  le  eentre  du  premier  petit  eerele,  on  a  eette 
coDstraction.  Meoez  un  arc  de  ^rand  cerclc,  perpcndiculuircincot 
per  le  milieu  In  hase.  Le  trinngle  etanf,  en  gen^ral,  scal^uc. 
eet  arc  coupera  uo  des  eot^i,  adiaceets  a  lu  base,  et  sera  conpe 
p«r  le  pveloDgement  de  IMre.  Du  «älen  de  eet  nntre  cM^,  dd- 
crffes,  «vee  nn  myoD^  senetendaDt  le  quart  d'un  graud  cercle,  an 
arc  coupant  le  pmlnngrinent  dp  Tare  petpendlcnlaire.  Le  poist 
d^Dteraectioo  sera  le  ceotre  cberch^. 

2.  Tons  les  triiAgles  i^l^riques,  ayant  mdme  base  et  mSme 
p^rim^tre,  ont  lears  sommt'ts  duns  la  circouf^rence  d'un  cercle, 
doDt  le  eentre  te  trouve  au  milieu  de  la  base.  Sl  la  sonnie  des 
denx  edt^s  est  ^gale  ä  deux  angles  droits»  ob  plotdt  dgala  k  aae 
daeii  circonf^rence,  le  lies  des  soanets  sera  dvideaiaeat  an  graad 
eerele  de  la  spUtre. 

3.  Winand  ob  joint  les  ■Uienz  des  edtds  opposds  d*Bn  t^ 

tra^dre  regulier  on  irrdgnlier,  les  trois  droites,  ainsi  nen^,  se 

couperont  en  ud  mt^me  poinf,  qiil  s»Ta  jle  orntre  de  |crravit<?  du  te- 
traedre.  le  tetraedre  est  regulier,  los  dites  droites  se  coupe- 
ront perpendiculaircment  au  eentre  de  la  sphere  circonscrite; 
mais  cette  demi^re  propriÄd  a  ^galemcnt  lieu  ponr  le  tdtraMre 
demi -regulier,  dont  les  plans  sont  des  triungles  ^AUX  et  seBbla« 
bles»  qttoique  non  dquilaterau  on  r^uliexs. 

4.  Un  qaadrilat^re  plan,  dann  leqnel  on  a  men<<  les  deux  dia- 

Ji^oTinles,  poavant  «^tre  ronsi(fpr^  fomme  \a  projfction  d'un  fjuadri- 
atere  gauelie,  Ott  d'un  t^traedre  soit  iiyramide  triangulairc ,  on 
Tb«uu.  '  U 
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uuru  uuHsi  cottr;  propriet^  »»^u^  droitei,  pttssant  pur  les  miiieas 
,,dcs  cot^i  oppos^s  et  des  deux  diagonales  4^b  trapetoMe,  m 
„eoiiperfHit  en  qn  mdse  point/'  On  le  d^monlw  imm^iateMat 
eo  partaot  du  th^orooie  connu  ,,qur  Ick  droitos,  qui  jnicrnrnt 
,,Ies  rofi's  .ifljacents  d'un  rmppzoTde,  farmcnt  un  [la- 
„rallelograuiioe.''*  De  la  ou  pourroU  aussi  reaiooter  a  la  de« 
monstradoa  df  la  propoaitioa  pak^nt«. 


4  »    :     ,  » 


xxu. 

M  i  s  c  e  1 1  e  u*. 


Anaxog  aus  aiaem  Briefe  des  Herrn  Professora  Dr.  IG,  J.  Verdan 

an  der  Universitit  ao  l^etden« 

Leide  ce  23.  Jwnvier  1842, 

.D^a  que  vulre  Jou/oai  estinB^^  Arebiv  iiur  Mutbeiuatik  uud. 
Physik,  paraisioit,  je  «e  propoaoia  de  vinm  «ffiiff»  4«  tainpi 
temps,  qucl(|ttes  uoticcs  iDatlietnatiques.  Hea  noBÜNreniies  occupatioaa 

otjt  tnnjnnrs  einpöclie  ilft  sati'^t'.tirp  ii  rc  voeu.  Ct  pf'Utetrp  j'uaroiü  . 
pDcort'  Uilli'rr'  lif  voll!«  adresM  T  ccttt'  lettre  v  si  la  I<M'tiirt'  votre 
Juuruttl  u'avuil  pa«  lixe  lauu  uiUuliuu  &ur  uu  iiuiift,  iequei.  w« 
■embloit  hora  de  doute  ^Mt  Pfliatoire  4ca  Hatbaattti^nen^»  «t  ^iii 
regarde  TboDDCur  de  priortU  d*UD  ct'lebre  Hatb^inaticien  flollaadaia 
du  17.  Siöclo.    .Fai  en  vuc  W'  itroy^me  coaou  de  tria^fioin^ric, 

rour  trouver  la  positiun  U'uu  point,  du  «|Uei  od  observe 
ea  aagles  entro  trois  objets  ^loign^s,  dont  les  diataa« 
eaa  mutueiles  soat  eaaones.  Ii«  preaii^a  id^  de  ce  probl^ae 
est  dae  a  Willcbrardus  Snellius,  G^metre  Holiandais,  a 
Leide  cn  1"»*>1.  vt  depuis  1613  jusqu'en  1Ü26  (l'ana^  de  sa  mort) 
Prot'csseur  Ue  Matb^matiques  a  J^Uolversite  de  cette  ville.  It 
est  connu  que  parmi  sea  travanx  •etentifiqnefl  ou  diatioffue  la  aie- 
aure  d'un  d^gre  du  m^ridiea  de  Leide«  par  nne  triaogulation  qu'it 
fit  rntrf  h's  ^illrs  d'Alcmar  et  de  Berp^Cn  op  Zoom.  d«)nt  !;i 
differencc  de  latitudo  tut  fronvec  de  71|  minutes.  11  u  di'irit  Ics 
details  de  cette  op^ratioo  geodesique  daos  un  ouvratre  (uujourdbut 
tr^a  rare),  iotitnld  .,Erato8thenea  BataTua  de  Terrae  ambi« 
jjtds  verA  qnaatitate«  k  Willebrordo  Sncilio,  //m  rwy  «| 
,,a;root»;/A«7r/n'  ijnöovmoi'  Sio-jrrqiav ,  snscitutiis.  Lugdun  i  15  a- 
tavoruu).  CK)lvlCX\  II.!!  A  ia  pagc  105  de  cet  ouvrasre  ou  re- 
cooaoit  la  premiere  trace  de  ce  probleuie,  maU  c'eat  dauii  Ic  cba*  - 
'  pitre  X,  qu*il  dit  ddfinitiveMQt.   ,,DoiBAi  .ntae  4i»raotU«i. 


« 
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,,a  Tu  r  ri  rn  rt  n r  f.  r  i  d  p  n  s  i  s  i  d c o  a e  o  s  of  Ii ni  t  p  t n  v estigav  i, 
,,nt  tBtitü  tacilius  c  (►  II  j  »■  (' J  ij  r  it  III  ra)nTein  de  hjcis  ohser- 
,iVatioDuai  Alemariae  et  üergae  ud  Zornaai,  et  ad  eam 
,^rea  Theor«Ba  teUnn  ezcogitavi,  eojot  osiit  Id  patrift 
;vBaatr4  deineeps  permagnus  eaae  possit,  cam  tot  illu- 
„strinm  locorum  inf-erv.iHa  tnm  accurntc  si  ot  cognitn  !!'* 
Et  a  la  pugß  20^  il  enooce  son  probleme  eo  ces  verbes  ,.Triuoi 
„locürum  interYallis  inter  se  datis,  quarti  distantiam  ab 
^*mm^hn§y  itH^ä ßtaH^Mj  defiaire.**  11  diiniie,  eo  prenier  liea, 
1a  lointioii  grapbique  de  ce  probleme,  par  Pintersection  de  denx 
sp£fmpns  <!p  rercle,  capabie  chacuo  d'un  des  deux  au^ien,  observ^s 
daiis  la  stattoD.  Eü  secood  lieu  il  donae  une  Solution  trigüDüin^> 
trique,  an  faiaant  usage  daa  triaoglea  reetaagles,  que  ron  obtient, 
•D  abMMant,  des  centres  des  cerelas  d^rita,  dea  parpendieulairea 
sür  les  rofo's  du  triangle  donne  et  siir  les  cordes,  qui  vont  de  la 
Station  aux  points  obsencs,  c'est  k  dire  aux  nncflrs  dr  ec  triaugle. 
Ensoite  il  doane  de  sa  sulutiun  ie  caicul  Dutueru|ue  (saat»  employer 
B^iiaoiiii  des  lugaritbnei,  dont  rinventioii  dtoit  k  palne  eonaue, 
ou  desqMlIea  II  ii'exiAtoit  pas  e&eore  de  table)  pour  od  caa.  per* 
(icnlier. 

II  mc  paroit  ainsi  justitid  que  la  preoiiere  \&4e  de  ce  probleme 
appartieot  tout  ^  fait  k  notre  Snellius,  et  uod  pas  ä  l'utbenot. 


IKa'oe  toaa  nee  TraitÄ  de  Trigc^noiadtrie  reetili^ne  ce  probl^oie  est 

disfinp;u^  de  tout  autre  par  Tepitbete  de  Probleme  de  SBelliiia. 
J'ai  r)»prrli<«  dans  Ie  Wörterbach  de  Klögel,  —  que  tous  avea 
Continus  et  acUevd  avec  tant  de  succ^s,  —  daos  l'espoir  de  trouver 
quelques  reflexiena  on  notiees  liistonqiiea,  relatives  a  ce  fameux 
probleiae;  naiDS  ja  n*j  trouve  rten  a  cet  ^gard.  Enßn  je  preooia 
en  niains  Ie  cnurs  de  MaftiematiqTfo  du  cdl^trr  Ci^oinetre  AlietDaod 
Kästner,  et  ddus  le  vnlutnc,  intiujh>.  \  nweadungen  der 
ebenen  («enmetrie  und  Trigoaumctrie,  erster  Theil, 
„dritte  AbthellBbtf  der  matbeisstisebett  Anfangsgründe. 
„GSttSngen  1790!!^*)  je  liiois,  dans  Ie  Torrede;  pag.  4.,  ce 
seit: 

"*      „So  fand  ich  nnläng-st  die  Aufgabe  der  51  Abliand.  JS.  393.  beiai 
^Willebrord  Snell  ius  ,,t)rat08tbeDeä  Hatavus  etc«  etc. 

Iii  ■fft  '•  ..  ^ 

„Also  hat  Snellius  diese  Aufgabe  sehr  richtig  trlgonometriscb 
„aufgelöst,  nnd  Totlipnot  ist  nicht  der  erste  Erfimder  von  ihr, 
„hat  aber  vermutblicb  von  des  Snellius  Auflösung  nichts  ge- 
„wusst.  Wäre  Snellins  dem  Herrn  de  Montesson  beivanot 
„gewesen,  so  hätte  er  vielleicht  gesagt»  —  Snellius  habe 
,.PotheDOts  Methode  gebraucht!,  wie  Cassini  de 
,,Thury  sajft:  SnclHus  habe  xur  Messung  eines  Grades  eben 
,,die  Metbode  gebraucht  wie  die  fraozüäiscben  Astronomen 
„(M^Bioirea  de  Paris  1748,  pag.  123**),  ansteft  zu  sagen: 

„die  französischen  Astr  wie  Snellius.    Die  rbe- 

'  „torisebe  Figur  beissti  glanbe  ich,  vittiQW  nQOz$Qiivi  U*\ 


*)  Es  sind  h]r  i  Kästners  geouietrische  Abbaadlutigen.  T.  L  gemeint.  G. 

**)  On  truuve  v^ue  expression  de  Cassini  dans  les  Memoires  de  1'Acü- 
d^mle  des  scipuctü  Paris,  ponr  les  annees  1702  «t  1718,  et 
non  (inn<r  Ip  roltime  de  1748,  CS  ^püT  ssc  probablement  uns  fauta  d'iin- 
pression,  au  lieu  de  1718» 
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Je  uie  seutirai  iionore,  ^Ir.  Le  l'rofesseur,  si  \oii^  voule^  fixer 
votre  atleoliuD  aux  reflextoub,  que  j  ai  prU  ia  hberte  de  vou«  adres- 
ser, et  encore  plus,  si  VjOtw  volles  «n  fiiire  mmiott  4»m  vUt 
Jonrnal. 

Permoftcz  moi  encore .  a  cette  opcasion ,  («  remarque,  qnc  la 
goliition  j^eoiuetrique  de»  equations  du  second  degr^,  commuoiquee 
pur  Mr.  Le  Professeiir  Mensing^  dans  le  III.  Heft.  No.  XXV.  de 
Totre  Journal  ne  differe  fond  d^une  solutioii  parnlle, 
,  doniK^e  par  Cagnoli  dans  ««n  Trait^  4«  Trigoa amitrie. 
Chap.  Xil.  . 


Briefliche  Mittheiluag  des  Herrn  Profeisors  Dr.  Gerling  zu 
Marburg  an  den  Heransgeber. 

Als  «-ine  der  E^rossartigstcii  l-JuriclitungeD  zur  lieförderung  des 
matberaatiticli  -  physikalischen  Liiterricbtfi,  welc  he  in  der  n^^uern  Zeit 
in  Deutscbiaud  ffetrofi'en  worden  sind,  verdient  gewiss  ein  üau  be- 
aeicliBet  sn  werden,  welcher  anf  Befehl  Sr.  Hoheit  des  Knrprinsea 
und  Mitregenten  in  Marburg  auageführt,  ond  mit  dem  Aii£ftnffe 
'  des  ffegenw;tr(i.ren  Winter •Sesiesten  doM  academiehea  GehraucSa 
erdflinet  worden  ist. 

Hai  eiueiu  hohen  Punkte  obnwelt  der  Mitte  der  StaU^,  dte  aich 
mn  den  Schlossberg  in  langem  Bogen  bemnitieht,  wurde  nftMliek 

'  ein  älteres  Sf.mts- Gebäude,  der  sogenannte  Dürnberger  Hof  zu  > 
wissenschaftlichen  Zweck^'n,  orMl  t.wht  namPHllich  für  aus  seit  vie- 
len Jahren  hier  beziehende  iualhemj|(ttscii>|»hysicali8cbe  In- 
stitut, gaox  neu  ausgebaut.  Das  Institut  erhielt  in  demselben  den 
eraten  Stock  eingerannt,  und  somitt  unniitt«^lbar  neben  einem  ge- 
räUDiIgen  Hörsaal,  zur  angemesseneren  Aufsteltuug  des  pbysicaii- 
scheu  Apparates  vier  Säle,  weiche  nebst  einem  dazwisclien  iieg;^t>n- 
den  Zimmer,  was  zu  gewissen  Versuchen  verdunkelt  werden  kauu, 
durch  FlUgelthiiren.  mit  einander  verbunden  sind.  Bin  stellen  so 
eine  Länge  von  150  Fuss  dar,  und  verstatten  also  manche  Ver-. 
suche  in  geschützit'in  Raum  anzustellen,  welche  ■an  sonst  nur  im  . 
Freien  würde  vornehmen  können. 

Zugleich  ist  dadurch  auch  die  Gelegenheit  gegeben,  dass  ein  - 
grosser  Theil  des  Apparats  an  seiner  hleihenden  iiitftte  henntst 
werden  kann,  ohne  dass  er,  wie  sonst  ühlieh^  daiu  Jedcsaanl  in  das 
Auditorinm  geschafft  zu  werden  braucht. 

Uebcrdics  sind  neben  diesen  Sälen  noch  zwei  Arbeitszimmer 

^  eingerichtet«  Man  hielt  nämlich  hei  den  Plan  den  Gedanken  fest^ 
dass  nach  dem  gegenwärtigen  Zustand  der  Wissenschaft  es  darelK 
aus  nicht  mehr  hinreicht,  dass  di  r  Studirende  die  Vorlesungen  be- 
suche, sondern  dass  ihm  vielmehr  auch  Gelegenheit  gcgchen  wer- 
den sollte,  sich  in  eigenen  Arbeiten  zu  üben.  —  in  die/sen  Arbeits» 
aimniem  ist  nun  an<än  einstweilen  der  Apparat  für  die  praktisebe 
Geometrie  in  Schränken  untergebracht.  Auch  werden  sie  von 
denjenigen  Stodirenden  benutzt,  welche  sich  .Apparate  seichuea 
wollen. 

Im  Erdffcsrhess  bat  das  Institut  Werkstatt  uud  Schmiede,  im 
oberen  Stoca  ist  die  Amtswohnung. 
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Weun  d«is  bisher  crwäliot«  sclioti  eine  uuDthat'te  Verbestseruuc^ 
uoii  Vervolläländigiiiiu:  den  loütituts  •genannt  zu  werdeu  verdient, 
so  ist  diigegen  iincb  Mebrercb  ueu  biiizugekumuica  was  bihbcr  der 
Tniversität  gaoz  fehlte.  ' 

Kh  ist  näiuli«  b  uuiiiittelbar  mit  dem  Haupt  -  (■ohaudc  ein  Thurm 
verbunden,  der  in  einer  Hübe  vou  SO  Fuss  \om  Kelscngrunde  sieb 
erbebt,  und  auf  seiner  ebenen  Fläche  einen  l'avillun  als  Local  für 
Rstronouiisrhe  Ueobarhtuugeu  mit  bewegliclien  Instrumeutcn  dar- 
bietet. Freilich  kann  dieser  H^inricbtung,  vom  Standpunkt  der  beu- 
tigen Aslronumie  aus,  der  Xame  Sternuarte  nicht  beigelegt 
werden,  insofern  man  damit  eine  Anstalt  bezeichnet,  die  <-iuf  die 

•  Ausbildung  der  Wissenschaft  selbst  abzweckt.  Wohl  aber  ist  durch 
diesen  "^rhurm  der  Zweck  vuilständig  erreicht,  dass  von  duu  an 
der  Marburger  Studirende,  in  den  Vorlesungen  über  .Astronomie, 
das  was  er  hört  auch  praktisch  beleu-t  sehen,  und  selbst  üben  kauu. 

Ao  Instrumeutcn  euthhit  dieser  Thurm  bis  jetzt:  Lin  tragbares 
Paflsogen- Instrument  von  ICrtel  nebst  Fbr,  einen  ('bronometcr  von 
Kessels,  ein  tünffiissiges  F  ra  u  en  b  o  f  er  sches  Firnrobr,  einen 
desgleichen  rometeiisucber ,  eine  parallactiscbe  Maschine  mit  drei- 
füssigem  Fernrohr  und  einige  kleinere  Werkzeuge.  Zugleich  ist 
der  Thurm  in  der  .\litte  ganz  durchbohrt ,  so  dass  fiir  alle  pbysicu- 
tischen  V  ersuche,  welche  eine  grössere  Hohe  erfordern  als  die  Zim-  . 
mer  darbieten,  eine  freie  Fallhöbe  von  SO  Fuss  zu  IJebote  steht. 

Fndlich  ist  auf  dem  höchsten  Punkt  des  Schl«lssbcrg!^  in  einer 
geradlinigen  Fnifernnng  von  nicht  ganz         Kathen  ein  ringsum 

.guoz  freistehender  Pniverthurm  /um  melcorologiscbeu  Thurm  her- 
^stellt,  der  jetzt  auch  im  Hau  vollendet,  tiiiclisteu  Sommer  seine 

.looerc  Kinrichtung  erhalten  wird;  somit  also  auch  in  dieser  IJia- 
liebt  dem  In.stitute  eine  grossere  Wirksamkeit  gesichert. 

Bei  dem  bekannten,  und  namentlich  schon  gelegentlich  der 
magnetischen  Beobachtungen  bewiesenen,  F^ifer  der  Marbnrger  Stu- 
direnden,  steht  zu  erwarten,  dasa  diese  neue  wesentliche  \erbesHe. 
rung  des  Instituts  vou  ihnen  gründlich  benutzt  und  somit  der 
Zweck  der  Kurbessischen  Staats-  Regierung,  welche  dieselbe  ver- 
fiigtei  recht  vollständig  werde  erreicht  WDidcn. 


Bemerkungen  und  Aufgabeu  von  Herru  Soberling,  i^ebrer 
am  <iymna8ium  zu  Lübeck. 

Bezeichnet  }  den  Ziusfuss  (d.  b.  die  Zinsen  vom  Kapital  =1)« 
A:  das  Kapital,  A'n  den  künftigen  Werth  desselben  nach  /t  Jahren 
bei  zusammengesetzten  Zinsen,  und  setzen  wir  I-|-)  =  A|  ho  bat 
nao,  weDD  jährlich  die  huoiuie  r  zugelegt  wird, 

I.  X^„  =  ^x''4-^  (»»-1) 

und,,  wenn  jährlich  die  Suuime  r  weggenoDimen  wird, 

II.  /■„  =  X-a''- j 
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lieh  IM  BAchen,  oehae  Man 

^.=^,- n  +  ^,  (1-1)) 

s«Ue,  ilü  Ut,  (l)  am  f=z^^i  so  prbaU  man 

Nun  «etze  luao  ferner  (2)  Ig  i/>  =  cos  y>  '^^  etliail  luuii 

II.  lÄmt  s'ie\t  nur  dann  aof  diese  Weise  xur  uuuiitcrbnicheneu 
lognrithinischeo  Uerechnung  tauglich  machen,  wenn  die  jährliche 
M^gnabae  die  ZiBien  «Im  KapiuU  nielit  iiiiertteigt.  tJoter  dieicr 
VeniviMlsttag  nebM  mo  wieder,  wie  Terblii» 

10  erkilt  WM ,  km  =  ih^fl  —     (cob  f)^].   Da  diib  miter  der  ge- 

machteo  \  uraussetznng  ganx  gewiss  ~|  (con  9>)'-<Cl  isl,  so  nehme 
nao 

(2)  aio     =  cos  9 

«ad  erbiU  d^n 

iNeaut  mau  ferner  Xr  die  Mise  uud  r  die  jäbrliclit;  Keute,  a»a 

bat  MM  ' 

rix"  —  J) 

anr  RcsliBMUiog  der  Miae  III.  Jh=s — ^ — 
zur  fieatiaimuog  der  Reute  iV.  r  = 

Um  (iicse  Ausdrücke  zur  iogarithmiscbcu  Berechnung  tauglich 
IV  mcbeo,  nebne  mwn 

■ 

Setat  nia&  mm  (1)  aio  )p  =  ^^»  ae  erbiUi  sas 
it)     >  =  j  (eoa  rt». 
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NiliiBit  lauu  uuij  wieder  (1)  sin  9>  =  |/^,  t«  «rltalt  uiah 

Autgabni   über  dfts  recftewtttklige  Uftieck^  durch 

Algebrti  iö&bar. 

Die  beiden  Katbeton  saUeo  a,  6^  die  Hyiioteouse  uod  das 
von  der  Spitze  des  recliteo  Winkels  auf  ^e  Bypoteaiise  gefiiUte 

'  Perpendikel  soll  /t  lieisseo. 

1)  //  und  c  zu  bestimnen  uus  «r, 

Man  besiiinine  die  PrujectioDen  der  beideu  Katbeteu  uut  die 
Hypotenas«  einzeln  nod  addire  die  Resultate,   so   eriiäk  man 

r==  r-^  ^— ,  uud  att:i  a£^cA  beatimiai  sidt  ^.    Beide  Ausdrucke 

sind  bequem  zu  eonstnnreii. 

2)  A,  ^,  r  zu  bestiiHwen  aus  A  uud  c  :  /j=^m  :  ^. 

6  ist  ein  geonietriscbes  Mfttel;  du  von  auAgebcnd,  g^e?M)gt«nit»n 

zunächst  zur  UeätimmuDff  vou  ^  =  r-7=g  ,  wuruuf  sieb  c  uod  a 

bestimmen  Tassrn. 

3)  Aebolich  ist  die  Aiitgabe;  aus  ^  und  6  :^  =  jw:is  die  aodero 
'  Sluebe  zu  beütiwuieHr 

4)  Ans  0±^s=«  nnd'  A  die  andern  Linien  su  bestffnnen. 

Mb«  ^nadrive  =     se  bekomiat  mim    ii  dttfGMebung, 

worauf  man  zu  beacbten  bat,  dnss  a6=:zcA;  An»  Resultat  gicbt 

r  =     AztzV  A*.    Fs  ist  klar,  dass  in  beiden  FlMi^  uut. 

das  Zeichen  -4-  vur  der  Wurzel  gebniucbt  werden  kann.        ^   .  * 

5)  Aus  a*^6^^^  mi  ^  dle  fibrigea  Linien  zu  bestraiDieD. 

Man  verfabra  ■ODäcbst,  wie  Yorbin,  siache  dann  a  %w  g«* 

sucbten  Grösse,  so  findet  ivan  •  s=  i<« de —  2c»),  wonna  ^ 

und  ^  zu  bt'Stimmen  snid.  « 

6)  Aus  a  —  lf:=.d  und  c  dit-  iiijri£!;^en  f^itiien  zu  bestinoien. 

7)  Aus  C'\-»'==^9  und  b  die  Linien  zu  bcstiutuken. 

Man  verfabre  anf  tbniiebe  Art  Vri^'ln  5.»  eliainire  c,.  sb  be- 

Stimmt  sich  «=r — =  .  ' 

8)  Aus  c  -  az=.d  und  ^  fijiesel^,  Kestimniuni^  zu  aiaehen. 


Kurze  nnd  efftfaeke  Ab>ertnifg'  der  gaazea  ebenen 
Trigonometrie  aus  den  beiden  Kigenscbaftc n  des  ebe- 
nen Dreiecks,  dass  die  Suuinio  der  drei  Wtwk^l  ttO*  h%r 
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trägt,  und  dass  sich  die  Seit*  h  wie  die  Sinus  der  gegen» 
überstebeDden  Winkel  verbuiteu.    Vom  Herausgeber. 
Weil  D«eb  den  beiden  geDaaateo  Sitieo 

1  ^  ^  iL  tin  B  h_ 
*•    «in  C7*^  c*  .tfirS*^  € 

»in  (Z?-h  C)  ^        »in  if   h_ 

*•    arr      «?'  isrs^  «» 

md  folgliefa 

«    9An  {B -k-C) -^ti\i\  a       a-^b    giii  (/^ 6')  —  «in  ff       g  —  i& 
sin  r  "     <?   »  SSC?  —     e  ' 

Zerlegt  man  nun  die  Zähler  der  beiden  Brüche  auf  den  linken 
Seiten  der  Gleicbbeitszeicben  iu  Fuctorcu,  und  setat  zugleich 

sio  Tss^in  iC  CM  ^C, 

aß  erhilt  an 

sin  {B-^jC)        a-^-b    cos  {B  4-  |C)   a-^S 

^'   ,    »üüC  «   »  .  "*    e  • 

UBd  folglieb  I 

-  s'm  (/?H-        -i-  ^1"  i^'        2sin  ^(77 -H  ^'J  '-'^^  \B         u      I, c 

sie  i€7  —  mn  ^  —       c  * 

-  lin  (g-HO  — tb    2co8  «in   g^b—e 

-  '  cos  (jg+^-t-co»  4r  2cQ8  K^Hf-C)  COT  |ir  ^ 

•  00»  il7    •  cos  ^  ^       <?  ' 

oder»  weO 

itn  KÜ-l-C^^coe        cos  ^B-^C^ssiwin  \A 

^B   g-f-^^g 

^        5iri5   ^ — ä; — » 

sin  j.:/  sIti    a  -i-  /j  ~  ( 

STjc     ~     ^  ^» 

1 1      »iw'  jxi  €08  jig    —  ^ 


12.  4^        ^-t-g — a 

« 

Dorcb  Addition  foo  9.  and  10.  vnd  doreb  SnblftctioR  von  14.  «od 
1%  ergiebft  lieb 

•      «in  i€     —     c   »      CO»  i<7  ~* 

worane  feraer  dnreb  Divbion 
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15.  tMgiiA^S^s=t^=4t9tlC 


folgt 

Am  10.  .iiBd  II.  iin4  tarn  9.  und  12.  iolgt  dorali  Nnlt^lieatioB 

slnC      ^  4€*  * 

l-    C08  ^J*  sin  B      (g-j-A-i^c)  (A-i-c  —  g) 
•in  C      ^  :  fc«  4 

•too»  weil 

«in  JT 

•in  t 

ifit 


und  loigiicb  durch  Diviiioo 

JO.    taug  ^ 
•  und  Hnltipiicatioii 

FtrMr  crgiebt  rieb  m  18.  isd  19.  leicht 

also,  wenn  man  die  sweite  Gleichung  von  der  ersteo  iiihltvUrt, 
nach  einer  hekennteo  gonioaietriecheD  Foriuel, 

«OKMS  MB  Dieb  gebfirig«r  B«twiekelung  sogleich 


24.  9mJ  . 


2Sc 
«erhSIt 

Am  4.  erhiUft  mam  «oeb  leicht  die  beides  GleicbiiigeA 

25.  (a  +      «n  iC^  4-  (a  —  6)*  cos  iC*  ;= 

ved 
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Seist  Bftii  ib'der  letsten  Gleicbungf  toersi 

dttDO 

siii  (Ä     J  C)'  =  1  —  cos  (Zr -h  iC)» } 

SU  erhält  man 

'-tri)'  • 

S7.  tili  t^H-IO*;? 


38.   ciM      +  — 


und  hierau 


-l_  ^' 

Nach  leichter  RechoBBg  erhält  aiao  aber  hienos  fertier 

V 

wobei  man  zu  hemerkciD  htit,  «lass  wessen  der  zweiten  der  beiden 
Gleichungen  4.  die  Grössen  » —  ä  und  cos  {Ii-\-^C)  immer  i^itiche 
Vorzeiclieu  httben.    Aos       »n4  ^1.  iuigi  endlich  durch  Division 


Wenn  man  den  Winke?  C  des  Dreiecks  ABC  durcb  eine  gerade 
IJnie  bttlbirt,  so  wird  amn  sogleich  die  geometrische  Bedeateng 
des  Winkels  iff+^C  erkennen. 

DnsH  im  Obigen  eine  Tollständige  Abhandlung  der  ebenen  Tri- 
gonometrie entbluten  ist,  wird  man  sogleich  übersehen.  Von  der 
frewöhttlichen  Hateriehelang  der  ehipfeii  Penaelii  nulwuiiide»^  altk 
'Seselbe  dadurch,  doss  man  bei  der  ersteren  von  der  Formel  M. 
ausgebt,  und  diese  Formel  mit  HhIFp  «ner  Coustruction ,  bei  der 
bekaoutlicli  rne](r#>re  l'älle  xu  untcrsclieidcn  sind,  beweist.  Bei  der 
obigen  Euiwickeluug  gelaugt  man  zu  dieser  uud  zu  allen  zur  Auf- 
lösung der  Breieeke  alithigea  Permeln,  wenn  maa  Mir  errt  den 
Satz,  dass  sich  die  Seiten  wie  die  Sinne  der  gegeiuihentehenden 
Winkel  verhalten  hewiosrn  luit.  welches  bekaonfffrlt  äusserst  leirlit 
ist,  auf  rein  analjtischem  Wege  uod  durch  gans  aUgemeine  Schlüsse, 
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weshalb  Lcii  der  obigen  Methode  vor  der  gewÖbdliebeu  den  \  er- 
zug*  geben  möchte,  da  dieselbe  überdies  »ehr  lekhl  jMid  mit  sehr 
geringe»  Z«itMfiHia4«  UH  ahv«cl|e  fÜhtt. 


Nouveüc  battcric  gnlvaoique. 
.  (Acad^aie  de»  «cieuces  de  Bra;[^elleaY  S^ance  du  Ö  F^vrier  1841/) 
M.  9L  Crabay  et  QneteUt  fi»at  an  Jra|f ort  f»?or«b1e  aor  uoe  ' 
noovelle  batterie  galvaoiquc,  present^e  danA  me  AHc^ente  aiuBC». 
por  M.  J.  A.  \  HM  Xelspn  de  Maestriclit.  Cettc  piic  rcvipnt  jM>ijr  le 
t\iiid  ä  la  oiodilicuhiin  apnoitee  |»ar  >I,  Faradaj'  a  la  pile  de*  Wolla- 
aUiUf  si  ce  u'eiit  que  :VL  Vua  iVeiseu  emplote,  pour  separer  les 
duijirm  des  cooples  raooeaeifii,  des  Mncwix  de  veire  m  Heu  de 
pe|»ier  vemi  dont  M.  Faraday  fuit  usage  daiis  le  in<ioie  but.  Eq 
outrp,  M.  \  an  \cUcu  a  adofitc  Ic  zinc  afsalgam^.  Conme  Ics  re- 
suitatä  qu'il  eu  a  ubleuu».  depuis  deux  ans  qu^il  en  fait  u^age» 
soot  ire»  satisfaisants,  et  qne  cette  pile  produit,  k  ^alitd  de  m^ture 
et  de  grandeur  des  ^l^ments,  des  effets  plus  ^oergiques  qtifi  eenx 
que  Tod  ohtieot  des  piles  ordinairemeut  employces,  il  nc  sera  pas 
Sans  utitit<^  d'eo  donner  ici  la  descriptioB»  et  de  faire  coaoattre 
qoelaaes-uns  de  sea  eftets. 

1^  dle|iMDta>  calvre  et  lioc,  seet  dispos^  ainii  qoe  now  IV 
vo&s  dits,  conse  dans  Ja  oojphiuison  de  Wellaaton;.  c'eat-a-dire 
que  le  cuivre.  äuud^  au  zinc  dans  cbnquc  couple,  va  einbra>;ser  le 
zinc  du  roujdo  suivnut.  de  inanii^irc  a  ^tre  en  regard  avec  les  deux 
fttces  de  caiit.  plaque,  mais  »ans  coniact  avec  eile.  Elle  diäere  de 
la  pile  de  Wollastoo  ev  ce  qne  lea  Janes  «idtallii|iiea  aont  heaacoap 
pliis  rapprodidea  lea  oaea  des  autres  que  dam  eeiU  deru^rCt  .<Bllea 
ne  r'v  truuvcnt  qu'ä  deux  millimrtres  de  distance,  et  sont  mainte" 
Dues  aioäi  par  des  morceaux  de  liege  ioterpos^  entre  les  plaque« 
de  siae  et  celles  de  cuivre,  tandis  que  les  plaque«  de  euivre  des 
^aMBta  coDsdcntifs  soot  sdpar^s  par  des  oarreiiix  de  verre  de 
ndme  ^tendue  que  les  pluques.  Elle  se  distinc^ue  encore  de  la  pile 
de  Wollaston  en  ce  que,  au  lieu  de  faire  plongcr  cliaaue  paire 
dans  up  vase  particulier  coDtenant  de  liquide  acidule,  la  pile  entiere 
«at  iMerg^  daas  one  senle  auge  coatiooe,  laaa  cloisoas.  ^  Teva  « 
lea  eonples  sont  plac^s  dans  une  espece  de  eadre  4e  Ipoifi  aoiiciieu- 
sement  verni,  dans  Irqtiel  ils  sont  lacileinent  retcDus.  sans  qu'il  soit 
necessaire  de  les  attacber  par  des  vis  a  une  Uarrc  de  l>i»i'5.  ninai 
qu'uu  ent  oblige  de  le  faire  daua  la  couiliinait>uii  a  lu  Wuüastoo. 
Calle  dispoiitioo  pr^eate  eoeore  l'avaatege  de  fbciliter  beaveeap 
le  ddialtaiMage  des  ^U'^ments.  Les  eoaples,  r^uais  dans  le  cadre, 
sont  doseendus  tous  a  la  fois  drtns  le  liquide  nridul^  renfernie  dans 
Tauge;  üu  ajoutc  t  ncore  qne  U'h  hunrs  de  %inc  sont  amalgaiu^es 
avec  s^o.  La  pile  que  Tauteur  cuuitruiiit,  il  y  a  deux  ans^  eon- 
siste  en  19  eoaplea,  daat  las  la»aa  4e  «ipe  oat  111  eenliBi^tTaa  da 
loDgueur  mt  H  de  largeor.  Celles  de  cuivre  ont  la  vi^me  largenr 
aar  nae  longoenr  k  pea  pite  dauUe»  ^mr  aa  replier  aalMir  daa  la» 


*)  Ltelftai     Saat;  Na.       ]i.1fai  IMI. 
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mes  de  xiuc.  Blies  soot  souil^es  uux  Ubms  de  sine  du  eauple  pre. 
e^dent  par  m  |iri>loDg<Miit  Stroit»  ' 

Ce  petil  iBStrutoent,  <|m  n*m  qo'uDK  section  horiiootiile  4e  351 

centiinefrf»«?  carr^s,  qui  oe  consomme  qiJe  pe»  (PaoHle  et  une  fort 
petite  quantite  de  ziuc,  produtt  de«  eüeu  truh  euergtques.^  IHung^ 
dans  un  m^laoffe  de  60  parÜM  «d  ToluMe  d'^an»  une  d'aeide  nilri* 


que  et  antaut  aulliiriqae«  il  &it  rooffir  le  ckerbon  de  bois  arec  une 

lumiere  dont  les  yeux  pouvcnt  dimcilrroeot  supportfir  rtK;liir.  Vn 
fil  de  fer  de  ^  millimetre  d'öpaisseur  sur  35  centimpfrcs  de  luu> 
ffueor  rongit  sur  tonte  son  ^tendue.  Qnnnd  le  Iii  d  u  que  2b  ceu> 
tinitrea  de  longneur,  il  acqoiert  nn  bant  degrtf  diaiBaBoeicence,  et 
De  tarde  pae  •  etre  dispers^  en  globolea.  I^a  ddeonporition  de  INmii 
efet  op^r^  avec  une  tres  p^rande  rapidito. 

I.es  denx  batteries  galvaniques  que  Fuuteur  a  cnnstruifes  pour 
rUoivcnit^  Catboliqne,  d'apr^s  le  plan  de  Celle  ci-deasus  d^crite, 
aeia  snr  une  ^belle  pIns  grande,  offrent  des  effeta  prorporttonn^  k 
leurs  dimensions.  Celle  du  cabinet  de  pLysiquc  ronsistc  en  52 
couples,  dont  les  lames  ztnc  ont  centimetres  de  largeur  sur 
20  de  hautetir.  Par  son  moycn,  un  fil  de  platine  de  de  milli- 
■itere  d'^paliiewr  anr  49  centlaibCrea  de  leoguenr,  fnt  mn  eii  iaran- 
detceiice  avcc  un  C'clat  extraordiuaire,  et  tomba  en  sept  morceaux 
aux  extr^mit^H  desquels  Ic  m^tnl  fondu  s'nrrjT-Innit^ra  rn  liniilrs 
fil  d'argent  de  .Vö  d'dpaisseur  sur  40  ccötnnr»tre8  de  l(iufi;ut'ur.  rou- 
git  fortement  et  tomba  en  fragoients.  Un  fil  de  fer  de  l"*"*,  22  d'^« 
peiaaenr  snr  40  eentfeiilrea  de  longaenr  fnt  porU  repMeaeet  4  le 
plna  vive  Sgnition,  et  se  rMuisit  en  quatre  morceaor  dans  lesquets, 
en  plusiears  endroifs,  le  fer  fondu  s'^tait  ramusse  en  gros  glonules. 
Lors  de  cctte  deroicrc  exp^rience  ia  batterie  avait  d^ja  travaili^ 
depuis  longtemps  et  ^it  tr^i  «ffaiblie.  Au  d^btit,  od  avait,  afia  ' 
4*exeiter  noe  dnaoelle,  rappradid  jusqu'aa  eontact  les  denx  lases 
de  cuivre  qui  scrvcot  dr  rnnductenra-,  les  extremit^  rapproch^s  se 
soud^rent  mcontinent  «  nsembie,  au  potDt  qu*il  faJlul  euploj^er  on 
certaio  effort  pour  le^t  separer. 


In  drn  Nnvis  rnmmentnriTS  Academiae  scifmiarum 
imperiuiiü  Fetropolitanae.  T.  XV.  p.  107  findet  man  eine 
ziemlich  weitläufige  Abhandlung  von  i^exell,  welche  die  folgende 
Ueberschrtfl  Itibrfi  Solati«  probleaiatiB  algebraiel  de  in» 
festigatione  oaneroratt  continae  proportionalinm,  quo- 
rnai  datur  summa  a  et  au^ma  qii  nd  rato  rnm  /j.  Im  Kint^aug« 
dieser  Abhandlung  meldet  Lex  eil,  dass  in  Saundersons  Ali^e- 
bra  sieb  Aaflifsangen  von  Mo i vre  für  die  beiden  Fälle,  wenn  vier 
oder  Aaf  C%eder  der  geometrischen  Reibe  gesucht  werden,  be- 
tirdcTT,  und  dasB  Maclau  rin  in  seiner  Alsi^elira  solutionis  quoddain 
specimen  pro  illo  tantum  easu  ^uo  ciinuTUs  terminorum  fst  impar 
gegeben,  dass  er  selbst  aber  die  Auliosuiig  des  allgemeinen  Pro- 
aiesM:  quo  quaeraatar  nuaieri  qaotcuoqae  cootioue  propoifioaales, 
datis  eoruai  summa  et  summa  quadratonua,  aiebt  sowohl  proptcr 
utilikateBi  ex  boe  proMeaMte  tednadanteai«  loidm  fielBcbr  propler 
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''e8rrea;''ia  is'B  caiculi  siibsidin,  quae  ad  cius  Bolutionem  requiruntur, 
UiUcriioiniiicii  liahe. 

In  einem  in  nieineu  Hunden  belindliclien  IVlanuscript  hat  Jo* 
liann  Friedrich  I*faff  sich  die  folgende  noch  weit  ullgemeiucre 
•Autgtihe  vorgelegt: 

Wenn  die  Summe  a  von  /u  Gliedern  einer  geometri- 
schen Reihe  und  die  Summe  f/  der  rten  Potenzen  dieser 
Glieder  gegeben  ist:  die  Reihe  zu  bestimmen,  d.  h.  ihr 
erstes  Glied  und  ihren  Kxponenten  zu  finden; 
und  hat  zugleich  einige,  wie  es  mir  scheint,  sehr  bemerkenswerthe 
allc^emeine  Gesichtspunkte  angegeben,  welche  zu  einer  zweckmässi- 
gen Auflosung  dieses  Problems  führen  können.  Indem  ich  den  Le- 
sern des  Archivs  über  die  von  Pfaff  aufgezeichneten  Bemerkungen 
im  Folgenden  einige  Mittheilungen  mache,  möchte  ich  mir  zugleich 
erlauben,  dieselben  zu  dem  Versuche  einer  vollständigen  Auflösung 
des  in  Rede  stehenden  allgemeinen  Problems  auf  dem  von  dem  c^e. 
nannten,  der  Wissenschaft  leider  zu  früh  entrissenen  grossen  MatI  he- 
matiker  vor^ezeichneten  Wege,  und  zu  der  Mittheilung  derselben 
in  dem  Archive  aufzufordern. 

Bezeichnen  wir  mit  Pfaff  das  erste  Glied  der  gesuchten  Reihe 
mit  JCy  ihren  Exponenten  mit  y,  so  ist  die  gesuchte  Reihe 

und  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  haben  wir  daher  die  bei- 
den folgenden  Gleichungen: 

oder 

Erhebt  man  die  beiden  Seiten  der  ersten  Gleichung  auf  die  rte  Po- 
tenz, und  dividirt  dann  die  erste  Gleichung  durch  die  zweite,  so 
erhält  man  die  folgende  bloss  noch  die  unbekannte  Grösse  y  ent- 
haltende Gleichung: 

(gr 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen  -£-=€  setzen, 

\\-y)      •(!— y/T)  :  (1-5«")  — 
also  nach  einem  bekannten  Satze 

=  <r  j  1  +    -f- 3^«  H- . . . -f- y<^»>'" j 

oder 

Diese  Gleichung,  mittelst  welcher  der  gesuchte  Exponent  y  be> 
stimmt  werden  muM »  ist  oflieubar  vom  Grade  (r  —  l)/i* ,  hat  aber 


4 


eiae  EiEenicbalt,  weiche  «b  mügiicb  oMicbt,  «ie  auf  einen  Biedrigern 
Grad  zu  redneirett.  Bexeieftnet  inao  Qüvlkli  die  VmttM  te 
Kttkea  Seite  des  GleldilieitszeicbenB  im  AllgweiiieB  /(f),  so 
dan  dio  die  obige  Gleiehnng  die  Fem 

erbält.  und  si  t/t  nun  y  für  y,  so  wird  diese  Gleicbutig,  wie  man 
BAcb  ieicbter  Kecbiuiog  iiodet, 

Wpnn  aber  üherhau|it  die  Fuoction 

/  (4)  =r  ^4" ^4*^+ C!i»-2^  .  .  . -|.  Ci>  4.  fl^X  +  2( 

eioer  Gleicbuiig 

de»  «tili  Grade«  die  Bigeoieboll  bot,  dose  sie,  weoa  md     illr  s 

•etzt,  in        übergebt,  so  ist  jederzeit 

^s^aC,  Bss9b^  CssC,  B.  B.  w.;. 

d.  b.  die  vom  Anfange  und  Ende  gleich  weit  oba^beBden  Toefti- 
cienteD  der  Gleichung  hind  eiiiam!)  r  gleich,  welcbes  BOf  folgeade 
Art  Jeicbt  im  Ailt^eineiuen  bewiesen  werden  kaoo, 
Nacb  der  Voraussetzung  ist  tur  jedes  x 

=  '  ^  * 

und  fiilglicb  fUr  Jedes  ^,  wenn  man  luil  auf  beiden  Seiten  mui- 
tiplieiitr 

=  2(  -h      H-       -h  . . .  -I-  Ci«-2+  /r*»-»  +  ^*'«; 
also  nacb  eineBi  belcanoien  Satze 

C=€,  n.  w. 

wie  behauptet  wurde. 

Daher  hat  auch  unsere  obige  Gleichung,  aus  welciier  der  Kx- 
ponent  y  bestimmt  werden  muss,  die  Eigenschaft,  dass  die  Cueffi« 
deBtoB  der  vobi  Anfinge  und  Knde  gleich  weit  Bbftebendeo  Glie* 
der  einander  gleich  sind. 

Nun  bat  aber  srlion  Kuler  in  den  Co  m  m  p  n  f  ?i  r  1  i  b  Acade* 
miae  scientiarum  imperialis  Pctr  upol  ituu  ae.  T.  VI.  (M.  s. 
BBcb  Leonhard  Kulers  Kinleitong  in  die  Analjsis  des  Un« 
endlichen.  Aus  den  l^ateinischen  üherserzt  von  Job« 
Andr.  Christ,  ^llchelsen.  Tbl.  III.  Berlin.  ITW.  S.  13)  ge- 
zeigt, dass  sulrlu!  Glelcfiungen,  in  denen  je  . zwei  vom  Anfange  und 
l^inde  gleich  weit  nbütchenBe  Glieder  gleiche  CoetGcienten  baben, 
Bieb  iner  veni  (3»+  l)8t0ii  asd  to«  S«t«B  GtBd«  bbC  de«  iileB 
kembbflBgBat  Ibim,  WBHIber  Po^ndee  sa  htmw^ma  int. 
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Wenn  die  Gleichung  zuerst  von  (3«» -ft**  l)tleii  Gnd«  ist,  und 

^    tttso  im  AHgeoieineo  die  Furm 

bat,  fo  kann  man  dieselbe  auch  auf  tojgeade  Art  danteUea: 
imd  Bmn  kann  alaa,  weil  bekanntlich'  jiberbaii|ift 

ist,  in  die  Function  auf  der  redlteo  Seite  des  Gleicliheitszeichens 
mit  » H- 1  oline  Rest  (lividiron,  Tvodiirrh  man  eine  (»Icichunrr  des 
2i»teo  fIrnfipH  erhätf,  in  wel«  lu  r,  wir  sirli  lu'i  naliercr  f^ufersiiclinnß;' 
zeigt,  oocb  die  vuin  Anfange  und  Lnde  gleich  weit  abstchendeu ' 
Glieder  gleiebe  GoeffieiesteB  babea.  Wenn  lieb  alao  zeigen  läsüt, 
daaa  jede  Gleicliung'  des  2Mten  Grades,  in  welcher  die  ¥üin  Anfange 
und  Knde  gleich  weit  abstehenden  Glieder  gleiche  Cocfficienten 
haben,  auf  den  «vteu  Grad  herabgcbracht  werden  kann,  so  wird 
dies  aucb  von  jeder  Gleichung  de«  (2«w  •4- 1  )«teQ  Gradeii  von  der  in 
ftede  atebenden  Bnaebnfenbnit  bewieaen  nein. 

Um  aber  so  zeigen,  dass  jede  Gleichung  deg  2Mten  Grades«  in 
welcher  die  vom  Ant'anire  und  Knde  f^^Ieich  weit  abstchetidea  Glie- 
der gleiche  Coefficieuten  haben .  auf  den  Mten  Grad  herabgebracbt 
werden  kann,  vedabrt  £nler  Bi  |i.  Ol  onf  folgende  Art. 

Iklanebltti  mr  mtmM  4m  €leielMBg  4ea  nirten  teden 

und  denken  uns  dieselbe  auf  die  Form 

{s*^az-^\)  (a»-|-/?s-f-I)=0 
oder,  wie  mau  uach  leichter  Rechnung  llodct,  auf  die  Furm 

X«  ^  (a  + /?>a ' -f- (U/S  +  2>*  4- + +  1=  0 

gebracht,  so  beben  wir  svr  BeatinBnng  tob  a  und  ß  die  beiden 

Gleichungen 

a'hß=J,  nf-i-^^B  oder  u-^ßssji,  aß^B^^i 

nnd  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Gleicbnngen  sind  felglick 
u  nnd  ß  die  beiden  Wnneln  der  Gleichung  des  «weiten  Grades 

^  können  also  doieb  Anfleaung  dieser  Gleichung  geftinden  werden. 

Hat  man  aber  auf  diese  Weise  n  und  ß  gefunden,  so  erhSlr  man 
die  vtiT  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  des  vi«'rten  Grades 
durch  Auflösung  der  beidcu  Gleichungen  des  zweiten  Grades 

»»  -f-     -I-  1  =  0,      -i-  /5*  -f-  1  =  0. 

Betracbten  wir  ferner  die  Gleichung  des  sechsten  Grades 

nnd  denkoB  wn»  difesolbo  «nf  dHr  Foim 

•der  anf  die  Fora 
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»•H-(«-4-/J-f-y)**  » 

gpebradit»  lo  haben  wir  mr  Betdammg  vea  f  die  drei  6tei- 
cbangen 

oder 

nod  a,  §f  ^  sind  also  oach  eiDem  bekaonten  Satze  ?on  den  Glei- 
ehnngea  die  drei  Warseln  der  Gleichnag  dei  drltteo  Gredee 

Hat  mau  aber  durch  AuflöaoDg  dieser  Gieicbung  a,  y  refoiideo, 
so  erhält  leen  die  Mdie  Wefieln  der  regrebeeeii  Gleienunff  dee 
sechsten  Gredee  doreh  Anlloenng  der  drei  folgenden  qnedmmchen 
Gleichniqpni 

Mehrere  MittlMilangeD  so  ■neben,  verbietet  jelst  die  Bewhrlnkl- 
heit  des  Raums.  Dass  aber  die  vorbergeheodeii  Andetttuogen  zu 
Tielfachen  fernem  Entwickeluno^en  Vcranlassunc^  efehen  können, 
liefft  deutlich  yor  Augen*.  Vorzüglicb  würde  es  oatüriicb  auf  die 
Anmadong  allgemeiner  Geeeine  nnkoaieen ,  ^nd  zwar  snniebtt  nnf 
eine  völlig  allgemeioe  Entwiekeinng  d<  r  (>leichnng  des  /»ten  Gra- 
des, ilurrh  welche  ftoi  einer  2;'e!?eheneii  Gleiclmno:  ues  2rtt('n  Gmilos 
die  Kiilt'sgrüssc  t#  besimmt  wirij.  Ohne  Beweis  g-iebt  Euler  a.  a. 
0.  die  Coefilicienteu  der  neun  ersten  Uiieder  dieser  Gleichung  auf 
folgende  Art  nn: 


I  «  2 


n{n  —  4)  (//  —  5) 
1 .2. t  ^ 


(0^4)  (n~7) 
V  1  .  2 


(»-2)(n-6)  (ii-7)  ^ 
1  .  2  ,  t  ^ 


m{n  —  5)  (if  ~  6)  (w  —  7) 
1.2.5,4 

Auf  jeden  Fall  scheint  eine  neue  üntersuchnng  dirsrs  OeErcnstaiKies 
und  der  obigen  Aufgabe  über  die  geometrischen  Heiben  wünschen»- 
Hertb  zu  sein.  G. 
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XXUI. 

Uutersuchang  der  tri^onometriseheii  Relationeu 
des  geradlmigea  Viereckes. 

Von  4ea 

Uerru  Pfof.  C.  A.  Hrelscl^ueiiivr 

in  Gotha. 


S'md  in  einer  Ebene  vier  beliebige  Pnnkte  D  (Taf.  III. 

Fig.  l.)  gegeben,  von  denen  nie  nehr  als  swei  in  derselben  Ge- 
Mden  liegen >  so  wird  der  Inbegriff  der  seebe  geraden  Linie», 
welche  durch  diese  Punkte  gelegt  werden  können,  ein  vollstän- 
dickes  Viereck  genannt,  und  die  gegebenen  Punkte  Haupt- 
ecken  dealelben.  Je  zwei  ieuer  Geraden,  welche  keine  Uaupt* 
•dte  gemein  bnbeo,  beiwen  ve  gen  leiten  4ei  Viereekei,  ihr  fon 
den  Hauptecken  verschiedener  Durchaebnittipunkt  ein  zugeordne- 
ter Pijukt,  und  der  in  dem  letTtt-rcn  von  deu  beiden  Gegenseiten 
geiiiidete  Winkel  der  cbaraktcritttiscke  Winkel  dieser  Seiten. 
%A  hal  demnach  jedes  vollständige  Viereck  drei  Paare  von  Gegen- 
nnüta:  AD  IiC\  AB  und  CD^  und  AC  und  BDr,  ferner  drei 
.  zugeordnete  Punkte  F,  Cr;  und  drei  charakterlsclie  Winkel: 
AEDy  AJPti,  und  IIGD.  Ferner  sollen  die  drei  Verbindungslinien 
je  zweier  der  zugeordneten  Punkte  zugeordnete  Seiten,  das 
irna  ihnen  gnlnldctn  Draieek  sn geordneten  Dreieck  und  die 
Winkel  des  letstsren  zugeordnete  Winkel  genannt  werden, 
-nrilirend  dagegen  die  durch  die  Hauptecken  c^enenden  f>praden 
H  a  u  |t  t  s  (•  i  t  e  n  und  die  von  irgend  zweien  diTselben  LrciiiMt-ten 
Winkel  iluu^lwiukei  heiä^eu  mögen.  Zwischen  deu  Uuupl-  uud 
zugeordneten  Psnktcn  oder  Eclcen  findet  übrigens,  der  weseDtlicbe 
Unterschied  statt,  daae  in  den  erateren  sich  immer  drei  Hanptiel" 
Ufi,  in  den  letzteren  dagegen  nur  zwei  derselben  sclmeiden. 

Verbindet  man  die  vier  Uauptecken  eines  voU&tänUigcn  Vier- 
eckes durch  einen  stetigen  Zug,  to  daas  keine  derselben  Übergan« 

5en,  aber  auch  keine  swei  Mal  berührt  wird,  so  lassen  sich  da« 
ur<  ti ,  !n  welcber  Ordnung  aucb  diese  Funkle  nnf  einander  folgen 
TMIU.  15 
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mögen,  docli  immer  nur  zwei  Paare  von  Gegenseiten  beacbreiben, 
wüErend  das  dritte  Paar  stets  ansf^Ult.   Bine  solche  vierseitig«  Fi*  ' 

gor  nennt  man  ein  einfaches  Vlereclt|  die  Tier  durch  des  ste* 

'iip:<Mi  Zug  erhaltenen  Hnnpfsoiten  werden  nun  spcciell  Viererks- 
seiten,  das  nicht  erhaltene  Paar  der  Hauptseiten  dagegen  Diu- 

Suualen  genannt.  Kndlich  heissen  die  vier,  von  je  zwei  Soiteu 
es  einfachen  Viereckes  gebildeten,  Winkel  speciell  Vierecks- 
Winkel;  diejenigen  acht  Winkel  hingegen,  welche  von  einer  Dia- 
gonnle  und  einer  Viererksseite  gebildet  werdevt  leegeii  die  Be- 
nennung Diagonalwiukel  erhalten« 

«.2. 

Die  vollständigen  Vtrrrrke  zerfallen  nach  Verschiedenlicit  (tcr 
gcc^pnseitigen  l^age  der  Hauptecken  in  zwei  wesentlich  verschiedene 
Classen.  Haben  nämlich  die  llaupteckeo  eine  solche  Lage,  dass 
jede  derselben  onsserhalb  des  von  den  drei  übri^n  gebildeten  Drei- 
eckes liegt,  (wie  dies  in  Tof.  III. Fig.  1.  der  Fall  ist,)  so  wird  der  eine 
.der  znsreordnetcn  Punk(e,  nämlich  Ey  unmittelbar  durch  die 
zu  ihm  gehörigen  Hauptseiten  gebildet,  die  beiden  andern  dagegen, 
/*  nnd  entstehen  erat  durch  die  Verlängerung  jeder  vonl>ei- 
den  stt  ihnen  gehörigen  Haufitseiten,  oder  kürzer  ausgedrückt:  von 
den  zugcnrdnrtrn  Punkten  \\v^rt  nnr  einer  innerhalb,  jeder  der 
beiden  amieren  ausserhalb  der  vier  Hnuptecken.  Haben  dagegen 
die  letzteren  eine  solche  gegenseitige  L<age,  dass  eine  von  ihneo 
innerhalb  des  von  den  drei  anderen  gehildeteD  Dreieekes  Kegt, 
(wie  dies  in  Taf.  III.  Fig«  %  der  Fall  ist,)  so  nnss,  niB  die  ugeordneten 
Punkte  zu  erhalten,  von  jedem  Paare  Gegenseiten  nur  die  eine 
verlängert  werden,  so  dnss  jeder  dieser  drei  Punkte  inner  Im  Iii 
zweier  Hauptecken,  »her  zugleich  auch  ausserhulü  der  beiden 
anderen  Hanptecken  Hegt; 

Sucht  man  jetzt  die  sämmtlicben  einfachen  Vierecke  anf,  wefdiie 
in  dem  vollständltjen  Vierecke  der  ersten  Classe  enthalten  sind«  so 
bekommt  man  erütens  das  gewöhnliche  einfache  Viereck,  ABCDAy 
mit  Vier  hohlen  Winkeln^  sodann  aber  «wei  sogenannte  Uber* 
schlagene  Vierecke,  ADUCA  nnd  ABDCA^  mit  zwei  hohlen 
und  zwei  erhabenen  Winkeln.  Diese  einfachen  Vierecke  sollen 
im  Folgenden  durch  die  Benennung:  einfache  Vierecke  der 
ersten^  zweiten  und  dritten  Form  unterschieden  werden.  Es 
ist  'befctant',  dass  die  Wiokelsnsinie  in  den  Vierecken  der  - ernten 
'  Form  4  Rechte,  in  denen  der  «wetten  nnd  driften  Form  hittgege« 
8  Beeilte  beträgt. 

Werden  ^dagegen  auf  gleiche  Weise  die  einfachen  Vierecke  be- 
stimmt, welche  in  der  zweiten  Classe  der  vollständigen  Vierecke 
enthalten  sind,  ho  werden  zwar  ebenfalls  ihrer  drei  gefMden, 
AUCDA,  ADßCA  wwA  ABDCA-,  allein  sie  sind  sänimtlicb  nur 
von  einer  und  derselben  Form,  indem  jedes  von  ihnen  drei  hohle  • 
und  einen  erhabenen  Winkel  enthält.  Diese  neue  Form,  deren 
Winkelsnmme  jederseit  4  Rechte  betrggt,  soll  künftig  als  ein<* 
Caches  Viereck  der  vierten  Form  bezeichnet  werden. 

Sollen  endlich  die  einfarlien  Vien  i  ke  nach  dem  Betraa^e  ihrer 
Winkelsuuinien  \on  einander  unterschieden  werden,  so  kann  man 
die  der  ersten  und  vierten  Form  al»  Vierecke  erster  Gattung, 
die  der  «weiten  und  dritten  Form  hingegen  als  Vierecke  swei-* 
ter  Gnttung  sustinimenlasseii.  - 
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Die  naclifolfiifeiiden  Untprsueliuiif^cii  wordeu  sich  nusscliliess- 
licb  auf  lUie^  volUtändiffeD  Vierecke  erster  Classe  gründen,  und  so 
^Mn'  |fi^^^eiDftu!hea  Viereck  In  Betraeblung  zFeheo  «äsaeB,  Rteto 
dis  i^tst^r  Purm  zu  Gntlide  Ic^cn.  Die  so  cnt wickelten  Formeln 
werden  tbeila  die  Vie^ecfce  der  drei  ühritjpri  Formen  iinmUfellmr 
umfaMen»  Ibeiis,  wo ,  dies  nicht  der  Füll  sein  sollte,  uiif  diesel- 
ben leicht  überffetrajg|en  werden  können.  Clm  endlich  die  Vor- 
n^i^^f^q  Up  Ai^ß  f'<^fMn  binlänfflich  bestimmen  xu  kennen.,  seil  in 
der  zu  Grunde  gelegten  Construktion  (Tuf.  III.  Fig.  1.)  die  Ilauptecke 
j4  t  auf  deren  vorwärts  verlängerten  Schenkeln  die  zugeordneten 
l^nli^e  u|id  6'  liegfsn,  als  erste  E:;ke  angenommen  und  dabei 
fesfaMMtet  w^en,  daM  die  SumM  der  Unuptwinkel  BJD  und 
Bß[f  kleiner  nie  t  Becbte  aei. 

Man  iulire  annmebr  folgende  Bezeicbnnng  eint.  |)  für  die  M« 
te»  nnd  ihre  Vctiängernngen  nnd  Abschnitte: 

'  \    BB'::^€,,  toB=se^ 
2).fiir  die  cbarakteristiteben  Winkel: 

A]^B=zJ,  HGB^By  Ako^C^, 
S)  für  die  Hanptwinkd; 

0.  8.  w.  SO  dass  jeder  Hanpiwinkel  dnreb  die  ibn  eintcbliessenden 

Seiten  angedeutet  wird; 

4)  fSr  die  zugeordneten  Seiten  und  Winkel: 

G£=sa^      FBssß^  FG=r 

GFE=:(ßy),  F£'E7={ar),  FEG  =  {ttß). 

5)  Ferner  sollen  die  Von  drei  llau(ilecken  i^^^bildeten  Dreiecke 
Hnaptdreiecke  bc^eaen  nnd  ibr  Plftcheninfaalt  in  nacbatebender 
WebM  beaeicbnet  werden:  - 

ABDs=To^CD=zT^ 

B€Bz=  T„  ACB=:  T,; 

dagqKen  mögen  die  von  zwei  Uauptecken  und  einem  zugeordne- 
ten Punkte  gebildeten  Dreiecke  Nebendreiecke  beiiMn  und;  da 
ea  ibrer  12  sind,  durch  ein  T  angedeutet  werden,  dea  die  Hanpt- 

seite,  auf  welcher  das  Dreieck  steht,  und  die  Nununer  des  zusro- 
ordneten  Punktes  in  seiner  Spitze  beigesetzt  ist;  wobei  man  die 
Ponkte  F,  G,  E  beziehungsweise  als  ersten ,  zweiten  und  dritten 
Pnnkt  betracbtet  >Denmach  wäre  a.  B, 
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6)  Den  FlächeniDbalt  des  iflgeordneten  Dreieckes  EFO  wollen 
wir  mit  \  bezeichnen;  tfapreorn  sollen  die  FUcbeniiiWte  der  m 
Tot  III.  Fig.  1.  eathaltenen  eioiiicheD  Vierecke 

AB  CDA  s/*,  ADäCA  =r  ABBCA 

gesetzt  werden.  Mit  Bülfe  dieser  Bezeiclinunffen  und  Benennun- 
gen, deren  ZweckmÖBsigkeit  sich  durch  das  Nachfolgende  recht- 
fertigen wird,  können  nniiMehr  die  triffonometrisclien  ftelationen 
de»  volletindigen  Viereckes  leicht  nod  fibereiehtlicb  entwickelt 
werden. 

Jede  Hauptseite  gehört  als  Vierecksseitc  sn  zwei  eintacbea 
Vierecken,  nnd  sie  Dreieekeeelte  la        Banptdfetecheit.  Nun  iit 

•ber  aus  den  filementen  der  ebenen  Trigonometrie  und  Tetra^o- 

nometrie  bekannt,  duss  jede  Solto  rinrs  geradlinigen  Dreiecks  gleich 
der  Summe  der  auf  sie  be/ogcru  tj  Projektionen  der  beiden  ande- 
ren üreiecksseiteu ,  und  das.s  jede  V  iereckssette  gleich  der  Sunme 
der  anf  de  beseseBen  Proicktioneti  der  drei  übrigen  Vlereekaei- 
ten  Ist,  gleicbTiel.  von  welcber  Fern  das  Viereck  Ist;  «Ise  wird 
snrdrdersl: 
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Werden ' diese  0  GleicliuugeD  beziebungsweise  mit  aa^bb^cc^ 
■mltiplicirt,  so  erbäit  man  linker  fluod  die  Huadraie  der  llftD|^* 
feiten.  Je  zwei  deraelbeQ  «ddirl  nnd  vil  einer  eatepreeheK^en  4nl* 
ta  verglichen  geben  die  AHeMdies.:. 


m 

=rÄ«-f-C,*t— M«?,  cos  {i^c^)^6^*  -i^e*  ^t^^e  CO! 

<»,'  =  ^r,  co8(^,)  +  ^,f  cos  eoB  ff  — «?,  cos  Cj 

=  ^»-4-c* — 2Är  cos  (^<;)=:Ä,' -f-f,' ^ — -'^^^i  <'<>8(^,f,)i 
=«rc  cos  («c) -i- CQs  (a,c,) -|- cc,  cos  6'— a»g  cos  ^| 
=  —  2ac^  c«s  («r, )  =  a^*  -f-    — 2<7|C  ces(«|Cj 

^,*=«r«,  coi(«e,]l-|-«jf  cw(«|C)-|-cirA  fosC^ow,  cos^/ 

=sad  eo»{a6)  +  at^t      (fr,^J -H  Atf,  totCji^M^  cos  ff ] 
=  «•  -H^t*  — i^Ä,  ci>8(i»Ä,)=:<»,'  H-Ä*  — 2«,Ä  cos(«r,^) 

c,' =aÄi  cos  (flr^, ) -4- <7t'^'  cos  cos -/ —     ,  ton  B 

'  ==     -H  ^'  ~       9«8 (««^J  =  a, »  -i-    >  —  2«r,^,  cos  (a.^,) 

DeAnach  könoen  jede  zwei  Gegpeoseiten  auf  «Iret  venebicdene 
Arten  aua  vier  nlirip;«^!  (laitptscitcn  und  »Irti  von  üifirn  p;-pfu!<le- 
teii  Hauptwiukeln  gt-tuijdeu  werden,  i'^ührt  man  cndlidi  nudi  drei 
Hülfügrö&sea  J,<f,J,  eio^  so  dass  man 

6^*=ibetM I  CO« H-^K c  iM oH^i^i  coi ) i 
^,*is«ccoi(«€)-Hipei  co«(«e,H-#'i«cos(«t40-|-«i«i  cot(#,C|)/  3<. 

hat,  80  ergiebt  8|cb  «afib  nocli:         r  *"  t 

.  (y,«s=s^»+^,*~SM,_>cof  IT 55i?^4- <?,*-!•  to^  cos  C\ 

^,*  =  tf» -Hc,* -i-ftir,*  cois  ^=a:«*-|«  a,»-|-2<wr,  cot  ^>  4. 
d,'=«=H-«^'— 2««,  cos  ^  =  /i»-f-^,»4-m,  €08 /^) 

Üie  geouieUificke  Bedeutung  der  lluitjKj^rüsieQ  (^iJa<)',  ergiebt 
•ich  lofoft,  wenn  iuiq  .die  AaswQcke  fik*.  4.  coiutratrt   Mao  siebe 

oämlicL  TAf.lll.Fig.3.ail£«i«r  U(ittpteelio.A  die  Gerade  BN\^4C 

und  verbinde  D  und  N  durch  eiin»  flpnulr.  so  ist  DX—S,.  Zieht 
man  ferner  auB  D  die  Cierade  .^<^'  und  verbindet  //  und 

so  wird  die  Gerade  Bßi=sS^\  und  maebt  umo  tii*t^  Ah  und 
BPX^AB  «nd  verModet  C  «od  J»  so  isi  «o Hende  Cl'isiii,, 
Diese  CoDstmktioil  zeigt  erstens,  duss  die  Httlfsgrössen  <^,<^,^g  die 
dopnelten  VcrIiirKiungslinicn  der  Mittelymnkte  je  »Weier  Gess^nseiletf 
sind,  und  zweitens,  dass  sie  sich  sänimttich  in  einem  uud  demseU 
lieii  Punkte  schneideo  nnd  gegenseitig  balbiren  müssen.  Bezeieb- 
net  mwa  ?od  den  Winkeln,  weiche  je  &wei  der  Linien  ^t^^^t  mit 
einander  an  ihrem  p^emeinscbaftlichen  Durcbscbnittspunkte  machen, 
diejenigen^  die  den  Seiten  ^  //  r  ?etrenüberliegeD,  besiebuogsweise 
mit  {^1$)  (<^ia)t  80  bat  uiuu  noch: 


^  kjui^uo  i.y  Google 


Aus  deo  bisher  gefuDdeueo  Poraelu  ergeben  cfeft  nun  durcli  tWeck- 
■äuige  Vfrkiu^Uig  ^bimUm»  fidgeude  neue  Anedriicke: , 

1  4 

Deasuck  ist  in  jedem  volUiändigcii  Vierecke  die  deppelte  Summe 
der  Quadrate  zweier  Gegeoseiteo  gleich  der  Sumiyc  der  Uu  ad  rate 
der  doppelten  Verlnnfionür^^liDien  zwischen  den  jMitlelpttojktea  der 
beiden  autJereu  Toarc  vuu  üc^useitcn. 
Vnmitfeibar  er^plebt  sifb  iMeraue: 

:  d,*=as— «,»+Ä'4-<^.'-i-c»-f.<?,« 


d;»=B  i,»-i-«,«+Ä»-4-Ä,*-<^>c,»  f 

d,  •  •+•  d,»     d| »  =     +  a, »  +     -I- »  4- » 

^Idbee  die  bekaonlen  von  Ruler  gcfundcneD  Sütze  slod.  Für 
die  Terschinionrn  hier  Torkommdadeo  Winkel  ergeben  sieb  l#J^ 
sende  üntdrücke; 

9^*  —  d«*  as  4ni,  eet      #,  *  —  «*  =:*d,d,  cos  (d, ,) ) 
#,*^d,*=54dd,  cesÄ,  Ä,»  — 'd«=sd,d,  cos  (<?.,)[  8,. 
dg'  —  d,'  =  4cr,   cos        c,' — c*  =  d,da  cos  (d, ,)) 

^•H-«i'Ä**-l-d,»— 8«?,  ees  C?=e»-f.e,»H-2dd,  cos  JT] 
*»H-d,«ssc»H-r,*  — 2sw,  cos^=i 

^SMr,  cos  ^  +  ^^1  cos  Ar«4>i 

Ferner  erhält  man  durch  Addition  von  {%)  und  ^4)  nid  gehärige 
gabsiknion  nus  (1)  die  GUicbuDgeu: 


^*+^i*+Sdd,  eoBB\ 
••-|-«i*+äc<fj  cos, Cr 

OOS  ) 


m 

a*  -i-«J,»=A»   -*-c»  cos  (^,c,) 

=r  //,  ^  4-  c, »  -t-t^   cos  ijk) 

•  ,*-|-^,*=Ä*    -I-  Cj* -f-ä^jC  cos 

+^,»ÄC«  '+2»,Ci  cos  («iCi) 

*,*-K>,*Äö,» -1-«»  / 
.e«  +<|,»=a*  cos 

Sind  daher  die  9  Geraden  aaiöliCCiS^d-d^  gegeben,  so  lassen  sieli 
BUS  jie  Sechsen  von  ihnen  inuier  swfli  H«i|itwiokel  finden.  SiD4 
die  Uauptseiten  allein  gegeben,  so  reicbcn  diese  hin,  alle  drei  cha- 
rakteristischen Winkel  zu  berechnen;  sollen  binsjcgen  dir  Ii  Vier- 
eckswinkel irgend  eines  eiofachen  \'iereckes  getunden  werden,  so 
MSB  nnsier  den  6  Hauptseiten  auch  noch  eine  der  GröHen  ^  und 
iwnr  diejenige  gegeben  sein,  welche  zu  OiagaBaleB  dinwi 
Viercckfi  gendrt  Demnach  ist  nbo  i.  B. 


'1 

cos   gj;  «  '4^;   >  11. 


eos  M)ss  ^,  cos      )=     ^         *  1 


12. 


m  s.  w. 


§.  6. 

Neben  den  in  §.  \.  unter  Nr.  1.  ziisammencrestenten  Fundamen- 
talgleichungen giebt  es  ab(  r  [)rkantitl icb  noch  eine  zureite,  in  wel- 
cher die  Sinusse  der  Wiukcl  vorkummeu,  und  die  gewöhnlich  un- 
ter der  Forsi:  0  =  m  sin  /*H-m  sin  ti-^p  sin  il  fnr  das  Viereck, 
umi  m  sin  Pssm  sin  0  für  das  Dreieck,  dargestallt  iM*  Der 
Kürze  hallM'r  sollen  im  Folgenden  bei4e  gleich 
werden }  dies  giebt  die  Ausdrücke: 


13: 


«iiB(4iC,)  =  ^  SM  (^,)=»r   sin  C-^mt  sia  (a,C|) 

'   ^  -  sa^:  iin  C-^h^  sin  (6.«,) 

•  tifl  («e)  sia  (^40)=sC|  sSn  C-*-«,  sIb 

'  sstf,  i«v  C?*^  sio  {bc) 

«  sitt         =  c    tio  (i}|r)  =  ^   iSn  B^^-a^  sIq 

4»  siD  (0^)  sse,  sia         =     sio  ß-^»^  sio 

sin  B'\-c    sin  (^r) 
^  sin  («,6)s=c  sin  (•«e)£3B4s  f^o  ^-h^i  («i^t)| 

3s«  sin  ^«4-01  SIB 
f  siB  («6)  SS0I  bIb  siB  jtf-l-^t  (^^l) 

.ssa,  SIB  A'^e   sin  («e) 

Alnltiplicirt  msn  diese  sechs  Gleichunp'en  Wwpt  Ordnung  nach  mit 
den  Grössen  c^clßfla^ay  so  erhält  mun  durcLg^augig  die  Produkte 
je  zweier  HnB^tseitBB  in  den  8inna  des  eingeschlossenen  Haupt- 
oder charakteristischen  Winkels.  .WefdeB  dfller  statt  dieser  Pro- 
Uuktc  die  eotsptttclienden  PläckeBrlB^B  gesetst  nnd  nngleich  die 
BeseidiBBngfiJi 

6»^  «B  B=i2F'\li,^ 

00,    MB  C^%F  ) 

«iogefohrt,  so  er£^ebt  sich  bei  gehöriger  Vergleicbnng : 

=  T,  —         r,  —  T,|  15. 

F"  =T^  —  T,  =  T^  —  TJ 

■ 

Aus  diesen  Cileichunf;(cn  folgt  uumittelbur,  dass  die  Grössen 
ypyF"  die  Ftächeninhalte  der  einfachen  Vierecke  erster,  zweiter 
und  dritter  Form  sein  müssen,  nnd  ein  Blick  auf  Taf.  III.  Fig.  ^. 
giebt  BnnitteViBr: 

Dreieck  BCP  =  F" z=^\aff ,  sin^=^a,^,  sin  (^,,)^ 
Dreieck  DCP^F*  ss^,  sin  Aas^^,^.  sin  <^„)|  1«. 
Dreieck /I^Jfs:/'  =\ec^  sib  ^=4^,9,  sIb  (^i,)r 

Durch  gehörige  Verbindung  der  Ansdr&cke  in  (14)  und  (15)  findet 
man  noch  die  Werthe: 

ingleichefe 


r 


Wie  wir  bisher  Relationen  zwischen  den  Seiten,  ingieicLeu 
swischen  dM  ¥«r8chiede«#n  PliebMriuawD  suMMiMO^ilelß  b«ben> 
■o  lannn  •ich'noch  Relationen  zwischen  den  vencbiedenen  Win- 
keln aftgcben.   Za  dem  Bade  setze  man: 

so  ist  sUTÖrderst  klar,  dass,  wenn^^l80<^  wird,  ^  und  fff^'^Q* 

werden  iiiiss,  weshalb  denn  nnter  allen  Umstiinden 

^H-^^^^lWo  (20)  : 

ipt;  Auch  seigt  ein  Blick  auf  Taf.  III.  Fig.  1.,  dass  tff  die  Summe 
■Weier  gegenüberlies^ender  Hauptwinkel  im  cinfaclien  Vierecke  der 
crsfon  Forrn.  ^€iO" if>'  und  ^ÖO" -j- t/»"  hiiigeg^eii  dasselbe  für  die 
eiiitacheii  Vierecke  zweiter  uud  driiter  Form  ist  Mit  Hülfe  dieser 
drei  Winkel  nnn  so  wie  dec  drei  cbarnkteristisehen  Winkel  des 
Viereckes  können  nlle  12  Hauptwinkel  auf  folgende  Weise  anige» 
drickt  werden: 

{a,6)  =  270*  -  ^{tp      ./  +  B) 

Bs  sind  dtihcr  ullgeincin  in  jpdem  einfachen  Vierecke  die  vier  Vier- 
eckswiukci  bekannt,  wenn  die  i^tammc  zweier  gegenüberliegender, 
und  die  beiden  zu  den  V  ierecksseileu  gehörigen  charakteristischen 
Winkel  gegeben  sind.  Mit  Hülfe  dieser  Answtteke  lassen  sieh  eine 
un||femein  grosse  Masse  von  Relationen  zwischen  den  einzelnen 
Winkeln  des  vollständigen  Vierecke.^  bilden.  Im  Folgenden  sollen 
einige  derselben  zusammengestellt  werden,  da  wir  sie  späterhin  in 
Anwendung  bringen  müssen. 

cos(«i^)  cos(«,^|)4-co8(ir^|)  eoi(#|i)bJi  |  cns^^^^nl^  ens  H 
coi(«^)cot(«,^)  -f<eds(W|^,)coeCis6|^— €nB.i4-co«^ew/irJ  23. 
-  co»(«^)  cos(n^, )  -Kens («« ^ , )  emi {m^i^)st^^9n  ^*-eM  ^  eoa^ 


21. 


22. 


Google 


26. 


27. 


«in (i^6}na(m^i^^}^sifa(a6^)  8iii(«i,A)= — eos^  — cos.icosi? 
8iih(«^)8ia(«,^)  Hr»o(«,^|)8hi(#6i)s5H-e«ii#H-60i^coai?J  2^) 
8» («^i)  -l-am («i^i) 8io(i»,^)B  — 'eMÜf— cos ^  eot^ 

CO»  (w«^)  cüü  ia^6^)  —  COS  (ffA,)    ciis  (/r,Ä)=  —  sin  ./  sin  if 
cos  (a6)  cos  (#r,Ä)  — cos  (a,^,)  c«8  {«^.jz::  — sin  ^  sio  B  25. 
cos  (ü^)  «OS  («^i)  —cos  ebs  sin  ^  sio  jtf 

u«  s.  w.  Nioittt  SMMi  hiDfrsaroB  lioliov^  Hood  isiMr  um  Iliif* 
teo  der  Haii|itwiokol,  so  ml: 

cos  l{alf)  cos  .^(«1    )  —  cos  i{06 , )   cos       ,  ^) 

=  C08  4^  —  cos  j^üj 

cos         cos  iim^S)  —  cos  cos  |(s»Ä,) 

,  d^sini^-cosi^eosii?! 

ros  |(«^)  cos  |(<r4&,)  --cos'Kai^t)  Ü^t^) 

sscos  OOS  1^  siu  ^ 

siD  ^(o^)  sio  ^(a.^i)  — sio  ^(«^|)  ,8io  ^<«,*)  \ 

~   .  SS5C08  ]i^  +  sin  1^  cos 

sio  iM)  sin  «sr.Ä)  ^sio 

'  =ss»  ^^+cos  1^  cos  j^iTj 
sio         sin  —sin  {(«i^i)  sio  K«/) 

=  cüs  lü-hcits  siii 

COS        cos  |(«r,^,)+oos^<«^,)  oooi(«,^)=coBi^  sio 
CMKm6)€W^m,6)  +cds4(«,&J«os|(«*l)5ssitf  4f  sioi^>28. 
cos         cos4(ir£|)  -f-cos|(«,^,)  eoo|(«^i|)=s8iii  4^  cos^^l) 

u.  «.  w.  WoMtp  man  alle  möp^U<'^o!i  CoraU»n?ifif»npii  der  vorlieg'cn- 
deo  üatiuug  unter  den  12  Uouiilwiukein  cntwickdo,  so  würde  di^ 
72  vorsebicdene  SystMoe  vo«  iHisdniclien  geboo ,  deren  jedes  aas 
drei  cioseioeB  Gleichangcn  liestapdc.  Ks  lohnt  jedoch  niclit  der 
Mtihc,  mehr  viMt  ilirH6ii  Formeln  liM'r  uufzufülireo,  <ln  sie.  sobald 
man  tlirrr  bedarf,  aus  dsu  ivif)icbtt|igco  (21)  uod  (22)  unniUelbar 
gefunden  werden  könueo. 

f.  Ri-        '  . 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  nun  dazu  übergaben, 
andere  verstektcrc  Rcintioncn  zwischen  den  Uestaudtheilen  des  voll- 
sfnndis^en  Viereckes  aufzusuchen,  zti  welchem  Fndc  wir  folgendes 
Irigononetrische  Theorem  vorausschicken,  da«  wir  un  eineui  «ndereo 
Orte  (11.8. Nr.  XfV.  im  2.  Heile)  aftber  entwickelt  uod  begründet  haben. 
Sind  nämlich  Ä'mn  die  drei  Seiten,  KMN  Ai^  ihnen  ge|(enöberliegen- 
den  Winkel  und  der  Fläclicninhalt  irgend  eines  belielni^ni  I^reieckes, 
und  werden  für  ein  anderes,  ehcfiffillj^  tranr  belicbigeK.  Dreieck  die- 
sclbcu  Grubüeu  bezichuugsweise  lmiA:^m^n^  A'|i1#,iVi(^i  bexeichuetj 
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20  =zk^m  sin  K  cos  Jf,       km^  cos  Ä',  sin  y 
=:X'^i  sin  ill  co8  -Äf,  -|-««r«»|  sin  A'   cos  Ä  , 
2d|^^,««  cos  iT  Bin  jlf I -f»  >i(aMt  >ui  Jf,  cos  /V 


=siltit,  CM  if  ■»  Jf.+M»,  «M  jr  eb  JC, 

f.  9. 

Die  vorstehenden  Ausdrücke  g^estetten  nun  eine  iinnUtelb^rc 
Anwendung  auf  dta  Viereck^  d#  in  dicaea  jede  Htoptaelt«  aveb  so 
swei  Haa|rtdreieeken  ffelidrt  8«tst  mmn  mer  sriertt  err«  dii4 
dann  0,  s«,  lo  erbifit  mbs 

=:<»'iar|* -h  A»^,' — 2<r#r,M,  cos  ^\ 
r Y, »  =  /r'Ä*   +  rtr,     , »  —  2//« ,  U ,  cos  ^(  32. 


c.M, cos      — Ä)' 

4 

4ie  vier  GiSmatt  ^«ititttteii  sicli  duck  fialgaKd«  Glel» 

=  «,•-1-^,«— 2/r/.j  cos  [(^,<;)~(iB,c)J 
f.*  SS -2«^.  cot  l(«ir,)-(Ä,€^,)J 

Die  geonetriBcbe  Bedeutung  dieser  Hülfsgrössen  ist  folgende.  Denkt 
■an  alch  CHif. Iii.  Vig.  4.)  in  den  einfachen  Vierecke  «0«,^,  die  bei- 
deii  über  der  Diagonale  €  Blebenden  Seiten  b  und      mit  einander 

vertauscht,  so  erhält  man  ein  neues  Viereck  von  der  f)rdnung 
aa^f'^x'  in  diesem  ifit  die  eine  l)iao:onale  c  unverändert  gebtie« 
heu;  statt  der  anderen  Diagonale  aijer  des  ursM-iiB|rIicben  Vier, 
eckea  iat  eine  nene  Dia^onafe  eetotendeii,  welche  j^eh  ^^fc 


Die  dnpiMite  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  der  Midi 

nalen  r  und  /*,  ist  dann  c^Irirh  der  Grösse  r,.  Hätte  man  dag^egen 
in  Tat.  III.  Fic-.  4.  die  beiden  .Seiten  «f,<^,  über  der  Diagonale  r,  mit 
einander  vertuuscbt,  so  erhielte  man  ein  ucues  Viereck  von  der  Ord- 
nung mbb^Uy  und  in  diefleni  wifden  «,  end  /,  die  beiden  Diago- 
nalen und  17a  doppelte  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  Bein.| 
Uebrigens  ist  klar,  dass  in  beiden  abgeänderten  Vierecken  die 
Grössen  F  und  t/'  ihren  Werth  nicht  ändern.  —  Endlich  findet 
uiau  uiUtcUl  des  Theorems  Nr.  30.  noch  die  Furmelu: 


37. 


=  16 Z'**  H- <S// ,  cos  x^f 
^i^f  'zt:r'y-H4m^M,  ros(v4=f:ll}  .  135. 

f.  10.  ; 

Wendet  «ten  des  nU^feineiiie  Tbeofeoi  nof  dici'onigen  Hanpt* 
dreiecke  an,  welche  über  den  Seitea  l  und  6^  .ateneni  d.  h.  aetst 
man  und  dann  6^  ssm,  so  bekommt  man: , 

i*c^*bda*r*  --2««,«;,  coa  ^>  36. 

Ä,*r,' =±Ä»c,' -J-*y,*r«'  —  W,fr,  cos  V» 

=  «V'  +  eoa  M  - 

^.•t*=Äi»*«t»H-  -|-«iwf,«?,  co'a<^+r) 

*,*=Wi'-H» I 2«r#» ,  coa    — i?)=c»-H:,  '+^1  coa [BrHfO 
-Äwr  coa  +(dr)l 

=^«,*  +  r,»-2ar,tf,  coa  ((Ä?,)  -Ir(«i^)] 

■   '  =rflr,>-hc»   ~2«,C    cos  [(i,r/>,)-^(Ä,c}J 

•    •  X(-^#+«i-l-rH-c, 
*   sleJF^*  +  &Mr,tf<^,'coa  fi' 

<  1 

sslÖ(-i^-!  ^   i)»~8«ijF4*»,  coa(^-C>^ 

VertanacHt  mall  (Tbf.  III.  Fig.  5.1  Ob^  der  Biagenale  6  die  beiden 

Tierecksiseiten  /y,  uod  an  emlt  man  ein  neues  Viereck,  In 
welchem^  ^  nnd  (üp  T>iagonaIpn  und  t,  di?»  dointelte  Verbindung-s- 
linie  zwischen  den  Mittelpunkten  der  letzteren  sind;  vertaniclit  man 
dagegen  die  beiden  leiten  und  c.  Uber  der  Diagonale  so 
werden  ^,  und  die  neuen  lliagonnien,  and  Cs  doppelte  Ver- 
Undongalinie  Bwiacbeo  deM  "*  ' 


38. 
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42, 


Wendet  man  eudlicli  da»  allgemeine  Theurem  auf  die  Haupt- 
Jreit«Jie  iAm-  de«  Seiten  m  wd  4»,  em  so  ergelieiL  sich  für  «ss« 
■od  die  Forvelo: 

»•«,»=:Ä»Ä,*^-  <jV,«— «Ä^,«?,  coaf*l 

«»rf, »  =  Ä*€?*  V, »  —       rc,  cos  40. 

=ÄV,' —'Ub^cc^  cos  ^"J 

#,«<l,»=^V,*  +  *,»c»  -hS^.ce»  cos  (iTH-^H 

==^»Ä,»-|-  e^Cy^^Vßb^cc,  c<»s(i?H-r)l 

«|Ss^*  +  e*  —2^  cos  1(«c).-hM)] 

=  Ä,»-4-tf*  —  cos  |(flr,r)-i- («,*)J, 

Hier  cDtstcljen  i/,  und  c,  auf  die  bekannte  Weise,  wenn  über  a  in 
T«f.  III.  Fig.  6.  die  Seiten  h  and  Tertetticht  werden;  hingegen 
eriiäK  man  die  Dlaciittale  «f,  nnd  die  Verbindungslinie  f, ,  wenn 
man  ib«r      die  Seilen      und      rerwecbselt  Endlieh  ist  noebc 

=  16/^  +       rr ,  cos 

=  16(Fzt:/^)»— SÄÄ.r«,  cos  {B::^C\  \ 

=:HK^'^^'  -:-''>^  ^^^-^  ^8^.c^,eos(iy+of 

12. 

Von  den  gefundpnen  An^drücken  woHen  wir  nnn  sneist  fol- 
gende susammenstellen: 

<T*flr,»  =  Ä»Ä,»H-c»c,»— 2M,i?tf,  cos 

*  s=s '  -f- «  ^2«WtC«,  ees     I  44. 

Es  ist  desinocb  in  jedem  einfnchen  Viereeice  das  Hvndrnt  des 

Produktes  beider  Diagonalen   gleieb  der  Sname  der 

Qiiatirnte  der  Produkte  je  zw»'for  Gegenseiten,  vermin- 
dert um  das  dopnelte  Produkt  sämmtlicber  vier  Seiten 
in  den  Cosinus  aer  Summe  zweier  Gegenwinkel.  Dieser 


45. 


Sate  IMti  den  Ptol«BliidieD  Ldinali  in  ielaer  gröntai  Allge- 
■einbeit;  er  seht  in  den  letzteren  Sber,  wvnii  ^^180*  wird«  wo 
imm  ^ssf^s=0<>  iirt.  Ferner  iet: 

Xi—f-^tf ,  H-M-Ä , )—  1 6«r« ,    ,  cos* 

16/*'  =(«-f.fltj-h<*  — i^/H-«,— r-h^-,)  (rtr— «,-l-r-|-<-,)X 

X( — «r+a,-i-€r«4-€;, ) — ll}flra,cr,  cos'  liff' 

X(— M-*»-H>+^t )—  CO*» 

Dennach  ist  der  vierfache  Fiäcbciiiubalt  jedes  einlaciieo 
Viereek«8  fcl^'^b  der  Unadrntwnrsel  nni  eine«  Unter* 
■ehiede,  dessen  Ninnendus  aus  den  Prodakte  der  vier 

ÜcbersrhfiHso  je  d reier  Seiten  über  die  vierte  besteht, 
und  clrsseD  8ubtrahendus  s^leich  ist  dem  lOfacbcn  Pro- 
dukte der  vier  Seiten  in  uus  Uuadrai  des  Cosinus  von 
der  kftlben  Sunme  sweier  Gegenwinkel. 

Sind  daher  vier  Seiten  gegeben«  um  daraus  ein  einfuches  Vier- 
eck zu  bilden )  so  wird  dies  den  grössten  oder  kleinsten  Flächen- 
räum  erhalten,  wenn  es  bezichungswebe  ein  Sehnenviereck 
erbter  oder  zweker  Pom  bildet. 

§.13. 

Die  GleickoDgen  Nr.^  44.  zeigen  ferner,  dass,  wenn  man  die 
Produkte  je  zweier  Gegenseiten  oiiM«s  vollständigen  Viereckes  als 
die  Werthe  der  Seiten  eines  fferadliuigen  Dreieckes  betrachtet,  als* 
dann  die  Winkel  tft  if/ tp"  die  Winkel  dieaes  Dreieckes  sein  müssen. 
Wendet  man  daher  auf  diese  AusdrÜeke  die  bekannte»  Tmnsfor- 
■ationen  der  ebenen  Trigonometrie  nn^  so  erhält  man  sogleiek, 
wenn  nur  Abkürzung  er«,  -f-^^i  +<V|  =2««,  gesetzt  .wird:  * 


«oTjCr,  cos*  |^=s*#,        — tßlfi) 


cos' 


40. 


tnng«  iV^i 


47. 


ein  4^  1 48. 

•in4(»"-^^')_^«"44,| 

€••4^  CC| 

Die  Gleiebnng  zeigt  übrigens,  dein  lo  Innge  nicbt  ^sslSO* 
iatt  innner 
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Wj  >  J 

«ein  mnss,  d.  h.  in  jeiieiu  vo llstaDdiff eo  Vierecke  ist  <lie 
Sii^iBe  4er  Rechtecke  »us  je  zw«i  Paareo  von  Gegensei- 
ten grösser  als  das  Recbteck  aat  dem  dritten  Paare  der^ 
selben.  Wir  wollen  ferner  den  Flächeninlinit  des  Dreieckes, 
welches  die  Grössen  ao,  6//^  rr,  zu  Seiten  hat,  mit  E*  bezeich- 
neo  und  S  die  ezcentrische  Fläobe  des  Viereckes  oeanen  so 
findet  HU  fttr  dieielbe:  *  * 

^lE*=ss^ma,ßl>,  sin  ^=:\aa,cc^  sia  ^'  =  ^^Ä,rc,  sin  r/;" 

•  cot  V  -♦-  cot  1^'  -+-  cot  •  *  cot  ^«  ^ 

'  cot  V'  —  *  -  cot  V" 

Diese  Fläche  ist  positiv,  Null,  oder  negativ,  je  uuchdrm  ^  klei- 
ner, gleicli  oder  grösser  als  180**  ist.  feiie  drückt  demnach  ge- 
wissenpaassen  dielGrdMe  der  Ahv^iehung  de»Viereekee  von  eioem^ 
Sebnenviereck  aus,  weshalb  der  oben  für  sie  gewählte  Käme  nieht 
ganz  unpassend  sein  möchte.  Cebrigens  lässt  sich  B  «eck  «of 
mehrere  andere  Arten  ausdrücken.    So  erhält  man  z.  B. 

MO  irf  .sxn  Ii  «ia  C  . 

oder  auch: 

Die  letztern  GIcichuuffen  zcii^eu,  dafis  das  Mauss  der  Ahwefclmug 
des  Viereckes  vom  äieunenvierecke  stets  dasselbe  bleibt,  wenn  man 
mcb  über  Irgend,  einer  beliebigen  Banptseite  zwei  andere  Uauiit. 
Seiten  verwecnseU;  so  dass  hiernach  eine  und  diesdbe  excentfinäie 
Fläche  sn  lean  fcmbiedenen  Viereoken  gehört 
TMt  n.  16 
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f:  14.  * 

Aua  deu  iti  den  vurleUteu  drei  Paragraphen  gefuudetieu  Aua- 
drttckeo  könoee  dud  cioe  stealMk«  Mkk  »Mierer  abgeleitet  werden, 
von  denen  indesien  nur  einige  beiipietsweiae  hier  Fläs  finden  feilen. 
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n.  s.  w.  Femer  ergiekt  eieli! 
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Bo  wie: 

cos  (w  —  A\  1 

J 

7 

+2;i'  =  c'  +  r,*H-2flr4i,  cos  (tff  +  i7) 

caf<ir-.tt«')\ 

COS 

-<-9.*==«*+«i'-f-2^,  cos  (CH-^'J 

CM  ^')' 

Ea4lich  iit  aneft  Docfa: 

» 

oder 

4/*  =  (    /y«-»-<7,»  taug  ' 

4i^=3(^Ä»  — Ä,»-|-c»H-^,»)  C«og 
Aadtre  Audricke  wie  s.  Bb 

if,  »II.«  ^i?*f?,»  I 

sind  zwar  nicht  ohne  Interesse,  l'uhreu  jedoch  auf  za  specielle  Be- 
trachtungen) aiff  «last  wir  sie  hier  oMier  erSrtera  kSooteo. 

£s  ist  DUO  zunächst  noch  übrig,  das  ingeordncte  Dreieck  mit 
seinen  Seiten  und  Winkeln  iw  hrtmclitcn ,  wns  mit  Hülfe  des  all- 
getueiueu  Ptolemäiscben  Lehrsatzes  auf  sehr  einfache  Weise  ge- 
schehen kann.  Zuvörderst  erhält  man  durch  Anwendung  des  be* 
kannten  Satses,  dasa  Dreiecke  von  glctcken  Höhen  aick  wie  Üre 
(inuiUtoiea  TeriiailaB,  die  GleickBogee; 

b      b^TSS^b  .  -jß,  //,  =  b^  .  öl. 

r,  t\ 


SM 

«  * 

Bemerkt  man  sodann,  d«w  jede  stigcordoete  Seite  als  Diago- 
Mle  einet  einfachen  Vierecket  angeaeheo  werden,  kann,  in  welchem 
die  von  ihr,  oder  ihrer  Verlanjrf nmir  ffpschniltenc  Hnnptsrife  die 
andere  nincron  ale  bildet,  ao  giebt  diu»  Theorem  Nr.  A%.  ttugenblick- 

)ich  fülgende  Werthe:  - 

=  Ä>c»  r,*H-^,»fM'r«*-*-2Ä^«««i^fi*^**  coli  iß -c) 
^  =:  i*e, » r,*  +  V .  r,  * -I- M^,*«,  r,«  r»»  cot  (ä+ 

^  a»^*  T, *  +  «,  »A, »  r,  ♦  H-  2«a, 7\  «  2;»  cot     +  ^ 

=:««Ä,»r/-|-«/*»  !r/H-2«r,W»T,»T4»  cot(utf- 

Diese  Gleichnngen  gettatten  nun  eine  grotte  Matte  ▼ob  Umformua- 
gen.    Settt  nuin  z.B.  in  den  beiden  obertten  2  iin(^,r,) 

und  2T^  =  dc  sin  (/yr) ,  und  lösst  F  und  F  nach  Nr.  16.  auf,  so 
fällt  der  gemeiDScbaftlicbe  Faktor  If^ö^^c^e^*  ganz  beraus  und  man 

'  bekommt: 

isi^^  H  sin»  C<»,»a»  =  sin»  (Ä.rjT,» -4- sin»  ßr)  T.»  1 

-|-28in  (//,r,)  sin  «  os  (/i  -  C)'  ^ 

4ain»  Ä  tin»  C  0*  a»5=tio»  (^,c)  r.'-t-sin»  (//c,)T.»  t 

H-2tin  (^.e)  tin  (^,)T,7,  coa  {B-^Cy 

u.  t»  w. .  Dann  könnte  nwn  auch  recbter  Hand  in  der  oberen  Glei- 
dbnog  den  Faktor  <r,*  und  in  der  unteren  den  Faktor  ff*  rms^rhci- 
den;  indessen  wurde  «Ii»'  weirore  Verfoliruns  dieser  IJintormuugeu 
hier  zu  viel  Platz  einnehmen,  und  muss  daher  wegbleiben. 

Jede  zugeordnete  Seite  gebort  femer  an  4  Dreiecken ,  weictie 
ihre  Endpunkte  und  «ine  der  vier  Hauptecken  su  Spitzen  haben. 
Dies  giebt  für  die  lugeordoeten  tieiten  Autdrücke  von  folgender  Fora: 

F*F'*a*  ] 

F»r,«H-<r,»jr»r,»-.«^,  FPr^T^uinU^s-^c^'^l 

=:*,»F»r4«-H?»  F»T,»-hi*,c  PPT^T^  a«n  \(B—C^))  65. 
/^r,*-H?«  /»»r,«-«^  FPT.T,  sin  '(Z^+CJ-vOl 
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II.  t.  w.   Auch  6Umi  GleiehmmB  Uwmb  benerkeDswerthe  Umfor- 
mungen  7!i.     Setzt  man  z.  a.  in  drr  rrsten   derselben   27*,  s= 
sin  («a^j)  und  ''ZT^=z»^c  sin  so  erbalt  man: 


 ^  ^|Sin*  (sti^i)  ,   sin«  2sbi  (o,A,)  »in         cos  (AcJ, 

r  — ^  sin»              sio«  C  sin  ir  sin  C7  ^ 

  ,/Sin»(#,i)       iiin«  (a,c,)  asia(it|^)  sin  (a,c,)  cos{^|g)^, 

— •»  *  siB»  B          siii^"*  sin  ^  sin  C  ^ 

Diese  AnsMcke  wirden  wicbti|if  sein,  wenii  es  gelfinge,  die  in 
den  PireetheseB  stehenden  Winkelaggregate  auf  irgend  eine  Weise 

bequem  zusammenzuriplion.  Mit  den  his  j<s^st  gefundenen  Formeln 
scheint  dies  jedoch  nicht  geiinp-cn  zu  wollen.  —  Wichtiger  sind 
dagegen  die  Werthe,  welche  >ich  durch  Anwendung  dieses  Verfah- 
reu«  für  die  H»U|iiaeileB  ergebeu.  Ffir  diese  ist  ufialidi: 


f^a*  ^c^T.^-^c^^T,*  —2€c,T,T,  cos  Ci 

^»#»  =sÄ»7;»H-*,»7V»+3W,r,r,  cos  bI^^ 
jp»«,»Ätf»T,»-h<?j»T;*— «cc,7;r«  cös  a  ^ 
/»»•»•=^»r,«-i-*,»r^»+w,Tsr4  cos  b] 

B.  s.  w.  DoBBoeli  ist  jede  Hnuylieite  des  vollstHudigeB  Viereeltes 
durch  ein  Paar  GegesseiteB,  ibreu  cbarakte ristischen  Winkel  und 
die  zwei  über  der  gesuchten  Hauptsritc  steliprulrn  Hriiij>tdreieckft 
bestimmt.  —  Sucht  man  endlich  den  Flächenrauni  des  zugeordne- 
ten Dreieckes,  su  hat  mau  xuv orderst: 

Dreieck  COBs^  /\a  =s  ^^^^ j 
Dreieclc  Cl'ß  =i^  =  ^'J^^j  Ö8. 

Dfoieck  CFG  ^j^^ 
und  hieraus  sogleich: 
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Anidriicke,  welche  binncMicli  ibrer  BI«fMis  wobl  nicbto  so  wiin- 
Bclieu  übriff  lassen.    Was  endlicb  die  Winkel  des  svif^ordneteii 

Dreieckes  hetrilTtj  so  würden  sirli  zwar  dirscllien  «ms  den  drei  Sei- 
ten d<^s^<>lbea  in  Verbindung  mlL  <U[n  l'laclicninlialte  ^  ablcitou 
lasseDj  iudesseo  siod  die  so  erliaiicucu  Ausdrücke  sehr  weUliiuiig 
und  anbebiWIieh.  Dn  wir  die  Wertbe  dieser  Winkel  im  Folgenden 
auf  eine  andere  Weise  besliMBea  werden»  so  Mögen  dieselben  vor 
der  Hand  ansüslien. 

§.  16. 

i^s  bleibt  uur  uocb  übritf,  die  Auf'gobe  xu  lösen:  uuti  irgeud 
fünf  von  einander  nnabbängigen  Stücken  des  vollstlln- 
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diireD  Viereciiä  alle  in  (fieser  Figur  VttHtOBiieB^eo  Sei- 
teS  iiiid  Wink«!  beslimiDeD  Die  Lötmig  dieses  Probiens 
wird  uns  eine  allgemeine  Tufel  von  Wrrtlipn  vprscliuffon ,  wie  sie 
Caroot  in  seiner  Ceomptri»-  tier  S^ollung  xu  eiilwirkelii  vftrlaugt, 
um  darcli  Coaibiniitiun  der  lu  ibf  eotiialteDCii  Aui^Uriieke  jeden  ba- 
liebigeu  liestandtheil  der  ConatraktinD  in  aetaen  Baaiebungeo  sn  , 
deo  lbrig«B  Beatandtbailea  übersehen  xu  können.  Ab  die  fünf  ge- 
gebene» Bestimmungsstücke  mögen  im  FoIlmmhIom  die  virr  Abschnitt^^ 
tier  Hauptsciton  r  itrn!  «wisi-licü  ilurm  /.uLreortlnileu  Tunkte 
(Tuf.  III.  Fig.  1.)  und  de«  vier  Hauptpuuktcn  ARCD,  und  d«r  lO- 
gekorigc  charakteristische  Winkel  t  angepomineB  W«"ieo.  die 
ieseicbDUog  tfaux  otiabfaiiiigig  *u  bnlteoV  ii>Ueb  folgeBde  Beoee- 
imDgeA  elogerabrt  werden: 

Ilieruiit  wird  nun  soforttCrMlca: 


72. 


Ferner  efgiebt  sieb: 

p,i=zm  cw{me)  cos  C=z:0   coi  (Oc)    -q.,  ous  C\ 

f^=my  con  «OB  f7=^,  cos  -  ^r,  cos  Cf  ^ 

^,  s«  COB  («r,>  -h/i,  COB  C7=s*,  COB  CO*  Q 
-7,  =a,  COB                  COB  Czszb  COB  (^,)  — cob  C\ 

Durch  gehftrige  Verbindnog  und  mit  Uülfe  voo  Nr.  T2.  Üudet  mau 
hieraus: 

«5.  coB(ff^)  =(7,*-i'.;»t)-7.(/'»-^»)  ^\ 


78. 


mm,  Em  Jsts  ^^9*  —  Pt^t }  mm  C  '  \ 

ain  Ä=r     ^r,  -  p^^^)  Site  C  '  ^ 

mm, cos  VC=(;»,|r,+^, , H-^rJ» -7 ,         , , j 

'  '  -M^i^'^yi'/a  cos»  C\ 

««,  cos  ^ä(/».7, -4-^,7,)^  (^,^,-1-^,^,)  ce»  C  '  • 

^»  cos  i^=^{pt9t-^Pt9*)'^ipiPt-^9i9^)  COR  C 
Da  MO  ferner 

findet,  so  ergiebt  sich  nunmehr  aus  den  Hleichungeu  a»=/^j»-|_;:^^» 

iJ'F«''*-.^**."  Jt*.»*^^  "*  2l  ^*  eiuigeu  allerdiogs  ziemiicii  wcil- 

UttfigoD  RodnktioBoo,  für  die  zngeordwtoa  Mtm: 
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Ausdröckej  welche  durch  ihren  sjmoielrisclien  Bau  sehr  bemorkens- 
Werth  sind.  Führt  nmo  die  Flächeoräaaie  7  und  /^ein,  ao  geben 
dieidh«B  hl  Ibigeiide  fihtn 
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—  %cc,  Tt     r.  r4(/^'  —  -P")  CO.  c) 

lo  dieter  Fom  blMeo  die  voratolieiideD  GleichiiDg«o  eine  höeliit 

wesentliche  ErgänsUDg  der  unter  Nr.  Ö3.  und  65.  saflaueefi^eitell- 

tCD  Ausdrücke.  Denn  die  Iptrtcrpti  lassen  die  zugeordneten  Seiten 
ans  zwei  Paureii  von  (•ru^eusciteu  und  ihreii  lioideD  citaraktoristi- 
ücheu  Winkeln  iiudeu,  wahrend  die  vursteheudvu  t  uriueiu  dieaelbeo 
GrSiMD  durch  eio  Paar  6ef  euelien  üod  desicn  charakterntudiea 
Winket  geben  (die  DrciacUlSebeii  T  Dalürlicfc  luberiickaiehtigt 
gelassen). 

üebrigetis  tiilirt  der  Gehruucli  der  Flächen  T  und  F  ^tatt  (h  r 
tirösseo  p  und  f/  immer  aa  hemerkeotiwerlheu  |jmformuu|ifeu ;  »u 
geben  s.  B.  die  Gleichungen  (72) 

FF  =rT,  T,  —  T^T^\ 

F/^  ==r,    —  r,  T,  >8i' 
/•#*=r,  T4  —  T,  r, ) 

Für  die  Wiukel  des  ^ugeurdueteo  Dreiecken  iiudeL  uiuu  uuu,  weuu 
gleich  die  FIftcben  7*  und  #*  eingeführt  werden; 

P^F  f  "  aß  CO»  {aß)z=c^  T,*T^*  —  ü^*T^^T^*  \ 
F*Jf^P"  of  cot  («/)Ä«,»r,»  T»»(i^-*-P')  I 

—  Ä»ra»T,»(/»-./*)-f-2ix?,T,T,r,r4#^  cot  C>  8». 

coa  (/?y)=c,»r.»r,»(-^-i-/^  i 

Ferner  ergiebt  sich  für  die  Winkel,  welche  die  (jeraden  ß  und  y 
mit  einer  tiauptaeite  macheo,  wenn  nao  in  Tuf.  III.  Fig.  7.: 

CJBO^itte)  CEF={pe)    AFG^iy«)  j 

ßEO:=s{ae,)  DEF^{fie,\  BFG^irmM 

*      AGE^ia/,)  AFE=:{ßa)      AGFzzziyö)  \  ' 

DGE=z{aö,)  BFEz={ßa,)  />6/=(/'^,)) 

Mtst: 

FFü  cos  («r)  =  e  T^T^^-^r.Ty       cos  T 
r/^'a  cu^«r.)=r,      7\H-6-  T,  T,  cos  6* 
F'  F'a6  CU8  (o*)  =        »     -h  c , '  T  T,  = 

F*Fa6,  caa(aÄ,)ÄC»r,T,»-|-.e,»r,HIl,   :  .  i 


t 


m 

Fr"ß  cos  (|Jc,)=c,T,r^  —c  T,T,  cos  C 

-««,2VTjr,(T,--r.H.T,(T,^T«)|  cot  d 

-cc,T.r,|r,(r,-^T,)-r,(r,-T,)j  cos  c\ 


80. 


87. 


GMr=:(tta}     GFFz^{ß(f)  E/{S=z{re} 


Salat  nan  endlich 

^fRzssau    PEzssßt  SG^r^i 

UfO^tt,  af=ßt  ip«=r,' 

so  ergiebt  sieb  alabald  {locb: 

*  —  F^F'  ^»  — 

■    «tF  ^   


ßF' 

yF' 

F-^F", 

ßF' 
Fh^" 

ßF 

iF 

F^F'> 

^  kj      i.y  Google 


Bierauft  liotietk  man:         ^  ' 

mithin  wird  im  vollständigen  Viervcko  jede  dulhch  äw^i  mg^e- 
ordnntL'  Punkte  gezogene  (jerade  von  dieaeu  Punkten 
und  ibreu  Durciiscbuittüuunkten  mil  dem  dritten  Poar^ 
dar  Hanp^seitatt  bsrtoonu^b  gatheilt.  '  A«f  gam  fjlciehe 
WeiM  fiodel  aaii: 

MD^^  BP=^j^,  BS^^^^^ 
'»^W^  «*=J^' 

woraus  sich  sofort  mit  Hülfe  von  Nr.  01.  und  t>2.  erg^iebt,  dus  im 
vollständigen  Viereckebenfalls  die  secbs  Hauptseiten  von  ein* 
aadar  selbst  und  den  drei  zugeordneten  Seiten  barae- 
niscli  getbeilt  werden.  —  Mit  diesen  Ausdrücken  ist  nun  die 
im  Eingange  des  Paragraphen  gestellte  Aufs^nhe  \  ollständig  grelfisst. 
Bs  versteht  sich  übrigens  von  «elbst,  daas  wenn  die  hier  entwickele 
ten  Formeln  auf  die  Abaebnitte  eines  andareo  Paares  von  Gegen- 
seiten ibart^a^n  woidaa  sollen,  von  dieMn  Abscbnitlan  wak  dna 
eine  Paar  positiv,  das  nndare  biogagaa •  negntiv  genonan  wer- 
den muss.  t        > ' 

f.  17. 

Von  den '  CoMbinationen »  welche  die  Formeln  des  vorigen  Pn< 
ragraphen  zulassen ,  soll  nur  eine  einzige  hier  erwähnt  werden, 
die  Bich  auf  das  Verhalten  der  excentrischen  Fläche  des  Viereckes 
bezieht.    Es  ist  nämlich  in  Nr.  78.  der  Ausdruck: 

mm,U^  sin  -^p^)      -Hy,)  {p%P%~^Vxf%)      ^  <>• 

gefunden  worden.  Hieraus  rrtri^^bt  sicli  unmittelbar,  dass  wi'nn  in 
einem  einfachen  Vierecke  die  Summe  zweier  Gegenwinkel  kleiner, 
gleicb  oder  gttaer  nis  180*  ist,  der  Uebersebosv  des  Reebteekea 

aus  den  Abschnitten  der  durch  die  Winkel  gehenden  Diagonale 
über  das  Bechteck  ans  den  Absrlmitieu  der  anderen  niapronrile  bc- 
ziehnngswetse  positiv.  Null  uder  negativ  sein  muss.  —  Bildet  naa 
zu  dem  vorsleheudcu  Ausdrucke  die  uualogeu,  «o  erhält  man: 
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Dcnmach  verbalten  sich  in  jedem  vulistandigen  Vier- 
ecke die  Untertcbiede  der  Reehteeke  »na  dt n  Abteholt- 

ten  je  zweier  GefeDseiten  iinig^akebrt  wie  die  Fläckeii- 

iu  halte  d  e  rj  eu  i  f!^«' n  oin  fachen  Vier»*rkr,  zu  denen  jcoc 
Gegenseiten  als  I)  t  a  u  n  ul  e  u  gelnire«!.  IJndlicIi  tolgt  aucli 
ans  ^'ursteiiCuUcm  noch  der  eiofacbe  Satz:  dass  in  jedem  ein« 
fachen  Vierecke  die  excentriache  Fläcke  die  mittlere 
Froportionalfläche  zwischen  der  KlUehe  das  Viereckes 
und  dem  Unterschiede  djer  Rechtecke  aas  den  Abschnit- 
ten heider  Diagooaien  ist. 

«.18.  ■ 

Wir  ^beu  uuu  dazu  über,  einige  der  bemerk eoüwertheren 
Fälle  susasimensasteilen ,  In  welchen  ein  Viereck  durch  5  Mcka 
Tollständig  bcstiaat  Ist.    Zuerst  seigen  die  Fanaal|i  dss  f.  16u 

namittelbar: 

1)  dass  ein  Viereck  durch  die   vier  Abscbuitte  eines 
Paares  Gegenseiten  und  deren  cbarakteriatiscbeu 
Winkel  ToTlstftndig  und  nnsweideutig  bestiniBt  ist 
Die  (»losie  Ansicht  der  gedachten  Formeln  zeigt  aber  auch  fer» 
ner,  dass  es  zur  vollständigen  ßestiniiiuing  ebenfalls  hinroirlif.  wenn 
die  ganzen  Seiten  c  und  i\  uiit  ihrem  charukteristischcu  \\  inke!  C 
und  ausserdem  noch  ein  Dreieck  ans  jeder  der  beiden  Contplcxio- 
nen  T,  7\  and  T,       gegeben  ist.     Denn  man  würde  zuerst 
2JP=r<7,  sin  C  und  dann  aus  den  Gleichungen  jP=  7, -|- 7*, 
rr=  T,      T*,  die  beiden   anderen   nicht  gegebenen  Hauptdreiecke  • 
berechnen,  aus  diesen  dann  nach  Nr.  15.  Jt^  ujid  jP'  suchen  und 
hieraus  sodann  die  Übrigen  iSttteke  des  Viereckes  nach  den  For- 
meln des  f.  16.  bestimmen.    Demnach  ist 

1t)  ein  Viereck  durch  ein  Paar  Cppren  selten,  di  rcn  cha- 
rakteristischen Winkel  un<l  ein  üb  er  je  dir  der  gc- 

f ebenen  Seiten  liegendes  Uau^tdreieck  vullstän- 
ig  bestimmt 

Da  übrigens  nach  \r.  18.  jedes  der  Hanpidreleeke  T  dnrch  die 

drei  Vicrecksflächen  FF'P'  bestimmt  ist.  so  kann  man  auch  diese  als 

gegeben  betrachten,  und  dann  ciue  Ji  r  rirössen  c  und  r,  wcfff.illi  u 
Msen,  . indem  die  weggelassene  sieb  aus  der  Gleichung   Z/^  = 
cc,  sin  C  sofort  finden  lässt.  Demnach  ist  ferner 
.9)  ein  Viereck  durch  die  Flächen'räume  der  drei  in  ihm 
enthnitenrn    einfachen    Viererke,    eine  flauptseite 
und  deren  charakteristischen  Winkel  vuUständig 
bestimmt. 

Wollte  man  im  vorliegenden  Falle  statt  der  einen  Hauntseite 
lieber  den  charakteristischen  Winkel  C  weglassen,  so  wUrde^die 
Auflösung  zweideutig  seiu,  da  ^  aus  der  Gleicbnn5  2/^a0p|  sin  C 
bestimmt  werden  miisste.   l^erner  ist 


4j  ein  Viereck  durch  zwei  Paare  von  Gegenseitco  und 
den  ctiftrakieriatiaeben  Winkel  <le«  dritten  Paares 
vollatindiif  bestimmt  Wären  geffebeo  ifUfM^  nad  C, 
ao  bat  man  auvttrderst  aua  Nr.  11.  nad 

=  feSTZ?  ' 

Siud  hiermit  if/  und  t/;"  gefuDdeo,  ao  eihält  naa  dvrcb  Difiaion 
von  iU)  durch  (M)  d  n  Wertli 

^ - rt-,  V/ ^5  ^  ?ga,A^,  coa  ^ 

*^  —    <»' -f.2««j  cos  (C-H^T 

wodnrct)  sofort  aucli  r,  cr^^pcben  ist.  Wenn  al»cr  alle  6  Seiten  des 
vollstäudigeii  Viereckes  bekannt  sind,  so  fiudet  ntau  uacb  Nr.  10. 
sofort  die  Winkel  yi  und  i?,  wodurch  wegen  Nr.  14.  auch  die 
Flächen  F/^/^  bestimmt  sind,  mitliin  die  Aufgabe  gelöst  »t. 

Wären  dagegen  die  Grüsaen  ausi^i  und  ^  gegeben»  ao 
die  <>leicbnng  IS'r.  4.  snerst 

4}|'s«*  +  «i*  — coa  ji  and 
mvrwd  man  ans  Nr.  34.  angenblieklieb: 

findet.   Es  ist  daher  ganz  allgemein 
5)  ein  Viereck  aus  zwei  Paaren  von  Gegenseiten  und 
einem  ihrer  cbaraltteriatiseben  Winkel  vollständlK 

bestimm  t. 

Die  vorstebcudeu  Gleichuugeu  zeigen  übrigens ^  daas  statt  yi 
aneb  die*  Grösse       gegeben  sein  kaan.  Bs  ist  nllinlieh  ganz  all^ 

gtuiieiu  auch 

(  in  Vir  reck  durch  zwei  Paare  von  npfrcnseitm  und 
die   \  <' r  lj  i  n  (1  u  n    s  I  i  II  i  e   der      i  1 1  e  Ipuokte   eines  der 
drei  Paare  vohstaudig  bestiuait. 
Sud  S,  gegeben,  so  ist  nacb  der  vorigen  AnSorang 

j4  unmittelbar  durch  aic  Gleichung  2aa^  oos  ^  =  +  ~^»* 
l»estiiuuit  und  die  Aufgabe  dalicr  auf  die  vorige  rcdticirt. 

Ist  hingegen  statt  eine  der  Grössen  <f|  oder  gegeben» 
Z]  B.  J|,  so  wird  nach  Nr.  4.: 

^—  2ää; 

mitbin  die  Ao%abe  gleicbfalis  auf  die  vorbergelieodc  zurückge- 
braebt 

7)  Ein  Viereck  ist  durch  awei  Faare  von  Gegeoieiten 

vollständig  bestimmt,  wenti  zugleich  in  dem  von 
ihnen    gebildeten    einfachen    Vierecke  die  Sumaie 
zweier  Gegenwinkel  bekuuut  ii»t. 
lat  aa^d&t  und     bekannt,  so  bat  «an  snerst  aua  Nr.  48.: 

tong  i(^-*)  =  2tTBt 
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woraus  wegen  ^)  =     —      Jie  beiden  WiiUiel  iff"  und  tp' 

gefunden  werden;  danp  erhält  man       durch  eine  der  Gleichungen: 


cos 


^•••""^»^  sin  )  oosKv'"  — vT 

and  nun  aut  Nr.  U.  den  Wioliel  Caas  der  Uleicbung  2rc,  cos  ^ 
—     +      — —  «,*.    Itt  aller  eiDMAl  C  gefonden,  so  lässt 
■ieli  das  Anden  durch  die  Formeln  der  Aufgabe  4)  finden. 
8)  8  i  n  d  V  0  II  den  0  S  t  ü  c  k  e  n ,  n  ä  m  I  i  c  L   den  drei  Recht- 
ecken je  aweier  Gegenseiten  und  den  drei  rliarak- 
teriAlischen  Winkeln^  5  gegeben,  so  ist  daj»  Viereck 
dftdilreh  ▼eltgtftndig  bestiaait. 

Welches  von  den  genannten  6  Stücken  auch  fehlen  ina{f,  4ckIi 
wird  ee  innier  ans  der  Ctleicbnng  Nr.  d. 

•bn«  Bweideutigkeit  geAinden  werden  kSonra.  Aladnan  g«ben  sn- 
vdident  die  eieicknngen  (47)  die  Werthe: 

Mug  at^(M,-.«r|) 
nnd  die  Gieiehingen  Niv  14,  > 

%F'=B«w,  ain  A.  ein  tF.zseCt 

wornna  nmi  endHetr  nrft  Bfllfe  Ton  (18)  nnd  (ti)  die  FaMähi 


8.  W. 


*  —       coa  coi 

^  — a»,  eot  K^+C-l-^')  cos  ü-^A^C^^T) 

entwickelt,  aus  denen  a6c  und  folglich  uucii  a^d^c^  getuoden  wer- 
den kftnnen. 

9)  Ein  Viereck  ist  durch  die  drei  Vtrbi udanynliniaJi 

zwisclicn  den  M ttt<>|punkteD  je  xweier  G pg-e nscitcn 
und  zwei  lier  Wiukel^  unter  denen  sich  dieseLinien 
sciiucidcU)  vollständig  bestimmt. 
Sind  dida<F,  und  swei  van  den  drei  Winkeln  («f.»)  (^»i) 
gC||[eben,  s»  llndd  man  znvörderst  den  dritten  Winkel  aus  der 
Gleichung  (J, ,) -i- (J,,)  =  180" -4- (J, .  nnd  sodann  au8  Nr.  5. 
die  0  Haupti^iten,  wos^it  die  Aufgab«  uU  ^eliMBt  ansuseheu  ist. 
10)  Ein  \'iereck  ist  durch  die  drei  Verbindungslin,ien 
swiaehen  den  Mittelpunkten  je  iweier  Gegenseiten 
und  zwei  der  charakteriatiaeken  Winkel  volletftn« 
dig  bestimmt 

Wären  also  und  x.  B.  A  und  M  g^eben,  so  suche 

»an  aus  Nr.  6.  nnd*  Nr.  11. 

dann  wird: 


(„^a,y  cos     =       cos«       — <^,»  aio» 

{a  —  a^y  C4»8  A  =  S^*  ros»  Jyl  — «J,»  sin» 

eos  Ä  =  rf,'  coB»  ^Ä  — <f,'  sin»  >// 
eol  i^sa,'  CMV^ir  — iir  . 

WO#t«i  sieh  lofoit  die  Wertbe  von  aa^öb\  ergeben  die  Auf- 
gabe di  intuicb  als  gelöst  zu  betrachten  ist.  ^ 

11)  Ein  Viereck  fst  durch  die  vier  Soiten  eines  seiner 
einfachen  Vierecke  und  durch  eiiMn  in  dem  letzte- 
ren riegeoden  V  icreckswiukel  vullblätidig  hetttiuimt. 

Sollle  ttM  B.  atne  am^^hi  niid  de«  Winkel  {ab)  das  Viereck 
beitiomeiii  ao  Utte  man  aoa  Nr.  id,  uod  Nr.  %i  ' 

r ,  *  =  ff*  +  ^*  —  Ii»/'  cos  (ab) 

fÜnde  hierens  ^=r  («5)H-(«i^i)  und  mit  dleten  Wertbe  ana  (44) 

^  «•  -4-  Zf'  —  aZ»  cüü  (aii) 

12)  Bin  Viereck  ist  durch  drei  nn  einander  liep^ende 
Hauptseiteo  und  die  beideu  von  ibaen  eiugencblos* 
genen  Hauptwiakel  hestiuiuit. 

mren  aba  a.  B.  die  drei  Seiten  lab,  und  die  Hanptwiokel 
{mB)  md  («^t)  g^g^t^n,  ao  ftnde  man  ana  Nr.  2.: 

=  r/' — %af/    cos  (i///) 
c»  5=3«»-*-^i'— CO»  (a^,); 

aladuiB  wire  As=(«^)-|-(«^i)  und  ana  Tfr.  9.: 

=  =  r* -h  r , »  —  flf» -4- W/,  cos  Ä, 

womit  die  Aufp^obe  a!«  o^elnst  zu  betrachten  ist. 

Es  mag  ao  diesen  Autffttben  genügen,  da  aus  ihnen  zur  Genüge 
erhellt,  wie  man  in  Hhnlicnen  Fällen  zu  verfahren  haben  wird;  Im- 
aier,  wird  ea  möglich  sein,  eine  solche  Combination  der  gefnnde* 
nen  Formeln  anzuc^eben ,  dass  das  Viereck  aus  fönf  unabhängigen 
Stücken  sich  beHtimmen  ISsst,  ditfern  nur  eine  «lolcfie  Bestimmung 
Überhaupt  statitinden  kann.  —  (Jebrigens  ist  jedoch  zu  bemerken, 
dass  in  allen  4en  Pillen ,  in  weldien  die  GWiae  ^  durch  eine  tri- 
gonometritcbe  Funktion  gefunden  wird,  wie  diea  a.  B..  in  der  iten 
and  $ten  Anigabe  der  Fall  war,  die  Avfldanng  nnr  dann  wirklieb 

fceaiiaiait  iit,  wenn  aich  anderawober  eniaclieiden  Uaat,  ob 

iat  Kann  eine  aolebe  Rntacfaeidno|C  nieht  erbalten  werden,  ao  tbnn 
in  der  Tbat  iainier  awei  Vierecke  der  Aafgabe  Genüge. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  dir-  ij^etundenen  uilgemeinco  Foroielo 
noch  auf  dos  .Sehnenviereck  anwenden.  Da  in  diesem  bekanutlick 
^^sslSO»,  (^'=:v/'  =  0»  ist,  ao  ergiebt  aich  aofort,  daaa: 


367 

« 

(^)  =  (^,r,)=4(Ä4-C)-dO' 
.       (^*rj==(/^r)   =lH)«-i(i?- <-)/'^' 
(•Ä)  =        -         )  =        -  ^  )\ 

wird;  folfflich  gebeu  die  Gieiciiuoffen  M,  und  42,  wenn  man 
itaCt  der  jetit  gleich  werdende«  Uctoen  /,  und  e^  upd  r,, 
ifi  vnd      bloaa  d|e  Zeichen  feä  ohne  Inder  iclireibt: 

/•  =  a» -j-«,» cos  C=Ä'  +  ^,'  -~2^Ä,  cos 
N  e»;=i;»-f-c,'  -h  2cc,  cos  ^  =  «*4-«,> +2m»,  cm  ITC  W. 
d^ssd^-^i^K—üSt  cos  !^s=3  0>  +  <r,»--«^,  ceawrfl 

Heinnaeh -gehören  zu  jedem  einfachen  Sehoeuvierecke  drei  Diago- 
nalen, TOB  denen  zwei  unmittelbar  dnrcb'  die  Fig^r,  die  dntte 
hingegen  dann  gefunden  werden,  wenn  man  irgend  swei  belie- 
bip^p  neben  einander  liegende  Seiten  des  Viereckes  aiit  einander« 
vertauscht.    Femer  wird  aus  (32)  erhalten: 

SSM, J 

d.  h.  in  jedem  einfachen  Seh n^n viereck  er;iter  Form  ist 
das  Reehteck  ans  beiden  Diagonalen  gleich  der  Bninae 
der  Rechtecke  aus  je  zweien  der  Gegenseiten.  Kben  so 
findet  man  nus  !Vr.  36.  und  40.,  unter  der  Voranssetinng  daaa 
m^4fi  und  /j^//it 

00^=.  cc^ — «MF,,    mr^^cc^ — ^^l  i 

^  ssMT  —  w,r„  mä  zs&e  —     J  «».  . 

d.  k  in  jedem  Hehnenviereck  zweiter  oder  dritter  Form 
ist. das  Rechteck  aus  beiden  Oia^onaied -^Feicb  dem 

Cebers cTt  11SS (  des  Rechteckes  ans  beiden  sich  schneiden- 
den Seiten  über  das  Rechteck  aiis  heiden  sich  nicht 
schneidenden  Seiten.    Endlich  wird,  wenn  man  w  Abkuniung:- 

achreibt;  nach  NrJ  45.  ' 

17 


2öb 

♦ 

Dureli  ücliicklicbe  Verbindungen  der  (■leicLuugen  (98)  tindet  mao 

d.  b.  die  Summe  der  sechs  Rechtecke  aus  je  zweien  Sei- 
ten eiDe«  einfftcbeo  Sehoe.DTiereckes  erster  Farn  ist 
l^leicb  der  Snmve  der  drei  Rechtecke  «us  Je  sweien  eei- 
oer  drei  Diagonalen. 


/(cdbcj  =  («zb«,)  'dbÄ.) 


103. 


101. 


105. 


Die  <iJt'icliung^en  (103)  lassen  sieb  jirirli  nis  urunittelbareB  tirfi^ebiiiss 
der  Formeln  (5'V)  »n^  (54)  betnicbtcu.  Auf  die  iiebmii'j«*  \V<'!st' 
kttuu  Duu  aucb  jeue  »Seile  des  Vierecks  bestimmt  werdeu.  üeuu 
nach  (99.)  ist: 

iogieieken« 

o;  s.  w.  Femer  ist  naek  Nr.  %  anek 

=  2r/  OOS 
— ^i^"»^«^. cos  («,<i)  I 

und  hieraus  folgt  durch  Vergleichimg  nit  Nr.  11.  sofort,  dast  dia 

Uurrhsrhnittswinkel  der  Difttronalen  Ond  r  ^  f  nothwetidit(  resp. 
gleich  (0,^,)  und  sein  müssen.    Es  ergiebt  sich  demnach 

auch  wegen  Nr.  96.  und  Nr.  U.: 

-     ^oA-i-a.h,)       — ^  4(Ä— -<f)j 


sr«...».».)  =«*g 
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und  Uerani  anf  Mnoole  Weife  die  FomelB: 


109. 


iagleicJieo: 


V  —       V  —  i 

Zugleich  aber  ist  auch,  wenn  man  den  UalboieMer  des  den  %'icr- 
eck  lui^eschriebenen  Kreises  M  nennt, 

%Fss=eet  sin  CsszefOn  ^ü^jijssejr  sin  ^B-^J) 


Ra  verbaltes  sich  denHacb  die  drei  Diagonalen  des  eis* 

fach  «II  Seil  oe  n  V  ie  r  r  c  k  f  ,  wie  Sinus  der  in  den  zn'j^e* 
hörigen  k reisabscü o i t te u  1  ic ge u  d  c  n  Peripheriewinkel, 
oder  wie  die  Sinus  der  Winkel,  unter  denen  sich  die 
bsiden  aadereo  Diaj^onalen  seba^ideii.  —  Zugleich  ist 
•Dcb  das  rechtwiDklicbe  Prisma,  das  den  Flächeninlialt 
des  Viereckes  ?  u  r  Grundfläche  und  Hon  R  n  d  i  u  s  des  nm- 
scliri  ebenen  Kreises  zur  Hü  In-  li.if.  gteicii  dem  vierten 
T belle  des  rechtwinkliciien  t^arullelepipeduinü  aus  den 
dtei  Diuguaalen  dessetben. 

,  Dorcb  eiafacbe  Mnlliplicatioo  findet  mau  an«  109« 

sin         -  ri)  sin  |(/y  -t-  ^)         a  —  a 

•in       ,  ~  / 

'C08  ,  ^{B  —J)C08  ^B-i-  Ä)   

sin  ^  / 


sin  Ufl-h^  «0»  i(ß  —  A)  fjzA 

cos  IC      ,         "~  / 

'  cos  / 


112. 


n.  s.      woraus  anmittelbsr  auidi: 


sin   a-+-a^    tm  \it       g  —  g, 

cos  76'*^     /    '  jiin  iC  ~~  ~7~ 
^       A  — cos  i-^  _-  ^-i-^.l 


stn 


cos  4C        /    '    sin  4C  / 


113. 
17* 
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und:  • 

tang        taog  ir=j^ 

* )  114. 

folgt.   PerMr  ergtebt  sich: 

«  

—  4iiiii  nn  M^-^^i)  «o« 

:  g|  

—  4co«       H-  ^)  cos       ->  A\  cos  i< 


115. 


—  *co»  sin  «III  W\ 

'     4btH  4(i^-f-^>  cos        — .-rf)  sin 

Es  ist  ganz  unverkennbar,  dass  die  Formeln  von  Nr.  lOS.  bis 
115.  das  Analo^on  zu  den  Formrln  für  das  g^eradlinicrp  Preleck 
bilden.  Trotz  ihrer  grossen  Einfacbbeit  and  Eleganz  scheinen  sie 
docb  bis  jetzt  docIi  gar  nicbt  gekannt  zu  sein,  weshalb  die  aas- 
fÜhrliehe  Mittheilung  derselben  hier  nicht  um  unrechten  Platze  seia 
saöcbte.  Die  Untersachung  über  die  RigenschaftCD  der  .Sehnen- 
Vierecke  ahpr  noch  weiter  zu  treiben  dürfte  kaum  der  Mühe  loh- 
nen;  die  gehörige  Verbindung  der  hier  entwickelten  Formeln  wird 
fast  immer  hinreicbcn,  jede  verlangte  Uateranchoag  lu  Ende  ss 
Äbren.  Nur  folgende  Ausdrücke  mögen  hier  necn  f^latz  finde«, 
da  sie  bei  vonaoebmenden  Traosformattoaen  gute  Dientte  leiateat 

fi=aa,  co%^{A^C)tm\{A'~C)^bB^  coB|(Ä-f-C)cos4<Ä-C)l 

0=««,  sin|(Ä-4-^)  s\ii^{ß-A)-^cc^  CQB\[B-hC)  c.i84(Ä-  C)\  116 

Mit  ihrer  Hülfe  ßndet  man  für  den  Fläcbenranm  D  des  von  det 
drei  Diageaaleo  gebildeteo  Dreieckes  die  merkwürdige  GleiehaBg  - 

D^—F*=zR*  sin  {A-^C)  sin  (^-i-C)  sin  (T— ^)  sin  (ß—C)  III. 

§.  20. 

Endlich  sind  noch  die  Werthe  zu  bemerken,  welche  beim  8eb 
nenviereck  für  die  einzelnen  Bestandtheile  des  zugeordpeten  Drei 
ecket  erkalten  werdeo.  Man  findet  snvdrderat  ana  Hr.  64*: 

^  ^     H  cos^  liß-hC)  ^  <r,  cos»  ^(B—C) 

***   *  *  «1  Mn  B  sin  C  '     a  sin  B  sin  C 

tt      A     ^  i^^'-^^)      if  ^1  cos'  \{C  —  /1)  I 

P— lO.  •        jiin  ^  sin  C  — A  sin  J  sin  C~  ! 

,     c  Hin^  ^(Ü-A)       .     c»  «in»  i(it-+-A)\ 
r-^^t  •  4ra  sin  ^  sbi  iff         \  «sin  if  sin  B  ] 

also  auch: 


Google 
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.     coi  W-*-C)  cos  UB^C)\ 
■  '  tin  B  sin  C 

Ä  — -r    go«  ^(g-H^)  cos  uc-M  ..^ 
^  =     •   rnn  JumC  [ 

r—^*'       sin  ^  .hl  i  

Penicr  wir4  nick  Nr«  99,  t 

** —   «e,    •     '    «in  ^  lin  »mC  j 

—  **l££i.    €0»*  UB-hC}  cos'  l(g~6j! 

_^gg|cc^    cos»  Wh-^)  cos»  W^^)f 

*  M|    *      '  sio  d  sin  if  sin  C 

wofmm  den«  aiC  Hülfe  foo  110.  sogleidb: 

•  =^>  •  W=»«Vr^  ""  ^*^»»>j 

sin  (a/?)  =  j-^  =  »iö  (<y,,), 
•in  (a/)  =  ;^s=.in  ((r.,)|  122. 

folgt.  Man  erhilt  dndarcb  nnaittelbsr  den  merkwürdigen  Snte: 

(«y)=si8o-(cy,,)  m. 

(/?y)=»180-(«J,.)) 

so  dasB  im  Sehnenvierecke  die  zugeurdneten  Winkel  unmittelbar 
ans  den  -WinkelD  gefimden  werden  ^künnen,  nnCer  denen  sieh  je 
swd  Verbindnngilinien  nwiicbeii  den  HiCtelj^iioktea  der  GegiBMi« 

ten  srlineiden. 

Wie  nun  im  Vorstellenden  die  uiigeineiueu  i  ormelo  auf  das 
SekoeoviereGlc  aogeweodet  worden  sind,  su  künote  das  auch  in  Be- 
zu^  auf  dai  Tanffenten? iereck  gescbeben.  Indessen  würde  dadurch 
theils  die  gegeowkrtiffe  CnterattclMing  allzuweit  ausgedehnt  werden, 
theils  rrfnrdprt  das  TangentenviereCK  norli  ei^rntbiimliche,  von  den 
bisher  grtiilirten,  riemlicli  abweichond««  Ertirleruns^on.  Ich  spure 
daher  dieäeu  iieKeasUnud  lÜr  eine  uudere  Zeit  aut,  wo  ick  dauu 
zugleich  Mch  me  BigeBsehaftea  der  vier  merkwürdigen  Ponkle 
der  Haopl«  nnd  Nehendreiecke  niher  helraehten  werde. 
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XXIV. 

Beweis  eines  geometrischeii  Satzes. 

Von 

HriTii  Thomas  Cl Hüsten 
Iii  AUoB«. 


Beschreibt  man  in  rinem  Kreise  ein  T>r<»ieok.  df-ssfri  zwei  Sel- 
ten mit  pcg^ebenen  Liuicti  parallel  sind;  so  ist  dii'  ilriite  Seite  eine 
FauffeDte  eineä  auderD  conceütriscben  Kreise«.  Durcb  die  ortbu* 
graphiiolie  PrqjeetioD  «of  eine  ge^en  die  Ebeoe  der  beiden  Kreiee 
|[^neif(te  Ebene  werden  die  sämmtlicbeo  Parnlleleo  wieder  parallel» 
mi(\  tlio  Krpiso  äliuliclie  und  liliMÜrhIioifrpnde  ronr**nf riscl»p  Klll|)sen. 
Mau  bu:ht  liicruuü,  dass  dir  dritte  Seite  Jodes  tu  eine  Ellipse  ein* 
geächriebeoen  Dreiecks,  dessen  zwei  Seiten  mit  zweien  beliebigen 
ge^ebeoeo  Oureliinesfern  parallel  sind,  eine  fthnliebe,  ibDiich- 
liegende  concentrische  BUipse  berührt. 

Da  die  Parabel  und  Hyperbel  aus  dem  Kreise  nur  durch  Cen* 
tralprojectiou  entstehen,  wodurch  die  Parallelen  im  Aligemeinen 
nicht  wieder  parallel  werden;  so  lässt  sieb  aof  diese  Art  nicht  die 
Corrc  finden,  die  von  der  dritten  Seite  jedes  in  jene  beiden  einge* 
schriebenrn  Dreiecks,  deren  zwei  Seiten  mit  gegebenen  Linien  pa> 
rallel  sind,  berührt  wird,  leb  bahe  daher  diese  Cttrve  anf  folgende 
Art  für  alle  Kegelschnitte  uoaijtisch  hestimiDt. 

1.  Statt  der  reebtwiaklicbten  Coordinaten  jp^z=zAA\  y^^MN 
des  Punkts  if/ (Taf.  IV.  Fig.  1.),  nehme  ich,  wenn  A\  und  MO 
mit  den  beiden  cccgebenen  Linien  parallel  sind,  und  alsn  einen 
coustanten  Winkel  AiOiV  =  0  einscliliesseo  ,  Jtchiefwiaklichte 
xz=s.AO^  y=.AIO,    Auf  diese  Weise  wird 

.r,  =  .T*-#-y  cos  Sy  y^z=.y  »in 

Der  Kegcisrhnif t  sei  eine  KIlipse  oder  Hyperbel,  und  die  rechtwink- 
iicbten  Courditiateti  .t'i,  y,  auf  den  Mittelpunkt  der  Cune  als  Au- 
fan^spunkt  hezogeu ,  die  Axe  der  jp^  sei  mit  einer  der  fc^egebenen 
.Linien  parallel.  Die  Gleichung  der  Curve  ist  deainacb  von  der 
Pom: 

Sobstitairt -man  bierm  die  obigen  Wertbe  %on  .Ti  und  yi,so  findet 
man  ebenfalls  die  Gleicbnog  nit  scbtefvinkliehlen  Coordinaten  von 
der  Form 


263  . 

■  * 

Ks  sei  aisu  iV  der  .Mittelpunkt  der  Tnrvr  (Tnf.  Fig. 2.);  MQ 
und  MP  die  Axen  der  und  AifC  ein  in  der  Curve  eingc- 
scliriebeoes  Dreieck;  diu  iieite  Aß  mit  /Vy,  und  die  Seite  AC 

MQ  YwtXM,   Di«  Ci>onlm«ieii  4vs  Pnikkts  A  Mi«ii  v; 
Coordinaten  des  Punkts seieo       tr';  die  Cuordinatcn  des  Punkts 
<7»cieD;       t>";  s..  Ist  offenUr  v=v"=Af},  und  ^=$'— ^/>f/. 

leb  Dehme  au  dass  keiner  der  Punkte  //,  ('  unendli<  h  weit 
entfernt  liege,  oder  dass  weder  Aß  noclt  AC  mit  einer  Anjuip* 
lote  4er  Hyperbel  perallel  «ei;  in  wetebeni  Kalle  ßC  mit  dersel- 
ben Asymptote  parallel  wäre,  oder  nnejidlicli  weit  entfernt  läffe. 
Die  Linie  AC,  deri'u  («leichung  y=v=zAD  is't,  schneidet 
also  die  Curve  in  zwei  Punkten;  eben  so  Aß ^  deren  Gleichung 
= ?  =  —  DM.  Demnach  können  weder  <f  noch  c  der  Gleichung 
(1)  verschwinden.  Ks  sei  nun  die  erate  «rilikührlicbe  mit  MQ  pa« 
rallele  Seite  des  Dreiecks  y/6^^ezö^en  nnd  ADzi^v,  so  werden 
die  beiden  Werthe  von  :r,  die  diesem  Wertlie  von  y  enlspredieD, 
Izsi  —  MD,  uod  |"=:iVA'die  Wurzeln  iIpp  Gleichupg 


a:va:  -f  -  Ujcv  -h  cw  -J-  f  esz  0 


'      \         ■■■■  •^"t:  -  0    9  *     "  •      .V  ^ 

Jf"=s  — —  H-  —  F 

Weun  mau   K  positiv  nimmt  mul  yi'rzi:  (ä//  —  rrrjvv — af  setzt. 

Die  beiden  VV«*rthe  v  —  JJA  uod  v  =  Dß  «ind  die  Wurzeln 
y  der  Gleichung'  cy^  0,  also  ist 

— oder  * 


Ol«  (»loittllttBg  der  dardi  i?  yod  C  geiegtea  Liaie  isl: 

der  ufieDbar  dorcb  SabstitAioD  der  Coordinaten  von  Bi  Jpssf, 
y  =  ü';  nnd  von  C:  Är  =  $",  y  =  v"  Genäge  geleistet  wird.  Sub- 

stiftiirt  rnun  in  diese  die  für  |'==^,  i".  i>'  und  v"=zv  (gefundenen 
Wertbe.  so  lindet  man  die  allgemeine  <(leichuup:  für  dieXinie  ßC: 

\\M  —  ae}»^6Y\:t^t,  Y.jf-hd/ssO,  (2) 

l>vr  licrührungüiiunkt  mit  der  i'urvc,  die  alle  diese  Linien  berühren, 
ist  der  Durchschnilt  vqn  einer  beliebigen  mit  einer  uoeodlicb  we- 
nig vdInchiedeBeB  deraelbeo.   Bs  sei  die  Gleichung  eioer  Tangente 

Aa:-i- ßf/-\- C=sO 

so  ist  die  Gleichung  der  unendlich  wenig  verschicdeuen  Taugeute: 

deren  DurchschnittsiMinkt  mit  dorn  DurcliM  l  iiiit^puiikic  der  beiden 

Ja;,'^- ßy-i- 


2M 

ideuliitcli  int.    JHe  Coortlioiiieii  tlesseibeu  »eien  .r=:.r',  yz^y'\  »»  ii»t 

✓ 

N«cb  der  Gleicbung  (2)  bat  a«o: 
foiglicb  da      =:  -y — ^  ist: 


aUn 


nnd 


Beide  Carveo  (1)  und  (3)  sind  also  zugleich  eoncentriaebe, 
äbnliche  und  ähnlich I i egeoda  ElUpaao,  oder  Hyparbala 

awischen  denselben  Asymptoten. 

2.  Ist  cüfl  g^cg-ebone  Cnrvc  ein«*  Parabel  und  der  Anfaotr?^pitnkt 
der  CoorUinuten  im  Scheitel  derselben,  so  wird  die  (aleichuDs;  für 
die  Cnnra  aaf  die  mit  den  beiden  Seiten  dea  Dreiecks  paraTlelen 
Aseo  betogan:  • 

und  i%euu  luuu  wie  ubeu  vertährt,  und  V  y=  r' -f- 2«rt/^^c  —  <i</) 
setzt: 

£=  sF--^ 

«  — —    a«  ^ 
V  nnd     sind  die  beiden  Wurzeln  y  der  Gleichung: 

+  -ijK«^!     «0  -f  -  2c§;  also  ist 

a'aa«-!-— jjjS  ^3 

und  die  Gkiciiung  lür  alle  tlriue  Seiten  de«  Ureiccks: 
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Es  ist  also  *  . 

utfs«(de— «if+^y);  B=6*Yi  C^^^Ae^m4)—ed'^dY, 
«od  d»       ■  .  , 

,  4¥       aiLr  —  ad)  .  ,  . 

— T  

also  ^  =  —  ^ 

Beide  Curren  siod  deuinacf]  uuch  zug-leich  Pnrnhpln  m\t  g'lel* 
ebem  Parameter^  de  reu  Uaujitaxen  zusaDimentcil  I  <- n. 

3.  Hiernach  iit  es  leicht  in  jedem  RegeUcboitte .  weua  es 
nfiglicb  ist,  ein  Dreieck  so  beachreibett,  dema  swet  Seilea  mk  ig^ 
gebenen  Linien  parallel  sind,  itnd  dessen  dritte  Seite  durch  einen 
ffegchenen  Punkt  geht.  Man  beschreibe  nemlich  ein  willkürlichee 
Dreieck  d^BC^  dessen  Seiten  A^B  und  A^C  mit  den  f^effebenen 
Graden  parallel  «od,  nnd  deseen  SpHaea  auf  dem  Umfange 

der  gegebeaea  Canre  liegen.  Mit  BC  parallel  (  Puf.  IV.  Fig.  3.)  ziefia 
man,  wenn  es  möglich  ist,  die  Tangente  ß'C  an  die  gegebene 
Curre.  Vom  Miffplpunkte  M  der  rur?e  «iebe  man  eine  Linie  an 
den  licrühruDgspuDkt  T\  die  die  Linie  BC  in  T  schneidet;  so  ist 
T  der  Befttbrungspaakt  der  awaitea  Carve,  die  mik  der  gegebeoea 
fthniich,  ibalicUieffead  aad  eoaceatriaeli  tat   Ba  ktMTiMT 

:  1  fBr  alle  eingeschriebene  Dreiecke  coastant   Es  sei  A 

der  Punkt,  der  auf  der  sresncliteu  Tangente  AU  an  die  zweite 
Curve  liegen  soll;  zieht  man  mit  dieser  j>araUel  A'V,  die  die  ge- 
cabeae  Garre  In  ü*  tangirt,  aad  die  Linie  MA  ia  Bebaei£t; 
so  iat  ebenfalls  9fC/ :  MV  =  MA  :  MA'^  MT:  MT.  Folglich 
mQssen  AT  und  A'T'  auch  jiaraflel  sein.  .Man  ziehe  demnach, 
nachdem  T  und  T"  bestimmt  .siud.  TA  und  die  Paralleie  r'A\  die 
die  Lioie  MA  iu  A*  schneidet,  und  von  A\  wenn  er  nicht  iauei> 
halb  der  gegebenen  Canre  liegt,  in  welebMa  Fiille  die  (Saailnetfaik 
unmöglich  ist,  'elae  Tangdnt«  an  die  gegpebene  Curve»  ao  iit  die 
durch  A  gezogene  mit  ihr  pRrallele  die  gesuchte  Linie, 

In  der  Hyperbel  ist  keine  mit  BC  paruUeie  Taugente  möglich, 
wenn  BC  beide  Aeste  schneidet.  Die  Hvperbel»  die  alle  Linien  BC 
berilirt»  liegt  In  diesem  Pall«  in  den  Naaeawiakeln  der  Asymptotea. 
Ea  aat  die  Gleiobaag  der  gegebenen  Bjperbel  aaf  ibre  Aijmptalea 

io  iit  ia  dieaeM  Fall^  die  Gleiehaag  der  Toa  BC  bertthrtea  Carve 

wo  m  positiv  ist.    Ilc^iehreibt  man  die  zu  dieser  Hyperbel  snppla- 


4 


■eotnre,  in  dtr  jadtv  JPMakte  dw  Coor^isateB  ia  dar  einea 

y,,  in  der  zweiten  ein  Punkt,  dessen  Coordinaten  ^,  =  j?„ 
«,  =  —      sind,  enUpricht;  so  wird  die  Gleichung  für  dieselbe 

%^^  =  mf^  (6) 

'  Diese  Hyperbel  ist  mit  der  gegebenen  ähnlich ,  ähnlichliegend  und 
concentrisch.  Ebenfalls  wenn  eine  Tangente  an  die  Ciirvc  (5) 
durch  einen  Punkt  geht,  dessen  Cnordiuttleo  ^  sind,  auf  die 
Asymptoten  bezogen,  bo  geht  die  Tangente  an  den  entsprecbendeo 
Punkt  der  Curve  (6J  durch  einen  Punkt  dewen  Coordinutcn  u,  -—^ 
sind.  Es  seien  Tat.  IV.  Fig.  4.  die  Asymptoten  der  beiden  Hy{)er- 
beln  AB  und  CD.  af>  die  dritte  Spite  eines  Dreiecks,  das  in  der 
gegebenen  Hyperbel  eiDgeschriebeu ,  uud  dessen  zwei  isieiten  mit 
gegebenen  Graden  parallel  eind,  welche  Linie  also  die  Gurre  (5) 
Eerälirt  Es  toll  nun  dunefa  F  eine  BeHArende  an  dieselbe  Curve 
gelegt  werden.  Die  entsprechende  Tanp^ente  der  Hyprrhrl  (fi)  crlit 
durch  den  Punkt  F\  wenn  man  FG  ■=.  GF'  macht  und  FF'  mit 
der  Asymptote  AB  parallel  zieht.  Die  der  iaugente  ab  ents^e- 
cbeade  langeate  derCniire  |6)  ist  wenn  «an  mM=sMm 
macht  Man  construire  also  wie  oben  eine  grade  dorch  F'  gehende 
Linie,  die  mit  //«'  zuglfucli  eine  mit  der  gegebenen  ähnliche,  ähn- 
lichlietrenile,  concentri&tlir  Hyperbel  berührt;  so  geht  die  gesuchte 
Linie  durch  F  und  den  Üurcbschnittspunkt  der  eben  gefundenen 
■it  der  Aeymptete  CD, 

Sind  die  beiden  Curven  Parabeln,  so  eehDeideo  alle  parallele 
Tangenten  BC  und  B'C  von  der  grossen  Axc  gleiche  Stücke  ab. 
Zieht  mnn  niso  durch  den  gegebenen  Punkt  A  (Taf.  IV  .  Fis^.  3.) 
mit  der  Uuuulaxc  eine  Liuie  parallel  uud  macht  AA  dem  uui  dieser 
Axe  von  BC  und  B^C  abgeschoitteoen  StUeke  |fleidi,  sieht  daimaf 
aas  eiue  Tangente  an  die  Parabel,  so  ist  die  mit  ihr  durch  A 
reiogene  Pnrrillele  die  gesocbte  Liaie.  Auwer  den  angegebenen  < 
Fällen  sind  keine  rorbanden. 


XXV. 

Ueber  die  neuesten  Erfindungen  in  der  Tb^orie 
der.bestimniten  Integrale. 

Von 

d«m  Heransgeber. 

Krate  Abhandlung. 

Diese  Abbandloog  eröffnet  eine  Reibe  von  Abhaadloogen ,  in 
'  deuan  wir  naefc  uad  necb  ran  den  nettesten  wicbtigern  Rrfindungea 


< 


^  kj  i^uo  i.y  Google 


n  der  Theorie  der  besdointeo  lutegrule  «luduiiriidi  Jüttclvicitt  er« 
tbeit«B^  Sberhsapt  «tt  der  Zeit  doe  f«llitiadiffe  Tbeori«  der  be- 
stimmten Integrale  zu  iieferttWcheB  W^tdmt.  uem  Zwecke  dieser 
Zeitschrift  ffoinäss  lie<:;iniien  wir  mit  rrnrr  kurzen  Onrstplluntf  der 
wichtigsten  allgemciueu  Hauptsätze  vou  den  hestimmteu  lutegruieo, 
auf  wekben  alle  fo.lgendeo  UotersacbuDgen  vorzüglicb  berubeo» 
und  euer  knnen  Batwiekelwi*  «fokrer  am*  Mb^o  MkannteH  be* 
stimmten  fntemle,  die  bei  andern  ünterMteh^ngen  beaonden  bin- 
fig  in  Anweninng  gebrndbC  mrd«». 

1. 

|Ne  wiebtigtten  allgemernen  Htuptsiitse  '  voii  den  be- 

atlaoiteii  Integrale». 

».  1. 

Weoa  überbauet 

gesetzt  wird,  w«,  wie  wir  ofTeubar  anzunehmen  herechtigt  siud, 
die  willkührlichc  Constante  in  der  Fuuctioii  schon  einge- 

schlossen sein  soll;  so  nennt  man  die  Differens 

das  von  .r  ==  a  bis  =  //  genommene  liiti'^ral  J't\.T)i4jc^ 
utiii  bezeichnet  Uieiie  DitiereM^  am  besten  uud  eiuiuchsteo  durch 

so  dnss  also 

9»(Ä)->r«)==/]^4f)d&p 

iat.    Auch  nennt  man 

das  zwischen  den  Granzen  a  und  ä.  für  a  als  unteri»  und 
If  als  obere  (»ranze,  geoomment;  Integral  J f{^v)iLc.  Kio 
jedea  aolehea  awitcben  beatimniteB  Grftnien  genoaipene«  Integrat 
wird  aber  ülarb^niil  «in  d»«aiinatei  Integrnl  genannt. 

§.  2. 

1.   Weil,  indem  wir  inmer'wie  verber  ttberbanpt 
aetnaa,  amk  de«  viMigeo  Paragrapben 

und 


oder 

2.   Weil  ferner  Dacli  <ieta  vorige u  Paragrapheo 


■*  w. 


isti  SU  ist  jederzeit,  wie  omd  soffleieh  findet,  weno  «u  «if  b«id«i 
Stitoa  der  6leiehlieitis«leliftB  mddirt, 

und  folglich,  weil  nacli  den  vorigen  Faragraphen 

y]^^)d&r=f<»)-9K*) 

»  » 

ist,  jederzeit  , 

wie  gruüü  auch  die  Aozaiti  der  durch  o,  bezeichne- 
ten Grössen  sein  mag. 

3.  Wenn  A  eine  coDitante'CrStae  beseielmet»  sa  iat  bekMil- 
Kell  jederzeit  \ 

und  folglich 


ailo,  weil  nacb  dem  vorigen  Pttragripkmi 

9»«) — 

isc,  immer 

4.  Weno,  lodeni  ui,,  » lauter  coatUote  GrÖtsen 
bexeichnen,  ;  • 

JF{a:)dx  =     Sf{a:)d^        »  J  fx(^)äa: -h  ^,  J f%ia:)dx 
bd4  folglidi,  wenn  wir  fiberliaapt 

//.(dr><jr»9.(«), 

tt.  B.  W.  ' 

■ 

setzen,  *  :     •  ... 

atlo  Bach       Torlsto  Par»gnflMB  ,  ,  ^ 


-|-^„{y„(/!')~9P»(a)|,  . 
d.  i.  nach  dem  voriges  Faragraphen  offenbar 


%  3. 

Wenn  wif  wMer.mMrlraiipt 

setzen  I  so  ist  nacb  dem  allgeneineD  Begriffe  des  iutegraia  be-  ' 
kuBtlicb 
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wu  fp'i'V)  y-t*'  (^uwötinlich  den  ersten  DiffereutiaiquutieuleQ  der 
Function  ^(^j  bezeichnet.  Setzeu  wir  nun,  iritlem  *$  eine  beliebige 
poiitive  gaose  Zahl  beseiclmet, 

10  !■(  Diieb  emem  bekannten  Satse  *) 

yt/^  4-  2/)  =r  y («  -i-     -H  f/(^      /      fe^,  0. 
SP(«  +  3f)  =  y(« -h  2i) -H       H- ^  4- 

o.  I.  w. 

9(m  -f  - = »(•  +  (1.  - 1)0  +  ^«  H-  (»  - 1)<  4-  j 


wo  0i  6,,  • .  »^M-T»  ^»-1  lauter  poaitiTe  die  Einheit  nicht 
übersteigende  Grössen  sind.  Addirt  man  jetit  anf  beiden  Seiten 
der  Gleiebheitraeicben,  nnd  henerkl,  daaa 


iif ;  so  erhält  nan  sogleich  die  Gleichung 

—  «Pia) 

also,  weil  bekanntlicb 

Wenn  t  poeitiv  ist  und  die  Function  /{x)  fortwährend  wachst, 

wenn  man  aich  jc  von  x  =  a  bis  jr  =  ^  stetig  vpräntJorn  lässt; 
so  ist,  weil  (9,  (9,,  (9,,  .  .  .  !nutrr  positive  die  Kinlieit  nicht 

übersteigende  Gruüüeu  sind,  utieobur  ohu«  Besieh ung  der  obera 
und  VDterD  Zeichen  nnf  einander: 

n»  a.  .w. 

/(•  +  (»  -  1)»  4-  ®— lO^/X«  +    -  » i'i 


*)  Thea  I.  XL VIII.  6. 
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/K«     2H- 0.0 

/(<»  -h  («  -  1  }#  -h          ^/ («  4-  *t)  i 
/(ü  -h  ©i)  1        f)  -I  -i-/(«-f-  (»  - 1  )•  -i- 

iiod  , 

rolglidi,  weil  iM  dar  VoraniMtxhiiir  i  |MMitiv  ttl 

^  •!/(«) +/(«-§-•)-!-/(• -*-*i}H  -»-/(«-♦- -  IWI  . 

^<[/(iiH-f)+/(*-fr-2«)-4-/\i»-h3<)-|-  , .  ■ 

Setzen  wir  also  hier  uoil  im  Folgenden  der  Kürze  wegen 
S=:  i\Afr)  -|-/'V/  -h  •)  -f-/(<y  -h  2i)  -4-  .  . .  -!-/(«  -H  («  -  l)t)}, 
2»  ==  f  |/(«  -h  »)  -!-/(«  4-  2.)  -I-  3f )     . , .  + 

ao  Ut  nach  dem  Vorliergeheoden 

d.  h.  M  ist  f^{^)aap  eise  lliMelgi«^^  s^sMlNi  j^iVMl  oder 

in  der  aae  Theit  1.  XL.  f.  33.  bekaontea  Be<eic|iaoii||  iler  Mitr 
telgröaaeo: 

Wenn  wieder  t  positiv  ist,  die  Function  /(^)  aber  tortwährend 
aboimoit,  wenn  man  sich  a:  von  bi»  jpsssd  akedg ▼erindeni 

liait;  m  iat,  weil      0»,  0», . . .         lali^  ^itire  die 


•)  Theil  i.  XL.  4.  2.  Si 
**)  TheU  I.  XL.  f  J2.  f.  13. 


»72 

Dicht  übersteigeDÜc  6rö»seii  sind,  (ilioe  BeaiehnBg  der  obern 
und  aotern  Zeicbeo  auf  einiinder: 

•       •  __ 

u.  s,  w. 

pod  '  ■   

a.     w.  ' 
./(a  -H  (i»  -  1  )i  -I-  =/ta  -h  niU 

•lio   ^  ^ 

/t«-^Ö<)4-^a-+-<H-Ö,»)H- ....  H-/1[*Ht(*-1>H-^i»-^h) 
vnd 

folglicb,  weil  nucli  der  Voraussetzung  i  positiv  ist, 

=  -H  f)  -h/t« -I-  ii)  -h . . .  -h/(«  -h  (m  -  IWt 

und 

5  H/iß  +  0  ^/(-»  H-  ^)  +  3i)  -i-  . . .  »0  i  5 

d,  I.  oacb  den  VorhergdieBdeD 

«pd  folglich  wiede^ 

Wenn  f  negutiv  ist,  udü  die  FuDctiun fortwährenü  wachst, 
wenn  man  sich  op  von  a;  =  a  bis  drssd  stetig  varändttn  lisst; 
so  ist,  weil  0,  0^, .  . .  0„-i  Unter  |iosi|i?a  di«  fSiaheit  «iclit 
Abersteigeoda  Clrdsaan  sind,  wiadar  gans  wie  Vorbar  * 


^  kjui^uo  i.y  Googl 


27S 

>/(•)  +/t«  2«)  + . . .        H-    -  M*) 

irad 

^/t»     «)  -*-/(«  -I-  »0  4-/1«  4-     4-  . . .  -h/(a  4-  Jm). 

Wtil  aber  j«tit  nach  der  VonmesetsiiBg  •  «egatiT  iaC;  ea  iai 

•  * 

i  -f  -     4-/(«  4- » 4-  Ö ,  i)  4- . . .  -!-/(«  4-  («  —  l  )i  4-  I 

also  Dacb  dem  V  orhergehendep  .  * 

•  •    ■  •      V    —  — 

•  ^>//(*>^>^» 
tad  folglidi  wieder 

Wenn  ^  negativ  ist,  und  die  Function  f{^r)  fortwälirend  ab« 
oinint,  wenn  iuhd  sich  a:  von,  jez=za  biü  jczz^d  «tetig  Terüadem 
läfst)  so  jst,  weil  6^,  0,, . . .  @it— 1  lauter  positive  die  Einbeit 
Didit  nbertleigeode  GrStsea  sind,  gan«  wie  oben  ' 

f{a  4-  4-/(«  4- » 4-  4- . . .  +/(«  4-  («  —  l)i4-<5>«-i*) 
nod 

/(«  4-«i) H-/(ä  4- « 4-  Ö*»J  +  . . .  4-/(<f Ijf  4-'9i.-i#] 
~/(a  4- 1)  4-/(«  4- -I-     -f^ . . 4-/(« 4-  »0.  * 
i     Weil  al»er  jetzt  uucü  der  Voraussetzung  i  negativ  ist,  ao  ist 

>  •*!/(«)  -♦-/(«  +  ')  4-  5^)  4-  , . .  4-/(«  4-  (»  - 

< « 1/1«  -+-  0  4-  2f)  4./{«  4-  3»)  4-  . . .  4-/(<sr  4-  «*} }  i 

also  an^  de»  Obtgea  , 

TMi  IL  18  V 


'•.  .1* 


374. 

U|iii  t'ulglicb  aucL  jeUt  .  } 

Als  allffeaeinet  R«tQltat  ergießt  sieb  nun  am  den  Vorhfir- 
Mhendeo,  dass»  wenn  die  Fonctioo  f{ar)  entweder  itett  wäcbst 

•der  stets  abnimmt  wenn  man  sieb  a:  vo»  Jrssi»  fan  at=k&  stetig 
verändern  lässt,  da«  bestimmte  Integral 

jederzeit  <M"t*  ^!itt<>?G:rÖHse  zwiis*;l»«D  ^..^U9ii|^' yii^,  .^CU^^MI^ 
positive  gttü^e  Zu  Iii     »um  niug.  Da 

oder 

ist,  HU  ist  klar,  Uass  die  DifSerenz  i^sich,  wenn  »  irl^hi^ 
der  Httll  nähert,-  nsd  derselben  beRebig  ftabe  gisbracht  irerdeM 
kann,  wenn  man  nur  gross  genug  nimtiit.  Wsü  nnliert  sieb  nacu 
iicin  Vorhergehenden  die  Grösse  ^,  wenn  »  wäcbst,  offenbar  dem 
bestimmten  Integrale   ,  '    '  , 

und  kann  demselben  beliebig»  anlief  gebiaeM  werden,  wenn  i 
nur  n  gross  genng  nimmt,  »etat  man 

a  =  i\f{a)  -h  t)  -hji» 2«)      . . .  ^J\a     i»^) } , 

.  .    •  ' '   '  '  ' 

so  ist 

oder 

und  diBsc  DifTerenx  nähert  sich  folglich,  wenn  n  wächst^  der  Null, 
nnd  kann  derselben  bcTiebiff  nahe  gebratibt  werden,  wenn  mau  nur 
n  gross  genug  BiflMnt.    A)8o  nähert  sieb  nach  dem  ObigfBi^  piie¥ 

die  Grösse  *  .  i   • •      .  s     .       .  .    «  ' 

wenn  •  '«iebat,  doi»- beatiwnten  integrale   .        i       :t    /  ' 

und  kann  demselben  beliebig  nahe  gebracht  wenicn,  weun  man 
oaiT  m  grvw  gc^ug  iiimmti^  wobei  man  iiiine|  i^  b€^.<^^ii|bat,  dass 

h  —  a  »  : 

gesetzt  worden  ist  .* 

Wenn  die  Voraussetzung ,  dass  dje^  Function  /{x)  entweder 
fortwiUirend  wüchit  oder  MwXbifend,  IMant,  wenn  man  iich  ^ 

ti  . 
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275  ,  • 

von  of^mhw  jtssa  i  0i^ar  teräoderD  IHnity  nickt  «tftlft  Ut;  so 

wird  malt  sicL  dars  Iritcrvull  at//  fioch  immer  in  eine  g-ewissp  An- 
zahl anderer  Intervalle  4ra,  aity  . . A^,  gcMicilt  denken 
küuueo,  in  deren  jedem  die  ronctiun  /{jc)  entii^ed^r  fortwäbreod 
wäehit  o^r.  fort#iUirand  nlmittait  Dna  weil  onn  nach  f .  !L  2. 


....  -^/^f{jp)äx  /^{J^l^ 

Iii,  80  wird  aittn  sich  Mcbt  überzeugen,  lllite  dos  oben  Bewiesene 
auch  dann  noch  gilt,  wenn  die  Ftinclion  ffa:)  nicht  fortwährend 
wächst  oder  t'orhvHliri  nd  abnimmt ,  wcuu  man  sieb  von  afz=a 
bis  a:  =  b  stetig  verändern  Insst.  Daher  fvgiebt  sich  jetzt  der  fol- 
gende «Ogeneine  for  die  Theorie  der  beatiBMitea  Integrale  in  jeder 
BetiebMg  höehit  wichtige  Sei»]  •  - 

Wenn  man,  indett  IS  eine  beliebige  pefitive  rense 
Zebl  bezeichnet,   .  . 

•eint,  so  nähert  sich  dioOrösse 
oder  ^ 

if{ß)  -4-     4-  sj  + .  -  -i-  -I- 

weDD  i»  wftebtt,,  jederceit  des  beatin  vtee  l»teg^vle 


und  kann  denselben  beliebig  nahe  gebracht  werden, 
weon  nett  nur  m  greaa  genug  ninnt. 

.*  •  •  ^ 

Wir  wollen  jrfzt  annehmen,  das«  /{x-,  y)  eine  Function  der 
zwei  veränderlichen  Crcisgen  und  i/  si'i.  Wenn  man  nun  aher 
bloss  ^  als  veränderlieh  betrachtet,  su  ist  da»  hestimttte  Integral 

offenbar  eine  bloss  von  d^r  veranderliehsB-  Grösse  y  abhängende 
Fottcdon,  und  ee  I^Mmt  iaM    ' . 


gesetzt  werden.     .  '     "  V  *' V 

i^tet  nan  y  sich  «in  ^  vertindere,  ae  «rgielk  aieb  sns  dieser 
fileichVBif  anf  (hr  Stelle  die  Clleicbang 

18' 


- 

iVeii  lerner,  weoo  mftii  9kh  y  um  ^.verändera  tüHtt 

also  aivli^  •  . 

ist;  80  ist  Dach      5i.  4,         *  ■      ^  * 

^  wie  aber  nacb  der  Voraua^saogp 

iat,  M  i«tt  da  diese  fjlldicboDg  für  jedes  y  giU^  aiituHicii  «ueb 

*  •  _  ^  •  I 

aod  nach  den  Vorbergebeodea  ist  atso  m' 

A/(-«^»  y)  •    =^  y(y  +  Ay)  —  y(y)« 

Vergleichea  wir  diese  Gleic]ioiig.BiU  der  obea  gefuBdeaea  Gleickaag 

\f/{^.  y)<te=Sp(y-4-Ay)^  Sp(y)i»«" 
sa  erbailea  wir  die  Gleicbuag    '  •  -      i  m  > 

aaa  te  «loh  fm«r  - 
aita  aach  f .  S. 

3r~-/-  Ay 

ergiebt.  Laiiaa  wir  naa  Ay  sieb  der  Null  nübem,  und  gcbm  zu 
den  Gränzen  über,'  so  erbaftea  wir  unaiittelbar  die  merkwürdige 
«ad  wicbtige  Gleicbuog 


«y  ./  0    •  «y 


weiche  man  auch  unter  der  Fora  ^ 

BU  scbrcibcn  pflegt. 

Differeutürt  man  nuf  beiden  Seiten  dieser.  Gleicbuug  nach  y 
tOB  Neuen,  so  erhält  mau 


Google 


«77  - 


und  fol|flieb,  Weoo        wieder  nacli  y  differcDtüct, 

also,  wenn  man  wieder  oaeh  y  differemiirt, 

Wie  in;tii  auf  difsr  Art  weiter  geiieo  kaot,  -int  klar,  iind  ee 
San  daher  io  völliger  Allgeoieialicit 

Mu^  ueuDt  die  d'Ut'cL  dirse  Gleichutig'  vorgeschriebene  0]i(>- 
ratioQ  die  Differeotiuti o n  uater  dem  lotegraizeicli^,  und 
bedient  lieh  derselben  bäufig  bei  der  Entwicl^eiong  beatiaBler'ln« 
tegrale.  Hat  man  nämlich  ein  von  mjehreren  allgemeinen  tSl rossen 
nlihängeodes  bestimmtes  Integrnl  gefunden ,  so  kann  niuD  offenbar 
jrdp  oipser  Grössen  als  veiamkrlirli  Itetracbteo,  unU  nacb  der§el- 
bcD  duö  in  Rede  stehende  lotc^rul  uui  dqr  einen,  die  Fuuciiuu  uu* 
ter  dem  Inte^l^bbn  anf  der  nndcfn  SeHfo  dea^  €lelebb«ito- 
seiebens  willkübrlicK  pf]^  jdifierentiiren,  wodurch  man  jederzeit  eben 
so  viele  neue  bcj^inimte  fategrale  findet,  als  man  IMfferentiatiotteB 
verrichtet  hat.  ^ 

#.  ^. 

Wiif  Wolje^  jetzt.  aMli  den  Fall  bVtraebj^dB-»  ^nn  dst^  bdUeft 
Gribisen  desdntegrüls  selbst  veränderlich »  nämlich  zwei  beliebige 

Functionen  von  y  sind,  die  wir  durch  y  und  1' hrTficlinen  wollen, 
so  flass  y  die  iiiiiitp,  Y'  die  obere  Gräuse  des  lutegrals  ist.  {l^et- 
zen  wir  uuu  wieder  der  Kürze  wegen   .  .  ^         :  ♦  , 


und  lassen  sich  y  um  ^  veräbdero,  so  wird 

Ferner  ist,  unter  der  Voransetzung,  dass  f  und  Y'  in  Y-+-\Y 
und  y-f-^y  übergehen,  wenn  y  In  ^  +  Ay  übergeht,  ofl^^bar 


J  Y-K 


und  folglich  :  > 

also  nach  dem  Vorhergelienden  '  '  * 


278 

Nacli  4.  t.  8.  ist 
■od 
•Ito 

folglteh  iit  '     '  " 

/•r-fA^ 

/►r+Ai* 

also  Dach  dem  Obigao 

d.  i.,  weil  Dach  4.  2.  4. 


=y  y  A/(^,  y) . y  y    /(«V  y+Ay)«^ 
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aiso  Midi  offcnj^ar  ,  - 

Keixen  wir  nun  iiberbaupt  !.  ^ 

y    /(^,  y)^ = A    y)  -  ^(   .  y)» 

ttiHl  fölglicil  offenbar  *  " 

LäHüt  inau  jetxi  also  iiRtürlicli  liucb  F,  sieb  der  Null  näberu, 
und  geht  Bit  dea  tsränsen  über,  so  ist  ^ 

i .      iiJ  r,    -^^^^  y-*-Ay)<*», '  v 
<  =rLim--T-r — ^  .— — 

ned  weii  iiua  offenbar 

\  .'j    •       (  AT'  -      •  V  '«"A. 

Ay  ify 

iel,      Sit-    •  ■  "  .  . .  'ä       .'i  .1   /» W  j  •       ' , 

Weil  «W  bekeoiitlicb  .1; 

uud  tulglich  uBcb  dem  Vorhcrgebciidcu      •  . 


"  r  jf+af)^=s/(F,  y).  ^. 

GuB«  eben       ist  aber 'n»tUrIicb 

Aui  der  obea  bewieaencD  likicbung 

folgt  Duu,  weuo  mao,  immer  uoter  der  Voraussetzuog »  das«  Ay 
sica  der  Null  näbArt,  zu  deo  Gräozen  übergeht: 

.  «id  et  bt  alao  aacli  dem  Vorbergehendeo  nlfeiiUir 

Für  1=  a,  d.  b.  in  dem  Fülle,  wo  <iie  uotere  Gräoie  K  eiue 
conttante  Grösse  ist,  geht  diese  Gleicbuog,  weil 

iit,  in  die  GleicfiUDg 

ü^cr,  Für  K'  =  Ä,  d.  b.  in  dem  hcillo,  wn  die  oberr  dirÜllM  T' 
cioe  conttante  Gröue  iat,  geht  die  obige  G^eipbuog,  weil 

iat,  in  4>e  Gleicbnng 

Qber.  Wenn  y= /7  und  Y'  =  &  ist.  d.  h.  wenn  bilde  Qrinm 
fuDttaut  «indj  gebt  die  obige  Gleicliuug,  we|l  ■-, 

^  =  0lllld;^^0 
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1  .                                   .  " 

Ut,  in  die  Gleichuug  .     .  .. 

über,  welche  o^anz  mit  der       Torigeo  P«riigr«|»beii  gelbodeo«!!' 

Gleicbuoff  ütiefeinstiiuint            ,  >s   ^  .\ 


f.« 

Wir  wvlieo  jetit  iib«rli«ii|>t 


V 


setzen.    Nach  der  zuletzt  im  vorigen  Purugrapiien  gi»fuud«nen 


md  fuiglicli  raeb  des  VorhergvheadeD  i «  «  .  « 

•Betzen  wir  nun  überhaupt  % 
und  folfflicb 

; : .  ^n/^bi  fy  -r.«!«,        »j.«»- ^;ih). '  r  n . .  ■ 

N«e1i  de»  Obigen  irt""  "  »i,  -  ,  .i>-' 


I  I  » 


28« 

und  folglich  *  - 

woraus  nach  ^.  2.  4. 

/'j'^flf^''  ^t/I'^'k  ^^.X'^'^"' 
folgt   Weil  DUO 

geMtft  worden  ist,  so  ist  , 
also  oacb  dem  V  orbergebendeo  .  •«. 

mit  einander,  so  findet  mn,  dsn  sin  gleieli  eiod,  woran«  «ch  die 
wicktign- Oleiciinng 

ergiebt,  welehe  man  kttner  aneb  auf  fblgnode  Art  an  eclirelben 
pflegt:  4  Mour--,   .  ►  f  .  ' 

Hieran«  kann  aan  ohne^Sttwierigkeit  ableiten,  dass  es  bei  mebr- 
/acben  Integrationen  zwiscben  gegebenen  Gränzen  nacb  eben  so 

vielen  vcrritiMcrlicheTi  f;rn!5srn  g'anr  gflcicbgültig  tBt ,  in  welcher 
Ordnung  man  die  Integrationen  verrichtet,  wonn  nur  in  Bezug  nuf 
jede  veränderliche  Grösse  ianBier  dieselben  Gränzcn.  beibehatteo 


werden.  So  überaenst  «an  aicb  a.B.  dnrcfa*  Mbr  einfache  Schlüsse 
Mittelst  des  Votbergebalidefi  soglkldi.  data  itaer 


iL  r 


Igt.  .    '        .J  *  IT|         ,  .  *  I'« 

Ccber  die  bettiamten  lo^egraie ^ 


Zuerst  wolleil  wir  in  der  Kürse  die  beiden  Integrale ' 
ebt  Wiek  ein. 

Für  ^  —  a=  «  wird  iij-uy  i , 

HDd  lalglicli,  wenn  »au  «»=^fi  Be^fc;         '  n«d.. 

/•  ( jr  —  ct)da   ,    r  dv  > 

Seilt  f^o        Cftdlicl.        /?;^=5     ?o  wird    ,^  _^  ^.  ,  .  ^  ^ 

und  folgilebt  wdil  '"'  *    T  "     -i'  "  \ 

ist  '  *  )  ■         5  ^ ' 

Ferner 'i»t,  wm  mHi*«M«r  4^T«->jis9»;ae^»;i  ,  •  . 

ydx  _  /•  du 


■ 

y'      .ite  .  I  * 

d,  i.  nacli  tiuer  bekaooten  Porniel.  ^ 

V 

uod  folgkick,  weil 

X  — «  "  \  ,  ■ 
itt,  ■     *  '  \ 

Ohne  Schwierigkeit  erglebt  nch  dud  ans  4eB  Obigee 

/***'  A/lliCi^*     (1  -  atyy  -4-  (/^f")'  ) 

-|p  *  '       '  '    *  \ 

int  alsü  f  eine  der  NlH  mee^licJi  Mb«tikM|Mf  de  GKtoke,  so  ist 


¥• 

ticb.  weop  lUD,  wm  offenbar  verataUei  iai,  ^ssy  aetat, 

ergiebt.  '  f-         -        .   . . 

BMoiebnen  wir  ^  ^ht  «rifOBi^nWlwke»  ^aagente 

Sekdrendtii  Bogen,  weleker  den  kleitiateD  abaolntee  Wertk  bat, 
nrek  .  ■ 

ao  iit  neck  dea.Obigeo;  f^eob  i^eiae^beli^b^'gftk^^  be- 

■od  folgUcb  offe*bbr>  ii      »x^  —  A     ^  T~  ^ 

•lao,  weil       ^  ^'  *.)l-<^,=ii^,^  ^     ^  V 

iat,       '    /^^  \  ^ :        .\    ■  •  . 


Googl 


WmI.  wie  man  Uickt  iiadet, 
und  folglieh  ^\f*ix 


tut,  so  iflC  iiacl'  4oA  Vbrbergelieodeb  '«ffeblior  ' 


ein  Resultat^  w«le^ei^      die  folgttideii  potricfctfW§«a  von  grower 

Wiclitltjkcit  ist.  '  ' 

Für  iy=.Q  ergieJit  nch  au«  der  vorhorgebead^o  6|eic|iuog 

md  folglich,  wodb  moD  ^s=0  setst/  ancb  iniiier         ^ ' '  ^  ^ 
Alao  iit  jedeneit  -^^l/n  h-  . 

welches  auch  ^ine  in  iitehrfacber  Beziehu^fl;  wichtige  CReiehung  isL 
Setst  »an  in  der  'obigen  Hauptgleiefiong  <—  ^  für      ao  er- 


bilt 


fif-iei  jetzt 

wo  unil  -^Jc)  gan7.e  ratibnate  algebraische  Functionen  bp- 

zeichneii,  tleren  er^te  von  eioem  niedrigero  Grade  als  die  zweite 
ist,  eine  beliebige  ecKte  gebrochene  rationale  algebraische  Function; 
der  CoeflieieDt  dea  hSefiaten  Gliedes  der  PnoeuoiT  fXae)  sei  die 
EioMf,  uad  die  Gleichung  F{:c)=:0  habe  lauter  OBigM|ell*''Wiiiri' 
ida.  INe  reellen  Wnraeln  dieser  Gleichnng  seien 

STf  #1)  #gi 

md  ikn  iBaginKren  Wnneln  sepen 


.288 

Unter  Her  V  oruusfi«tzttSg,  duHs  /''(or)  wie  gewöbalicb  deu  ersten 
Differeuüulquotientwi  voB  /'(^)  Iteieicknet,  «ei€ar  die  Werth«, 
welche  4ie  'ge]»rocheB#  VueÜM 

/Xf) 

für  .     '     'V  ^    '  ^  ^      .    .    -  . 

# 

erhält,  reiqieetive 

' '  •  -  %tt        •  •  • '  ,  ' 

und  ' 

■  .       ,  . 

■o  ist  nach  der  Theorie  drr  Zfrlfgunff  der  crTitcn  fj-rliroclienea 
rationalen  algebraiscbeo  Jb'unctionen  in  Parüalbrüche  bj^kauntiicb 

M  =  -JL  ^  4."  >  . 

-|-  u.  s.  w. 

und  folglich  nach  §.  2.  4.  ^. 
-I-  u.  s.  w. 

«Iao  «aeh  §.7.  , 

yiT^ilr^ = -  MÄ-*:  ^.  +  -4-     , . . 


Wir  wollen  mm  d«|^ifiereati«l  ' 


Googl 


I  ' 


betrachlen,  wo  m  uuU     f^itj^tfi  ^ttuje  4£ulileu  kezeichoeuj  uud 

seiD  ioll.  '  -  "  ~ 

Die  WnnAlB  4er  Gleichiiii^. 

nnd  alle  w  der  PohmI 

•  "  " 

eotbeitoii.  Setseo  wir  bbh  in  Theil  I.  XL.  f.  57. 

so  ist  as?:,— /^ssO»  «od  folgli^  necb  TheU  I.  XU  i. 

wenn  '       '       '       •     •  •  <-.'"'      .:!»  .»/ 

gesetzt  wird,  in  dem  vorliegenden  Falle /(^  ==^1  und  . 

9  =s  AreteoffO -h^* 

■   '  '     .  .1       i         ^  -  - 

wo  Arctan^  den,  al»tolot  gcnoMieo,  kleinsten  Bogen,  dessen 

trigonomeliufilie  Teigente  9  ist)  und  weil  a  u^alir  ist,  eine 
beliebicfc  otis^craae  gmize^aiii  bex«iehnet.  Weil,  nun  Arctang  0=0 
ist,  und  offenbar  ^=,1  gesetzt  werden  kaooj  so  ist  es  verstattet, 
9»=:^  za  setzen.  • 

Mier  hat  nadi  Theil  I,  XL.  f.  57.,  wenn  p  eine  ge^de  Zahl 

j.         '    .  -    *  ,  •  t"  ^ .  ' 

ist,  (— 1)"  die  f(j!gpudcn  n  sämmtlic!)  von  einander  verschiedenen 
IVerthe,  also  die  Gleichung  1-Ha:"  =  0  die /oigenden  i|i  ,S^s|p^, 
lieb  unter  einander  angleichen  Wnrzelo: 

coa  «-r  +  eio  —  k — 1,   ^cos  sm  —  l/-*^!; 

»n  ,         3ä  I  y— r  Ä        •        i  y  r  r- 


 h-  sin 


eoe     -h  sin  —  k  —  1, .  eoa  — —  sin  —  k  —  1 ; 

1  W  9  ^  M 

B.  B.  W«  n«  f*  w* 

Weil  ■■•  akcr  ,i  <:       .  ..i. ' 


isl;  so  kann  man  die  obigen  i»  uogieiciieB  WuraelB  wmtk  Mer  der 
folg^deo  Pom  daratellea: 


tn,  .  8>r.y  s 
cos  — -±«111  — K  — I, 

n»  fl.  w. 


cos 

•  •  •  - 

WeBn  dagegen  m  ei*e  ungerade  BaU  iat,  to  bat  Mch  Tbeil  1. 

XL.  57.  die  Grösse  (•—1)'*  die  folgenden  n  sämmtlick  von  ein. 
ander  venebiedenen' Wertba,  abo  die  Gleichung  1  -h«*=sO  die 
folgenden  m  sEabIÜA' aiiletf-ebanderwgleicbira  Wvneln: 

coa  -^-l-iin  -^l/—  1, 
eoB 

♦ 


eoB  — -f-am  l^y^^  h  coa  —  —  am  'J^K  —  l ; 


U.    S.   W.  U.   8.  W. 


Wttraber  •  '  ' 

coa  ?rV^—  1  =coa  sv  +  aiB  jrl^ —  Iss — l 

ist;  so  kann  man  diese  n  sammtlich  unter  einaDder  ungleicbea 
Woneln  auch  anjjer  der  folgenden  Form  darsteUeo:: 


-1. 


r 


Qoa  -Jisin  ^l/— 1, 


eoB  —  draio  — k  —  1, 

■ 

"*  D.  a.  w.  ' 


IVeudeu  wir  jetzt  den  in  vorigen  Parvgraplieo  bewieMae«  mli' 
geneioen  Satz  an,  no  Ut 

Qod  folglicii  ' 

^(«)  Ii"* 

in  sefren.  • 

Ist  nun  zuerst  /«  eine  g^erade  Zabl,  so  ist.  w^ud  alle  im  vori- 
geu  Paragrapken  gebrauchte  Symbole  ihre  dortige  liedeutUDg  auch 
jetzt  l«ibdi«teii,  nach  dem  Obigen 

«sseoi      a,  sscon  — ,  tf,  sscot  — «  . . .  «k«-»)  =s cot  — 
ttüdlblglub 

4  " 

db  B,  i/:rr=  l(co8  ^  db  .in  ^l/ZT)-^.  *  • 

u.  «.  w. 

d.  i.  fläch  Tbeil  1.  XL.  §.  41. 

» 

U.  8.  W.  ' 

Folglich  ist    .  »     .  - 

•    1     .    (iw  — 
Bsss-^  sin  ^  ^ 


5(«- 

n 

« 

w. 

TUU  II.  19 


t)  =  -«ii  ? 

und  dnlipr  nuch  dem  im  v()riu:eit  Fftr^ra|»hea  bewiesenem  allgeuiei-  ' 

neu  haize  für  ein  gerudts  f* 

1 


4»,  .    (m  -  n)n  .    .    S(i»  — fi)rT  .    .    5(m  — n)r» 


(»  — 1)  (m  — Ii)», 

«.  5- — -i. 


iomer  HBt«r  d«r  YTonunetziioir «  dum  m^l-^ßt  oder  flt<C^<+l  ii^' 
Weoii  m  ttogcrad«  ist,  so  itl  nach  de»  Obigen 

*  .5«         -  ,  («—'2)» 

^Ksin  — ,J}|Siin  — ,  ^«ssiin  ^(«»-tjfssain  '   ^  '  } 

und  ihirch  eine  ^nnz  äliolicbe  ßetraehhiDg  wie  Torhtr  «rhäll  asn 

aUu  ofteobar  in  dieaea  Fall« 


=s  —  —  8*0  — =  -l-am  — 4-  «n  -^^ —  1-  . . . 

flt  II  tt  H  • 

•  * 

SUttd  nun  nberbaupt 

•   jf,  +       «^-Sy, . . .  «-f-«>y 

Winkel  in  nritlimftischer  Pro|preaaioD ,  ao  iat  na^b  bekannten  ge- 
nioai^d'WcbeQ  Ir  unin-Iii 

MD      ==  sin  u:,  ' 

«n  fiT-f-y)  =2aitt  sp  eea  y         -*ain  («f^yK  * 

aia  (^-|-2y)=Mn  (or+y)  cos  y  —ein  dr, 

'  iin  (dpH-3y)=2ain  («-|-2y)  cot  jr-^atn  (^vf-jf)» 

n.  i.  w.  .  .* 

■in  (jr  +  #1^)  =  2sin  (ar -f- (»  —  1  )y)  co»  y  —  sin  (a:-f-(Ä  —  2r}y)j 

und  folglicbt  wenn  aan    "  % 

)9sain  jr  +  tio  (ar  +  y)  +  8itt  (or -t- 2y)  +  •  •  •  +tin  (<>^  +  My) 
letil,  wie  nan  leacbt  dorcb  Addition  der  obigen  Gleicbnogen  findet: 

Ssssnm  ap^2\S ~'  bIb  (^  +  «v)r)f  cos  y — ain      — y) 

—  1^""  ****  (jT  -f«  (ä  —  i )y)  —  sin  (jT  uy)i, 


Googl( 


•Ml 

1^9(1  —  CM     =  sin  X  —  2siB      «i-  «f)  CM  y sin      —  ^) 

5s;  litt  ae{\  —  cot        co«  sin 

+  nD  «y)  (1  —  coi  j/)<-^ciis  (<ar*f-4ij^)  sio  y, 

•Im«  w«II 

— cus  y  =  2sin  ^y',  sin  y  =  2siD  -j^  cos  ^ 

«l,r  im  m  sitf  beides  Seiten  mit  Siin  4y  diviiift,  . 

2<y  810  ^y=Hjii  a:  hiü  j.yH-cos  ^  cos  i.y 

-|- sin  (o'-t-wy)  sin  |f/ — cos  (»r -f- «y)  CO»  4y 
=  cos      —  iy)  —  CO»  (dT  -I-  (»  -I- 

Polglicli  ist 

'       ^  _  cos  (.y — yy—  TOS  (x       -f-  lly)  , 
.  «sin 

oder 

■  • 

Ans  dem  ersten  dieser  beiden  Ausdrucke  erbaltes  wir 
der  VorMUuetsoDgi  dass  n  eine  gerade  Zabl  ist.  leicht 


.    («—  1)  (m  —  n)ii 

•sin  *  ^  


%  —  coB  {m  —  n)n 
n 


und  folglieb,  weil 

— •jjrscoB  «nr,  sin  — — s-  =  —  sio  — 


-8«  »(01 -Ii)«  . 

siB  — — —  -^ütt       ^  — — — 

it  n  st 


•  •  •  MW  lg 

1  —  COS  mn  ^ 


Ssin  — 
m 


Ist  also  m  eine  uugenide  Zulil,  so  ist 

•iB  -    ^     -h sm  ^-l  sin  •  -— ^ 


sin 


l 

sm— ^ 


und  folglich  nach  dem  Obigen 


fr  tm 

n 


WO,  »  gerade,  m  ung^ernde  ist,  und  naob  dear  Vorlierf|Fcbeodcii 
m-^^         l  sein  muss,  otfenbar  iw<C«  ist. 

Aus  der  in  ^.  3.  bewieseuen  Buupteigenscbaft  der  bestinnteii 
loiegrale  erbellet  auf  der  Stelle,  dou  unter  den  gemuch  en  \  nr. 
antietsnBgeu,  weno  nänilcb  •  gerade  und  m  ungerade,  alea  m — 1 
gerade  ist,  jederzeit 

0      !-!-«*>  •/-.•» 

und  folglich 

^_«,T+~i"      «/o     H-x«       •/ 0  1-4-«"* 
alaa  nacli  f .  2. 

oder 

0  1  -*-ar«  ~ *•/ ^«  l-H^'  ' 

folglich  noch  dem  Ubigcn  , 

0  1  -l-a?*       _  . 


n  «n—  ,  . 

# 

i*t»  '  ' 

let  «i  eine  gerade,  also  m~^l  eioe  ungerade  Zahl,  orhel' 

let  aus  der  in  f.  3;  bewiesenen  UiiupreigeoschHfi  der  bestimäitcD 
Integrale  auf  der  Stelle^  da«B  in  vtllliger  Allgeneinbeit  für  ein  ge- 
rades m  ' 

t 

0    i+x*  — OD  1  -f-  * 

and  folglich 
also  nacb  f.  2.  2. 
iat 

Für  ein  ungerades  u  erhült  man  aus  dem  Obigen  . 


Googl 


2^ — -— H-iW  ■  - — |-«»n  - —  


—  2)  («1  —  «Ii« 

.  .  .  +  StD  — — — — ^ 


2aiD  ' 


o4«r,  weil  m  «ine  «Dgarade  Ztlil  itt, 


. . .  -|-«n         ^-   ^ 


1  —  ctis  nri  cos  — 


• 


lai  BIM  m  tiot  gerad«  ZabI,  lo  iat 


fi 

(n  —  2)  (m  —  «)» 
IIB  ^  ^ ' 


1  —  cos 

2sm  — 


fir  «in  ■•gSN^M  «i  Iii  4agtfe«  . 


in  —  2)  (m  —  »)« 

•in  ^  '       '  " 


1-f-COS  —   


28in  — 


Folglich  ist  nach  dem  Obige»  für  ein  aDgendcj  «  aD4  ein 
gerade«  M,  weon  ist, 


J—T^=n  '••8  S- 


Dagegen  ist  nach  dem  Obigen  ^^t  eUi  ungerade»  m  und  ein  uoge< 
rmwi  «t>  wea«  m^n-^l  iat, 


p-^rfnxm-\4x           J»^    cot  ^ 


% 

t. 

V  10. 

Wir  wollen  nun  ferner  aucli  dus  Ditfereudal 

1  —  jr« 

betrachlea,  wo  wieder  m  mad  m  {lOMtive  fl^anse  Zeblca  iiemeicbBee, 
ilod 

♦  " 

—  1  <      also     <1 » -H  i 

min  soll. 

Die  Wurxein  der  Gleiclino)^ 

^  —  IäO  oder  »"=sl 

«ind  eile  io  der  Fomel 

l  ' 

tmtlwltett.  Scteea  wir  nun  in  Tbeil  I«  XL.  f.  57* 

■  ^^^^ 

«-f-/rt^-«<lt=:-4-l, 

so  ist  a  =  4-i,  ß=z{)j  und  folglich  nucli  Tlieii  i.  XL.  f  ^2., 
wenn. 

o  -+-  /?V^ —  1  =  o(oo8    -4-  sin  y —  1) 

geietst  wird,  in  deoi  vorliegenden  Falle  ^  =  1  ood 

'  ^ss  ArctaogO-f-^,^ 

wo  Arctao|^  den,  abiolut  genouen,  kleinsten  Bo(|[en)  deuea 
tn?<>"i)nietrischc  Tana^entp  0  ist.  und  ^,  weil  «  positiv  ist,  eine 
beliebige  gerade  erauzc  Zahl  bezeicbuef.  Weil  nun  Arctang  0  =  0 
istj  und  offenbar  Xr  =  0  gesetzt  werden  kann,  sO  iat,es  verstattet, 
5^=:0  m  aelieii* 

Daher  hat  nach  Theil  I.  XU  f.  57«,  waiiii  «  «Im  gerttdo  Zahl 

ist,  (+ 1)"  die  folgenden  m  gäniBitlich  von  einaoder  veracbiadeaen 
Wertbe,  also  die  Gleichung  a^n-^l^O  die  folgeadaii.  m  tämmt" 
Heb  HiiiMr  oinMdev  aagleieSen  Warselo: 

COS       db  BIO  -—K  —  1. 

t  ■ 

eos  —  ±sin  —l/^— »1, 

eos  —  i  sin  — i/"— l, 

'  M«  S.  W* 

cos  — 2:  sin  ""■V^— *  1> 

Weao  dagogoD  »  oina  «BgarBde  Zahl  ist,  ao  bat  nach  Tboil  I. 

XL.  f.  57.  die  iirösae  (+!)**  die  faigeodea  i»  säaimtlich  toq  eio- 
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Mo  s 


«■4«r  versekudeiieB  Werthe,  also        Gleichung  l^^'«5ss0  4U 


Um  nun  wieder  4e«  hi  4.  8.  bewiepew»  4illgeaettteB  •«««- 
wenden,  «Otten  wir 

*  ■ 

nad  fetglicb 

llit  ans  Büent.«  eine  gerade  Zahl,  ao  ist  in  Bezug  nnf  f.  8. 

e«  M  ßff  («— a^r. 

«=coe^,  a,s=cei      «sscos      . .  •  «w»^  =  ' 

and  lolglicli 


a.  t.  w. 


a.  L  nach  Thell  1.  XL.  f.  .  < 


2i)6 


n 


n 

u.  n.  w 


2(m 

» 

4(m 

«1)7» 

n 

» 

«    J         (« —  2)  (w  — 

«i(i»-^>  —  —  sin  , 

und  «laher  aaeb  f.  8.  I&r  ein  gerades  m,  weil 

•/  —0»   1  —  O*"  «/  —Ol  ar«  —  1 


-00    1  —  vT« 


(  n  n  n 


.    («  —  2)  («  — n>f> 


immer  uoler  der  Voraussetzung,  dass  «w  — 1<<»  oder  «g-^ia-i-l 
Wem  m  negeiM«       lo  vik  «ach  dea  Obigen  > 

  2«  4n  ö/T  '  (« — ]W 

ascos  — ,  tt,  =co8       a,==cog— ,  .,.«,(,^  =  coi  ^   ^  ^; 

o   2;i  .    47f  .671  -  .  (n^lW 

/8  =  siu       /?.  =z=8in       /?,  =  «n  ~,     .  ft(^,ss8in  ^^"jp^l 

nnd  dnrcb  eine  ganz  äboiicbe  UetrachtuDg  wie  vorher  erhält  nrao 
ilio  offenbar  ia  dieie«  Palte 

t/ _»    1  — X* 

"5  r 


.    («  ^\)im  —  n)n 
•  •  •      •10  ~ — 
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Für  ein  gerftdes  n  tat  nach  dem  vurig^eo  Farttgra{ili«ii 

MM 

.  '*» 

•der,  weil  m  fltoe  gerade  Z#lil  ist,  wie  «»ii  Itiebt  findet^ 

M  *t        .  It     '  It  * 

SKI— M)  cot 

Ist  «lio  M  eue  ungerade  Zahl,  so  ist 


=  cot  -t-, 

M  * 

* 

uod  foIgli€li  nach  dem  Obiges 

Tvo  fl«<Ci»  ist,  da  »  gerade,  m  uogerade  ist,  uod  nach  dem  Vor- 
l«rgebeiideB  sein  nnss. 

Ans  der  in  ^.  3.  bewiesenen  Haupteigenschaft  der  bestiMaUsi 

Integrale  erhellet  auf  drr  Strllc ,  ffnss  tintcr  den  gcmaclitm  Vor- 
aussetzungen, wenn  nämlich  m  gerade  und  st  ungerade,  also  ss  — 1 
gerade  ist,  jederzeit  < 

r 

«ad  folglich 

llso  BBcIl  4.  3. 

1  — •/ t  1— jp« 

oder 

0  I— !  — 
folglieh  Moh  dem  Obigen 

,0  1--«»      M  m 

ist. 


Ist  m  eine  gerade,  alao  ot— 1  eine  UDff«ra<ie  Z»til,.  so  erhellet 
iius  der  in  i.  X  bewiesenen  Haupteigenscbaft  der  bwtaate  In- 
tegrale auf  der  Stelle,  .4»»  i«  vUlliger  Allg«iwi«beit  fir  «B.ge- 
nSet  m  '  * 

und  folgli«b 

»Uu  nach  ^. 

/lo»  1  — «* 
PSr      nugeradw  «  wMIt  mn  miw-dm  OUg«B 


28UI  — — — — 


oder,  weil  n  eine  ungerade  Zahl  Mt» 


CM  «Bl  — CO»  - 


■  I  • 


lit  DUO  m  eine  gerade  Zahl,  so  Ut 

1  — C06 


»in 


2«ii  — 


-s:-|ta«g^i 


fdr  ein  nogerades  m  ist  dagegen 

Bin—  i--|-MB  |-...-|-«B  ^ 


1  ^cok 


9ihi  = 


 =iccit 


Folglich  ist  nach  dem  Obige»  für  eio  ungefade»  i»  und  ein  gerades 
M,  weoD  «i'<»  ist, 
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/  — OB     I  —  J»  271  ' 

Daaegen  ist  nach  dem  Obiffea  für  ein  «figer^dei  ü  uuü  ein  uoge- 
nilet  «I,  wenn  m  <!  «i  +  1  ist, 


§.  11. 

8e(zpn  TTir  in  der  in  §,  9.  für  den  Fall,  wetto  m  ungerade 
und  n  gerade  ist ,  gefundenen  Foraal  ffir '  m  wmk  m  rMpaoliv* 
2«»-f- 1  uad  2«,  80  erbalten  wir 


»V 


2f» 

für  2m      1  <^  24»  oder  ^ 

Aut  äbuticbe  Art  ergiebt  sieb  ans  §.  10.  «       '  ' 

00  aß»dx  _  lg  

f&r  2iiv-f-l<2i»  oder 

I  .... 

Hetzt  man  ^r^  = «  uii^ 

»I  . 

SO  findet  man  ieicht  ' 

und  folglich,  wfil  fdr  ar=0  and  drssoo  «ocb  reapec^ift  «sssO 
Bod  4s=:op  ist, 

Alto  ist  nach  den  Obigen 

0    1  -f-  X  "~"  üin 


0  "r=" 


3        tang  «m  * 
oder»  waa  aatürlicb  dasselbe  ist, 


0  1  -f-  ^  sni  «CT* 
0  1  — ar  '     tang  an' 
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Nicbt  UDbe«clitet  zu  lussen  hat  man,  dius  oacb  dem  Obigen 


=:a  und  <  i 

ist; 

Wenn  uua  aber  jetxt  a  eine  beliebige  |iosi(ive  Gröwe  ist,,  so 
kaan  mf  n  leicht  seigen^  dnee  mao  den  Broch  — ^jj — ,  wo*  m  ob4  • 

veränderliche  poiitiTe  ffanze  Zahlen  beseiehnen»  dieser  Gjrdtse  be« 

Hebtg-  oabe  brinsren.  u.  b.  duss  man  die  positiven  ganzen  Zahlen 
m  und  n  jederzeit  su  beistimmen  kunn ,  duss  der  numerische  oder 
absolute  Werth  der  Ditt'erctiz  zwischen  den  beiden  Gröss^ni  a  und 
2m  + 1 

— 2^ —  kleiner  als  jede  gegebene  noch  so  kleine  positive  Grösse 
f  iet.  Um  diea  sb  it^ig^p«  wollen  wir  die  beiden  Bedingongen 

>«»   «<»' 


2i«  *  2/1 

si  erfiUlen  aoeben.  Diese  beiden  BeiUngnogen  alnd  aber  offenbar 
jedenelt  erlÜltt,  wenn  Hittelgrötee  iwli^ben  m  mid 

•  +  V,  d.  h.  *)  wenn 

ist.  ^  Diese  letztere  Bediujfuug  ist  nber  nnch  der  Lehre  von  den 
NittnlgrilaaeB  jedenelt  erfttUt^  wenn  die  Bedingung 

IsJffSme,  2(a+v)»| 


erfüllt  ist,  und  es  kommt  also  jetzt  offenbar  bloss  darauf  au,  zu 

Zi 


neigen ,  daaa  die  poaitite  gnnne  Zahl  m  jedenbit  lo  beilimmt  wor- 
den kann,  daat  nwiaehen  den  beiden  positiven  Grössen  2ais  und 

%a-\-v)n  eine  gewisse  ungerade  positive  ganze  Zahl  liegt.  Dies 
iiÄ  aber  jedeneit  der  Fall,  wenn  die  Difterenz 

gniia«r  als  %  iat  Sotita  wir  Bämlieb 

-Uis  =  X 2(« -I- f)»  =  ^ ^, 

w(»  k  und  positive  ganze  Zahlen,  und  positive  echte 
Brüche  sind,  so  ist 


Ist  nun 


*'-*-»-7-7>«. 


so  ist  offenbar  jedeneat 


*)  Tbl.  I.  XL.  U. 


Digitized  by  Google 


9«1 

und  folglich,  wmI  k  —  k  «ioe  pMiüve  ganie.  ZaU  iit, 
Wire  Bi|B  Moli  Uon 


■o  wilite  doch  iwiieheo 

2««  und  2(fir  +  v)n 

jedenfalls  die  beiden  g-anzen  Zahlen  k-^X  und  2  liegen,  von 
denen  eine  nothwendig  uog«f»de  sein  muw,  und  um  so  nebr  man 
»Uo,  wenn 

ist,  swisolMn  . 

nod  2(«  +  «')* 

jederzeit  eine  ungerade  Zahl  liegen.  Man  sieht  also,  dass  unsere 
oben  aasgesprochene  Behauptung  bewitaen  sein  wird,  wvan  aui 
zeigen  kann,  dass  sieh  die  positive  g»Dse  Zahl  «  Jedeneit  ao  be« 
atiniAeo  läaü,  daaa 

ist   Da  Dan  aber  dteae  Bedingung  erfUlft  ist,  wenn  «aa,  was 
offiBabar  jedefieil  ttdglicb  isl,  die  posiCt?e  gaase*  Za|l  •  so  be. 
'StiBiBt,  oaaa 

»>  — 
r 

ist,  8o  ist  unsere  obige  Behauptung  nun  als  vollstäudtg  bewieseo 
DDzuseben ,  d.  h.  ist  in  vultiprer  Strenge  gezeigt  worden,  dass 
die  positiven  ganzen  Zahlen  m  und  u  iroraer  so  bestimmt  werden 
können,  daat  der  nnmerisebe  oder  abaolnte  Werth  der  Differenz 

2*»  -I-  1 

zwischen  den  beiden  (irosHen  <%  und  - — —  kleiner  als  jede  ge- 
gebene noch  so  kleine  positive  Grösse  ist. 

Nimmt  man  dies  mit  dem  Obigen  zusammen,  so  ist  klar,  dass 
Ov  jede«  poativa,#,  wticsbee  kleiner  da  die  Eiabeit  iat».  . 


tot,  welebci  zwei  io  Jeder  llisj|«biB|r  MehaC  serkiHIrdige  wiek- 
tige  Resnitottt  sind. 

VoQ  dt:»  Knler'sohen  Integralen.. 

Buler'ielie  integrale  der  «rstes  db4  sweitea  Art 
hetaM  reapective  die  beides  beatimaitett  Ivlagjrile 

1  -  a;r-ida;  und  f^il^y^^da:, 

in  teeii  die  GrüMeii  m  und  ^  Jmver  «la  poaiti?  aogeBonen  wer- 
den. Das  erste  dieser  Widen  Integrale  wollen  wir  dnreh  (^),  das 
nweiie  iiurcli  r{a)  bezeichnen,  und  wullco  also 


setzen 

Jeden  dieser  beiden  Integrale  iat  einer  beaMrkenawtrtben  Trana- 
fnrvntion  fiibig,  die  wir  jetst  snnftcbst  Icennen  lernen  wnHnn. 
Setsi  «nn  nämlicb 

X 

also 

.flo  ist,  wie  nnn  leicbt  findet, 

nnd  folgiicb,  weil  Ar  4rsO  und  jrsl  oiTenbnr  resfiective 
nnd  |rs:oD  iat, 


Setst  ninn  lamer 


so  ist 


*)  Diese  Bezfficbnimg  ffebrauebt  Herr  Lejeane  Dirieblcc  in  seiner 

fczeichneten  Abhandlung:  Snr  las  int^nralet  Eullricnnes  in  Crrile's 
(ujriial.  T.  XV.  S.  I-ppcndre  georaucht  fiir  «Jie  Intcgr.iV  der 

ersten  Art  eine  andere  tiezeichitung,  und  gebt  such  von  einem  etwa« 
^•rsebiedenen  Begriffe  dieser  Integral«  aaa.  Wir  aisd  aber  hier  Herrn 
Lis]snne  Diricblat  geftd|C 


Weil  Dun  für  ar:±sO  dttd  jt^\  ofleiibar  mptcfife  »ssoo 
•md  ssO  iit,  so  Mt  ' 

folglMh  tta«b  Back  |^  fti  1« 

Weil  man  im  Vorhergebenden  fiir  y  und  x  offenbar  auck  4t  tdirel- 
ban  kaoAi  aa  kat  nan  die  folgenden  GleiebnngeD: 

Weil,  wie  wir  uucblier  sebeu  werdeo,  die  Euler'schen  Integrale 
dar  tialm  Afl  laaar  dank  Bulaf'ieka  lot«|[tale  der  sireite»  Art 


ansgedifickt  weiden  können,  so  woIIcd  wir  nnswe  BetracktODg 
klar  ffir  jatst  aof  die  letatereB  einsckränken. 

♦.Ii        .  •  . 

Nack  da*  .Tätigen  Paragraphen  ist 

«•••'.. 

^  a 

Weil  nnn  kekaDBÜlek 
isl,  so  iat 

Für  ^  =  0  ist  «-«  =  1,  und  für  d?==oo  ist  offenbar  a^aO. 
Also  ist  ^ 

folglich  • 


4.  14. 

1^ 


Nach  einer  am  d^r  IntegralreebnUg  bekaiaten  ftedoctiaBa* 
foraiel  urt 


w 

und  folglich ,  wenn  idud  fiir  j  e-*dd  aeioeo  aus  dem  vorigen  Pa« 
ngraphen  bekaooteo  Aaadrnck  letmt, 

j*e-'jc*ihe  sss  —  a^e-*  -|-  a j'tr-^ae'^da:  -|-  Const. 

För  3C  =  0  isJ ,  weil  a  immer  als  pnsUiv  nngcnomtnen  wird, 
^^'=sU.    Für  ;zr  =  oo  werden  Zäbler  und  iNeauer  des  mit  der 

Grteie  x^e-*  ideatiwlieD  Brnebs      nneidKclK   Weil  ■«b 


und 

ist,  so  ist  für  ;r=:cB,  wus  uucli  die  positive  ganze  Zuhl  k  sein 
mag,  ■  =:gp;  wenn  man  aber,  was  offenbar  versUttet  iat,  ße 

grösser  el*  m  Dimmt,  so  iit  für  4r=eo  ofiieober         =0.  Hier« 

aus  srhiiesst  man  nach  bekannten  Friocipien  der  Differentislreeb- 
nung,  dass  auch  tür  jc-=.:r.  der  Bruch  —  oder  das  Product 
jp«r~"^  =  0  ist.  Also  ist  nach  dem  Obigen  offenbar 

d.  i.  in  der  bekannten  Bexeicboung  der  Euler^schen  lategrate  der 
aweiteo  Art 


welckea  «ine  lehr  Berkwiirdige  nod  wicbtige  Relation  twiichen 
den  Bnler'flchen  Integralen  der  zweiten  Art  ist. 

Ist  a  die  positive  gnnze  Zahl  »,  so  erhält  man  dnrck  aaeeea« 
•ive  Anwendung  der  obigen  Relation  leicht 

ITis-l- — 1)...  3.  3.1  . 

und  folglich,  weil  nach  dem  vorigen  Paragra|ibea  /\1):=1  ist» 

I 

oder 

.     /K»)  =  I.2.3.4  («— l). 

§.  15. 

Tnter  der  \  uraussetzung,  dass ^  eine  positive  (xröase  ist,  »et 
jMTssy,  dfss:-^,  r/<r=s^;  so  iat 
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t 

uimI  folglich,  weil  für  mid  .rssoo  offdübar  rei|pectire 

y=  ü  uu(i  y  =  QD  ist, 

also 


=  -1/; 


/  0  f<« 


iinmer  unter  der  Voruusselznng:,  dops  /t  |)ositiv  ist 

Setzt  maa  fiir  a  die  positive  ganze  ZaU  #»+1,  so  erhält  man 

00(1  folglicli  nach  dem  vorigeo  Paragraphen 

i  .  2  .  1  .  4  . .  .  « 


unter  der  Vöraogsetxong«  doss  i»  eioe  positive  ganze  Zahl  ond  |* 
poaitiv  ist.  . 

f.  16. 

Wenn  eioe-poaitif6  Gr9na  iit»  so  ist  nadb  den  van- 

geii  Paragraphen 

wo  S  ala  positiv  angeaoaaieD  wird.  FolgUch  iit  offenbar 
•Im  '    ■  . 

Worms  aidi  ferner  nacb  f.  6.      '  . 

ergiebt.    Nuu  ist  aber  nach  f.  2.  3« 

^0  -'S 

und  folglich;  wenn  wir  m  als  positiv  anaehBon,  nach  dea  vorigen 
Paragraphen 


0 


TMin. 


Also  nach  dem  Vorbergeltfiaikn  ,i 
•der,  i^enn  wir  «-(-^  für  i>  letzen, 

<l.  i.  in  der  bckuniiten  BeieicbooDg'  der  £nlec*scltea  lategnde  der 
erstes  uod  xvcsteiii  ÄJCt 

wtuhtrcU  nun  dn*  vn  §k  1*2.  ausgesprochene  Belwiijihing,  dass  die 
Eulcr^schen  Integrale  der  ersten  Art  immer  durck  Kuler^sche  loteo 
grale  der  swftUen  Art  ausgedruckt  werden  kSnneii,'  T^llst&ndig  g:e* 
rccUtfcietifCt  ist.  Ihtös  im  Okigen  ^,  also  auch  1 .2:^  an4[  »  po- 
sitiv  genommen  "werden  knnnrn,  findet  seine  Rechtfertigung'  darin, 
dass  die  liite;:;rale  «sowohl  in  Üezus^  mit  .r,  auch  in  Bezug  auf 
u.  immer  nur  van  0  biü  oc  j^enouimen  werden.  Andere  Beweise 
der  obigen  nerkwfirdiffen,  CUMebang  b^kea,  Pai^soA  ,ii|i.4Qllfa&i 
de  Päonie  poljtechn iq ue.  Cnhier.  )UX.  uod  Jacoiii  ID 
Crelle's  JöurnaT.  B.  VI.  &  307.  gegebea. 

Wenn  f^^  \  \%t  und  — «r,  also  <t+ä=:1  pfsefzt  wird, 

so  ergieiii.  äidt,  a^  Ueta  ültigen,  und  weil  bakaiuilk«^ itk4, 

d.  i.  DaeL  ^,  12.        '  ' 

A.)  ni^.)-/:^^':^.  •" 

Unter  de»  gciBocbtta  Vorf Bssetzaop^n ,  nach.  weUhen  nämlich  a 
positiv  und  Klciiier  «1«.  die  Binbeit  ist,  4iat  man  aber  iiacb  11 


(r  l»-f»«    •   sin  an* 

und  mau  wird  folgUcb  duich  das  Obige  zu  der  hi^cl»st .  merkwiii^di* 
gen  Gleichung 


sm  an 


geführt,  wo  imuicr  n  (jubiiiv  uud  kleiner  als  die  Einheit  sein  muss. 
Pac  «£=3  ^1  ecgiabtaieb  avs  der  iM>rbergcliendeii  Crteiekung 

und  folglich,  ueil,  «if  sogicieb  ans  den  in  3«  bcwieaneo  Satie 
erbellel^        eine  poffltire  ^Srosae-  i4l> 

Nun  ist  abei 


W7 

Fot^lidi  Mi  oadi  de«  Vorlier^eheBdea  , 


wdclics  itucli  ein  k8ehit'«l«|itiae8  «od  merkwMiires  Resnltef  igt 
Nacli  f .  2»,  2^  Mt 

f 

uo4  naek  dem  iu         bewicawwD  .bnUe  ini  oiEfeobar 
Alaoi  lit 

iipd  fulgJicL  Docii  d^in  V  ui:licr|geiieodeo 

/+(» 

9«cli  §.  14.  iflt 


,  1       •  * 


'     =<— 1)  (—!)  (« -|} /![»,- |j 
a.  s.  w. 

•  ^1  ^  * 

Um^dVtiybrt  komi  okhi  nuti  aber  «mdi  i}te  ^uler'sGbcD  Integrale 
der  sweiften  Ali  -nmmt  ^dvHih  gwlet^wfiw  ^älv^nfe  4l«r  ersten  Art 
ausdruckeil.  ^«o^kikiie^  ii&iiditii  n  eine  ^itivc  gmizc  Zahi,  m 
ut  Midi  der  ik  vorigen  Pavagfftplieii  IretedeneB  Rouptfornel 

30' 


.Ä^^v   n  n 

Folsrlirfi  ifli,  wenu  iiucb  m  eioe  beliebig«  positive  gaoze  Zebl  be- 

zeiciinet, 


1  .  -  '^i) 

lT~rr'  —       2  * 

IX—) 
IX-)  /X-) 


•    •  % 


.«ri  —  I  :  I».       ^ji^v  ^   n  ' 

it-) 

Multi()lic'irt  Win  Villi'  ft«f  beiden  Seiten  der  Gleiehbeitiseicben,  so 
erbält  man  ^  * 


r^S.) 


—    ü  - 

TT?'  ^rni'  ^n^J  •  •  •  *'  i  m  '  - 

Für  m=m  erbäU  nnn  tot  dieier  Pnmiel»  weil  bekuinflicb 

also  nacb  dem  Vorhergebenden 

uU^)  iiuL)  i!LizlJJL)i^ 


.  kj  i^uo  i.y  Google 


uod  BS  kuuD  folglich ,  weil  ^  jeder  positive  ratiouale  Brucli  sein 

kann,  jpilp';  Knlpr'sche  Intec:r:il  d^r  zweiten  \rt  durch  lauter 
Cuier'sc^e  lute^rale  d«r  ersteu  Art  «usgedrücki  werden. 

•  <     •*  ' 

f.  18. 

WeoD  H  wieder  eiue  positive  gftuze.Zahl  bezeiclmet,  so  Tst^ 
nach  f.  16. 

tin  —  * 


 aif' 

sin  — 
it 

sin  — 

■  ■ 

sin  — — — — 

n  - 


uod  folglicli,  weon  «ata  anf  beiden  Seiten  Wnlliplicirt, 

*•  ^  *m    am  «»n           .  .  -  Mfl  Abmb^w«™ 


sin —  sin —  sin  —  ...ÄO' 
f$       n  n 


In  10.  haben  wir  gesellen,  doss  die  Glcicbunc^  .t»  — 1=0, 
wenn  /#  eine  gerade  Zol  I  ist,  die  folgenden  n  säniMtlieli  unter 
einander  ungleichen  VVurzetu  hat:  .  - 


COS  -zrdzsiu  ~K  —  l> 


IS  I» 


Ji  f» 


fiTi   ,    .  fi^iy — r 
cos --ifcöia  — K  — 1, 

u.  n.  w, 

(«  — 2)«  .    ,    (n  — !^)?rty^ — r 

"  CO»  — --A-drsin — — — 
Folglieh^ift  Mcb  einin  bakiBBtcn  Satse  von  den  Gieichmigen 
or«*  — l=s{4r— 1)  (Jr  — cos  ^  —  »i" 

X(a?  — C08 ---i-iin  — K— 1|  ' 


also,  w«iiii  man  immer  je  zwei  eoojvgirto  imligiB&re  Faetoran  mit 
ciMii4er  Terbimlet, 


1  =  (^«  — 1)  (o?»— 2ar  cos  ^-M) 


47t 


X(^'  —2a:  cos  ^  +  1) 
X(^'— 2^  cos 


DMUfi-wam  mn  imnh  ^^^^l,  so«  Miffe  'vn  Mi  dB«B  wbi 

XC«'»— cos  ^-hl) 


1^  =:?J  *  (1  «CO»  ^)      -  fiO#         .  .  Cl  -  COS 

•der;-  TWMMP  tPio  jon*  » iur  die  iiosiiive.  fs$m^MA  ^  «goM« 

»d±2^-i!lJ  -  cos  ^)  (l     cosi       , .  n  ^co»  £2^^-^) 


^/ji  =  a*-»  BIO  ^  sio  —  8ID  gjj^ . .  •  am  — 15 — • 
Nim  kt  aller  allgwaein 

sin     5Ä2§in  ^  cos  ^  =  2srti  ^  sm  — , 


«■il  folglich 


==^-1  NO        SIÖ  .  ■  •  "O  ^ 

—  ^«-i^iB      910  — .  . •  «sni  » 

also  nacli  dem  Vorbeiigeli^iyilen 

siD  —  Sin  —  8IU  —  » . ,  BIO  — jjp—  ^tfi  .» .  —  2,^1 

Mar  ist  oacb  Htm  Obigen 

»A^)  fit)  a|)  •  •  •  ^ 

folgliih 

Xcicli  §.  14;  ist  niitt^ 


>  r 


0.  s«  w. 


also 


^  K2^^  ni)  r(^)      . . .  r(^. 

folgiicü  naeli  deiu  V  orliergebeudeu 
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f.  1». , 

J  Naieh  f.  15.  ist,  wenn  «  6f oe^  posiÜY«  CoosCaiite  ImeichBct, 
Km  ist,  woTOft  maß  tich  leidit  4iif«li  DiffenntiatioD  iilMneii|^D 


und  folgUdi^  weil  die  GrSase  «  peiili?  igt, 


UDd  folglich,  WMB  a  md  /9  pnsttife  GrSuMii  beseichue»/ 
Nacb  f.  6.  ift  aber 
uuü  falglich  auch 

t/  0        ./  a  «f. 


a 

Weil 


ist)  üu  ist 

also  nach  dem  VorfaergebnndcD 

./od?  a 
SeUt  laan  a=:l  und  ß  =  Sj  so  efhält  man 

t/  0  'a? 
Weil  nvo  .nack  §•  12. 

iat,  so  litj  wean  der  Kürze  wegeo  ' 


Google 


S13 

geseist  wir«!, 

r 

also  oach  §. 

d.  i..  wie  man  oBcli  bekaimteii  Eegelo  der  DiffercDtialrccbttuog  so« 

gleich  iiodet, 

and  folglidi,  wena  mao  für  /#  deo  Au&Uruck  4.  setzt,  ' 
•der  aach  §.  *i.  3. 

-  •  \ 

.■  *  I  »  ■  ■ 

% 

oad  folglich  aach  f.  0. 

•der  Bach  f  .  2»  3,  uad  #.  8.  4. 

oder 

.Weil  aaa  aach  f.  13.  and  f .  15.  • 

vAy  io  wird  die  vorhergdiende  Gleichnag  ofKmhar 
oder 

,    /«dlarj    ^    ♦  '  I     \  _  r(i»)  _  d/r(g)  - 

Da  die  Integrale  in  Bezug  auf  a:  zwischen  den  (tränten  0  und  cie 
geeoauaeo  werden»  sa  Itaan  awa  ^,  aad  folglich  auch  1  +  wie 
es  die ^orfaer  in  Anspruch  geBOMane  AnweMduag  voa  %,  15.  er* 
Ibrdert7  immer  als  positiv  hetrachtea. 
Setzt  man  nun 

1  ■      '        1— tf  1 


tu 

80  ist  *  '  ' 

und  für  =:i>  und  a:  =  sc  ist  respectivü  y=  i  unU  y:=0.  AiM 
isl  nach  t. 

oder  nach  f.  2.  1. 


Setzt  man  jetzt,  indem  n  eine  von  /ar  iin«bIiBQ{fige  pontiv^ 
guse  Z«hi  taüi«bn^  für  4»  um!»  nnd  nmli 

«,  a  -|-  — ,  «  -t-  — ,  «  -r-  -jjjj-i . .  .  «  H  jjp— > 

Olli  «iftrt  alte  daduroli  mb  8»  aidi  «rgebemlon  CflliobiiBgeii 
einander,  lo  erhält  man,  wenn  der  Kiine  wegen 

 35  '^"'^  *     da  ^ 

geseUt  wird,  nach  f.  2.  4.  die  tilei^itng 

oder,  weil 

Setzt  man  ^  für  y,  ao  wird  dieae  Gleichung,  wie  man  leicht 
lindct,  ' 

Wird  in  dc^r  Gleichimiif  8.  Üilr  w  ilifc  Groue  gtaetst,  so  wird 
dieae  Gleichjing 

Nach  einem  heluinnten  Satze  der  DifferentiairedMinn^  iat 


Googl 


»1» 


uod  tolglicU 


d .  na        n  '     da  * 


alio  Dach  dem  Obigen 


Zicl^  i^DI^  4j6ae  (^cicliUpg  vou  dej;  Gleichung^  10.  ah ,  su  crUiilt 


1-1 


Weil  ouA  u»ci»        Oiiigco  oikaiuir 


JS=    *  »  .  » >i  — 


ist,  Bo  i&t 


UoU  lolglich  uiicli  dem  Ubigeo 
Befsen  wir 


Hl  Ti 


II*  Mfc 


1— - 


wo,  was  nuKi  wnhl  zu  beachten  hat,  die  Grösse  p  vOO  0  gauz  un- 
obliäogig  istj  SU  wird  die  voriiergehcade  Gieichuug 

( it«)  IT«    — ) . . .  ^^^J 


und  t'ulglicli,  wenn  mao  inCegrirt,  nnd  4ie  willkiUirÜciie  Coostonte 
durch  if/  bexeicbuet,  -.  ^  ' 

«  —  1, 


-) 


oder 
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also  . 

«     N    .V  >   X  ^  »—1, 

n  }i 

 niö  


toi  ilie  von 
setze  man 


fon  a  unabbänffigen  Grössen  und  tf  l\x  bcstiuaiea, 
,  um  znniichtt  d«ii  Werth  von  //  zu  Huden  in  dieser  Glei* 

cbung        ^  ^ur  a,  so  wird  dieselbe 

Dividirt  aan  nun  diese  Gleicbang  durch  die  vorfaergehendei  so  er- 
bllt  mn 

na)  T\na)  ' 

iilso,  vireil  nacb  ^.14. 


Ua  q  iM  bestimmen,  setze  man  in  der  Gleichuna^  12.  die  («rüsse 
«  =  -^,  so  erbiUk  man,  weil  l\ma)z=>T{y)^\  und  /;«=«i-'i=^ 

ond  folglich 

Nacb  18.  ist  aber  j 
und  fnlglicb 

Führt  mun  duu  die  gcfundeocn  Werthe  von  //  uud  q  in  die 
Gleicbung  19.  ein,  so  eiftält  mh  . 
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'  Mit  den  Bwreiie  diäter  bMtt  ineHhHirdigeB  Gkickongr 
gich  verschied«M  berühmte  MutheMtiker,  oamentlicli  CSaoss  (Cum- 
inrnt.  Catt'iDg.  rec.  Vol.  II.),  I^eg-eiidre  (Kxercices  de  calcul  iote- 
gral.  T.  II.  y.  23.  Traile  des  fonctions  elliptiques.  T.  11.  p.  Iii.), 
Cauchy  (Exercices  de  Matb^maüqueü.  15^'  Livrttison.  p.  1^1), 
Cr  eil«  (Joarnal  Ar  die  reine  und  angewiindte  Metbemetik.  K.  VII.) 
.beeehXftigt.  Der  obige  äusserat  schöne  und  sinnreiche  Beweis,  der 
uns  vor  allen  ühriorcfi  sehr  wcsentliclic*  Vorzüge  zu  halten  srhp'itif, 
ist  von  r.pjcune  Uiricblet'in  CreUe's  Journal.  B.  XV.  S.  *i5t!^. 
gegeben  wurden.         *      ,  ^ 

§.20. 

Unter  der  Voraussetzung,  dnss  cc.  y,  .  . .  und  r,  jr, . .  . . 
^aitive.Cireeieii  sioil»  wellen  wir  im  Felgenden  der  Küme  wegen 

,r    '   '  ■  ■ 

setzen,  u.  s.  w.  '    '  '*  / 

Dies  voraiiSgesptzt,  kommt  man  nun  hei  Anwen<tung-nt  i  In- 
tegtalre^hnuog  auf  Geometrie  und  Mechanik  bäalig  aul  lutegrale 
yan  der  For» 

.      U.  8.  W. 

r  i 

WO  die  Grössen  «r,  ^,  ^,  </,... .  auch  sämmtlich  positiv  sein  sollen. 
Für  dieie  lttlegr«le,.die  man,  wie  sogleicb  erhellet,  aucb  anter  der 
Form 


darstelicn  kuun,  hut  Lcjeuiic  Diricbict  sehr  merkwürdige  Aus- 
drücke {ret'uudeu      weküe  wir  j«txt  eutwickclu  wuüci.  ' 

Zvfordertt  wullea  wir  dae  ^FraBiforauitioii  mit  dieMn  Inte« 
gMleti  vomtluift».  .Mm«  wir  ntaUcli  filr 

neppectiT« 

^»     '» •  •  •  •> 

SP  iiiUsH'U  wir»  wie  sogleicb  erhellen  wird,  (Sit 

//^,       4»^  .... 

rei|iectivo 

— .r''  </y,  -t-a  *■  ox»  

.  •eteeo ,  ubd  eben  so  leiciit  wird  «uo  sieh  ü\k%ni.mgtm ,  4laB8  Mit 
der  Gribsen 

0  niid  o»  0  mid  ^x),  0  «nd  f>i(«>  jr)»  

reBpc<^^*ve  die  Grän^tD 

0  und  1,  0  and  1 — ar,  0  uii^  J  —  x  —  jr, , . . 

.  oder,  wenn  wir  der  Kürse  wegen  . 

,  1 1— -jr^^css,» . . .  •  • 

Mtseo.  die  GrinMn' 

•  »  '  •  ' 

0  vod  1«    und  y,,  0  jniid  «i> . . . . 

gesetxt  werden  ttütM.  Mwr  halMD  «vk  en  Jetst  Mit  ta*  IBü^ 
Wickelung  der  folgenden  Integrale  sa  tban: 


tt,  8.  W. 

oder  mit  der  Eahriekelung  «Ur  lnjtegriiile 


*)  Coni^itKs  rendus  hebdoin«laires  des  scancas'de  fAetftvmiO  des  Scieneei* 
T.  VlU.  n.  156.  Journal  de  Matli^atiquei  pures  et  anpliqueet  per 
J.  Uouville,  T.  lY.  p.  168.  . 


Googl( 


II.  fi. 


Das  erste  dieser  Integrale  lässt  sich  leidit  (Inden.  Ls  ist  näm- 
lieb  BMh  einvr  aehr  bekansten  Havptfomel  4er  lotegr&lmliiwig 


iiobei  van  niclil  unbeachtet  zu  lassen  bat,  dass  nach  der  Vorons« 
aatoi^(      positiv  isr,  und  folglich 

Nun  ist  aber  »avb  f%  15«  '  '  « 


-miil  lalgUcb 


n-) 


also  nach  dcw  \  orbergebeiideB 


Fcraer  ist 

Jyi^  %=-|^7  H-  Const., 
iui4  folgfSch,  weif     =s  1  —  jr  ist» 

alao 

■ 

•der,  in  der  ana  f.  1^  bal^aioteii  Beseidmong  der  EnleHlsdien 
Itttagrale  der  enten  Art,  >      ,  -: 


iy«il  nun  nadi  f.  16.  ' 


und  nndi  §.  15. 


ist,  M  ist  «mV  4im  VarhergekMdni  oAahar 

Dm  ferner  «lai  Integral  ^-  • 

xn  lintleu,  wollen  wir 
letien,  lo  ist  ' 

nnd^itatt  der  Grinten 

'   0  nnd  y,,  0  wrf  , 
üiuU  offenbar  respective  die  GrünzeR  ' 

0  und  1 ,  ^'  und  1 
SU  seUen.   Also  kann  mtm  das  gesuchte  Integral  onler  der  Form 

oder,  weil 

iit,  offienbar  unter  der  Form 

oder  auch»  wie  sogleich  in  die  Augen  fallen  wird,  unter  der  Form 

darstellen.   Es  ist  quo  i^acb  f.  16. 

y        (1  — *)f  •  'dir £  1 — 


s 


p  f 
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« 


»  * 


woraus  sich,  venn  m^n  auf  beiden  Seiten> dtor  Oleichheitsseicbm 
■olHplieirt,  u^d  bpaclitet^  das»  /Xl)s=l  ist,  flir  den  Werth  »Dseni 
gesuchten  IniegraU  die  Grösse 

JtlH  H  H  ) 

ergiebt. 

Dn  SU  neigen,  dass  das  so  eben  nn|[ewnndte  Verehren  eine 
allgemeitto  Anwendung  gestattet^  wollen  wir  noch  das  Integnil 

n 

bestimme*«    Zu  dem  Eade  setzen  wir 
fklso 

und  demoacb  für  die  Gränsen 

O'und  y,,  0  und  Aj,  0  und 
fffeobar  respective  die  Gräozen 

0  nnd  1,  0  und  1,  0  und  1. 

•r  ' 

Dies  voraosgesetttb  kann  unser  obiges  Integral  unter  der  Fora 

^^y,»«***  <'-/«».'•''  .'*«'. 

oder,  wei?  -  ' 

»,=5l  — JT— y=(l  — Ä?)  (1— 

=  i  — «  — y-n=s(l— «)(l;T-tf)  (1  — tr) 

ist,  wenn  man  sich  die  beideu  folgenden  Reiben  ohne  Onterbreebong 
Inline  Zeile  gMobrieben  denkt»  unter  der  Form 

J^xf   (1— '    »i/^  y^«i*   (1—«)'  'du 


oder  auch,  wie  sogleich  erkeiien  wird^  nater  der  Form 
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dargestellt  ^erdeo.    Es  i^t  oun  nach  16. 

/•«f  V—)'        ^     .  ./ • 

ni-t--+7-i-7) 

woraus  »Mi  wcdu  man  auf  beiden  Seiten  inuUiDlicirJ,^  und  icacU- 
tet,  dan  i\l)=l  ist,  für  «1»«»  gesuchte  Integria  logleick  des  An- 
druck 

rc4)         n  -)  Jt~) 


a     ~h      c  d 

Auch  ist  nun  vollio:  klar.  w,je  man  aut  die  obig-  Art  iiaoier 
weiter  geben  kann,  unf  das  Statt  findeade  allgaiwiDe  Ceaels  Regt 
mit  ▼ölliger  Deatlielikalt  vor  Aogea. 

Aus  allem  Vorhprffpbenden  ergiebt  sieb  uamittelbar,  daia,  wenn 
wir  das  allgemcioe  Uied  der  Reibe 

«,  1.  w. 

wo  y.lo-,  y),  y.l-^,  y,  «),  die  aus  dt»  Ofcig«» 

kannte  Bedeutung  haben,  nänltea 
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'  -  ,(*)«(»|I-(fj^|f. 


»,(*,»)»«rJi-(T)'-(f)*l'. 


1 


«.  w. 


iii»  4uA  ^iMttiehiMo,  jederzeit  unter  den  oben  gtHMkltn  Vtv- 
  dl«  wir  äier  nicht  witderliolen  woUm, 

«./i*v*       "     t-J) '^T>       >  •  •  •  • 


In  einer  der  T)ieorie  der  vielfacheü  Integrale  vorzussweUe 
geiridtteten  späteren  Abhandlung  werden  wir  aaf  dieten  wichtigen 
und  ittteresssnten  Gegenstand,  welcher  durch  Lionvilln  nnd  Ca- 
talan  schon  mehrfach  erweitert  worden  ist,  lurückkoifimen.  Für 
jetzt  miistin  wir  uns  mit  der  obigen  DarsteUiiog,  die  wir  nur  als 
eine  vorliulige  hcMichnen,  begnügen. 
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Zwei  neue  S&tze  vom  ebenen  und  sphärischen 
Viereek  und  Umkehrung  des  PtolemlüyBebeB 

Lehrsatzes.  « 

Ton  d«n 

Herrn  Protessor  und  Director  Strehlke 

tn  Dttapg* 


Ndch  einem  Bekannten  Salse  der  ebenen  TOgonoaetrie  Iii 

(Taf.  111.  Fig.  H,) 

jlC»s=:«*s«*pf«A«-*M      ^B8c«.f.4^  — Wenn  jH» 
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folgUcb 

^     —  — '  </*  =       CDS     ~  tcd  cos  D. 

Ad4vt  «an  auf  beidea  Seilea  dieaei^  €n«iehaD         nad  ^€d,  so 
crbSK  maa 

(^  +  ^)*-.(<;^il)*  =  W  «OS  iir*+4i;4  tia  ii^»  . . . .  0) 

und  eben  so 

(c  —  (ff  —      =  «»•   (*) 

Durch  Mulkiphkatiün  von  (1)  und  (2),  Zerlegung  dv  Quadrate  la 
Faktoren  und  Eiaföbrung  dar  BaioidiaaBg  a-yh-^C'^d^* 
wird  erfaaltea  . 

cos4Ä*.8in^Ä*+isÄwl[siB^Ä».siBii>«-H!«ilÄ»  .eoslü*) 

H-c'^  sin^/>»  cos 

Wenn  man  auf  der  rechten  Seite  des  GleicUieUaaeiebaBa 
\ahcd  sia  i? .  sia  ü  Masa  addirt  and  subUabirt»  so  vbäll  aiaa 

=s     •  fia  ü-h  ^ .  «n         «^</(co8  i    cos  i/> — sin     .  ün 

s=(^ .  iia        ^  sin       -h  «Äcrf .  cos  (^^)  .  cos  (^^). 

Da  nun  ^  .  sin  //-hTr  ''p*"  Fiäcbensuninie  der  beit^n 

Dreiecke  ABC  itii<l  ACD  ist  oder  die  Fläche  des  Viereck* 
ABCD  ausdruckt,  die  mit  F  bezeichnet  werden  mag,  so  ist 

iP*=({-^)  (|— (y-^)  (|-^)-«W.cot(5±^)€Os(^). 

V  2. 

Verfolgt  aaa  d^aselbeo  Gang  bei  dest  sphärischea  Vierecke, 
•o^iat 

coa  tf  =: cos  « .  COS  6  +  sia^tf .  «B  ^ .  cos  ü 

=  eoa  c  •  eoa       mi|  c  •  aia  il .  coi  ü, 

folglich 

cos  a .  cos      cos  e .  coa  d=  sia  e .  tia  jf  cos  !>—  sia« .  lia  ^ .  eoa  tf. 

Wird  auf  beiden  Seiten  der  Gleicbbeitsxeicbea  sin  a  sia  ^  aa^ 
sin  c .  sin  d  addirt,  so  erhält  man 

eoB  (4^)— cos  (o-H<)^2siB.c.  sia  d.  coa  ^•«"^  i^* 

und  durch  Zerfällung  der  Difierenz  der  beiden  Cosinus  ia  Fakto- 
ren and  ElaßlhruBg  foa•#-^-*-|-^«+^a=t- 


Google 
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sin  (y-^«>.«B      — ^) 

tssnn  e,  mn  d,  cos  ^Ü*  H-*nii  • .  sio  b  sin  ^ü'  ...  •.,(!) 

und  eben  so  ' 

=  SID  47  .  81U  ^  COS  +  810  C  .  SID  ä  810  ^/^^  ......  (2) 

Dardk  Moltiplikotioo  790  (1)  und  (2),  durcb  Addition  und  Subtrak- 
tion von  4e>B    •  sin  ^.  sin  c .  iin    .  sin  J7 .  «n  JDy  bekömmt  man 

sin      — *0,Mn  (■§•  —  *).  »in  (~  — c).8in  — 

sfjiin  •■■in  h  ein  J9+^iin  « .  sin    •  lin  v0>* 
+  ein  «r  lin  ^  sin  ^ .  ttn  d .  cos  4(i?  +  Z')  cos  4(i9H- /^). 

Ist  nun  ,V  der  Mittelpunkt  der  Kui^cl.  auf"  d<^rcn  OhorOHrhp  das 
spliarisclie  Viereck  Alit'D  liegt,  so  ist  der  Cubiktuhalt  des  Te- 
traeders MJßC=z\s\n  » .  sin  ö  .  sin  iT,  der  Cubikiobalt  des  Te- 
traeden MACD'=.^wik  Clin  .  sin  A  Bexeicbnet  man  jene 
Tetraeder  mit  T  und       so  erbftit  men 

(3r-t-;jrO'="n  (^-«)  '^iu  (y-^)  sm(~~c)  siu  (^-*/) 

—  sin  «  sin  ^  sin  6 .  sin  <l.  cos  ^(17-^  ü)*. 

3. 

Uafcebrung  des  Ptol emäiscbeo  Lehrsatzes. 

Dn  ^«  =       -t-  %BE .       cos  X,  (wenn  A  den.  Krais^ 

bogen  beseicbnety  der  den  Winkel  BEC  misst) 

and  m*^ffE*^  JE* -^2BB,jiB.  HOB  X, 

so  ist  /y»  —  ß  =1  C/^^     JE*  —  %BE  ,e.cos  A, 
wenn  e  die  Diagüiiule  bezeichoet, 

Ziebi  mnn  4ie  obere  Gleicbnng  von  der  antera  ab,  so  bleibt 

e*^d*^6*^m*^t,0  (BB^BBi  cos  Asss^.cesX, 
wenn        durcb  /  lieseicbnet  wird,  flierans  folgt 

a*^e*^a^^d* 


cos  Xssi' 


Wird  nnn  fnr  ein  ebenes  Herack  die  BedinauDg  gemacbt,  dess 
ef^me'\-bdj  so  ist  in  diesem  besondern  Pnile 

Aas  diesem  Aosdraeke  für  eos  V  Mast  sieb  leicbt  oMeiten 


9 


.  Da  i^ac  sin  +  sin  \ef.  sin  =  F',  wodareb  die  Fl&cb« 
des  Vierecks  bezeichnet  werden  soll,  in  welchea  ^s«^^^  sa 
erbäJt  mau 

^     r*=i{^-m)  (^~b)  (f-*)  (i-rf); 
d»  aber  aocb 

(■!■—«)  (t— *)  (y- «)  (y— «Äcrf-cosKÄ+zj)». 

so  BIU8S  sein 

Da  ^+^  +  C-t-/l  =  2.T,  D  also  <27i,  so  kaaa  kei- 
nen andern  Wertb  als  i\uU  ltal>cD,  wurituK  toigt 

Dnss  eia  Viereck  von  dieser  Kigenscbaft  eia  Kfeiimrcck  Mi»  Uffft 
sieb  dauu  leiciit  beweisen. 

AomerkttDg  d«t  H^raaagebera. 

Herr  PrefeMor  Streblke  schreibt  mir  bei  Uebersendang  de«  Tonkeben> 

den  intprrss  intcii  Aufsatzes:  „Bs  musste  nicht  ohne  Interesse  «da,  den 
„Sati  für  die  Fläche  des  sphärischen  Viereck^  tu  suchen,  fipr  «Ipin  frjtsB 
„für  das  ebene  Viereck  eigentlibh  entspricht."  Gewiss  würd«  diese  üotw 
Buchung  mehrfaches  Interesse  darbieten ,  und  möchte  ich  mir  daher  woU 
erlauben,  die  Leser  des  Archivs  zu  derselben  aufzufordern.    Dass  ich  den 

Sefundenen  Resuluten,  wenn  sie  mir  mitgetheiU  werden,  sehr  gern  «ine 
teile  in  dem  Archive  einriuaMn  werde,  venteht  sieh  Ton  «elbsu  G. 


XXVIL 

Uebungsaufgaben  fllr  Schüler. 


I.  CftlMittffsattffr«beii  fiir  Sehaier.  MitgetbeiU  von  Herrn 
Professor  Dr.  Kunze  in  Waininr. 

1.  Wenn  die  BntfeffMD||en  der  M^vnkta  C  einea 
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Ihreieelui  ABC  ?oni  Mitteiputikte  des  eiD^eschriebeueu  Kreiaes  fol« 
l^eweite  mit  y  bezcicLuet  wcrdeu,       Ltbtetit  die  GUicliuog 

bc       ae^^  ab  * 

worin  ^,  c  oach  der  üLiiciiuo  Weise  die  Seiten  des  Dreieck* 
MtnttB.  1b  enten  Theile  dieici  Arcbm,  S.  SSI,  ist  eine  endef» 
RdalioB  iwbchen  a,      y  und      ^,  r  ant^egebeo. 

2.  Aua  den  Winkeln  eines  io  einen  Kreis  besrliriebenen  Fünf* 
eciKi>.  neb<;t  dem  HttlbneiUier  dieftes  Kreises,  die  Seitea  des  Fünf- 
ecks zu  bereciineu.  / 

S.  Dnreb  die  Sj^itse  C  eines  gegebenen  Dreiecke  ABC  itf 
XU  dem  gleieb&lls  gegebenen  Funkt  D  in  der  Basis  AB  die.Ge. 
rede  CD  gezogen:  mim  soll  dorcli  den  einen  Endpunkt  der  Ba« 
sis  eine  gerade  Linie  AF^  welciic  die  CD  in  E  und  don  Schenkel 
BC  io  f*  trifft,  so  sieben^  dass  das  Dreieck  ACE  dem  Viereck 
BDEF  gleich  werde.  Es  giebt  dafür  melirere  gans  leiehte  Gea* 
structiooeu:  Kästner  bat  in  seinen  geometriHcben  Abhandlungen 
I.  Samml.  S.  145  die  Aufgabe  weitläaftigcr  mit  Hülfe  der  Trigono- 
metrie bebttodelt 

4.  In  ein  gegebenem  Uiiadrat  ^n  regelmässiges  Fünfeck  der- 

ralt  zu  beschreiben,  dass  eine  Seite  des  Fünfecks  auf  eine  Seite 
Quudruls  falle,  und  die  zwei  zunächst  liegenden  Kckpnokte  dee 
erttereo  in  die  aufstehenden  Seiten  des  letzteren. 

5.  Ein  zu  seinerzeit  berühmter  Ingenieur  Samuel  Marolois 
giebt  in  seiner  Gdometrie,  die  1616  io  gross  Ituerfol.  eracluen,  fdr 

'  die  verisre  Aufgabe  folgende  Constrttctioo  ao:  Auf  der  Seite  AB 
des  Quadrats  ABCD  verreirlme  man  ;niswärts  ein  re^rltnässiges 
Fünfeck  AiiEFO^  und  zielir  vf»n  det  get?cniibcrlieä:enden  fSpif^c 
F  nach  den  Kcken  D  des  (Quadrats  die  Ueraden  FC^  FD^ 
welehe  die  Seile  AB  in  Af,  /  eebneiden;  die  Strecke  HM  eoll  . 
nun  die  Seite  des  einzuschreibenden  Fünfecks  sein.  Diese  Cen- 
StructioD  ist  iibnr  frilsch;  es  ist  zu  zriir''n  warum? 

0.    In  ein  gegeliene^i  Viereck  einen  Kliuuibus  zu  beschreiben, 
dessen  Seiten  uiit  den  Uiagnnuleu  den  Vierecks  parallel  laufen. 

7.  in  einen  Erets  sei  ein  beliebiges  Vieleck  ABC, . .  LMN 
bejvcbrieben ,  und  anf  der  Peripherie  des  Kreises  sei  ein  willknbr- 
lirlirr  Prinkt  P  angenommen.  Fället  mww  nun  von  P  anf  jede 
^>eite  des  V  ieiccks  oder  deren  Verlängerung-  eine  Senkrechte,  näm- 
lich Pa  Äuf  AB,  Pü  auf  BC  u.  s.  f.  Pm  auf  M^,  Ptt  auf  NA„ 
so  gilt  aHenal  die  Gleicbnng 

^  Bi  Mm  Sn__. 

Diese  Gleichung  besteht  auch  dann  noch,  wenn  das  einffcscbrie- 
bene  Vieleck  ein  Vieleck  im  weiteren  Sinne  ist,  bei  welcheei  flMn 
nämlieb  die  Punkte  A^  B^  C  .  .  M%  N  in  beliebiger  Folge 
durch  gerade  Linien  sn  einesi  ausammenbängenden  Zuge  vereini- 
get hat. 

8.  io  der  Peripherie  des  über  AB  beschriebenen  Halbkreises 
denjenigen  Punkt  C  su  finden,  für  welchen  das  Recbteck  aus  der 
Abscisse  AD  und  Ordinate  CD  ein  Maximum  wird.  Die  Con- 
structioD  fol^t  aus  sebv  einfachen  s^eometriRrhcn  Betrachtungen. 

9.  Verlängert  man  die  gegenüberliegenden  Seiten  eines  io 


clupti  Kreis  bescliriebenen  Vierecks  ABCÜy  bis  sie  Rieb  schneiden, 
iiämlicb  BA,  CD  über  A  und  D  hinaus  bis  B\  BC,  AD  über  C 
und  D  hinaus  bis  F,  und  sieht  sisn  von  de»  Hittelpunkt  des 
Kreises  nach  den  Dorchschnittspankten  F  die  Geraden  OE^ 
OFf  nebst  dem  Halbmesser  OBy  so  tat  immer 

OB,OF.  cot  EOFss  OD», 

10.  Wenn  nfaii  in  die  vier  Dreiecke,  von  welchen  jedes  dnrch 

zwei  Seiten  und  eine  Diau:onale  eines  eingeschriebenen  Vierecks 
gebildet  wird,  Kreise  bescbreibt,  so  bestimmen  die  Mittelpaakte 
dieser  vier  kreise  die  Winkelpuokte  eines  Recbtecks. 

11.  Die  vier  senkrechten  Linien ,  ^  welcbe  man  von  der  Mitte 
jeder  Seite  eines  eingescjiriebenen  Vierecks  auf  die  ihr  gegenttber* 
liegende  Seite  filllet^  schneiden  sich  sKmmtlich  in  einem .  einsigen 
Punkte. 

12.  Die  Siinimc  der  Uuadrate  vun  allen  Seiten  und  Diagona- 
len eines  eingeschriebenen  Vierecks  ist  gleich  der  vierfiicben  Diffe- 
renz zwischen  dem  QnedMt  des  Durchmessers  des  nmscbriebencfn 

Kreises  und  dem  fiundrat  der  En(feniung  seines  Mittelpunktes  von 
demjenigen  Punkte,  in  wclcliem  sich  die  vier  Linien  aus  der  Mitte 
jeder  Seite,  senkrecht  auf  die  Gegenseite  begegnen  (11). 

13.  Nmirnt  man  auf  den  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  dtel 

Punkte  an:  /)  auf  /ir=a,  E  auf  CA=zh,  F  auf  AB^c^  wo- 

durcli  die  Ahscbnürr  [Uy  —  a\  DV=zfi'\  CE^h\  E.i^(;\ 
AFz=zt:'y  FB  =zz  (  '  ruf  stehen ,  und  verbindet  alsdann  jene  Punkte 
zu  einem  Itreieck  /)/  /']  so  iindet  aiiemui  die  Proportion  statt 

« 

14.  Eine  sehr  einfache  Cunstruction  der  mittleren  Proper* 

tiooallinie  ist  folc^cnde:  Man  schneide  von  «ler  ijrö'^seren  aregebe- 
iien  Linie  Aß  die  kleinere  verliinaer.' .nf Ä  um  .///i  =  r'Zr. 

und  beschreibe  über  UU  mit  ßA=.DC  gleichsclieukeligei 
-  Dreieck  BBDt  oder  bemerke  bloss  durch  eio  Paar  Krentbögen 
seine  Spitze  Ey  so  ist  eine  Gerade  von  E  nach  A  (oder  nach  C) 
die  mittlere  Proporfitinalr  zwischen    ///  und  ff 

15.  Die  Kreisliaclie  ist  das  p^eoinetrische  Mitfri  zwischen  den 
Flächen  eines  umMchriebenen  und  eines  dem  Kreise  isoperimetri- 
sehen  Vielecks,  beide  regelmässig  ond  von  einerlei  Seiteosahl  an. 
genommen. 

16.  Werden  in  und  nm  einen  Kreis  regelmässige  Vielecke 
von  einfacher  und  doppelter  .Seitenzahl  besclirielien,  so  ist  1)  der 
Umfang  des  umschriebenen  Vielecks  von  du|>peUer  Seitenzahl  das 
harmoaiacbe  Mittel  zwischen  den  Üm fänden  des  einreachriebenea 
und  umschriebenen  Vielecks,  beide  von  einfacher 'Seiteosahl;  ond 
2)  der  Unifanar  des  eingeschriebenen  Vielecks  von  doppelter  Sei- 
tenzahl das  geometrische  Mittel  zwischen  den  I^mfanofen  des  ein- 
ireschriebenen  und  umschriebenen  Vielecks,  jeue»  vuu  einfacher, 
dieses  von  doppelter  Seitenzajil. 

17.  Hin  Viereck  mit  den  Seiten  ^,  r,  </,  in  welches  Steh 
ein  Kreis  beschreiben  lässt  (also  n -\- c b d)^  hat  den  grÖss- 
teo  lobuU^  wenn  des  Kreises  Uatt^esser 

,b.c.d 


IS.  In  keinem  pviliag^orisclieii  Dreieck  fvert»-!.  d.  erst.  TIj.  dies. 
Arcli.  j!».  9t>)  kÖDoeo  beide  Katbeteu  ttugeraüc  ZaLlcu  seiuj  uud  in 
J«dM  folehen  Dreieck  mwm  eine  der  l&tbeteo  durch  3,  ingleacbeii 
eine  von  den  Seiten  überhaupt  diircb  5  tbeilbur  sein. 

19.  DiejeDigpen  Wertbe  von  r  711  findeu,  für  welcbe  te#obl 
^JC-i-^T  («U  .TJT  —  .T  vollkoolineiH;  (Quadrate  wcrderr. 

20.  Vermittelst  der  pythagoriscLcn  Dreiecke  sulclie  Kreisvierecke 
in  bilden,  bei  «ebiben  dte^rier  Seiten,  die  drei  nöglicben  Diago- 
nalen und  der  Inbalt,  nebst  dem  Halbmesser  des  Kreises,  rationale 
Wertbe  bekommen;  ohne  dnss  eine  Seite  oder  nittsronnle  Diircb- 
messer  des  Kreises  wird,  oder  zwei  Diagonalen  sich  rcchtwiokeliff 
durchschneiden  (io  welcfaeni  Falle  der  Inhalt  des  Vierecks  gleicn 
.dem  halben  PnVduct  der  beiden  Diagonalen  aein  wärde). 

21.  Man  soll  zwei  ganze  Zahlen  .r,  y  finden,  von  der  Be- 
schaffenheit, dfiss  d»?^  l>armoni«r}ii»  Mittel  zwischen  ihnen  einer  ge- 
l^beoen  ganzen  Zuhl  a  urlcicli  sei.  Z.  B.  für  a=:i05  giebt  es 
viemebn  Tencbiedene  Anmangen. 

'  22.  Zwei  Zahlen  a?^  ff  m  finden,  von  der  Beecbaffenlieit,  dase 
ihre  Summe  gleicii,der  Sninnra  ibrer  Knbiksablen  aei.  (Diepbnn- 
tos  IV.  11.) 

«II  A    1  H7t~-l 

Allg.  AbIIoi.  <ar=  zr^.XTi  V  =  i^^l- 


jü»  — ^  na 

23.  Zwei  Zulilen  jCt  y  zu  finden,  vou  der  Iteschaflenheit,  dass 
ihr  {Tnterschied  ulricb  dem  Dntenchied  ibrer  Knbiksablen  aei. 
(Diopkantus  IV«  12.) 

81«  Man  soll  zeigen,  dnaa  und  wie  in  den  nncbftebenden 
oder  Bruche 

m{m  -f- 1)  {jm-j-l)  (//t-f-w  — 2)  (iw-f-n  —  I) 

1.2.     S   (n  —  1)       •  « 

worin  m  and  n  ganze  Zoblen  bezeichnen,  alle  Fartorcn  des  Nen- 
ners gegen  die  Kactoren  des  Zählers  sich  beben  und  das  endliche 
Eeanhat  eine  ganse  Zahl  werde. 

25.  Zwiacbcn  den  Tangenten  der  Winkel  ?on  fünf  zu  fiüif 
Graden  iai  ersten  Octanten  findet  folgende  artige  Relation  statt  a 

lan  5«.  tau  10°^tan  15».  tan20<'.  tan  25«.  tan  90*.  tan  35*.  tan  40«.  tan  45«. 

Die  Prüfnncr  (ües^r  Gleichung  geschieht  leicht  vermittelst  <ler 
Logaritlimen^  der  Beweis  ist  aber  aus  der  bekannten  Formel 

tan  (a:^/?)=T^^^-^~~«  *»  fdbren^  aiit  Bncksicbt  anf 
\         r/       J^tan  «e .  lan  ^ 

tan  €0«äI/3. 

An  merknnii:.  Die  Sätze  von  10.  bis  It>.  sind  bewiesen  im 
ersteu  Bande  meiner  (iconietrie  (Jena,  Frommanu.  1842);  auch  über 
20.  findet  mau  eben  duselbül  (S.  219}  .\uskuutt. 


^  '  It,  UebuBgianfgabeo  für  8eli1l1er.  Von  den  Hw»  Pro* 
feiaor  C.  A.  Breticbiieidor  m  Gotkn. 

.Es  ist  sattsam  bcknnot,  aof  welche  Weise  ove  den  ein* 
Miellen  gooionetriscbco  Formeln: 

.  lio  («-h^)=s2oni  b  «o«  «  +  eüi  {m^Üj 

eoi  (««f*^)ss5Seot'^  eoi  «--eoe  {m—i) 

dU  Soanea  der  oacbfolgeiidea  Reiben 

•io  ««f-lio  (a  +  ^)  +  sin  (« -|- 2ä) •+•  •  • «»  («-4-«*) 

■in  Un     1)^  .  »in  (g  -4-  \mb) 
—  STp 

cos        cos  (a  -4-    -t-  coa  (a  +  %b)  + . .  +  cos  (0  -|-  mb) 

erhaltea  kann.  Sind  diese  ütuunneo  bekanut,  so  giebt  die  Aoweo' 
dnng  der  enten  trigODonetriscbvo  SKtse  folfifeoiie  Tbeorene: 

„Beschreibt  man  in  einen  Kreis  ein  rtr^uläres  Vieleck  von  « 
Seiten,   und  zieht  von  ein«>m  beliebigen  Punkte  innerhalb  oder 
ausserhalb  des  Kreises  Strahlen  nach  den  Eckpunkten  des  \  ieU 
„eckes,  nennt  einen  der  beiden  kleinsten  dieser  Strahlen  a,,  den 
„DäcbstTolgeoden  «ar,  und  to  fort  bis  zu  «r«,  so  ist,  wenn  r  den 
„Halbmesser  dbs  Kreises,   d  die  Kntfernnng  des  willk&briicbe» 
„Punktes  vom  Mitiplpuukte  beseicboet, 
1}  fiir  ein  gerades  w. 

d.  b.  die  Summe  der  Quadrate  der  Strahlen  von  ungeradem  Zeiger 
ist  gleich  der  vSutrimc  der  Quadrate  der  Strehlen  von  gemdem  Zeiger. 
2j  für  ein  ungerades  n:  •  ■ 

«CSV—«—«) 

_  cot  (— n— st) 

CO*  — n  . 

WO  «  den  Bogen  bezeichnet,  welcher  von  der  <ieradcn  d  und  dea 
Strahle  tf ,         (1(  r  Prti|)berie  sbgetchniueo  wird.    Ane  beiden 

Sätzen  toisrt  uiiinittelhur : 
3)  dass  tiir  jeden  beliebigen  \\  <  rt|i  voti  n 

sein  mus8.  Zieht  mun  dalier  einen  nttlhinesscr,  wc*lrher  auf  der 
Geraden  U  senkrecht  steht,  und  verbiauet  dessen  Bod|)UDkt  mit  dem 
wllllifibf lieben  Mittelpnnkto  der  Stroblen  a^a^  0.  s.  w.  durch  eine 
Cverndo       eo  ist  des  Qtindrnt  ?od      dfts  nritbaetiscbo 


Google 


Mittel  aus  der  Huadruisumme  «lier  'Straiiieo,  weJcb« 
TOil.  dem  festes  Puakte  mm»  mmeh  4%m  Spitseo  eiaee  etm^ 

gMehriebeaea  regolirea  Ticleckes  von  beliebiger  Sei- 
tetizabl  gezojiren  werden.    Zugleich  erhellt  auch,  dass  der 
Mittelpuckt  der  Strahlen  nicht  einmal  völlicr  fest  zu  sein  braucht,  - 
soDdern  io  jedem  beliebigen  I' unkte  der  Peripherie  eiuett. 
Kreisef  lieffen  kean,  4er  4mm  Hanplkreise' eoBceatrUeh 
^it  dem  Halbmesier  ^  bei;ehriebeB  wordea  U't 

Bexeichnet  man  ferner  den  voa  den  Strahlen       und  <r,  cinge. 
tehlosseoen  Winkel  durch  (1,  2)  und  nennt  ihn  den  ersten 
Strablwinkel,  ferner  den  von       und  a,  eingeschlossenen  Winkel 
(2.  3}  den  sweitea  Strablwiakel  u.     w.  so  ist 
4)  nir  eis  gerades  m 

cos  (l,  t)+«rtsr«  cos  (5, 4)+ . . .  coi  (si—  1»  m)sss 

s«:«,«,  cos  (2, 3)-4-«««»  cm  (4, 5}+ . ees  («,  1) 


=iis(r»  CSS  5-4--^) 

5)  litr  ein  angerades  m: 


2 

«r,a,  cos  (2,  ^j-f-«^«,  cos  (4,  5) -|- «»_x«„  cos  (» — i,  w) 

i  •  (r*  ees  — -hrf»)-4-ri#«osa| 

-       »  • 

6)  für  jedes  beliebige  /#  also: 

0.«»  cos  (1,  2)-!-«,«,  CSS  (2,  3)-h>...4-«b«,  cos  («,  1) 

ess  ~-H<*), 

♦ 

wozn  aisB  auch  leicht  dea  aosiogen  Ausdrack: 

7)  sia  (i,  2)  +  «,0,  sia  (2,  3)-H.^.+Mri  sia  («,  1) 

=  j»r'  »io  — 

bildet.  Es  zeigen  demnach  die  Produkte  aus  den  Cosinussen  der 
gerade«  und  ungeradstelligcn  Strahlwinkel  in  die  beiden  eio- 
scbliessenden  Strahlen  g^nnu  dieselben  Beluiioneu,  welche  die  Qua- 
drate der  eiaielnen  Strahlea  selbst  besassen.  ' 

Liegt  der  Aasgaagipeakt  der  Strahlen  in  der  Peripherie  des 
Kreises,  t>o  wird  «assr  aad  die  gefaadeaeo  Ausdrueke  gebea  ia 
folgende  übfr:  .  % 

für  ein  i^erades  u  "Hirü; 


's 


far  ein  aagerades  m  wird: 


cos  (— »  — «)j 


(  CO»  (-i^  — 

/  l  .  CO«  — . 

für  jedes  beliebige  m  wird:  ' 

«L  Ii.  die  Fläche  des  eiDem  Kreise  eiugeschriebencn  Uua* 
dretei  ist  des  arithmetiscbe  Mitlel  swise'ben  den  Qvs- 
drateo  aller  Strahlea,  welclie  tod  etneei  beliebigen 

PuTiktf*  <!f>r  Peripherie  nach   den  Spitzen  irg^cod  eines 
lielicbi^^en  eiDgescIi ri cbencu  regitläreo  Vielecks  geso- 
^fiu  werden  können.    Feroer  ist 
für  ein  gerades  nt 


n 


^fiir  ein  ungerades  js: 

•  •        •  i     »  t\  *        "  .Cosa 

OOS  — 

n 

•  #  «  »    ,     ,   cos  « 

«»«■H-«4«»-+-*«-  +  «»-i*i  =  («»'— 1)^  COS   7; 

COS  — 

I» 

für  jedes  beliebige  »x 

-t-       + . . .  +  «N— iflr«  —  sw»i  =  2jir*  cee  ^ 


Für  deo  Fall,  dass  der  Ausgangspunkt  der  Strablea  in  der  Periybe- 
jic  des  Kreises  liegt,  findet  man  aneb  oiit  grosser  Leicbtigkelt: 
für  ein  geraaes  ms 


«,  -H  -f-....  +««-1  =ir .  z  » 


n 

sin  ~ 


•  .  .  cos  i€t  ' 

sto  — 
n 

.  für  ein  uugcruUcä  m: 

ros  (-^  4«) 

«I  -|-<ya-*-<'4-i-'.  -F-«i»=<»a4~<'^4-|-.'.-i-««-l=r  .  i 

Ii 


flir  jedes  beliebige  mi 


'i  H- . . . -I- ««-i <r»  =3  4r .  ~— — . 
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Der  mittelste  (jfeitr  Ausdrücke  ist  aU  -tin  specieHer  Fall  des 

/^ug-ust'sührn  Tftforpms  Itprelts  seit  lanp-orpr  Zeit  l>pk?iniit.  f/ässt 
nan  den  Ausguogä)iuDkt  der  Stralilen  nocli  in  eine  l^pitze  des  Viel> 

edm  rocken»  d.h.  mocbt  mn  6=0  gder  to  bekonntjMB 

IS 

die  schon  seit  lange  behmnten  Sätze  über  die  t«b  eiaeii  Pnnkte 

Mslaufenden  Diagonalen  ref^ulKror  Vielecke. 

Dass  sich  übrigens  riu.s  dein  oben  erwähnten  speoiellen  Falle 
den  Migü&Lachea  Theoreius  dtia  letztere  äelUt  uumiUeibar  ableiten 
Iftsst,  wird  klar,  to  bnid  wmn  mmr  aut  4tm  geffeheatn  KreiM  <!od- 
aiBtfinek  einen  anderen  Kreis  beschreibt.  In  Q%m  ao  akaa  trschie- 
nenen  Tortrefflichen  Lehrbuche  der  Geninetrie  von  Herrn  Prof. 
Kiinze  in  Weimar  ist  das  hier  vorgetrugeue  Verfahrcfn  gerade 
umgekehrt  wurdea,  iudem  der  Br.  Verf.  zuerst  einen  sehr  eiot'aehen 
Baweia  des  An(piit*seban  Tkaoreaes  anfsteUt  nod  aaa  dlua  latata- 
ren  mit  Bülfe  eines  ( oncentriscben  Kreises  den  speciellen  Fall  ab- 
leitet, wenn  der  Mittal|»UBkl  der  Strahlen  in  der  Peripherie  des 
Uapptkretses  liegt. 


XXVIU. 

Miscelleii* 


Den  sogenannten  unbeitifliwfaK  Fall  in  der  ahaaeD  Trigono- 
metrie, wenn  nämlich  die  Stücke  m,     A  gegeben  aibd,  trigt  man 

gewöhnlich  auf  fnlf^rndo  Art  vor. 

Man  suche  zuerst  den  Winkel  B  mittelst  der  Formel  , 


sin  Btss 


b  sin  A 


kteiailf  den  Winkel  C  mittelst  der  Formel 

uid  daaii  die  Seite  e  mittelst  ainea  der  beiden  folgeodan  Anidrnckes 

a  sin  C      h  sin  C 

sin  ^       Tinir'         -  ' 

'  Im  Allgemeinen  hat  B  zwei  Wertbe,  die  einander  la  180®  er- 
giaiaB,  und  durch  B*  nnd  Bf'  beseiehnet  werden  lollen»  ao  daw 

iat  Aaeb  woUen  wir  annebmea»  daie 
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I 

ist  nun  a^bf  »o  ist  «ach  A  ]^  /?,  und  foiffhcli  D  jedenfall» 
«in  ipitier  Wickel ,  so  tla»»  also  nur  Bz^U^  geseUt  wenien 
liavB,  oimI  "daher  dm  Anfg^abe  rar  eine  AvfltaM  snllMt  In 
aber  a-'^lt,  ho  ist  auch  A'^B ,  es  kann  sowobr^  =  i7',  alt 
aucL  11^=^.11"  cresetzt  werden,  und  die  Aufgabe  TSs'st  also  in  die- 
sem l'ullr  im  AlffTPmeinrn  zwei  AullostincTPn  «u.  WeuD  azszb  \t/t^ 
so  ist  auch  A  =i       uoü  daber       uamttieibttr  Kegeben. 

DaM  diese  Art  dee  Vertrags  die  bette  umfeiefeehete  itt, 
teriiegt  keiae«  Zweifel.   Fdr  deo  BleBentaranterricht  in  der  Trt- 
p^onnm*»frie^  bei  welchem  ei  anf  eine  möprürhst  vic!scitig-e  Uebung 
der  Srliüler  nnkonmt,  verdient  aber  bemerkt  zu  werden,  dass  man 

ganz  zu  deuselben  Resultaten  ffelangeo  kann,  wenn  mao  uniaittel* 
ar  aat  den  ffegebeaea  Stileken  «,  A  aidit  den  Winkel  it» 
sondern  vielmehr  die  Seite  c  aneht,  webet  nurn  tiek  anf  lalgeade 
Art  zu  Tcrhalten  hat. 

Bekanotiicb  ist  in  völliger  Allgemeinheit 

ce.urf==:—  . 

und  lolglieh 

«*— cet  A=»*  —  &*, 

also  wenn  man  diete  Giei^nag  dea  iweiten  Gradea  in  Beaog  anf 
e  alt  nafbekannte  Griiaae  anilött» 

ie  —  6  90M  J)*ssm*--6*'^6*  cea  nn  A\ 

weraat 

e—^  eoa  u#r=:=fcl/«»--*»  tia  A\ 

alio   '  

rss^  coB  ^=kl/«*  — tia  AK 

Hienina  siebt  man^  dast  e  Im  All|;eMelnen  awei  Wertbe  bat. 
Itt  nnn  'm'^Bf  ae  itt  effeabar 

V^«*  — 4*+^*  eoB  A*'>6  eot  A^ 
d.  5.  _____ 

\/m*        tin  A*  cea 

nnd 

6  cos  ^  — l/«»  — tin  A* 

ist  daber' jederzeit  negativ,  woraus  strli ,  weil  c  seiner  Natnr.  nacll 
positiv  ist»  ergiebt,  dast  man  in  diesem  Falle  nur 

eai  ^  +  Bin  A* 

aetaen  kaaa,  nad  daher  die  Aufgabe, nur  eine  Auflösung  zulässt 
Für  a<lltt  wo  zugleich  A  jedenfalls  ein  spitzer  Winkel  nnd  da- 
hme  b  cot  A  jederzeit  positiv  ist,  ist  dagegen  offenbar 


d.  i. 

und  daber 


I/«»  —    +     eoa  A*  <^  eea 
V/«»— ^»  Bin  A^<ib  COB  A^ 

h  cos  A  rfc  \/a^  —  h"*  gin  A"^ y 


man  mag  das  obere  oder  das  untere  Zeicben  nehnen»  eine  poai* 
tive  Grösse.    Also  ist  in  diesem  Falle  * 


Digitized  by  Google 


c  =  *  CM  ^ztV^«»— sin  .4*, 

ttad  4w  Aufgabe  läail  iw«  AnfltfMngeD  zu.   Daat  in  diesem  Falle 

Va*  —  6*  im  A*  »«er  nell  iit,  eilieltei  leicht,  wcU  bckaBBfe» 
lieh  ijBflicr 

a  :  ^  =  siu      .-  «in  S 

oder  0  BIO  /f  =  ^  sin  A,  also  ^  sio  ui  sie  grösser  als  «  ist. 
Für  a=:6  ist  ofifeobar  ^ 

e  =  6  cos  yidb/j  cos  v^, 

und  daher  entweder  r=2//  cos      oder  c=:0.    Da  aber,  wenn  von 
eisern  wirkiicheo  Dreiecke  die  Kede  ist,  die  Audösuoff  e  =  0  aus*  < 
gtticUMcaB  Warden  ■neib  •<>  Ueibt  lo  dietea  Falle  bfoaa  die  eiee  ^ 
SnflÖsnag  esss25  coi  ji. 

Hat  man  r,  so  kennt  man  alle  drei  Seiten  des  Dreieck??,  und 
kann  dann  die  \^  inkel  /?  und  C  nach  bekaoBtea  ForaieiD  ohne 
aile  Zweideutigkeit  berechnen. 

Han  kösDte  bei  der  BebaBdloeg  dei  nebeitinatett  Falle  der 
ebenen  TngODeeietfie  eRcb  tob  der  unmittelbaren  BerechoBBg  dee 
Winkels  €f^ aus  den  gegebenen  Stücken  a,  A  ausgehen,  und 
Würde  auch  auf  diesem  vVege  ganz  zu  denselben  Resultaten  wie 
vuriier  gelaugeu.    Es  ist  nämlich  bekanntlich 

lz=,0  cos  6-1- c  cos  A.       '  ' 

Nbb  ist  aber  aucb 

a  sin  C  .  ♦ 

Sin  A.* 

BBd  falglidi 

b-=.a  cos  C~{-a  cot  -/  sin  C\ 

I 

welche  Gleichung  bloss  noch  den  uDbekannten  Winkel  C  entbült. 
Nach  bekannten  gooiometrischeii  Formeln  ist  '  , 

2t«ng  \C  ^_  1  —  tany 

l^tang  \C*^  ^  '^T"  l-t-tang  \C^' 

Fährt  man  dies  in  die  vorbei^^e^de  Gleichung  ein,  so  ergiebt 
lieh  Dach  gebdriger  Rednetion 


MB  C= 


oder 
•der 


^(l  +  taug  ^6^)  =  a(l     taug  \C^)'^  la  cot  A  Ung 
{ß*J^b)  tang  iC»— 2«  cot  A,  tang  iC=«  — 


täng  ^  ,  ,  tang 


Löst  man  diese  quadratisrhr  fHoichnnp:;  in  BeiiehaBg  Bsf  tBBg -^C 
aJa  nnbekannta  Grösse  auf,  so  erhält  man 


oder 

{taBg^C 
md  felglidi 


a  cos  A 


-  /i-  sin  z/* 


«  cos  ildbl^o'  —  />•'  sin  ^» 


(a-f-A)  sio  d 
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Ist  nao  so  ist  offenbar 

ciw       +      —       sin  ^-  cos 

4.  i. 

Jk"**  —  6*  tin  ^*  >  «  cot  Ay 

md  folfiflicli  

•  cos  ^  —  l^«»— ^»  sin  ^» 

eine  negative  f*rös8e.  Daher  kann  man,  weil  tong  jedonoit  po* 
sitiv  ist,  40       Bio  grü^  ols  dO«"  is^  bloss 

.  ^.      'Jr  cos  ,7-1-1  ^7-  -  sin 

setsen,  und  es  fficbt  in  dieseni  Falle  nur  eine  Aofltisung.  IVenn 
nber  « <C  ^  ist,  wo  a  cos  A  immer  positiv  ist,  so  ist  oftenbar 

Vm*  cos  ^» «D  ^*<«  cos  ^, 

d.  i.  

l/<n*  — iJ»  sin  A*<^m  cos  ^, 

vnd  die  Crosse 

ff  eoo  ytf  — ^*  sin 

ist  daber.  man  mssr  das  obere  oder  das  nntere  Zeicben  nebmen, 
stets 'positiv.  Also  lann  man 

,^     ff  cos  ^sfeV/ff»'^^»  sin  Jp 

 (SnP^Minir  

setcen ,  und  es  giebt  in  diesem  Falle  jederseit  swei  Anfthnragen, 
die  auph  beide  reell  sind,  weil  bekanntlich  ^  sin  Az=.a  sin 
folglich  it  sin  A  nie  grösser,  als  ,a  ist   Für  ff       ist  nacb  dem 
Obigen  '  ' 

.  ^     a  cos  y4  d=  a  cos  >4  , 
tangig==    i^  +  k)^nA  * 

und  also  entweder 

,  „         2«  cos  ,4  2a  cot  J 

^"8  i^=(ff+A).in^=  -7r^:ir 

oder  tang  |C=0.    Im  nweiteo  Falle  wfre  l€=:0^  also  aucb 
.  ^^0,  welches,  80  lange  von  einpm  wirklieben  Dreiecke  die  Rede 
ist,  nicht  Statt  ündep  kaou.    ilaber  Uat  man  für  bloss  die 

eine  Auflösung 

lang  iC  =  -^qpp. 

Alle  diese  Resnitate  stifimen  mit  den  scbon  obeip  gefundenen  voll« 

konoien  überein. 

Wenn  allerdings  auch  der  erste  und  i^ewJJlinlirlH'  1  ortrag  des 
nnbestimmteu  Falls  der  ebenen  Trigonumetrie  bei  Weitem  der  ein- 
fachste ist,  so  ballen  wir  docb  bei'm  (Joterrichte  Betrachtungen  wie 
die  obigen  für  sehr  instruetiv  liir  die  Scbiler,  und  glauben,  dnss 
dieselben  dem  Gedeihen  des  mathematischen  Unterridsts  überhaupt 
forderlich,  sind,  i;vrlches  der  einzige  Grund  ist,  der  uns  so  der  Mit- 
tbeilung  derselben  au  diesem  Orte  bewogen  hat*  6. 
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Audi  sclioB  rür^dsD  Elenenti^aateffipcbt  in  der  Algekca  m* 

dient  der  folgende  Vortrag  der  Lehre  von  tlcr  KlimiuatioD  der  un- 
bekannten GröMea  aa»  ^leidiBogen  dea  erste» .  tiradei^  enj^olilea 
zu  werden.       .  ,  •  \ 

Ks  Miea  die  swei  Glalehongen  ' 

ge|^ol>eu.  yn  »as  diesen  beiden  Gleicfaunffea  ^  zu  bestimmen, 
kmmuit  es  daranf  aa,  diasdbea  mit  zwei  I^etare&  M  aad  .:Sf  sa 

ainlti^icircn,  welche  so  beschaffen  sind,  dass,  wenn  aiaa  aacb  ge- 
schehener >Iiilfiplica!ion  die  hei<lcn  Gleichungen  zu  einander  ad- 
dirt,  der  CJoei^cieot  von  y  verschwindet.  Diese  Bedingung  erfor« 
dert,  dass 

sei,  aad  laao  also 

aateaa  kiinnen.  Tbat  man  dies  und  TavfiMvt  aach  dar  varbar  fgt- 
gabaBaa  Aadeataag,  so  erhält  sun 


C/^  -  eB 


'9 


und  hieraus  durch  gehörige  Vertaaschuag  der  Biicbitaben 
fiat  «an  ferner  die  drei  Gleichungen 

sn  kommt  es,  um  .tr  zu  bestimmen ,  darauf  an ,  diese  (jileichuuffeu 
mit  drei  Factoreu  J/,  A,  P  zu  raultipliciren,  welche  so  beschaffen 
aiady  daia,  wena  aiaa  nach  geschehener  Multiplicaiioa  die  drei 
Glaiclivagen  zu  einander  addirt,  die  CoefSrlentea  ?ob  y  aad  a  ver* 
achwiadea.  Diese  Bediagaag  erfordert,  das^ 

ad.  Briagt  bmb  dicsa  Gteiabaagao  aaf  die  Fana 
TMllI.  Kit 
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♦  * 

M>  ktiit  ms  nach  dem  Vorhergehenden 

  Ay  —  eß     JV        Cß  —  By 

wbA  kaan  atoo 

•{^eo.  Diei  Yoransgesetzt  «rgiebt  tich,  wera  naii  w^ter  Qftcli 
4««  vorher  gegebenen  Andeatnngen  verfjUirt,  avf  der  Stelle 

nnd  biersai  attteUt  gehöriger  Verfanechnng  der  Bnehsteben 

und 

^    maß  —  hd)  -\-  d(  Bu  -  Aß)  4-  ^{AL  —  Ba) 
*  —  //(//>'  —  cß)-ha  {(^ß  —  ißfy )     <x(Bc  —  CA)' 
Wenn  die  vier  Gleichunsren 

jäjc -i-  By-i-  C%  -\-  Du=zE 

Od?     |Sy  •H* + SS  9 

gegeben  sind,  m  anes  nuuif       /r  sn  beetini«en,  Tier  Pnctoren 

3#,  A^,  Q  suchen,  welche  so  beseiiafTen  sind,  dass,  wenn  oieii 
mit  denselben  die  drei  Gleicliunj^en  multiplicirt  und  dann  xu  ein> 
ander  nddirt.  die  Coefficienton  von  y,  %,  u  vcrschwiBdeo.  Diese 
Bediüguug  crturdert,  dass 

C!Sf+  r.V-+-         <5Ö  =  0 
rfiV + dJ»-t- 2)  ^  =  0 
sei.  Bringt  nen  diese  Gleicbnngcn  auf  die  Fonn 


erhält  man  nach  dem  Vorhergehenden 

M_  Wy  -ed)  +  djM  -  dß)  -i-T(eß^  iy) 
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« 

und  kann  also  ' 

•fStzen.  Omiii  ist  aber^  wie  Bogleich  «ibcUet, 

Durch  g^ehörige  ^'erlaiiscliuntr  lier  Itii(-lisfabcn  prhälf  innn  liieraus 
fff  m,  und  es  erhellt  nun  aucb  mtt  vuUiger  Deutlicbkuit,  wie  man 
•vf  dies«  Art  inper  weiter  geben  kma. 


üfber  die  Bereebnnag  der  Länge  ond  Breite  eioee 
Geetimei  eoi  seiner  geraden  Aufsteigaeg  und  Ab- 
weichung, und  umgekehrt.   Ven  dem  Uerrn  Profeaser 

C  A.  ßretschneider  xu  Gotha. 

Die  in  der  Lieberschrift  erwäliote  Aufgabe  findet  sich  in  allen 
LebrbiicberB  der  Astronomie^ behandelt ,  so  das«  man  sie  Ivlr  TÖlliip 
enebopft  halten  solUe,    Gleicbwohl  scheint  die  Dacbfolgeade  Be« 

mprkunp^  dpn  VerrnsHtro  jener  Schriften  sämmtlicli  cntgnntrpn  ru 
sein;  weuigsteD»  babe  ich  sie  in  den  mir  zugänglichen  astronomi- 
scken  Werken  nicht  gefunden. 

Sind  Däflilieh  die  gerade  Aufateigong  a  und  die  AbweiebuDg  J 
eines  Gestirnes  gegeben,  so  findet  man  überall  angegeheo,  wie  mmm 
aus  ihnen  die  Länge  X  und  Brf'Ue  ß  (hs  Sternes  mittelst  eine« 
If  ültswiDkeU  bereclmen  kann,  und  eben  mt  wird  nng^egeben ,  wie 
mau  aus  X  uod  ß  ebenfalls  durch  eiueu  Hülfswiukel  a  und  6  zu 
bereebnen-  hebe.  Niemand  aber  aebeiot  bemerict  sn  beben,  daia 
■ieb  beide  Aufgaben  mittelst  eines  und  desselben  Hülfswinkels 
lösen  lassen.  Nennt  man  uämiicb  die  Schiefe  der  GdiptilL  t  und 
deo  Hülfswiakel  9,  so  ist 

* 

sin  ß      cos  (y-f-O 
'-sMi'<f*~'     cot  ^  ' 

tsny  l      sin  (y-i~«) 

tang  a  ~*     sin     / '  » 
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and  der  Winkei  9>  wird  durch  eioe  der  bcideo  €ileicliungeo: 

toBg  9  sas  col  J  sin  u 
taug  (^4*«)ssie«t  $  m  ^, 

bcBtiMnt.   Ks  ist  9  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  a  kleiner 

grösser  als  ISO"  ist,  und  eben  so  ist  (c/  -f-  positiv  oder  Tirg^atfv, 
]f  naclhieoi  k  kleiner  oder  grösser  als  ISO''  i^f;  sonst  lic^^on  immer 
9  und  <f,  ferner  und     und  endlich  ^  und  a  io  demselben 

Wadranten. 

Bei  der  Redaktion  v^n  a  nad  ^  von  einer  bestimmteti  E|Ni€be 
anf  eine  nicht  sehr  fero  liegende,  z.  B.  bei  der  Reduktion  vom  An- 
fang ein^s  J'tftrp«;  auf  irgend  einen  anderen  Tnp;  «If  ^selben  kommen 
beide  Aul^aben  uonitteibar  nach  einander  zur  Lüsuug.  Da  sich 
bier  y  meistens  nur  um  einige  8ecuoden  ändert,  so  wird  die  Rech- 
nung lehr  leicht  aassufiihren  aein,  wenn  man  eich  die  Aenderun- 
gen,  welche  log  cos  (§(>+<) — log  cos  y  und  log  sin  (9>+<) — logaio  9 
für  l'^  Aenderung  des  Wertbes  von  71  und  c  erleiden,  am  Rande 
bemerkt.  Hat  man  dann  aus  a  und  d  zuerst  A  und  ß  berechnet, 
und  hezeieknet  nun  die  durch  PräccasMn,  Nutation  etc*  verbeaaer- 
toA  Wnrtbn  dniwlbeii  «k  1',  ff^  an  wird  «an  dio  GosplMieita  von 

cos  (y-hi)      .  .     sla  (y-Hi) 
eoa^  sin  9 

mitldat  dar  angemeflittn  Aanderong  nur  durch  eiaa  IlMm  Cormk- 
tiofl  tn  verbessern  braneben,  nn  mittelst  ihrtr  die  nenaii^Weftbe 
TOD  a  ond  d  sn  erhalten. 
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lieber  die  Behandlimgsiurten  geametriecher  Efle- 

neiliar  •  AdTgaben. 

Von  des 

Herrn  Professor  Dr.  AI en sing 
KU  Usiusu 

♦  < 

'    ■    '  •  - 

(Dit  Cicate  btnehen  sich  auf  Euclid's  Elemente.   Ein  C  dfvor,  MmWI: 

CooTtiM  dei  citirtaa  SatMS.) 

In  verscliiedcneu  Zeitschriftea  werden  über  den  mathcDiatiBcben 
Unterricht  bäufig  Bedenken  erhoben.  Einige  eifern  über  die  dar- 
auf verweDdeCe  Zeit,  Andere  tadeln  die  bei  dentelben- angewendete 
Metbode.  Die  meisten  Termisseti  das  Cebersicbtlicbe  in  derselben 
unc!  mörhtpn  nur  das  Allp:em(Mno,  damit  durcb  gcstricrcrte  ijristtErc 
Energie  das  Besondere  sidi  p  toH  lisam  von  selbst  ergebe.  Vielen  Mt 
dagegen  die  Unterriebtsweise  uucb  uicbt  elementar  ffenng. 

Belebe  Bedeniteo  Itomniee^  iwar  fon  acJir  Teraebiedenen  Seiten, 
entspringen  nnter  sehr  verscbiedenen  Graden  mathematischer  Bil. 
dnng,  b<iben  znn  Theil  ilirrn  Ursprung  In  dem  f^ci<;tr  dor  Nene- 
mngsfiiichtigen ,  sind  wohl  aber  weniß-er  ron  gcreiiter  Erfahrung 
eingegeben  j  deuuocb  möcbte  man  sie  uiä  ein  erfreuliches  Zeiclien 
de«  Interesse  an  der»  Sacbe  betrachten«  welcbee  freilich,  meist 
durch  lllissvcrstäodnisse  verleitet,  sein  eigentliches  Zi^  verfehll. 

Ich  soUte  nMTi  meinen,  wer  sieb  streng  an  KukUd'a  unverbes- 
seriirUe  Methode  und  an  dasjenige  hält  was  eine  lautere  Quelle  in 
ihm  bat,  kÜDoe  nicht  wohl  einen  Fehlgriff  thun.  Diese  IMethode 
wird  aber,  wie  Mir  yebeidt,  seit  längerer  Zeit  nicht  eifrig  genug 
Terfolgt,  Selbst  in  manchen  Werken,  deren  Verfasser  derselben  im 
AUgempinen  bnldigcn,  wird  der  Gegenstand  einer  geometrischen 
Betrachtung  ott  so  verunstaltet,  doss  man  sein  Wesen  nur  mühsam 
herausfindet.  Namentlich  erscheint  die  geometrische  Auuiyüe  bis- 
weilen in  solch  einer 'ieHsaBicn  Gestalt,  das«  man  nlanlien  mSebte, 
der  Darstellende  habe  gar  keinen  Begriff  davon.  Denkt  man 
mMl,  dass  Bücher  mit  solchen  FntwickluDgen  in  die  Haudc  von 
ScbQlern  kommen,  deren  VorstellUDgen  berichtigt^  dereo  Auffassun- 
TbeUU.  23 


.-      •  M2 

S 

gen  nr  Reife  gebmcU  wwdM  mlleii,  lO  wir«  et  la  fttwunleni 
wemi  sie  Lust  am  Gegenstände  behielten»  eofera  diese  beieits  rege 

giCwordcn  ist. 

So  liuben  wir  eine  deutsche  Bearbeitau^  von  f.fslle's  geome- 
trischer Analjsis,  die  in  Berlio  erschien.  Das  Original  ist 
mir  nieht  xnr  Hsnd»  icb  kann  deshalb  aneb  iiber  dessen  Werth 
Dicht  nrtbeilen;  sieberlich  hat  aber  der  Uebersetzer  zur  Verbesse- 
rung des  Buches  in  seinen  Huupttheilen  nicht  betgctragcn :  denn 
die  Anntysen,  die  darin  vorkommen,  sind  g'ar  nicht  nis  solche  zu 
erkeuneu.  Manche  Aufgabe,  die  sich  dort  lludet,  würde  aber  itir 
den  Schüler  sehr  bOdena  sein  ^  wenn  j€ner  wesentliche  Theil  nieht 
so  ^nslich  vernachlässigt  wire. 

üm  diese  Behauj»tiin!]^  ?n  brioiron  wähle  ich  eine  Aufgabe  die 
sich  dort  (Seite  21.  .^Lz  Ali l.^  und  lüfie  di^elbft  mtfih 

Euklid's  strenger  Weise. 

Auf^ah€,  Anf  «Isar  de»  6r5sse  nach  gegebenen  Ge- 
raden einen  Punkt  so  zu  bestimmen,  dass  das  Quadrat 
über  seiner  Eutfcrnnnp:  von  dem  einen  Knde  so  gross 
werde  uis  das  Rechteck  zwischen  der  Entfernung  vom 
andern  Ende  «nd  einer  «weiten,  der  Gf  5«aa  nach  gege- 
benen Geraden. 

Sei  (Taf.lll.  Fin:.9.bei'm  zweiten  Ffefte)^//?  die  er^^f  r  Gerade,  AC 
die  zweite;  man  sucht  einen  Punkt  />,  so  ^9i%%AD^'=.DU.AC  weide. 

I.  Fall.  Der  gesuchte  Punkt  sei  zwischen  A  and  B, 
'  Analyse.  Sei  ^iffancb  der  Lage  nach  gegeben.  Verlftngm 
dieselbe  nach  C ,  . .  (Post.  II.) . . .    Mache  AC  der  zweiten  Gera*> 
drn  gleich  ...  (I.  3.).«  Der  YwwVt  D  erfülle  die  geforderte  Bedia- 
gung,  so  dass  ,  AD^  =  I)  fi  .  AC  werde. 

Dann  ist  (C.  II.  3.)  DA  .  AC-^AD*  =  CD  .  «4,  folglich 

{ha.  IL)  CD .  BA^AD  ^AC^  DB  .AC. 

Halbire  A€  in  .0 (L  10) ...  so  Ist 

. .  (II.  C)  CD.  DA-^  AE*z=sBB\  also 

(Ax.  I.  II.)  ED^  =  AE^  -H  {AD  H-  DB)AC . . .  (C.  II.  1), 

Mache .JFsenkrecljt auf /?C,.(I.  U),,nQACAiAF=zFAiAB., 
(VI.  13.) ,  so  Ist  AJF^ zsiAB.AC.  (VI.  17) . . .  mitbin 

(Ax.  *.)...  -ßZ>»  =  A^  4-  AF\    Ziehe  FL\,.{  Poat  L) 
so  fct  ...  JRß*r=-rfÄ»-f.^iP»...(l.  47.)  , 

folglich  ED*=FE^ . . .  (Ax.l.)  also  DE=EF. . .  (T.46.  Zus.). 

Construction.  Suche  die  mittlere  Prouortji<)iaale  zu  CA  und 
AB  (VI.  13))  balhire  AC  |L  10)  nnd  beschreibe  ans  £  als  Gen., 
trum  nit  der  EntferDuog  EF  einen  Halbkreis ,  so  ist  der  Dnrok« 
schnitt  desselben  mit  A^  der  c^esuchte  Punkt  D. 

Determination.  VAn  Durcitschnift  fällt  zwischen  .i^.  nad  B» 
Sei  BC=z^MC  und  AB  =  %Aa\;  da  AVz^lAE  und 

BC=i BA^AC,  so  ist  2JHC=  2AA^  2 AB 

felglich  JfCs  AB^AB  (Ax.  VU.) 

^vt  SiCT^AN-^BC  ^ 

mmw  CSM>CB 
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desbalb  ist  E  ausserhalb  des  Mittelpunktes  vom  Kreise  über  BCi 
daher  ist  BF=:i  ED <  EB\  . .  (III.  7.)  •  ' 

uud  EF7=  KD  :>EA,..{1,  32.  und  i.  19.) 

Vfts  obi^e  Ue!i;iu|)tuD^  war. 

lieweiä  der  iieliauptvDg,  dasä  AD-r=z  DB  .  ^6'  ^ei. 

Es  ist  DE=EF .  ..p,e  also  DB*  z=  EF^ . . .  {\.  46.  Zus  > 

fiMgUcb(U,^)  CD .  DA-^  AE^=zAF*    .  ,{l,\'l.unAu9ic\xik%,ViX,) 

CD.  DAs=BA .  ^C. . . ,  (p.  e.  und  VI.  17.) 

,   algo  (IL  S.)  ZU .  AC^AD^^ißD^BA^C. . .  (C.  II,  1.)  ' 

AI^BBD*ACj...,.{la*  m.) 

was  bebaiiptet  wurde. 

II.  Fall.    Der  gesuchte  Punkt  sei  auf  der  Verlängerung  Ton 

DA.  Die  Auflösung^  ist  dieselbe,  indem  der  zweite  ßurrfisrluiitt 
des  Kreises  mit  EF  als  Radiu'?  die  Verlängerung  von  AC  triflfl. 
Es  ist  ieducli  bemerken:  wird  dieser  xweite  ruukt  mit  D'  be- 
seicfcBe'l,  so  fit  MkExEM^  «nd  AE^EC 

also  «ucb  DA^i)^C,  mitbin  ADvssDE-^SA 

nnAAD^/)/-i-EA 

!      Ein  8-leicbes  Resultat,  wenn  aucb  eine  andere  CooatrectioQ, 
giebt  die  ....  Algebraische  Behandlung, 

Sei  ABssm  «nd  ACss%6t  ao  iat,  wenn  AD^a:  geB^ 
«ird,  IMTs««— 

also  ^•==2^«^^)^2aÄ— t^....  jr'H-SdjM-^*==^H^3bH-«'— «* 


or-h^  =  l/(Ä-|-<»)'  —        Die  zwei  Wurxelu  sind  also 

Dias  IBnDs  vor  a?^  bestellt  nch  OBr  auf  die  JU^ge  dieser  Liide,  die 

der  von      entgegengesetzt  ist. 

Es  wird  lfha  =  BF.  Macht  man  dieses  zum  DorcTimesscr 
eines  Kreises  und  trü^t,  von  B  ans,  a^BA  als  Sehne  ein»  ao 
wifd  die  Ergpinzuu^s&eliue  jr-i-Ä=Ä©,  ' 

Bemerkungen  zu  vorstebeiider  Aufgabe. 

Es  gehört  diese  Aufgabe  zu  denen  vom  besiimmten  Scbnitte. 
leb  habe  nicht  nachffeseheo,  ob  Dicsterweg,  des  wackern  Pflei> 
derer  ^fflicber  Schüler»  der  leider  der  WtaeeBsebaft  w  frfih  geraubt 
wurde,  sie  in  seinen  bekMUtea  Werke«  behandelt  hat    Ich  habe 

sie  bier  mir  benutzt  um  zu  zeigen,  wie  einfach  und  ratürüch  auf 
,  Euklidiscbem  Wege  Kins  »us  dem  Ändern  tolgt,  so  dass  eine  solche 
Auüösung  eine  LulerUaituug  wi^^d,  die  die  Erfindung  stets  rege  er* 
bäit,  was  nur  von  deeeD  aicht  zugegeben  wird,  die  dea  JBnUEl  mit 
Sebttlern  nuIit  streng  durchgearbeitet  haben. 

Die  ali^chriiisrhe  Lösung  ist  mit  wenig  Federzügen  abgetban 
und  die  ganze  Aufgabe  liegt  damit  abgerundet  vor  unsern  Augen, 
lieber  den  relativeu  VV  erth  beider  Metbodtiii  iasst  sich  nicbt  strei- 

\  23*  , 
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tfii,  weil  man  sie  uuü  verscbiedeDen;  Gcsiclitspunkteu,  für  «iereo 
Wichtigkeit  wir  kein  rechtes  Maoss  haben,  betrachten  kann« 

Bio  Mathematiker  kann  über,  den  Werth  algebraiaoher  Metho* 
den  nicht  zweifelhaft  sein;  wer  aber  eiue  lange  Reihe  von  Jahren 
Tintnrrichtet  ha<  ,  wolss  zuverlässig,  dass  in  der  rein  geometrischen 
Methode«  weou  ste  mit  äusserster  Conaequeaz  darchgeführt  wird» 
eiue  bildende  Kraft  liegt,  die  durch  Nichts  ersetzt  werden  kann. 

Wer  die  Geschichte  der  Kiitwickclung  des  Geistes  nicht  viel* 
fach  durchlebt  hat,  wird  rreilich  nicht  recht  heg:rc!rpij,  Av  ie  der  geist- 
reiche J.  J.  Rousseau  iiixs  MttTsdhnheu  der  Symbole,  wie  Ücscartes 
es  geleJhrt,  für  eine  Art  >uq  uuheimiicher  Hexerei  gehalten^  oder 
'  wie;  tron  der  andern  Seite,  der  grosse  Newton  es  nedanert,  dass 
er  den  Bnkltd  zu  früh  verlassen  habe.  Die  Symbolik  der  Algebra 
ist  die  poetische  Seite  der  l^lathemutik.  So  wie  Rvthmus  und  Reim 
einen  einfachen  Gedanken  /<  rsj»alten  und  alle  Splitter  desselben 
mit  der  Zeuguugskraft  der  FhauLasie  wieder  %u  ucueu,  harmonisch 
sich  ordnenden  Gedanken  beleben,  so  beinalie  verföbrt  auch  die 
Algebra,  indem  sie  im  Labyrintbe  der  Symbolik  die  Symmetrie  anr 
Fübrerin  wälilt. 

Wie  nun  jeder  Mensch  die  Pro>a  hejjrcirt,  so  lernt  auch  jeder 
die  Geometrie,  die  von  äusserer  Anschauung;'  ausgeht.  Die  Aigebra 
dagegen,  die  ^ne  innere  Anschauung  gleich  zu  Anfang  in  Ansaroeb 
nimmt,  kann  nur  in  dem  erweckt  werden,  in  welchem  sie  acnlifl^ 
denn  das  Kunstelement  ist  ursprünglich  mit  ihr  verweht. 

Daher  ist  es  sehr  begreiflich,  wenn  der  würdige  G.G.  Fischer 
darüber  klaj^t,  dass  es  ihm  nie  gelungen  wäre,  den  binomischen 
Lehrsata  seinen  Schülern  deutlich  zn  macben.  Jeder  aufinclitigv 
Lehrer  wird  ihm  da»  nachsprechen  müssen. 

Woher  kommt  dns?  daher  dass  der  Schüler  zur  Auffassungf  des 
Beweises  nicht  hinlänglich  vorbereitet  sein  kann. 

Er  muss  den  Euklid  zu  friib  verlassen,  weil  ein  zn  mannieb- 
faltiges  Allerlei  in  der  Matnrltfttspriifutiir  von  ihm  verlangt  wird. 
Junge  Lehrer  zumal  können  %or  lauter  Ünsjjedulil  nicht  früh  genug 
zur  Aigebra  kommen,  und  verfallen  dann  in  den  Fehler,  iu  welchen 
der  sonst  so  verdiente  Littrow  Bich  hineinreicht  hatte,  indem  er 
behauptete,  dass  die  Analysis  ein  Unirersalinstrnment  sei»  womit 
'nieb  alle  Operationen  vornehmen  Hessen,  mit  dessen  Handbabnng^ 
Tnnn  sich  also  snlir  früh  vertraut  maciien  niii-^sr«.  Ks  m.nrr  sf^hr 
scliwcr  zu  entscIioiiltMi  sein,  wann  derjeni2:e,  der  sich  der  .>lathc- 
matik  vorzugsweise  widmen  will,  vom  buklid  sich  abwenden  soll; 
'  tbttt  er  es  «bor  sn.früb,  so  wird  er  dadurch  noch  kein  Newton,  ob- 
gleich er  ohne  Euklid  Bedeutendes  leisten  kann,  wie  die  Pranzo* 
sen  beweisen,  aber  er  wird  Mühe  hahen  sich  rtlliremein  verständ- 
lich zu  machen,  und  manches  in  trügerischer  Intuition  für  wahr  , 
halten,  wovon  oft  nur  ein  Theii  wahr  ist,  und  nicht  selten  hesuu- 
dere  Fälle  für  allgemeine  nehmen.  Wäre  diese  Behauptung  niebc 
^gründet,  so  müSsten  wir  für  die  Elemente  der  Algebra  ein  ähn- 
liebes Werk  hahen,  wie  für  die  Elemente  der  Geometrie.  Davon 
sind  wir  aber,  alier  EinbiiduDgen  manches  Scbritltstellers  uns^acb- 
tet,  sehr  weit  entfernt. 
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Ueber  die  Theorie  der  KttinteatioB. 

Voo 

dem  Herausgeber. 


Zweite  Abb^Ddiuog*). 

f  I. 

jo  deo  AlemuireD  der  Uicrliuer  Akaiiemie  der  Hissenscbaften 
?oa  Jahre  1748  bat  Bnler  eine  BliräetioMiMtbode  oelebrt,  wel- 
che sich  vor  allen  übrigen  bekannten  Elininationsmetiiodeii  durch 

Kürze  und  Kinfttchheit  gnriz  tipsonders  ansirfxeiclinet.  Diese  Kli- 
iiiiiiatioDsmetbode,  hei  weldicr  vuti  der  Iheorie  der  sjrmmetrisrlipn 
Fiioctionen  ein  sehr  wichtiger  uad  fruchtbarer  Gchrauch'^ gemache 
wird,  weilen*  wir  Torsaglicb  nach  der  eebönen  u;id  ffrUodliehen 
Darstellung,  welche  neuerUehet  Caucby  in^iaeincn  Exercicea 
d^Analyse  et  de  Pliysrntip  m  n  f  Ii  rmatiane.  T.  f.  p.  397  von 
derselbep  gegeben  bat,  in  der  vurliegeudea  Abhandlung  entwickeln* 

Die  beiden  gegebenen  Glei^ungen  aeien 
eder,  wenn  wir  der  kurze  wegen 


denn  da»  anf  diese  Form ,  wo  nämlich  die  Coeffieienten  der  höch- 
sten Glieder  die  Einheit  sind,  die  beiden  gegebenen  Gleichungen 
jederzeit  gehraehft  werden  können»  lütt  auf^flet  Stelle  in  die 

Augeo. 

Die  m  Wurzeln  der  ersten  Gleichung /'(^)  =  0  seien 

0>        Yr        •  •  .  •» 

und  eben  so  aeien  die  m  Wnraeln  der  aweiten  Gleiehnng  /^jr)^! 


*)  Die  «^e  Abhandhing  t.  m.  theil  IL  Heft  I.  S.  76. 
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*>  ^  •'»•••  •! 

•o  dass  nämlich 

f{:i)  —      —  a)  {a:  —  ß)       —  r)       —  S)  , 

F{a:)  =  (af  —  x)  (jp  — A>     — — fj  

ilt. 

Solle!  UUU       beide ti  gegebcucu  GlelchQogen 

zusnmnjen  existircn  können,  d.  h.  iollen  ^irh  dieselben  durch  ein 
und  dcDselben  Werth  von  a:  erfüllen  lassen;  so  musa  nothwendig 
wenigstens  eiue  der  Gleichungen 

ß  =  x^  ß  =  X,  /?  =  f*,  ß^ff,  

Sss*t  S=s%t  ^=st§i^  ^=ir,  

^        ,  n.  w.. 

oder»  was  daaaftlbe  ist,  weiilgstona  eine  der  Gleichungen 

•  — KäO^  «^X=50,  o  — /»ssO,  O— -•'  =  0,  ; 

*  i9-x=iO.  /?-A==0,  |S-f*  =  0,  /?-v==0,....; 
y  — x  =  0,  y  — A  =  0,  r-^fi=:0,  y  — v  =  0,.,..j 

u.  a.  w« 


eifüllt  aeio,  nnd  die  BediagiiiigsgleicbiiDg»  daaa  die  beiden  Glel- 
cbuogen 

anaunmeii  exialirai  ktenen,  iat  daber,  wenn  wie  der  Kttne  wegea 

5ä    (b  —  x)  (a  — (o  — ^)  (a  — v)  

X(/J-x)  iß^X)  iß^f,)  iß^y).... 

X(d-je)  (d-i»)  (a-y)... . 

X  

aetaen,  otfonbar  die  CSteiebnog 

CMMiwig,  ;i¥elche  man  durch  EÜmioütiuu  von  a:  aua  den 
beides  gegebene«  Gieiebangen 

erbiUt,  ist  aber  augenscheiulich  weiter  nichu  als  die  Bedingungs« 
gleichung,  dass  die  beiden  vorüehenden  GMebttngen  sniammen 
existiren  oi!cr  durch  denselben  Werth  von  jf  eiföllt  werden  keH« 
neu,  woraua  aich  alao  unmittelbar  eigiebt»  daaa  die  Gldchmig 
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Bit  4«ff  durch  EliBination  von      »un  deu  beiden  Gleickaogeii 

retoltirenden  Gleichung  zusammenfullen  odtr  iilenH.s(*h  «r^in  mnss. 

Dies  ist  das  allgemeine  Princip,  «of  wclcfiem  die  in  §.  1.  er« 
WäiiDte  schöne  und  orarkwürdige  Euler'acfae  EliminnHonamethode 
berahet,  indea  et  b«l  dieier  nelliode  «Innig-  und  allein  auf  die 
Bildwig  der  CHetcbnng 

aus  den  CoefGcienten  der  beiden  gegebenen  Gleichungen 

aokomnit,  wofür  also  jetzt  möglichst  einfache  und  leicht  auwend« 
iMire  Regeln  gegeben  werden  müsseu. 

Die  Anzahl  der  ClrSiMn 
•  «  — jt,     — A,     —  f*,  a  —  V,  .  .  , 

X,  ß—X,  [i  —  i*,     — V,  ....5 

itt  ofohar  «M»,  md  nach  einem  bekannten  Satee  von  den  Glei- 
«bangen  iit  also  die  GrÖirä 

das  letzte  Glied  der  Gleichung  des  (•m)ten  Qmdea,  dettti  Wlineln 
die  obigen  Dijjforenzen  sind,  so  dasa  ea  alao»  om  die  Gr98ie  S 
den  Caeffidenten  der  beiden  Gleichungen 

an  bilden,  bloaa  auf  die  Bildung  dek  letsten  Gliedes  der  in  Rede 
stehendMi  Glelehttfig  des  (MM)teB  Gradtt/niui  den  Cadficieaten  der 
beiden  gegebenen  Gleichungen 

/(4:)=0,  F(af)^0 

ankommt  ,        , , 

Setzen  wir  nnn  der  Kflne  ivegen,  indem  $  eue  poaitive  gnnie 

Zahl  heseichnet, 
ond 

Si^    ^(«— x)--i- (Dt  — A)'  -h —     -4-  (a  — .... 
4-       «yrl-  -I- (<J  -  »'> 


•  •  •  • 
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SO  ist,  wie  man  leicht  mUfeelil  SotvickeluDg  nach 
Lehnatse  für  potitive  game  ExpoDenten  findet, 

IL  t.  W. 

-t- (— 1)* .  «»(^' /*•  4- . . .)» 

und  folglich,  weil  , 

~  a« -4- H-yO -l-d« . .  .  =  «^ 

^»  =     -I- A«» -i^fi«        + . .  .SS  « 

Die  GrSiMD  ^ 

siod  bekannt. 

Zsr  Bildung  der  CirttaMu 

•ll  *tf  'o  '»1  

ani  dra  CMflideoten  der  Gletchnng 

/(■^)=0 

hat  mau  nach  <leii  Formola  des  au»  ^er  Theorie  der  Gleichuiigeji 
bekamten  Newton'aeheD  Satses  die  fulgeoden  Gleiehuogea: 

U.  8.  W. 

oder 
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'  #4«— «t,— Ät,— w; 

n.  s.  w.  ,  '      ,  ' 

und  eben  «o  ket  mn  snr  BUdnog  der  Grössen  ^  ' 

Ä^i,  .  •  • . 

aus  deü  (Juefficienteu  der  Gleicliung 

die  fvJgenden  GJeicliiuigeii; 

tt.  8.  W.  ■  ' 

.M,  8.  W.  ♦ 

odw 

=  —  ^iiV,  ^  ÄiSr,  —  sc, 
.     ^4  =  — — 4/1, 

» 

II.  i.  w.  .  ^ 

worana  zogleicii  eriiellel,  da» 

*•>  *ll  *♦* 
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>  lautet  ganze  rationiile  aigebraiscUe  FoBctioncii  von 
«nd  eben  ao 

jB      /g      £t      £g  IB 

*'oJ  "  1  >  "a»      j»  "4«  .... 

lanter  ganze  rationale  al^^ebratäche  l'unciiunefi  vuo 
■ind. 

Hat  man  auf  diese  Weise 

*      *t»  *t»  *if  i  •  •  *f 

nnd 

^D»  ^1»  ^1»  ^9t  •  •  • 

reipectfve  nn  den  Ceeffidenten  der  Gleiebna^^ 

f(.T)  =  0  und  f\a:}  =^  0 

gchiliiet,  so  kann  man  miUelMt  des  oben  für  ^i*  gefundenen  Aus- 
drucks auch  diese  Grösse  aus  den  Coefficienten  der  beiden  in  Rede 
ltdiendmi  gegebenen  Gleiebangen  bilden,  woraus  zu|i;:leicb  mit  vSl- 
liger  Deutlicnkeit  erbellet,  dass  auch  JSi  jederzeit  eine  ffanme  la* 
tfonalc  algebraiacbe  Function  der  Coeffici^oten  der  beiden  Glei- 
chungen 

iat. 

BeneicbDeo  wir  jetit  dis  Gleiiihirag  dea  (flMi)ten  Graden,  de* 
^n  Wnneltt 

.  a^X,  ft-^m  «-»r, 

I 

n*  a.  w. 

.  mnd|  in  Allg^weinen  durch 
wo  die  €oeflicientttn . 

unbekannte  Grössen  sind;  so  hat  mau  uacii  deui  Ncwton'scheD 
Satse  beknnihlttcb  die  folgendiii  Gleicbtegenj- 

B.  f.  V. 

oder 
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.  v.  0.  w. 

mitteUt  welcher  sich  also  die  Cocßicicnhen 
«IIA  den  Sammeo 

^i»  ^1»  '*^t>        *  •  •^m» 

lüden  IflMeB»  «od  iromi  sngleidi  elrhellet^  dM 

  ^ 

Imter  gant«  ntionle  algdinilsele  Fanetlomn  der  io  Rede  steben- 
den  Snneieii  4nd*  D«  ann  nas  «her  nach  den  Obigen  die 
SnniflieB 

^1»  ^^9$  ^9*  •  •  • 

•Bi  den  CoeiSideBteB  der  GlelebiiDgen 

/(*)=o, /x^)=o 

biidca  kaoo,  wobei  ;^ugleich  aus  dem  Obigen  bekaaut  ist,  dass 

5"     V     -v     V  T 

lauter  oTBüT-c»  rntinnnlp  alc^ebraiscbe  Functionen  der  Coeflicienten 
der  1)1  L den  iu  Rede  stehenden  Gleichungen  sind;  ao  kann  b^ü  auch 
liie  Cueflicienteo 

a,  ©,  (5,  a 

ans  den  Coeflicienten  der  beiden  Gieicbongen 
bildeo»  mid 

sind  lauter  trnnrf^  rnfionaTc>  atsrcbmisclic  Functionen  der  CoefiGcien* 
ten  der  bciih  ii  in  Hede  stehenden  Gleichungeo. 
Mach  dem  Obigen  ist  nun 

oder 

2=(— 

Also  kann  man  uacb  den  uus  dem  Vorhergehenden  sich  UDiuiUelbur 
^rffebenden  Regeln  nneb  die  Grosse  S,  folgticb  nneh  die  darch  die 
BliwiBetioa  ^eft  w  warn  den  beiden  gegebenen  GleicbnngeB 

/(ar)=:0,  jF\a:)snO 

resultireudo  Gleichung  2  =  0  aus  den  CoefQcicntcn  dieser  beiden 
GleicbBBgen  UMeBi  aad  ingleiA  bA  IcImTi  daMi  die  Gröiae  ^  --^  
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eine  ganze  rnfmniile  «Igdbniifche  FMction  der  ia  Rede  «tolMadeB 

Ckiefiicieuteii  ist, 

*A     .  '  «  • 

.  4*  . 

Die  Gleichung  kwn  whw  euch  noeh  aif  folgende  Art 

MM  den  Coefficienten  der  beiden  gegebenen  Gleicbmigea 

gebildet  werden.    Es  ist  offenbar 

^=/\a)  m-nr)  m-".' 

und 

2=(-  n-^/Cx)        /(/*)  /(»')..• 
niio,  wenn  wir  die  eni.to  dieier  beiden  Gleiebungen  gelvenchen, 

X  ir"  Hh  ^>'»~*  Hh  Ä/»»-«  -f  - . . .  -f-  /y  -f-  <5f ) 

X     -f-^<^-A Ä<y«-3 -J- . ...  4- /1J -4- ^) 


Da  iHin  «Ins  Product  rtiif  der  rcritfoti  Seite  (!i's  Clpirliholts- 
zeicbeus  oUeubur  eine  mmetriiicbe  Function  der  Wurzeln  der 
Gleicbung 

ist;  SO  redncirt  sieb  ougcnecheinUcb  die  Bildong  der  GrSme  2  enf 
'die  Auflöfinig  der  scbon  Tietfacb  bebandeiten  Aufosbe: 

Jede  symmetrische  Funrffon  der  Wurzeln  einer 
irleictiung  durch  die  L o e  1 1 1  o i  c  n  t  imi  (lies er  Gleichung 
uusx Ulirücken,  ohne  die  VV  ur^uiu  seilibt  /. u  keuueo. 

Nach  dea  sweiten  der  beiden  oben  angegebenen  Auadrilelte 
Ton  S  iat 

xUi*"-{-  ///f^i  -I-;'!«*  4-  7) 

X  (v" «y»-' +  ^»^^ -i*  •  •  • -h/')' + vi 

X.  ;  .  . 

W0  die  Grösse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleicbbeitiieiebene  eine 
sjninietriacbe  Function  der  Wurzeln  der  Gieicbnng 

ist,  und  also  nach  der  in  Rede  atehendcn  Äufga1>e  attcb  dnrcb  die 
Cnefncirnten  dirsrr  f^lcirliung  eui^edrfteitt  werden  kenn«  ohne  die 

"Wurzeln  selbst  zu  kennen. 

Miiiclüt  des  Vorhergehenden  lässt  «ich  auch  leicht  der  Grad 
beurtbeilen,  bie  nn  wekhntt  die  gaue  rnlionale  algebrabcheFone- 
tton  S  der  Coefficienten 


I 
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.  36»  .    '  j  .. 

4er  buldeo  GUiebHligeii 

welrlip  in  Ho/ult  .iiif  v  rcspectivc  vom  jwtort  iiritl  vom  «ten  Grad« 
siudf  lu  Uczu^  aut  jeden  der  in  Rede  stebeodeo  Coefficienten  ateigt. 
Nach  den  Obigeo  ist  aäailiicb 

S=    (a«  H-  ./a"  1  4-  Ba»-^  -|-  .  .  .  ^  /»«  -f.  ^) 
X      +  .ii?—!  -H  Ä/S'«-'^  4-  . .  .  +  /'P  -4-  ^) 


und  weil  nun  die  m  WarselB 

ßi  — 

der  Gleichung /  (^)  =  0  naturiicü  bio&ü  von  deo  CoeCQcienteii  die- 
•er  CSlelebnng,  ,d.  i.  vod 

flf,      r,  .../>,  ^ 
abhängen,  so  ist  2  in  Bezug  auf  jeden  der  Coeiücienteu 

offenbar  ?on  Mteii  4lrade.  Gaos  eben  ao  ergiebt  aicb  ana  -dei* 
Gleichung 

X  (^•*'-f-«M-^l"l-^A*^-H  ♦ .  •  H-p/*-4-4r)  . 

X  

daaa  ^  in  Bezug  auf  jeden  der  Coefficieua  n 

yopk  »ten  Grade  ist. 

§.  5. 

Im  Torigren  Paragrapbco  babtn  wir  das  EliaiiDatidBaprbblaai 

auf  die  Auignbe: 

Jede  symmetrische  Function  der  Wurzeln  einer 
Oleichang  durcb  die  CoefficieateD  der  Gleiebaag  aaa* 
andrücken,  ohne  die  Wurzttln  selbst  au  kennen; 
reducirt,  und  wollen  daher  hier  dip  schöne  von  Canrhv  in  seinen 
Kxercices  de  IVInthemaliques.  4«  annee.  |i.  lOJ^  gegebene 
Aullösung  dieses  Prubleuiä,  welche  uicbt  so  ullgeaiüiu,  wie  sie  es 
vardieat,  bekannt  xu  seia  scheint,  einscbalten. 

Diese  Auflösung  beruhet  vorsöglich  auf  den' beiden  in.  den 
awei  folgenden  Paragraphen  bewiesenen  Lebraätzen. 

jLeArsa/x.   Wenn  man  die  Grösse 


'  '  '  .  > 

,  '  »4 

WO  n  cioe  positiv o  c^^iuzc  Zaiii  bezeichnet,  i\\it:v-^a 
dividirt;  so  ist  der  iibrig  bleibeude  Rest  j ederzeit  eine 
TOB  aoabhängrige  Cirftsso,  wolcho  nan  erhält,  wenn 
■Ii»  in  dem  Bivlaend«« 

für  j:  die  Grösse        setzt,  «lailicb  die  Grösse 

J{—  «)"      ßi-~  a)'*-i  4-  Ci—  «)«-2  +  . .  .  +         «)  +  A^.  ' 
Beweis.    Der  bei  der  Divisinn  von 

» 

dnrch  -jr-l-«*  henrorgehende  Qootieot  sei  ^ 

nnd  der  &brig  bleibende  Rest,  welcber»  da  der  Divisor  eine  gsose 
rstioiiale  ntci'cbruisclie  Function  des  ersten  Orades  von  ist,  offen- 
bar eine  ^bon  solche  Function  des  nullten  (■rtides  von  or,  d.  i.  eine 
TOD  x  unabhängige  oder  eine  constante  Grösse  ist,  sei  R\  so  ist 
nach  der  Natur  der  Division 

« 

=     +     (^'ar«-i  -F-  i/  Ä-«---*-  . . .  4-     j  -i- 

4.  I. 

Weil  diese  Gleichung  für  Jedes  xc  gilt,  so  hat  man  nach  einem 
bebanoteD  tiatae  die  folgeodea  Gleicbaageas 

n.  B.  w. 

aad  folglicb,  wie  mai|  lelcbt  üiidet, 

•  a=z  C—Bu-^Ja^y    '      ■  ' 
D'7=D^  Ca-V-Bo^^Au*,  . 

n.  B.  w. 

Äsr-l-i:«»— Äs»  •f*  JSi*  — . . .  — urf«^ .  (— 

.  odc? 

/i  =  iV  —  ilfo  4-      '  —  A « *  4-       —  . . .  -h       .  (—  1)*. 
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Al&o  i&t  tifl'eubar 

wie  bewiesen  werdeo  sollte. 

Lekruffjf.  Die  «  WurselB  der  Gleicliung 

iiercn  Coct'ficieuteu  reelle  oder  imaginäre. Grössen  sein 
küoDen,  seien 

a,  6,  r,  fly  .  .  .  X:; 

wobei  wir  zupclelcli  anDehmen  wollen,  dass  diese  Wnr- 
seln  siimmtiicü  unter  einander  ungleicb  sind,  ff  sei 
«iB«  belUbige  'PoBetion  der  WartelB 

«,  Ifj     (if . . .  f ,  ^.  ' 

So  wie  diese  Wurseln  offenbar  Functionen  der  Coeffi- 
citBtQB  der  Glelebung  L  elad:  eo  Icbbh  iibb  ticb  Batilr« 
lieh  «Bell  W  dttrcli   diea^  CoeffieieBteB .  ilnsged rückt' 

denken.  Der  durch  die  Coefficienten  der  rileicliung  1,' 
ausgedrückte  Werth  von  IV  sei  i3.  Nun  wollen  wir  au- 
nebmen,  dass  man  durch  irgend  ein  Mittel  die  Function 
IFBBf  die  Form 

gebracht  babe»  so  dass  die  Coefficienten 

•^i»  -^1»  ^1»  •  •  •  ^1»  l^t 
iiantlicli  4«rek  die  Coefficienten 

BBigedriekl  eiBd.  Bleibt  dmao  die  Clleiebnttg 

jederzeit  riebtig,  wei^n  man  für  a  irgend  eine  der  War« 
kelB  ^,  «,  ^  aetst;  ae  wird  bei  der  DlviiioB  der 

Grttaee 

dBreb  die  Grdsie 

UM» -f.  ^a*-l -I- üii"-»  +  . , .  4- 

indem  man  nämlicb  diese  beiden  Grössen  aU  Functio- 
nen Ton  a  betrachtet,  ein  tob  m  nnabbftngiger  Rest 
fibrig  bleiben»  weieber  der  durch  die  Coefficienten  der 
Oieicbnn^  1.  ans e:ed rückte  Werth  U  der  FaBOtioB  Ifiat, 
Beweis.    Der  bei  der  Division  von 

difeb 


r  - 


•  •  • 


ibrig  bleibende  Rest  bat  im  AUgeMBBB  die  Fem 
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so  (lass  also,  wenn  wir  de»  bei  dieser  Diviäiuu  sieb  ergcbeodeo 
Quutieutco  durch  Ü  KeseiclineD,  für  jedes 

-h  aar«-» -t- +  -i- ... -h  /* 

igt  Nach  4er  VoraoMetivog  ist  wn ' 

f  •    •  .  n.  s.  w. 

und 

> -I- H- Ä«»-«  Hr . . .  H- +  A  ==  ö, 

Ä--«  +  . . .  Hh  ^  +    = 0, 

...  .  '  . 

Foigllcli  ist  wegeu  der  für  jedes  a:  geltendcii  Gleichuug  3. 
aa«-i -f- /9a«-2  4- -4- . . . -I- -I- = 

,  a<^+i}<!^H-* + 

und  die  Gieicbun • ,  *  • 
oder 

«jF*^ij-f- + /^-»  H- . . . -4- Ao? fft  —  Ä  ==  0 

(ji^l)tteii  Grades  hat  folglieh  die «nater cioaqder nDgleicben 
Wnmeln 

/?,      r,  //,...  X", 
welches  offenbar  nur  duun  der  Füll  sein  kano,  wenn  '  . 

«  =  0, /JcssO,  y  =  0,  ...;is=0,  n*  — i2  =  0, 

iat. 'Au^  der  letzten  dieser  Gleiehiittgcii' folgt  |fts=i2,  mb4  es  iat 

'  aUo  offepbar  für  jedes  a: 

d.  k«  der  bei  der  Ditmiob  voa 
dnreb 


X 
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357  . 

bleibende  Rest  ist  eine  von  a:  unabbängig«  Grösse  und  der  oben 
durch  Sl  hczeicbneten  GrÖiae-glea^.   HÜmx  ut  naturUf^  Mtchrdtr 

bei  der  üivisinn  von  , '  .  ; 


dnrcli'  •  ' 

bleibende  Rest  eiue  von  a  unaUiänffige  Grösse  und  der  o^eii  doctcli 
beseicb Beten  Grtfsse  gleicb,  welches  bewiesen  werden  sollte. 

Wir  wollen  nun  die  Anwciniung-  der  in  den  beiden  vorlier- 
gebeoden  Pamffrapben  bewiesenen  Sätze  auf  die  Gleicbuogen  der 
verscbiedencn  brade  zeijjen.  •  *      .      ^,  . 

Zneist  sei  die  i>leieliii]ur  :des  sweitoii  GMes« 

deren  Ceeffidenten  wie  immer  bei  dieser  Üntemichung  beliebig« 
reelle  oder  imaginäre  Grössen  sein  kjfnnen,  ffegebeii.   Die  beidMi 

unter  einander  ungleichen  Wurzeln  dieser  Glcichiincr  seien  b\ 
so  ist  nach  einem  beiianoten  Satze  von  den  Gleichungen  • 

aod  folgHdb 

TVf  iin  nun  f{a^  b)  eine  ganze  mtioDsle  symmetrische  Fonction 
der  beiden  Wvrseln  m  nnd  ^  ist;  so  irini  man»  wenn  man  ' 

setsty  diese  Fanction  immer  leicht  auf  die  Form 

bringen,  und  also  '  \ 

setzen  können.  Weil  ahrr  nnrh  dor  Vorausspf zung  /"(«r,  d)  eine 
symojetrifiolie  FnnctJon  yon  a  Jiml  h  ist,  so  ist  nach  dem  allgemein 
nen  Begrifie  der  h^uituctrischen  Functionen  offenbar 

f{a,  l)z=f{b,  a)—f{0,  ^A^O) 

Bezeichnet   also   wie   in   ^.  7.  dns   Svmbnl  i3  den  doreh  die 
cienten  der  c^e^ebenen  taieichung^  ausgedrÜGkten  Werth  von 

öy^  so  ist  klar,  das»  die  Cilcichung  '         *  •' 

auch  e^ilt,  wenn  man  6  für  a  setzt.    Um  aljo  i2  sa  finden,  wird 
man  nacii  ^.  1.  mit  der  Grösse 

Tlicilil.  24 
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in  die  tirös«e 

dividiren  und  den  fibrig  bleibenden  Rest  bemerken,  i^elcfaer  der 
dnrch  die  Cf^cfnoienten  der  crf^cr^l'onon  Gleichung  ansgtdräekto 
Werth  VQU         ö),  d.  i.  dve  üru«öe      sein  wird. 

BetradUet  man  /(a,  &)  alt  FuDeÜon  vba  ^  und  dif idirt  vift 

in  dieselbe  iiiuein;  so  ist  nach  §.  6.  der  übrig  bleibende  Rest  der 
W'erLli  der  Fuuctioi| /"(a,  6)f  welchen  dieselbe  erhält,  wenn 

i  =  —  A  —  a 

•etst,  d.  i. 
oder  die  GrösM 

und  man  kann  alio,  nn  diie  t^nnetion'/tir,  6)  dorch  die  CoefficieB^ 
ten  der  gegebenen  Gleichung  aiifsiidrttekwi  »der  din  ^fSnpe  A  Ui 
finden,  auch  auf  folg-eode  Art  verfahren : 

Map  betra^Mß  /\^»  />)  F«i#^tioQ  i*t  di?idire  in  die- 
selbe  mit       ,  ' 

hinein,  bemerke  den  Rest,  und  dividire  ia  denselben,  /|iU  FuD^ion 
vuQ  a  betrachtet,  mit 

hinein;  so  ist  der  bei  dieser  Division  übrig  bleibende  Rest  der  ge- 
suchte durch  die  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  ausge- 
drilekte  Werth  Yon  /(a»  b). 
Saint«  man 

ini^)  I»  ^  ^-4^  ^ 

md  '  '     .  ^ 

SO  isjt,  wie  man  leicht  findet, 
und  folglich 

Dahpr  IHsst  sich  die  obiiTf  Rrpel  zur  Rcrr'chnung  des  gesuchten, 
durch  die  Coet'ticicnten   der  gegebenen  Gleichung  ausgedrückten 
Werths  jron/{0,  6)  f^uck  auf  folgenden  Ajudruck  hhagea: 
Man  aetne 

nnd 
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NttD  dividire  man  in  aU  Functioo  von  b  betrach- 

tet, Bit  hinein,  bemerke  deu  Rest,  und  dividire  14  • 

4«Dt«lben,  all  Pnnctioii  Tov  «  betrachtet,  mit  F{a)  hiii- 
eiii;  lo  iat  der  bei  dieser  Division  übrig  bleibend«  Rest, 
drr  geioebte,  durch  die  Cuefficientoti  der  l^egebeaeB 
Cileicbuiig  anagedriickte  Werth  voa/(«»  b\, 

f  9. 

Et  aei  ferner  die  Gleichung  des  dritten  Gradea 

tregeben.  Die  drei  Wvneln  dieser  Gleiobniigy  die  aucb  bier  wie-^ 
der  qIs  unter  einander  ungleieb  «Dge&osnea  werden ,  aeien  6^ 

.     ao  iat 

•der  • 
Abo  iat 

^»  H- -4- i^dr -h  C==  jer«  —  »•     ^(.iP*  —  «•) -f- Ä(ar  —  «) 

und       c  sind  folgiicU  offenbar,  die  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichung 

Ist  nun  f{(J,  ff.  c)  eine  ganze  rationale  symnetrisclie  Function  von 
a,  c\  kuDu  man  dieiielbe  zuerst  blus«  al»  eine  ganze  ruiiu« 
nale  a^aietriacbe  Pnoction  von  h  nnd  e  betrachten,  und  naeb 
^  .8.  durch  die  CoefBcienten  der  vorhergehenden  Gleichung  des 

2wpitcn  (.Vadcs  nusdrürken.  Dadiirrli  wird  offenbar /"(«r,  ^.  r)  .ili 
eine  guoze  rationale  Function  von  a  c]ur^4>stelU.  Dividii  t  man  nun 
in  diesen  Ausdruck  von  /{a^  l/,  c),  ain  Function  vuu  a  betrachtet, 

binrin;  so  ist  der  bei  dieser  Division  übrig  bleihende  Rest  der 
dunL  die  Coeflicicnten  der  gegebenen  Gleichung  des  drittln  Gra- 
des ausgedrückte  Werth  von  ^,  c),  welcher  gesucht  wurde^ 
wie  noi  dem  In  f.  7.  bewiesenen  Sntse  nnaittelbar  folgt 

Nacb  f.     bat  »an  niao  nnf  folgende  Art  tu  tetfabren: 

Um  letae 

Um  difidiie  »m  In  /t^*  ^  Function  von  «  befrecbtet,  mit 

i^,(e)  hinein,  bemerke  den  Rest»  und  dividire  in  denselben,  all 

Fohftion  von  b  hetrtirbtef ,  mit  F^{tt)  hinein;  so  ist  der  bei  dieser 
Division  bleibende  Ke^t  der  als  eine  Function  von  o  dargeateilto 

24' 
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WcrtU  der  Fupttion  /(a,  ^,  c).  Dividirt  man  nun  io  dieaeo  Reil 
mit 

liinein,  so  ist  «1er  hei  (lipf^nr  Division  Meiliende  Rost  der  durch  die 
roefficienten  der  £;ep:ehenca  l<leichtiDg'  des  driitoii  Grades  aus^« 
drückte  Werth  voo  /(a,  6,  r),  welcher  gesucht  \iurde. 

Benerkt  mnn  bud  aber^  dan  Mcb  den  Obigeo  di«  FuDetioa 
JFt{jc)  «rhtiltoii  wird,  weno  oiaii 

suhtrahirt,  in  den  Rest  mit     —  a  dividirt  und  den  Quofimfcn  be-. 
merkt;  &a  kuno  man  die  uhige  Kegel  oii'euhar  auch  auf  den  fol- 
genden Ansdrock  bringen; 
Man  aette 

/X«)  SS     +  ^it*  +      H- ^ 

nnd 


Nnn  dividire  man  in  /[f^rK  <^)t  als  Function  von  €  be- 
trachtet, mxt  F^{c)  hinein;,  bemerke  den  Rest,  dividire 

in  denselben,  als  Function  vt>Ti  fj  It  cf  rächtet,  mit  F^{ff) 
hinein,  he  merke  wieder  deu  liest,  und  dividire  in  den- 
selben, uU  Fuuction  von  a  hctruchlet,  mit  F{aj  hiociu; 
80  iat  der  bei  dieser  Division  bleibende  Rest  dor -ge» 
auclite  durch  die  Coefficienten  der  gegebenen  Olei« 
cfaung  aii8|^edrttekte  Werth  iicon/(«r^  ^,'«). 

*  f .  la 

Mau  hahe  jetzt  die  Gleichung  des  vierten  Grades 

deren  unter  einander  ungleiche  Wurzeln  0,  c»  d  sein  mögen; 
so  ist 

.  « * -1- u^a ' -i- -  4- 6« -I- // =  0. 

oder 

nnd  folglich 

+  j#4P<     A»*  +  C5r + ü 

—  -P«  -  4r«  -h  A(^^  —  «• )  +  ^(-a^*  —      -4-  qar  —  «) 

so  daas  also  6,  e,  d  uüenhar  die  Waneln  der  Gleichung  des  dffit» 
ten  Grades  '  . 
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Ml 

^'  H-  («  4-  -i)^'  4-  («'  +      4-       H-  «•  -f--^«' + Ba-^C^O 

sind.     Ist  nun  //,  c,  tf)  ciuc   plauze  rationale  symmetrische 

'  FuDction  vun  h,  c,  d'y  m  kaiiu  man  dios^ihc  zuemt  bloss  als 
eine  gdoxe  rauunale  svmm^lritfqhe  FuocUuu  vou^  ^,  c,  d  betrada- 
Ud,  iitil  BBcb  f.  9.  durch  dit  Coefficiefiteii  der  vorlwrffeheiidtfii 
Gleichaag'  des  dritten  Grade«  attedrttckeo.  Dadurch  eroalt  OM 
J[fT,  h.  d)  als  FuDdieii  von  m  aMgedrückt.  Dividirt..aiMi  diu 
ia  jdieaeo  Ausdruck  mit 

hinein,  so  ist  nucb  §.  7.  der  bei  dieser  Division  übrig  bleibende 
Rest  der  durrb  die  Cocfficienten  der  gegebenen  Gleicliiin!^-  ausge- 
druckte Werth  der  Funclioa  c,  a)^  welcher  gesuciit  wurde. 

Nach     9.  hat  nan  also  aaf  Mgende  Art  sa  ferfahren; 

Maa  aelse 

«od 


Nun  dividire  mau  in  /(a,  ^,  r,  als  Function  von  d  betrachtet, 
mit  F^yd)  hinein,  bemerke  den  Keüt,  dividire  in. denselben ,  alt 
Function  von  c  betrachtet,  mit  F^\c\  hinein,  bemerke  wieder  den 
Rest,  und  dividire  in  denselben,  ols  rrinction  von  ä 'betrachtet,  mit 
/^i(^)  hioeio.  Der  bei  dieser  Division  bleibeude  Rest  ist  der  als 
Fnnetton  tob  <•  ausgcdrickte  Werth  der  Pnnetion  /(or,  <?,  d). 
Diesen  Reat  dividire  man  durch 


H--^«*  +  ü^a*  +  Gs  + 

so  ist  der  bei  dieser  Division  übri^  bleibende  Rest  der  dnrdi  die 
/€oeffioientea  der  gegebenen  Gleicbiiog  dea  vierten  Graden  anige- 
drückte  Werth  'von  /|»,      <?,       welcher  gesucht  wurde. 

Bemerkt  man  nun  aber  wieder,  dasa  nach  deai  Obigen  die 
Function  F^{a:^  erliaiien  wird,  wenn  man 

van 

iff*     ^j?^  +  Är  • -h  Cr -h 

sohtmliirt,  in  den  'Reat  mit  as  —  a  dividirt  und  den  Quotientna  ba* 
merkt;  so  ist  klar,  das«  man  dje  obige  Kegel  auch  auf  d«n  f«lg«B* 
den  Ausdruck  bringe  kaao:  " 
Man  setze 

F\x)  —  h\n) 


X  —  n 


SM» 

liiun  dividire  man  in  /(«v,  ^,  if),  nU  Functioti  von  d  be* 
trecktet,  ttit  Fi(d)  hinein,  bnnierlLe  den  R«it,  diridire 
in  detttelbeo,  als  Function  von  c  betrachtet,  mit  F^{e) 

hinein,  bemerke  den  Rest,  dividire  tu  denselben,  nfs 
Function  von  b  betrachtet,  mit  hinein,  bemerke 

wieder  den  Rest,  und  dividire  in  denselben,  als  Function 
von  a  kelrachtet,  mit  F{a)  hinein;  se  ist  der  bei  dieser 
Division  übrig  bleibende  Rest  der  gesuchte  durch  die 
Coeffi ctenten  der  gegebenen  Gleicnnng  ansgedrftekln 
Werth  von /(a«  ^,  r,  i/^ 

tu- 

Wie  man  auf  dem  im  Vorbergehendeu  cliigeäcblaffenen  Wege 
immer  weiter  fortschreiten  kann,  Ü^^t  deuilicli  vor  Augen,  und 
wir  werden  also  unmittelbar  auf  das  folgende  allgemeinesehr  wich* 
tige  Theorem  gctubrt; 

Die  Wurxeln  der  Gleieliilng 

a:«  -4-  Ao!*'-^     Bai^-^  -4-  .  .  .  -h  Lji;  -\-  i\  =  0 

seien  ^,  r,  .  , ,  i,  •) ,  und  f{a,  r,  d,  . , ,  i,  sei 
eine  beliebige  ganze  rationale  symmetrische  Function 
der  Wurxeln,  welche,  ohne*  dre  Wnrxeln  selbst  sn  Iceo* 
nen,  durch  die  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung, 
die  ganz  beliebige  reelle  oder  imaginäre  GrÜssen 
sein  köDaeU)  ausgedrückt  werden  soll.  .Zu  dem  Ende 
setze  man 


und 


^.W=»  — . 

*  .  U.  8.  W. 

#V-i(4r)Ä  .  ' 

Non  dividire  mau  in  /*(<?,  c,  i/,  .  .  .  /,  /•),  als  Function 
von  A:  betracbtel,  mit  hinein,  bemerke  den  Rest, 

div.idire  in  denselben,  nia  Fnnetiou  von  4  hetmehtet, 
mit  /^i,_2(^  hinein,  bumerke  den  Rest,  dividire  in  denseU 
ben,  als  runction  yoq  A  betrachtet,  mit  /»^(A) 'hiBuiu, 


*)  Nsch  dem  Vorfangehenden  mSsste  eigendiefa  *  angenommen  werden, 

dass  diese  Wurzeln  säiumtlich  und^r  einander  ungleich  sind«  Dass  es 
jkber  nicht  nöthig  ist,  dies«  £ios«bfii&kaDg  sn  machmi,  wird  gleieh 
aaohher  gexelgt  werden. 
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u.  s.  w. ,  and  setxc  dieses  Verfahren  so  laocTC  fort,  bis 
■Dan  eiueo  Rest,  als  Fuuctioa  vuu  ^  betrucbtet,  durch 
FiW,  und  endlleb  den  b^i  dieser  DiTUioa  bItUsB« 
den  Rest,  als  FnnctioD  von  «f  Jietr»e4itet,  dorch  /V«) 
dividirt  hat;  so  ist  der  bei  dieser  letzten  nivisum 
bleibende  Rest  der  gesuchte  durch  die  Coeificien- 
ten  der  fl^egebeuen  Gleicbuog  aub^edrttokte  Werth  von 
yt«,  6y  c,  '</,...  «;  /e).        ■  ' 

Nach  dem  Obigen  würde  ditser  Satz  eifentlicb  noch  der  Be- 
dio^ung  zu  unterwerfen  sein,  dn^s  dio  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung  sätnmtüch  unter  einander  ungleich  sein  müssen,  indess 
€rli#llet  üunik  dos  folgende  einfache  Raisonnenent  sogleich,  deit 
dies  nicbt  nSthig  ist,  und  unser  Satz  also  auch  dann  804^ 
bleibt,  wpnn  unter  den  Wurzeln  c,  //,...      /-  (Irr  rrpc-rneneu 

Gleichung  beliebig  viele  einander  gleiche  vorkommen.  Bezeichnet 
nämlich,  die  Wurzeln  als  sämmtlich  unter  einander  ungleich  enge- 
■emmea,  wie  tcboo  frfiber,  ß  den  dvreb  die  GoeflicieBiea  der  se* 
gebenen  Gleichung  ausgedrückten  Werth  der  gaüen  raHoaueB 
ajmmetemcbeo  Fnnetion  /(a,  ^,  c,  i/,  • . «  s,       oo  iit 

and  aus  der  oben  gelehrften  Bestiamangsweiie  fon  Q  erbettel  im- 

mittelbar,  dnsa  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  ß  immer  eine 
ganze  rationale  algebrainrhe  I  iineÜOD  der  Coefficieuten 
JJf  . . ,  JLf  iV  ist.   Die  Gleichung 

/(<»,  by  Ct  di . . .  f , 

bleibt  nach  dem  Obigen  richtig,  wenn  nur  alle  Wurzeln  der  gege- 
benen Gleichung  unter  einander  ungleich  sind,  wie  klein  auch 
sonst  die  absoluten  Wertbe  ibrer  Unterschiede  sein  mögeu.  Nim 
kann  nan  sieh  aber  offenbar  vorttelksn«  daas  sieb  ma  Coeffi* 
deuten  , ,  ,       N  der  gegebenen  Gleich unc:  auf  eine 

solche  Weise  stetig  ändern,  dass  eine  oder  mehrere  DiÜerenzen 
sweier  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  sich  fortwährend  und 
bis  zu  jedem  beUebigea  Grade  der  Noll  näbern.  Unter  dieier  Ter* 
aasaetzoDg  bört  die  CHeicboag 

/(«,      Cy      .  , ,  if  ^)ssSi, 

• 

nie  auf  gültig  zn  sein,  und  wird  also  offenbar  aneb  daSB  Hodl 
gültig  bleiben,  wenn  die  gedachten  Differeasepi  Ihre  Gränze  Nnll 
wirknefa  erreichen,  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  zwei  oder  mehrare 
Waraa^a  der  gegebeaea  Gieldiaag  eiaandar  gleich  werden. 

^'on  dem  im  vorigen  Parnc;raplif n  bcvrlpsnnro  Theoreme  wol- 
len wir  nuB  sa  deuea  näherer  Erläuterung  einige  Anwendnngea 
.^cben. 

ZMffit  ari  dia  Giekbang  de#  drittad  Giadni 

deren  Warzeln,  wie  oben,  durch  a,  b,  c  beseicheet  werden  sollen, 
gegeben«   Mao  soll  die  ganze  rationale  symmetrische  Fnactiaa 


iler  Wurzeln      ^,  c  durch  die  CoefdcieDieti  der  gegebeueo  GleU  ' 
chwHp  MwifiekeD. 
In  dl«ae«  Fall«  ift 

♦  ♦ 
JX^)  =     H- +  ^* 

*   *  ■  " 

vnd  folglicii 

F(a:)  —  /X«)  =r  ^'  —  a»  -f-  /?(^  —  a). 

und  folglich 

Da  nun  * 
ist,  80  amss  «ftn  mit 

in  ^»  als  Function  von  e  betracbler,  d.  i.  in 

dividiren  nnd  den  Rest  bemerk  «  n.   Der  bleibende  Rest  ist  aber 

Di?ldiit  flinii  in  denaelbea»  als  Fnoctien  von  6  iMtraditet,  idt 

bisoin  and  bonerkt  den  Rott;  so  erhüU  nan  ala  Rttt' 

—  3«'  —  ZUa. 

Dividirt  man  enUiicii  tu  Uiesieu  ftest,  als  Functiun  von  a  beUracb- 
tjBt,  mit         '  '  ' 

bioeio  und  bemerkt  wieder  den  liest,  so  erhalt  man  als  Rest  3^ 
Dieser  Kent  ist  der  gesuchte  Wertb  der  gegebeaeo  ttjipiaietriscbea 
F^aetiftOj  nnd  es  Ist  alao 

'  '  §.  13.-  - 

Die  gegebene  Gleicbnng  sei  • 

and  ,  * 

sei  die  gegebene   ganaie  rationale  syuiinetrische  Function  iUrer 
Wuneln     ^,  a  d\  lo-iit  -  ^  \ 
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ttod  füli;-licli 


«  .1  • 


^ '    ^  {m^m  -*7  6; . 

-P.M — (^)  =s  ^«  ~     +  «(j.»  —  ^t)  +  («.  +  iJ)  _ 

folglicii 

^.(^} = ^'^^^-j^i^^  ==  ^    ^) + ^.  ^.  ^. 

•Ito 

und  4«ii«f         . .  ^ 

Die  fernere  RecliDunir  kann  man  sich  aber  in  diesem  Falle  auf  fol- 
geude  Art  sehr  erlciciiieru.  Nacli  eioeni  bekanntea  ätatze  ist  DämJicii 


oder 
Also  Ut' 


a  —     -i-  c), 

»lid  folglicb 

wo  BMI  Bttii  8(aU  IT'd^  oiofacbeie  symmetrisebe  Funetion 

eHwicki'lu  kaiiD,  aus  der  sich  daiui  nach  dem  V  orherrschenden  W 
Idcbi  ergiebt.  Kntwi^U  id»ii  oacb  den  Potenzeu  vou  i»u 
«rbäli  ■wn 

Di? idirr  nan  ml 

in  Tr.,  als  PoiietaoB  yo*.  ^  beCracJitety  bineio,  so  ist  dar  Rest 
offenbar 

Dividirt  mao  m  diese  Grubse,  als  Fuactiou  von  c  betrachtet,  mit 


M6 

Fa(c)  =  c' (Ä  4- a)c -i- ^*  4- -f- •*  +  Ä 
hioeio,  so  bleibt  alg  Reit 

—    —  a&*  —  («»     Ä)*— «•  — 

Dividirt  MB  ferner  in  dieia  Grdiie»  all  Panctiofe  fOD  S  betradi- 

tet,  mit 

hinein,  so  bleibt  als  Reat  +  C,  0iTidirt  MD  in  diesen  Umt,  nin 
Faoction  van  «  betrachtet,  mit 

hinein,  ao  bleibt  nntnrlich  H-    ala  Raat»  und  ea  iat  falglieh 

Also  ist  nach  dam  Obigen 

{a-{-l^)  (a-^c)  (a-i-d)  (ö-^c)  {6 ä)  (<-•+-</)  =  —  C*. 
Aeliuiiche  \  ereiofacbungen  der  Rechnung  bieten  sich  öfters  dar. 

f  14. 

Die  gegebene  Gleichuog  sei  die  quadrutiseke  Gleichuog 

und 

sei  die  gegebene  ganze  ratiooale  symmetrische  Function  ihrer  Wur- 
zeln a  und  welche  durch  ihre  Coefficientan  i^aagadhielLt  werden 
soll.  £s  ist  in  diesem  Falle 

md  folglich 

•  also 

,  .      Fix)  —  F(a)  .      .  . 

Entwiekelt  Mn  IF  nneh  Potansan  von  A,  so  erhült  md 

In  diese  Grösse,  als  Function  von  ^  betrachtet^  muss  man  mit 

dividirao,  und  den  Rest  bemerken.   Der  bleibende  Rest  ist 

in  walehen,  ala  Pnnction  von  m  hatinchtat,  Mn  nnn  sit 

dividiren  und  wieder  d)en  Rest  bemerken  muss.  Der  bleibende  llnat 
iit  aber 
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atd  folglich 

Die  Ricl^tigkeit  die«e»  Ke«uitoU  kaau  maa  &ui  folgende  Art  leicht 
frUf«D.  BekuBtlidi  ist 

QDÜ,  weil  a  eioe  Wurzel  der  gegebeDen  quadrstiicheo  Gleichang 
iit,  10  ist 

Da  Bim 
Vi»  M  iit 

IFss  sss  (2ii  +  ^*  SS  ^»  -|-4(«»  -hJmh 

«Bd  folglich,  weil 

Ist,  * 

wie  vorher  gefanden  wnrde. 

f.  15. 

Die  gegeheae  Gk'icliunp;-  sei  die  voilätaodige  cabische  ixleicliiuig 

,  ^»-h-/^2^ÄarH- 6  =  0, 

und  dtR  durch  doren  Cnefftrientrrt  anszudrückeade  gaose  rBttOBala 
BfaumltUchQ  tunctiou  ilirer  Wurxela      6,  c  sei 

Fm  in  diesem  nod  in  ähnliclieu  Fällen  die  svmmcfrischc  Fnnc- 
tioD  W  blos«;  (inrcb  a  und  die  Coefiicieulcu  der  f^ec^ebeneo  ülei» 
chaog  auszudruckea ,  so  dasa  Dämlich  die  Wurzeln  ^,  c  aus  deoi 
ohigaa  Antdrucke  yod  W  diBiairt  werden »  kasD  »an  aaok  auf 
foIgcnda.Art  verfakrao.  Da  #  eine  Wamel  der  gegebenen  6lei> 
cknng  ist,  ao  ist 

«* +^ai» ^«H- TaO. 
Faßlich  iat  Ifiir  jedes  '  ,  < 

=  — - «)  I  ^»  -f- (»  4- ^)ar -i- « * -i- -<4a -i- iff  I . 
finn  ist  aber  bekanctHrh 

Folgilek  ist  Ar  Jedes  m 
md  daber  lir  dftts« 
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AJso  iit 

Dl  miD  ferner  ^,  c  die  Wtirselii  der  quadratischen  Gleiehmig 

or«  i-l- (nr + + + -f- =s  0 
iiod|  80  iit  Bftch  4eai  ▼origen  Paragraphen 

—  c)>  =  («  -H  J)*  —  4{a»  ^Ja-^B} 

Entwickelt  man  IV  nach  Poteozeo  vou     und  dividirt  dann  mit 

biuein,  so  ist  der  bei  dieser  Division  ühriu^  bleibondp  Rost  der  gt« 
Sttclite  Werth  Ton  W.    Mach  gchöri<;er  Recbouag  ergieht  sich 

-M'C^i?«— 27CM-18^/^C 

Für^ssO  ist 

wekber  Werth  nnaerer  ayninietriscben  Fnnction  einer  cnbifchea 
Gleichung  entapricht,  in  welcher  das  civeite  Glied  fehlt. 

Das  Pfodoct  der  Quadrate  aller  Differensen  je  iweier  Wartela 

einer  ire^ebenen  Gleichung-  ist,  wie  leicht  erhellet,  immer  ciae 
ganze  rutionnle  symmetrische  Function  der  Wurzeln  der  gegebe- 
nen Gleichung  und  kann  daher  nach  den  obigen  Regeln  immer 
durch  die  Goelß^ienten  der  ffegebenen  Gleiebnng^  nusge 
den,  ohne  die  Wurzeln  selbst  so  kenlien.  Weil  aber  dieses  Pra> 
duct  in  mehreren  Beziehungen  von  besonderer  Wichtigkeit  ist,  so 
iTollen  v,\v  jetzt  noch  zeigen,  wie  dasselbe  immer  ohne  grosse 
Sdiwicrigkeit  tür  eine  beliebige  Gleichung  des  Mten  Grades  gefun- 
den werden  kann,  wenn  man  dasselbe  ftir  jede  Gleichung  des 
f/i  — l)steB  Grades  finden,  d.  h.  durch  die  Coefficienten  diestf 
l^leichung  .«usdrücken  kann,  ohne  deren  Wurzeln  selbst  zu  kenneo» 
wodurch  die  l'ntwlol.cluiiti;  aicsfr  Produrtc  sclir  crleicfatert  wird. 
Die  gegebeue  Gieicliun!:^  des  ^teu  Gradcü  &ci 

und  dt  4,*,  »4,  ^  seien  die  Wnrseln  derselben.  Fer- 
ner sei 

n.  s.  w. 

X(i-it)». 

Weil  a  eine  Wurzel  der  p:e eichenen  Gleiebniig  ist«  so  ist 
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Folglidi  ist  für  jede»  .  • 

•     '  vArn-i  -+-  /r^"-«  -f-  . . .  -f.  Ljc  -f- 

od<>r,  weil  die  Fonction  aaf  der  linkeD  Seite  de«  Gleidibeitmicbenf. 
dem  Prodacte 

gteich  Ut,  für  jedes  ^  • 

(df— ü)  (d:  —  ^>t4?  — <?)...  (^—t)  (^  —  >&) 

uder,  weou  maa  auf  lieiden  8eiieu  mit  a: — a  üiwUirt,  iür  jedes  ^ 

(a;  —         — €?)  (jp  — rf)  . . .  (ar  — t)  (;r  —  ^) 

=  ^-1 

V.  8.  W. 

folglidi  für  07  =  «  -  ' 
■       .   ,    (i»-^)  («r-c)  (a-rf)...(«-f)  («~^) 

=  «««-1 H-  (»  —  Ij^la^-i         —  2)/?««-»  -f-  . . .  + 
Auch  ist  klar,  dass  ,  ,  *    A  die  Wuixela  der  ^leieliaBg'  . 

U.  R. 

siod.  Weil  wir  mia  anoehoieB,  dass  man  für  jede  GfefdiOD^  des 
(« —  l)steii  Grades  dos  Prnduct  der  Quadrate  der  Differenzen  je 
zweier  Witr^f^ln  durch  die  rncfficiealeo  der  GleichOBg  ausdrücken 

kaoa;  so  kaun  man  das  Prnduct 

durch  die  Coefüclcnten  der  obigen  Gleichung  des  {» —  l)sten  Ura> 
des  ausdriekea.  Beaeicboea  wir .  den  dadurdi  kar vorgekaadeB  Aoi-  - 
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droek  dorch  F;  so  ist  V  bloss  noch  von  a  und  dpa  GoefBiiaaiM 

,  i  ,JL  abhängig,  und  nach  dem  Obigen  ist  nan 

wo  also  auch  W  bloss  voa  a  VBd-den  CoefTicienten  C^^^It 

abliänirig  i^t.  Das  Pnidtirt  nuf  der  rechten  Seite  do??  GleicTjheits- 
zeichcus  in  der  vorhi  ri^phenden  («leicbung  lässt  sich  iinaier  durch 

ßanx  elemeutarc  RccbDuogeu  nach  den  Potenzen  von  a  entwickeln, 
ividirt  oiaii  dann  in  dieses  so  entwickelte  Prodnct  mit  der  6ri«M 

fl"  -f-  Ja**-^  -^r  fia  '-^  -\-  ,  ,  . -\- La X 

hiuciu,  so  ist  der  bei  dieser  Divtsion  übrig  bleibende  Hest  nach 
6.  von  a  unabbängig  und  liefert  nach  §.  7.  den  bloss  durch  die 
CocffideDten  der  ges^beneo  'Gleichung  ausgedriiekteii  WerCli  der 
ejruciTtsehen  Function 

E>i  ist  klnr,  dass  dris  durch  FF  bezoirhiiptt»  Product  bloss  daon 
verHchwiudcn  kuuu,  wenn  die  gegebene  dleicbung  gleiche  Wurzele 
bat.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  ist  IF  jederzeit  eine  ganze  ratio- 
nale alffebraisohe  Fnaction  der  CoefficieoteD  jff«  , . . 
deren  Werth  grösser  als  Noll  ist,  8ind  also  die  Coefficieatü 
Ay  Bt  C,  .  .  .Lty  A  «THnrf»  Zahlen,  so  ist  nffeobar  aucb  W  eise 
ganze  Zuiil,  die  immer  der  Kinheit  gleich  oder  crrösser  als  Hie  Ein- 
lieit  iit,  vorausgeitetzt  näutlicb^  das«  die  gegebene  Gleicbuog  keiue 
eiaander  gleicben  Wnneltt  bat 

f.  17. 

Wir  beben  jetzt  ausführlich  gezeigt  und  durch  eine  binreicbeal 

pTO-^sf»  Anzahl  von  Bcispiripn  rrlniitrrt,  dnss  jede  j^rinzc  ratjnn:^!^ 
symnu  t  I  ische  Function  dtr  VV  urzifiii  einer  tileicbuug  lutnier  durcb 
die  Cuet'Ucienten  der  Gleichung  ausgedruckt  werden  kaun,  uboe 
daaa  man  die  Wnrieln  selbst  an  keniien  branebt,  wobei  aicb  aa- 
frleicb  ergab,  dass  jede  ganze  rationale  symmetrische  Function  der 
W^urzelii  rinrr  <^!rirhiiog  eine  CT'inze  rationale  Function  der  Coef- 
ficientcu  dor  (»ieichuntf  ist.  Kaum  bedarf  es  nun  noch  einer  1»?- 
sondern  Erläuterung,  dat»ä  überbau j>t  jede  symmetrische  Fuaciiuu 
der  Wnraeln  einer  Gleicbao^  dnrcb  die  CoelBeienten  denelben  aas- 
gedrückt  werden  kenn,  ohne  dass  man  die  Wurzeln  selbst  sn  kco* 
Den  braucht.  Hat  man  nanilicb  a.B.  die  rationale  gebrochene  lya* 
nMtriache  Fnoctioa 

'  IT— 

der  drei  WnrTpln  <Tr,  c  einf»r  Cleichung  des  dritten  Grades,  so 
sind  natürlich  Zahler  und  Nenner  ganze  rationale  sviiiiiKtri<cbe 
Fuuctiüuen  von  a,  6^  c.  Weil  man  nuu  uacb  dun  im  V  orhcrgebes» 
den  entwickelten  Regeln  sowohl  «de,  ala  aucb  ar6H-««~H^» 
durch  die  Cnefficienten  der  Gleiobung  ausdriicken  kann,  ohoe  dssi 
mrin  die  Wurzeln  selbst  zu  kennen  braucht,  so  gilt  dicü  natürlich 
auch  von  If,  wobei  sich  aber  von  selbst  versteht,  dass  der  für 
sieb  ergebende  Ausdruck  jetzt  keine  ganze  rationale  Function  der 
Coefficienteü  der  Gleichung  ist;  Hat  mn  die  Irntionale  syoio 


^  ByaiiBttii* 

acbe  Function 

 j  

Werz  2«»<!»  -f. a*«#»     #«  ^    _  c« 


Digitized  by  Googl 


der  drei  Wnrzeln  ^,  e  einer  cubiBcbea  Gleicliuiig,  so  keeo  eien 
muh  des  Forbergelieedeii  die  ganze  retieoele  i^rmmetrigcbe  F^nctioo 

^»Ä*  +  2«««?» -I- 2Ä»c»  —  »*  —  Ä*  —  <?♦ 

durch  die  €oetticienten  der  Gleiclning'  nusd riic  kpn ,  olinp  das»  mun 
die  Wurxelo  selbst  xu  keDoen  braucht,  fulglicb  uucb  die  l'uuctioa  fIC 
Mm  siebt  elMi?  . 

doss  jede  airnnietrisebe  Function  der  Wurzeln  einer  b^ 

lie  bissen  Gleichung-  immer  diircb  die  Coefficicnten  der 
Gleichung  ausgedrückt  werdeo  kann,  ohne  dass  man 
-die  Worselo  selbst  zu  kennen  braucht 

♦.IS.  •  • 

Vm  nur  ein  eivfiMbee  Beiipiel  der  Etti^elio«  eieer  ubelcean- 
ten  Gröne  eoe  swei  Gleicbongett  zQ  geben,  wellen  wir  die  beiden 
Gieiebnngen  den  sweiten  Gram 

%efcrn«Men^  nnd  wellen 

F(jr)  =  :v'' jia:  +  B 

setzen,  die  Wurzein  der  zweiten  Gleichung  aber  durch  x  nnd  X 
bezeichneD.  Nach  f.  4.  ist  unter  diesen  Voraussetzungen,  wenn  S 
idne  dortige  Beielebnung  beblit, 

Js=:'(je*  -I-     4-  ^)       -I-  «X  -h  6h 

und  es  kommt  nun  darauf  an,  diese  sjmmetrische  i^'uoction  der 
Wnneln     X  der  Gleichung 

jF»  -4-  j4ap  -4-  Ä  =  0 

doreb  die  Coeflficienten  dieser  Gleichung  auszudrücken.  Zu  dea 
Ende  muss  mon  neeli      11.  zevördent 

berechnen,  wodurch  man 

erhält,  nnd  muss  dann  den  Eest  entwickeln,  welcher  übrig  bleibt, 
wenn  man  mit 

in  die  nie  Function  Ten  X  helmditete  Grösse  2  hinein  divfditt.' 
Wenn  man  aber  zuerst  mit  X-hff+jtf  in  X*H*«A-f-^  dividirt| 
■e  bleibt  eli  Eest  die  Grösse 

oder 

nnd  wnnn  nnwi  eico  wit  X«|-«-H^  in 
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difidilt,  tö  UflUit  als  Rest 

d,  i«,  wie  man  durch  leicbte  Recbniiog  findet, 

H-  9l^x»  -I-      4-      —  «•  H-  2i)>e  H-  («^*  —  a*A  -4-  «Ä^)« 

Diviüirt  muu  uuu  iu  diese  Grosso  mit 

binein,  so  bleibt  der  Rest  , 

« M  >  #-      +      —  («^  —     +     -  /?)^ 

oder 

fibrig,  und  es  ist  also 

JS"  =     —  a6J     [a*  —  2//)/r  -h       —  ^  4/1  -h 

Die  durcli  die  Elimiuuijun  vou  jc  uus  deo  beideu  gcgcbeuea  Glei> 
cbuDgco  des  xweiten  t«rades  hervorgebeoda  Oleicbuag  is^  aber 
nacfa  f.  2. 

6*  —  a6A  -H      — 2ä)  Ä  -f  -  iJt^  —  mAB  -h     =  0. 

Dieses  Reispii'l  wird  gcivLiis  scl^oo  aileia  hinreickend  sein, 
dentlicb  su  zeigen,  wie  nao  sieb  in  fiUea  übrigen  Fällen  bei  der 
Elimination  einer  unbekunnten  Grösse  aus  zwei  gegebenen  tilei- 
ebungen  mit  Hälfe  der  Bymmetrti»€ben  Functionen  2n  verbalten  bat. 

§.  19. 

^Vir  vrollcn  jetzt  aurh  dru  Fall  bctrnehten,  wenn  dir»  Cnpftl- 
cienten  der  beiden  gegebenen  Gleichungen  oicbt  die  Eiuiieit  srnd» 
bondern  diese  Gleicbungen  die  allgemeinere  Form 

baben.   Bringt  man  diese  Gleichungen  auf  die  Form 

fr 

B  C'      '  P  Q 

+  ^«»-1 H- ^       -I- . . . -t- ^ar -h  ^  =  0 ; 

so  kauu  man  £ür  diese  beiden  letztern  Gleichungen  aos  deren  Coef- 

licicütea 


c 

4 

P 

9.. 

Ii 

a  ' 

B 

C 

n 

P 

A 

A'  • 

"  A' 

A 

die  Function  2  ganz  uacli  den  im  Obigen  entwickelten  Regeln 
'  bilden, 'ttid  die  Sleiebung  .     *  t  \y 
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Ist  daiiB  4m  HiMltet  der  BliwiMtM  rwm  «  mm  to  htiM^ 
Glaichttngwi  , 

b  C  0 

4^ *  4- -ar-»-« -H  . . . -f- ^or ^  =  0, 

B  C  PO 

-^^-2  -I-  .  .  .       -j^  -t-  ^  =  0; 

oder  nafihlicL  auch  das  Resultat  der  ,)£liaiiD«tioo  TOD  ^  au«  den 
beiden  gegebenen  GIcicliUDgea 

^««^1 4- -t- -I- + ^» 

Bduumilich  iit    eiie  gtoie  radonale  alg^bniiebe  FmcHob  tob 

1  ,       -  h     e    d        V  9 

B     C    D         P  Q 
welche  mcb  §.  4  in  Betngf  auf 

L  s.  L     £.  X       •  *• 

TAB  «tcDy  in  Bei og  aof 

7»  7»     "  •  T'  3 

ton  Mteii  Grade  iit.  Also  Ist  ellMiWr  tf*^2  jedemit  eine  gaase 
»rationale  algebraiache  Fanetion  der  Coeffieleiiten 

^»     rf,  •        f  5 

der  beiden  gegebeuca  GleichuDtfea,  uuii  das  Resultat  der  Elimina* 
tion  Ten  ob  au  diesen  beiden  Gleiebnngen  ist  die  Gleiebnng 

deren  erster  Tbeil  eine  (^anze  rationale  algebraiscbe  Function  der 
Coeffieienten  der  beiden  gegebenen  Glelcfanngen  Ist 

1.20. 

Wir  wollen  jotst  Wieder  SB  den  beiden  su  Anfänge  betracbte« 

ten  (ileichnugcn 

-4- «jc^i  <+■  Ä^c«--» -I- .  • ,  4- -4- y  Ä  0, 
aF^Aa^'^Ba^^n\,'^PM'k'^^^^ 

oder 

/(ar)  =  0,  ifXar)=sO 

znrtickkelireD ,  indem  wir  mieh  sowohl  dem  Symbol  2^  als  aucb 
alii'u  übrigen  in  ^.  2,  gebraucbien  d^ymbolcn  ibre  ihnen  dort  bei- 
gelegten Bedentongen  iasaen.  Dies  rorausgesetst,  bat  nun  Canebj 
in  den  Exereleet  d'AnaljBe  et  de  Physique  nothi^aiaii- 
qne.  T.  1.  p.  dWK  die  in  dem  lolgendea  Salse  amgesproobenej  Ü# 
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die  Theorie  der  BlniiiMiCiM  •■wilwr  Mdnt  nkltige  JBglwMMI  - 

der  Function  3  bewiesen: 

Wenn  die  €oe£ücieDteD 

» *  •         -^f       C(  •  •  f  ^  ^ 

|(«DS  wilTkührlicbe  Grössen  und  ton  einander  ganz  un- 
abbftliffig  sind;  so  kann  die  ganze  rnfionale  alirrbrai- 
sclic  FuncUon  2"  der  in  Rede  stcbcuden  Coeffici enten 
im  Aligemeinen  und  algebraisch  nie  in  zwei  Factoreo 
zerlegt  werden,  welche  beide  glänze  rationale  alge- 
Jiraticbe  R^nctionen  dieser  Coefficienten  tind.^ 
Bewjftia.  Wir  wolkn  einmal  im  Allgemeine 

«etseni  nnd  wollen  ennebmen,  dass  die  Factoreo  2'  nnd  2**  beide, 
gösse  rationale  algebraiMhe  Fnnetionen  der  Coefficienten 

ify  ^1  Cy  •  •  jt^   S'i   C,  •  •  .  JPj  Q 

sind.  Mittelst  der  ans  4«  3.  bekannten  Fomela  de8>Newton*aehen 

.Satiet  kann  man  die  beiden  in  Rede  stdicnden  Faetoren  als  ganxe 
^rationale  algebraische  Functionen  der  Wurxeln 

'  «»  ft  r» 

anadrSeken»  nnd  bat  dann  die  identiache  Glelebting 

S^S'sss    («— x)  (a  — ^)  («  — /i*)  (a  — v)  . . 

Xiß-x)  (ß-^  iß-f^)  iß-v)..., 

X  — (/  —  '^i  —  i^)  —  — 
x{S^»)  (d-x)  (d~/x)  iö-v}.,.. 

X  

welche  also  ancb»  wenn  swiachen  den  Wurzeln 

,  ^>  A » •  •»  *»  ^1  1*1 

gewisse  Relationen  Statt  finden,  z.  B.  für  a  =  x,  nock  gültiff  blei- 
ben muss.  Weil  dann  die  Grosse  auf  der  rechten  Seite  des  Cleich- 
heitszeichens  in  vorstehender  (Hloirliunff  verscliwindrt,  so  inu*s  nn- 
ter  der  gemachten  Voraussetzung  aaca  die  Grosse  auf  der  iit^kan 
Seite  deo  Gleiebheitizeicbens,  d.  b.  es  muss  jederzeit  niodeiteoa 
einer  der  beiden  Paetoren  des  Products  2^^"  für  ass»  verschwin* 
den.  Nehmen  wir  nun,  um  die  RegritVc  iu  fixiren,  an,  dass  dieser 
für  «  =  x  verschwindende  Factor  der  erste  Factor  2i'  des  oliiircti 
Fruducts  sei,  so  ist  derselbe  uuch  einem  bekannten  Satze,  weuu 
man  ibn  al^  Fpnotion  von  «  betrachtet,  jederzeit  durch  a  —  *  al- 
gebraisch ohne  Aasli  tbstlbar.  Auf  der  andern  Seite  kann  so- 
wohl all  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  der  Coeffi- 
cienten 

«,  ^,  c, . . .  ^, 

a}^  mtcb  ab  «Ina  ganaa  rationale  algobraiacho  fmetion  der  Coef- 
ficienten 

^,  ir,  C, . . .  /»  Q 
bdraehtit  worden»  ind  int  folglieh  anwohl  ob«  gnnin  ralloMfo 


Digitized  by  Google 


algebraische  sy mmetriscite  KuBClioa  der  Wurzelo  o,  ßy  J,:.., 
'  als  auch  eine  ganie  ratliiMle  algebraisclie  sjmmetriscUe  Functiou 
der  Wurzel»  ir»  1»  ^,  v, .  • . .  *).    Daher  igt  2'  nicht  bloss  durck 
das  Biuomnim  u  —      sondern  durch  jedes  aus  dieMB  durch  Ver- 

tatjschung  vou  a  mit  riner  der  Wurxcia  ßy      ^,  und  durch 

\  ertuuschuog  f  on  *  mit  einer  der  Wursdn  1^  fi^  v, . , . ,  »ich  er- 
.  ffebend«  BineMivtt  alg^bratoeh  «Ine  Beit  tlidlMr.  nun  aber 

Sie  BinoMn,  welche  man  auf  dieae  Weis«  «ibält.  ui  i^llgMwineB 
sHnrnitlirh  unter  einander  nn^rlrich  sind,  so  luuss  ^  durch  das  PfO- 
4uct  aJÜer  dieaer  Binejni^i^  nämlich  durch  das  Fraiioct 

(«— «)  («— A)  («"—!»)  («—»)  . . . » 

X(r  — — ^)  fr  — i")  (/  — y)  

X  .   

4.  Ii.  dnrch  die  CrSsse  algebffaiich  ohne  Rest  tbeilbar  sein,  ud4 
vrW  aiod  alao»  indem  U  eine  gnme  ratioMile  nlytbfliehn  Pnaetion 
Yon 

«»      ^»        ^  IS  

tesdchnet, 

mm  MftieB  berechtigt  11  edh  4tm  Wgen  iit  aber  ^ 

welches  in  \  erbiuüuug  mit  der  %'orbergebeiidcn  Gleichung  zu  der 
Qleicbaof 

fuhrt,  aus  der,^da  ü  und  ^"  beide  ganze  rationale  algebraische 
Finctionen  y/om 

cf,  ß>  r>    '  ^> 

sind,  auf  der  Stelle  ganz  unzweideutig  hervorgeht,  das«  1/  und  2* 
constante  Grössen,  d.  h.  von  den  Wurzeln 

«.      y,      .  .  -  5  X»      ^,  1',  .  .  .  . 

der  beiden  gegebenen  Gleichungen»  und  folgKch  auch  von  deren 
CoefiBcienten 

.  .        Uiy  By  JDt^  «  • « . 

guia  unnbhängig  «ind«  Setat  man  «lio 


•)  ici\Q  frnTi7f  rationale  nl^ebraische  Function  '!i"r  roefficienten  einer 
Gleichung  kann  nämlich  luitteUl  der  aus  ^.  3.  bckaiuiten  Formeln  des 
Newton'scben  Sattes  ab  eine  fsose  rational»  algebrsisebe  Function 

der  Summen  d«'r  Potonzen  (Irr  ^  urzr  In  der  Gleichung  ausj^i  i!ri;i  kt  wer- 
den, iini!  ist  alsu  offenbar  immer  eine  giaoze  racioudle  algebraische 
•  symmetrische  Function  der  Wurzeln. 
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80  ist  der  einiB  4flr  feeidan  Ptetoien  7»  BBcb  den  l^#iierg«ha»- 
den  iBmer  eine  conttante,  d.  Ii.  von  den  Coe0leieBlen 

c,  rf, . .  .5  -irf,       C,  JD,  •  • . . 

der  beiden  gegebeoen  Gleichungen  ganz  unabhängige  Grosse,  wo- 
durch unser  Sali  bnn  offenbar  voliatindie  bewiesen  ist.. 

Dieser  Satz  ist  für  die  Theorie  der  EKmination  jedenfalla,  und 

insbesondere  (i>  shalb  sehr  wichtig,  weil  durch  denselben  deutlich 
nacbgewteseu  wird,  dass  man  durch  die  im  Obigen  gelehrte  schöne, 
die  Theorie  der  symmetrischen  Functionen  vielfach  in  Anspruch 
nebaiende  Eliaiinationanietboile  die  gesnebte  Bodgleichung  io  ihrer 
einfachsten  Gestalt,  d.  h.  im  Allgemeinen  wenigstem,  weno  nia* 
lieh  zwischen  den  Cocrtirienten  der  beiden  gef^ebeocn  GlelcUnngeo 
gar  keine  besonderen  Reliktiuneu  Statt  linden,  frei  von  allen  in  ihr 
enthaltenen  tVemdurügcn  Factoren  erhält. 

Daia  dies  aieb  aber  nicht  mehr  behaupten  lässt,  wenn  iwiaebcn 
den  Coefficienten  der  beiden  gegebenen  Gleichungen  besonder» 
Relationen  Statt  finden,  zeigt  Cauchy  an  dem  Falle,  wonn  die 
beiden  Gleichungen  des  zweiten  Grades 

jp« -i- flf.r -t- A  =  0,  ap*^Jjc-i-S::ssO 

gegeben  sind,  auf  ft>lu;cndc  Art. 
Nach  §.  4.  ist  in  diesem  Falle 

Weil  nn'n  aber  a  nnd  ß  die  Wnneln  der  Gleichnng 

ar*  +  M  +  ^=0 
sind,  so  hat  man  die  beiden  Glelebnngen 

a'  -H  «o  -h  i  =  0,  ß^'^aß-^'  &=  0, 

aus  denen  sich 

a»  =  —  «a—        =  — — 
Ibiglicb  nach  dem  Obigen 

oder  nncb  gehöriger  BntwielLelung 

5=(^-«)  IM -«)a^-i- («4-/9)1  4- (i?  —  *). 
ergieht.    Weil  aber  nach  der  Theunii  der  Gleichungen 

aß  =6,  u-{-ß  =  —  a 
iat,  10  ist,  wie  nwn  nach  leichter  Eotwickelung  findet 

und  das  Resultat  der  Elimination  von  ana  den  beiden  gegebenen 
Gleicbungen  ist  folgUcb  die  Gleichung 

(^^a)  (^Ä  — Äf)J|-(i?— Ä)»=0. 

So  laTi?re  nun  zwischen  den  Coefficienten  der  beiden  gegcl>enfo 
GleichiitiL  keine  besonderen  Relationen  Statt  (indeo,  lässt  sich  der 
erste  Tiieii  dieser  Gleichung  uicU  lu  zwei  Fsctorea  zcriegeoi 
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welche  gronze  ratioonle  nlcrcbraisclie  FuactioneD  der  Coefßcieiitea 
der  beideD  g-eg^ebcnen  («leicliuo^en  sind.     SeUt  man  aber 
z.  B.  0  =  ^  =  0,  üo  dass  also 


die  ^eideu  ge^ebeoca  GJeicbungeD  sind,  so  geht  die  obige  End- 
gleiehoBg  ui  die  GleiduiDg 

Uber,  atatfc  welcher  mao  alio  eiofiMcher 

setzen  kann.  '  '  ' 

Um  dieteii  Aufsatz  Uber  die  Eliminatioii  niebt  xn  lehr  antra* 

dehnen,  müssen  wir  hierbei  stehen  bleiben,  verweisen  aber  weiterer 
Ausführung^  wegen  Htif  die  AMiandlnfitr  €auchy*i,  auf  welche 
schon  oben  in  ^.  20.  Ueiug  geuomueo  worden  ist. 


Ueber  Jacob  BeriMmlli's  Methode^  die  Ul>he 
der  Wolken  zu  bestimiueii. 

Von 

dem  IIeraas4i;eber.  « 


f.  1. 

Jacob  Bernoulii's  Methode,  die  Höhe  der  Wölken  be- 
lUMen  (Jacobi  Beroonlli,  Baiileenait,  Ope^a.  GeDevae. 
1744.  T.  1.  ^  SM.  —  Lehrbuch  der  M ctcorolog^ie  von  L. 
F.  Kämtz.  Erster  Band.  Iluilc.  ISIM.  S.  :i83),  welche  unter 
allen  zu  diesem  Zweck  iu  \  orsclilag  gebr.irliU  ii ,  nur  einen  Be- 
obachter erfordernden  Vcrfahrungsurten  wüül  uuch  xu  den  genaue- 
steil'  Eeialtateo  führen  dürfte ^  besteht ,  wie  hier  wohl  alt  bekannt 
vorausgesetzt  werden  kann,  darin,  dnss  nuMi  de»  Ahcads  nach  dem 
Untergange  der  Sonne  in  dem  Monifsnt,  wo  ein  Tunkt  einer  Wolke 
von  den  Sürableo  der  i^ionne  erleadiiet  an  werden  auüiön,  das 
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*  4 

Axiamtb  und  die  Uöli«  dfsiei  Ponktev  der  Wolke  aisst  *),  so  wie 

«Qch  die  Zeit  der  Beobachtuog  bestioiBt,  Bod  deiMi  die  ^^gj^ 

in  Rede  stebcDden  Punktes  der  Wolke  im  Rauine  auf  dem  i¥era 

der  Rechnung  herleitet  Die  von  Jacob  Bernotilli  .selbst  a.  u. 
gegebene  Auflösung  dieses  für  die  Meteorologie  ia  mehrfacher  Be> 
xienaog  wichtigen  Froblcms  **)  scheint  mir  vorzüglicb  deshalb 
nicht  Töllig  streng  sn  sein,  weil  B«raoiilli  die  Senae  aii  eiaeo 
i*unkt  betrachtet,  was  olfenbar  nof  bei  einer  roiiem  AnDHheriiii|{; 
zu1äs<;ig  ist,  iirul  möchte  auch  in  anderer  Beziehung  noch  Manches 
zu  wünschen  ulirig-  lasseu,  wodurch  ich  veranlasst  worden  bin,  die 
/ol^eode  Auflösut»|r,  welche  ich,  wenigstens  in  so  fern  man  auf  die 
Krümmung,  welche  die  Ton  der  Senne  sn  der  Wolke  ^langeodea 
Strahlen  wegen  der  Refraction  in  der  Atmosphäre  erleiden,  keine 
Rücksicht  filmnit  '''°),  für  völlij;  streng  haltn,  aufzusuchen  inul  in 
diüäer  ^^eiUcUriU  mitzutheileu.  («auz  aiisichtlich  habe  ich  für  jetzt 
eine,  aus  dem  geometrischen  Gesichtspunkte  betrachtet,  völlig 
strenge  Auflösung  des  in  Rede  stebendes,  auch  in  rein  mathemati- 
scher' Beziehung  mehrfaches  Interesse  darbietendeii  Problems  zu 
p^oltpn  versucht.  Dass  diese  Auflösung  nicht  ganz  einfach  ausTtllm 
konnte,  scheint  in  der  Natur  der  Aufgrübe  zu  liefen,  wenn  man 
nämlich  alle  bei  derselben  in  Betracht  Kommende  Umstände  gehö- 
rig  berücksi^tigcn  will«  Späterbin  hoffs  ich  in  eine«  besondem 
Aufsätze  auf^ dieselbe  suruelrtiikeMeii»  so  uniennclieD,  ob  sieb 
nirlit,  wpnn  man  sich  cinf'  o*!cr  die  andere  nur  nähcrunpf'^we?«)» 
ricliti<4;e  V  urauss^l^^uug  gestallt  t,  einfachere,  also  bei  pruktiächen 
Anwendungen  brauchbarere  und  beauemere  Auflösungen  geben  las- 
sen. Eben  so  denke-  ieh  dann  anaere  xnr  Bestimmung  der  BSiw 
der  Wolken  Torgeschlagvoe  Bletbodeo  einer  geoaoeni  OnlersDcbu^ 
sn  unterwerfen. 

f.«. 

in  dem  Mumeut,  wo  die  Erlencbtung  eines  Paokies  einer 
Wolke  dnreb  die  Btitblea  der  Sonne  füliig  anfkobdreB  anfängt, 
befindet  sich  derselbe  offenbar  in  der  von  den  Strahlen  der  Soone 

gebildefpn  ,  die  Srttino  und  die  für  jetzt  als  eine  Kiio^-rl  betrachtete 
Erde  f )  einhüllenden  Kcgoldäciie,  durch  welche  der  sügenanote 
Keroschatten  der  Erde  bestimmt  wird,  und  unmittelbar  nach  dem 
völliffen  Aufhören  der  Crienebtung  tritt  der  in  Rede  stehende  Ptonict 
der  Wölk  e  in  den  Kemsebatten  der  Erde  hinein.  Bezeichnen  wir 
nun  im  Moment  der  Beobaclitunp:  den  Mittelpunkt  der  Krilc  riiirch 
den  Mittelpunkt  der  8oone  durch  By  die  Spitze  der  in  Hede 
btchcuden  einhüllenden  Kegelfläcbe  durch  C,  den  von  den  Seiten 
dieser  Kegelfläcbe  mit  ihrer  A:|e  an  der  Spitse  eingeachlo8aer~~ 


*)  Wl«  man  Huf  die  Refraction,  von  wtlcber  die  gemessene  Hobe  «ffi- 
cirf  wird,  Rucksidit  zn  nehmen  hat,  soll  am  Sshlnsse  dieser  Abfara^ 
luijg  gezeifi  werden. 

••)  M.  ».  KSmCk  a.  s.  0. 

***)  Die  Berücksichtigung  dieser  Krümmung  würde  die  Kenntniss  der 
Gleichung  der  Kefraciionscanre  erfordern  ond  J«den£slls  in  die  grosste 
Weitläiitigkcit  führen, 
t)  Wie  auf  die  Abweichung  Ut  Bid«  v«n  der  KugdgssCilt  KMlätlit  ta 
nehmen  ist,  wird  weiter  unttn  gessigt  werden. 
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flfitMM  Winkel  anel^  dnrcb  «nd  durch  ^,  und die  beiden 
Punkte,  in  denen  respectiv«  die  Erde  utkJ  die  Sonne  von  einer  be- 
liebigen Seite  der  cinbüHenden  KegcllJäcbe  berührt  werden,  80 
haben  wir,  wie  auch  obuc  Figar,  die  übrigens  grösserer  Deutlich- 
keit wegen  ein  Jeder  aieh  Idekt  selbst  entwerfen  kenn»  sogleieb 
erlMlten  wird,  die  beiden  fbigendee  isi-i-*—- 


I,  weU  AC-^BCzm^AB  Ist, 

sint:  • 

Beseicheet  non  q  die  ans  den  BpheaierideB  su  entnehmende  Ent- 
fernung des  MittelpunkU  der  Sonne  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde 
zur  Zeit  der  Beobachtung,  und  A  ebenfalls  aus  den  hpbemen- 
deri  7u  rotuehmenden,  aus  dem  Mittelpunkte  der  Erde  gegebenen 
»cheiübaren  Halbmesser  der  Sonne  zur  Zeit  der  Beoba<Atung,  r 
ober  den  Balbmeaser  der  Brde;  so  ist  offenbor  .^ääj,  AA^tsir, 
Bß^^Q  sin  und  wir'  erhalten  daher  ans  der  vorher  gefttn^e* 
nen  «leicl  iB^g  nnmittelber  die  Gleichuug 

r— o  sin  A  

■   sint"  =  "~^' 

nns  der  sich  sogleich 

1)  äin  t'=  sin  ^  —  — i 
oder,  wenn,  MO  den  ttaifswioIceJ  &  mittelst  der  Fonnei 

2)  sin  Ö  =  ^ 

bonebnety 

sin  r=sin  A  — »»»  ^» 
d.  i.  nach  einer  bekannteo  gooionetriacben  Fomel 

3)  sin  6'=2.sin  {{^-^)  cos  1(A  +  ®) 
eririebt,  mittelst  welcher  Auadrücite  der  für  das  Folgende  wichtige 
Wwkel  C  ohne  Schwierigkeit  berechnet  werden  kann 

Hat  -an  aber  den  iiinkel  so  Endet  man  d.c  hntfrrpungen 
^Cnnd  ÄCdcr  Spitze  der  einhüllenden  KeirHflncbe  von  den  Mit- 
trlpTinkten  der  Krde  und  der  Sonne  leicbt  uutteUt  der  folgenden 
aus  dem  Obigen  »icii  uumittcibar  ergebenden  ForMB: 

■         #.  3. 

Wir  woUen  ietxt  ein  rechtwinklieccs  CoorJinatensvstem  der 
XffM  annehmen,  cfe.sen  Anfang  der  Mittelpunkt  der  f^m  soll. 

Die  Ebene  der  xtj  sei  die  Kbene  des  Ar.iuators;  der  P08»»ye  IMM 
der  Axe  der  a;  sei  nach  dem  FrUhliag^punkfc  hm  gerichtet,  «er 
positive  Thell  der  Axe  der  y  aber  werde  so  ^^^^ 
ninn  sieb,  n«  von  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  of  durch  den 
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redrten  WmM  {aey)  hlwimtA  tn  4mi  ^Mitim  Tbeüe  4or  Axm 
4er  y  zu  gelaDfpeB»  Meli  d«rMlben  Richtung  hio  bewegen  ■nui^ 

nach  welcher  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  a:  an  die 
Rectascensiooea  von  0  Ins  p^ezahlt  werden,  so  dass  als«  der 

positive  Theil  der  Axe  der  y  durch  deo  oeunzigsteu  lirud  der 
BeeteseeoeioiieD  geht;  der  positive  Tbeil  der  Aze  der  »  endlieli 
liege  auf  der  nördlichen  Seite .  der  Ebene  des  Aeqnatom  oder  der 
Ebene  der  sri/.  In  diesem  Coordinatensysteme  sind,  wenn  a  und  S 
die  aus  dcti  Ephemeriden  zu  eotnehineude  Rectascension  und  l)e- 
clination  der  8oune  zur  Zeit  der  Beohachtung  bezeichnen,  und  das 
Syabol  q  die  ihm  Im  vorigen  Pnmgrapben  beigelegte  Bedeutung 
behält,  offenbar 

1^  cos  a  cos-d, 
^  sin  a  cos 

die  Coordinateo  der  Soone  «nr  Zeit  der  Beobeebtnng. 
Sind  nun  nberbanpt 

die  Gleicbnngen  der  durch  die  MiCtelpunkle  der  Sonne  und  der 
Erde  gezogenen  geraden  Linie  zur  Zeit  der  Beobacbtnng;  so  bat 
van  zur  Uestimoinng  der  Constaoken  M  nnd  A  oifeobar  Sie  beiden 

GleicbuDgeo 

9  cos  a  cos  S  =  ßig  sin  ^, 
Q  sin  a  cos  S^Nq  sin  ^;  ^ 

ans  denen  sieb 

.  Jf=eos  d  eot     ilTsssin  a  cot  ^  - 

ergiebt,  und  die  Glei^nngen  der  darch  die  Mittelpunkte  der  Erde 
ttnd  der  Sonne  gezogenen  jic^raden  Linie  zur  Zeit  der  Beobaeb-v 
tnag  im  Systeme  der  «ys  siod  also  aacb  dem  Vorhergdiendea 

5)  ^saa  cos  «  cot  4^,  |f=n  sin  a  cot 

Die  Coordinaten  der  Spitse  C  der  einhüllenden  Kegelflücbe 

zur  Zeit  der  Beobachtung  seien  /,      hy  und  E  sei  die  aus  dem 
voric^on  Paragraphen  bekannte  Kotferniino;-  dioner  Spitze  vom  Mlt- 
,  telpuukte  der  Erde;  so  ist  nach  den  Priucj^ien  der  aoaiytiscbeo 
Geometrie  bekanotlicb 

und  nach  den  Gl^ichnngen  5)  hat  mau.  well  die  in  Rede  stehende 
Spitze  jederzeit  in  der  durch  die  Mittelpunkte  der  Erde  und  der 
Sonne  gebenden  geraden  Linie  liegt,  d|e  beiden  Gleicbungen 

f'=^h  cos  a  cot     g=zh  sin  a  cot  d.  " 

Führt  man  dies  in  die  vorhergehende  Gleichung  ein^  so  erbalt>  maa 

.  (1-4-cos^a*  cot  d'-l-sin  a*  cot  d*)^»  =  ^, 

also 

(1 4-  cot  4*)il*  es     cosec  d^sstE*^ 

nnd  folglicb 
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wo  sich  nun  noch  fragt,  wolchr-s  Zeirhrn  man  zu  nehmen  hat, 
worüber  leicht  auf  folgende  Art  eine  bestimmte  fiaticbeidang  ge- 
geben werden  kann.  "  .  , 

BetwchneD  wir  die  4ritte  Coordiiate  der  SoMe  sir  Zeit  der 
Beobechtvog  dareb      M»  iit  nach  dem  Obigen 

ZssQ  sin 

und  folgiicb  * 

Weil  nu  eber,  wie  logleieb  in  die  Aegeo  fallen  wird,  A  und  Z 
jedeneit  enlgegeegesefste  VortelebeD  beben,  vod  ^  itete  poiiliT 
lil^  10  kein  Uoie 

aein»  d.  b,  mw  mom  in  der  Gleicbnng 

dos  untere  Vorzeichen  nehiui'u,  oder 

A  =s  —  E  Mü  4  '  ' 

■etzen. 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  den  oben  gefandeaen' 
>  Gleichungen 

fzsiA  cos  a  cot     gz=z/i  iiiii  a  cot  6} 
so  erhält  man: 

!/■=:  —  E  cos  «  cos  d, 
g=^E  sia  a  cos 
Ass  — JFSIB^S 

mittelst  weicher  Formeln  die  Coordinaten  g,  h  der  Spitze  der 
einhüllenden  Kegelfläche  im  Systeme  der  jcy%  sehr  leicht  berechnet 
werden  können. 

Hiernach  kann  nun  die  Glrirlmn^  der  einhüllenden  Kegelflache 
im  Systeme  (irr  jrrj-:^  Irirhf  auf  folgeude  Art  gefunden  werden. 
Weil  jede  d>cite  der  KeKeiUitche  durch  ihre  Spitze  geht,  so  sind 
nach  den  Vorbergebeoden  nad  den  Priacipien  der  analytiscbea 
Geonetrie  die  allgenelacn  Gleicbuagen  eiaer  jeden  Seite 

yv-^=/i(,  — A)  .  . 

oder 

Die  Clleicbnogen  der  Axe  der  Kegelfläche  sind  nach  5) 
•  opssM  coa  «  cot  Mn  «  cot  d»  • 
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und  weil  die  SpiUe  in  der  Aze  liegt,  so  Ist 

f^k  cos  a  cot  d*,  a'iB  o  cot 


also  ist 


oder  > 

f  g 

s5fhI  «Ih'  GleicliiinGfeii  »ler  Axe  der  Keg-elflarlie,  Weil  mm  jede 
Seite  der  KegeKläcbe  uiit  der  Axe  den  uus  dem  Obigen  bekaonteo 
Wiukel  C  einschliesst,  so  ist  nach  deo  PriocipieD  def' oatlytMiOB 
GcoBietrie 


oder 


Cos  C* —         fi  a:~f         1/  —  1  » 


oder 

d.  b.  ■ 

■ 

der 

jten  VereiDfadiiiiiflr 

jetst  nicht -weiter  bescbüftigen  wollen. 


"  die  Oleicbonir  der  einbüUenden  KegeMScbc  im  Systeme 
mit  deren  Trunsformation  und  etwaigen  VereinMcbong  wir  uns 


«.  4. 

Der  Kürze  wegen»  nnd  nm  die  ßegrifTe  hesser  zu  fixireo,  wol- 
Yen  wir  im  Folgenden  unnolimrn.  dass  der  ItHobaclifnns^sort  in  der 
nördlirlifn  Hälfte  der  Er<lo!iPrfl;iche  licu^o,  wodurch  der  Allp^emeinheit 
der  AuÜosuog  offenbar  keiu  fciintriisc  geschehen  wird.  Um  teroer, 
so  viel  es  bler  tbvnJicb  ist,  auf  die  Abw^chung  der  Gestalt  der 
Erde  von  der  Kugelgestalt  Rücksicht  zu  nehmen,  werden  ^r  von 
yelxt  an  unter  r  immer  den  nach  dem  Hcohachtungsorte  gfezogenen 
Krdhuihmesscr  verstehen,  und  werden  späterhin  noch  hesouders 
zeigen j  wie  die  (irösse  dieses  Halbmessers  der  Erde  aut  die  ein- 
facbste  Weise  berecbnet  werden  kann.  Die  sogenannte  geoeentri« 
«cbe  Breite  des  Beobadhfungsorts ,  d*  b.  den  neunzig  Grade  nicbt 
üherstcic^enJcij  \<  ipr'infrsniiikel  «Ics  tmch  {\cm  Beuhachtung'äarte 
tjeropreuen  lirdhulbmes.s(  rs  u;njrpu  die  Ebene  des  Aeqiiators,  wollen 
wir  durch  ^  bezeichnen,  uoil  durch  T  soll  die  io  {Runden  ousge- 
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drückte  Steroxeit  der  Bepbacbtuuff  *)  bezeichnet  werdeu.   Dies  vt^r- 
wmg^ntfMt  Mmi,  wa«  infljtidi  in  Sie  ikugen 'lUleB  witd,  / 

'  r  cot  15T  «Ol  9, 

r  siü  IST  C03  y, 
r  siu  9 

die  Coordinatoii  des  Beobachtnngsorts  im  Systeme  der  .orys  snr 
Zeit  der  Beobttcütuog. 

Legt  man  Duo  urch  dev  Beobachtoiigsort  als  Anfang  ein  den 
Syiteae  der  a:ys  paralleles  CoordiDatcnsystem  der  80  liat 

man   nurh   dvr  T^elirc  von  der  Vrnrandiung  der  CoofdiaillOII  dio 
l'olgendeo  gaas  aUgemeia  giUtigen  Gleicliuogeo; 

!«=srcosl5T.  eosy+^Ti, 
y=r  sin  157COS  sp-h>g> 

Ferner  lege  man  durch  den  Beobachtungsort  ak  Anfang  ein  «weites 
fochtwiokliges  Coordinatensysteai  der  ^«y«*,-     Die  Ebene  der 

.T-y,  Süll  mit  der  Rhene  der  ztisanimenfallen.    Der  positive 

Tbeil  der  Ave  der  .f\_  «ei  der  in  der  südlicben  Uält'te  des  Meridians 
liegende  Halbmesser  de»  Kreise«,  in  welcbem  die  Sphäre  von  der 
Ebene  der         geschnitten  wird;  der  {MsitiTe  Tbeil  der  Axe -der  ^« 
werde  sd  ungenoinmen,  dass  man  sich,  um  von  de«  (Positiven  Theiln  r 
der  Axe  der  ;r,  durch  den  rechten  Winke!  hindurch  /u  dem 

positiven  Thcile  der  .Axe  der  ?/,  v.n  ^a  huigeu,  nach  derselbeo  Richtung 
hin  bewegen  muss,  nach  welcher  luau  sieb  bewegen  muss,  uui  von  dem 
positiven  Tbeil«  der  Axe  der  ^,  doreh  den  rechten  Winkel  (^,^1) 
hindurch  zu  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  za jrelang^en;  dar 
|H)sitive  Tlrci]  der  Axe  der  t;illc  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  Ä,  zusammuii.  Dies  vorausjijesetzt,  hat  man  nach  der  Lehre 
von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  die  fulgeudeu  Gieichungen: 

fjtfSSijp^  cei  157*— y,  sin  157, 
9)  I     ss^,  sin  157+ cos  157, 

n 

Eoditeh  lege  man  dnrch  den  Beobachtungsort  als  Anfang  noA 

ein  drittes  rechtwinkliges  Coordinatensysteu  der  .-r, Die. 
Ebene  der  a*,//,  sei  «lie  Kbcue  des  Hnrizn rits  dc<?  fJefibarhtuncrs- 
orts.  Der  positive  Thcil  der  Axe  der  sei  der  in  dvr  sudl ichen 
Hälft«  des  Meridians  liegende  Halbmesser  des  Uorizunts;  der  posi- 
tive Theil  der  Axe  der  werde  se  auu;eooinBien^  dass  Man  sich, 
un  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  dp,  an  durch  den  rech- 
ten Wiükel  (.r,y,)  liindiirch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
y,  zu  gelangen,  iiacii  dcrselheu  liichtang  hin  Itewegeii  mus«;,  nach 
welcher  von  dem  iu  der  siidiichen  Uälfie  des»  Meridians  liegeudeu 
Belbsidsaer  des  Horisooti  an  die  Asimnthe  von  0  bis  360*  areslhlt. 
wef4en>  wobei  wir  zugleich  festsetzen  Ifollen,  dass  die  Auomthe 
von  desi  in  Rede  stabenden  llalbnieiser  des  floriiwots  an  noch 
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Osten  hin  vftn  0  bis  360°  j^eiäbU  wcrHcn  soHrn;  der  positive  Th^H 
der  Axe  der  a,  sei  vom  KcoUaclitinip^soi te  unch  seinem  Zenith  liin- 

E richtet.  Dies  vorausgeseUl  ist  uuu,  weoo  wir  die  Polbulie  des 
obachtuiigrsorti  doreli  w,  nod  die  wou  den  podtiveo  Theileii  der 
Azen  der  ar^y^x^  und  ^,y,s«  elogeseblossenen ,  180*  Miekt  fiber- 
Bteiffendeo  Winkel  auf  dio  uns  (ier  aoalytisclieti  Geometrie  bin- 
reienend  bekannte  Weise  bczeichueu,  wie  Mittelst  einer  eiofacbeo 
lietrachtuug  leicht  erhelleo  wird: 

=  180* («,y,)=90%  («,«,)  ssM*^»; 

und  folglich  nach  der  Lehre  voo  der  Verwandluog  der  Coordi- 
Dateo-s 

!;r2  =  Jt',  siu  a>-t-»,  cos  w, 
y,  =  y„ 
Xa=:-— COS  <»-lr«t  MO 

Wir ' wollen  dbo,  mittelst  der  im  Vorhergehenden  gefmdeaea 
Gleichnogen  ^,y,x,  durcb  Ofy»  Mtdriickeo.  Naeb  10)  ist  mWkw 
derst,  wie  leicht  erhellet, 

s:^,  cos  0»«!-«,  shi  o». 
Nach  0)  ist  ob^,  wie  van  eben  so  leicbt  findet, 

j;^=     .f,  cos  IST-f-y,  sin  15T,  ' 

=  —  a:^  siu  lüT-f-y,  cos  IST, 
»»  =  »,? 

und  folgiicb  wegen  des  Vorhergebenden 
or,  =         tin  0»  cos  157H-yi  bid  o»  sin  15T — n,  eoi 
y,2Ä— sin  15T4»y,  cos  15  T,  . 
«t  SS    jr,  CO«  0»  cos  157+ ffi  cos  o>  sin  15T+ni  sin  «i. 

Endlich  ist  nach  8)  * 
.  4?,=  —  r  008  '/  cos  IhT-^jFf 
yj=s  — r  cos  ^  siu  15T+y, 
»,  =  —  r  sin  9  + 
und  foiglieb  naeb  desL  Vorbergebenden 

=— r  cos  9»  sin  oi  cos  157*+^  sin  «i  cos  157* 
cos  9>  sin  o»  sin  157^ +)f  sin  fs  sin  15T 
'  -fr-  r  sin  y  CO«  »  —  sr  cos  o>, 

=     r  cos  y  siu  la'/*  cos  15T— ^  sin  IST 
—  r  C08  SP  lin  i5T  cos  15T-fr-y  cos  152; 
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»  — r  cos  9  cos  0)  cos  157^ -J-*^'  fos  o)  cos  IST  .  . 

—  r  cos  y  cos  itf  sin  157^  +  ^  cos     sin  157 

«^r  sin  )p  lin  Ol  -|-«  ein  »; 

also,  wie  man  onttelat  einiger  bel^enateD  gonionelriafllmi  Feiveln 
leicht  findet: 

!dr«=s   rein (sp— rino  cos  15 7H-)f ein f» sin  15 eonu, 
jf,=^^iial5T-|-ycoal97,    •  ^ 
r  coi(jp--a»)-|^cosii»  cosl57M-ycoic0alnl5T+JiriDitf; 
oder  nach,  ctwni  grdaierer  Symmetrie  wegen: 

IA',=: — r  sin  (w— bin  w  cotil5T-|-^siD(<^  sinl5T — x  cuhü>, 
y,=  —     siü  15  7'-i-y  cos  15 7\ 
3,=— r  cos(u>— cos  0/ cos  157H-yco8U>siDl52H-x8inai. 

Pas  Arimufh  und  ii'if  Höhe  der  Wollte  seien  X  und  jt*,  so  sind,  wie 
leicht  erhclli  n  wird,  die  (ilpicburiirrn  der  toq  dem  BeobaclituDgs- 
orte  nach  der  Wollte  gezogeoeu  ^^erudeu  Linie  im  Sjsteme  der 

13)  a:,  =«,  coa  X  cot  f»,  ^,  =: s,  tin  X  cot  /t« ; 

und  die  Gleicli^angen  dieser  Linie  im  6jsteme  der  mud  iolg- 

Hell  nech  U) 

—  r  sin  (ü>— 9))+;r  sin  w  cos  IST-hy  sin  w  sin  15T — x  cos  n> 
=  { — r  cos(iu~9>)-^ar  cos    cos  li>T-^y  cos  to  sin  15  T 

>         sin  ctfj  cos  X  cot  ^ 
—jc  sin  15r+  y  coa  15  T 
s  f — >  r  cot      9) H-^  coi  u  eoo  15  T-I^y  coe  e»  ein  15 7 

+x  ein  ci»|  ain  X  cot  ja; 

oder,  wie  mb  leicht  findet, 

cos  157tiin  a»  —  cos  (o  cos  X  cot  /u)^ 
-Hein  157|[sin  o) —  cos  <u  cos  X  cot  /u)y 
—  (cos  a>-|-sin  o»  cos  l  cot 
=r|Bin  (ctf  —  jp)  —  Coa  (oi-^yr)  coa  X  cot  |*|, 

—  (ein  15T-f-coa  157  coa  i»  ain  X  cot  /u)^ 
-|-(co8  15  T —  sin  15  T  cos  ci>  sin  X  cot  ft)y 

—  X  sin  üi  sin     cot  /t* 

=: — r  cos  ((tf  —  ]jp)  ain  X  cot  f». 

9«ie^Bet  ann  xwei  HitlfeinniLel     und     nittelit  der  Formeln 

-    Jtang  jF'=cos  X  cot 

itang    =  coi  Ii»  ain  X  cot  I»; 

ao  erUtea  die  Torheffgekenden  Gleidrangen  der  foa  dea  Beobidb 
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tongsorte  oach  der  Wolke  gesogMiea  geraden  Linie  im  l^jrttene 
4er  oyyae  4ie  folgende  Geetoll: 

«o»if     '  cos/'  3^  Wi^  * 

cos  F  y 

sin  (ISr-f-  ^)  ^      cos  (isr-f-  /7)     .      ^        ,  ^  ^r, 

COJS  ((»»  —  </)  lang  f;r 

asr —   ■■  '■■  ■! 

»  cos  0)  ■ 

oder 


15) 


a:  cos  152" sin  (cii-/*)+y  sin  157sin  (a>— «  cos  (a>*^ 

=  r  sin  (e*  —  5>  — /l» 
1^  cos  (0  sin  (15^+6')— y  cos  o»  cos  (157+€7)+«  •»  «>*  ^ 

asr  cos  (w  —  y)  sin  O. 


Trifcr  dieser  Form  kann  man  die  heidon  Gleicliungen  der  von  dem 
Bcobn(;litiinp:sort(;  nat  Ii  clor  Wolke  gezogenen  geraden  Linie 'iMhr 
leicht  numerisch  eulvviciieiu. 


§5. 

Der  Ort  der  Wolke  im  Knumc  wird  offenbar  durch  die  Punkte 
bestimmt y  in  denen  die  eiohiilleude  Kegelflächü  von  der  von  dcra 
Beobaebtnngsorte  nach  der  Wolke  gezogenen  geraden  Linie  ge- 
schnitten wird,  und  wir  haben  also,  wenn  dorcb  %  die  Coor- 
dinateo  der  Wolke  in  t!rm  Svsfome  der  äcy%  bezeichnet  weriien, 
nach  7)  und  15)  die  dn  i  lol^enden  Gleichungen  xur  Bestimmung 
der  in  Rede  slebcnilen  Coortlinateu : 

=  f/(*-/)-f-fif(y-^)+^«-A)l'. 

Id?  cos  157sin  (»— sin  ISTsin  (w— .»  cos  (s»— jF) 

ssr  sin  (<tf  —    —  F)^ 

cos  a>  siu  (15  T-J-  G) — y  cos  cu  cos  (15Z'+6')H-5  sin  tu  sin  G 

» 

=  r  cos  {fa  —  9))  sin  6r, 

r  - 

Setit  SUD 


16) 


1//= — /cos  157  810  (w  —      —    tin  15T  sin  (ta  —  F) 
cos  (w—  /^), 
Kjs^—f  cos  40  sin  (157+  O)'^^  eo»  01  cos  (157+ 
— A  sin  o>  sin  €7; 

so  können  die  vorhergehenden  Gleichungen  auch  unter  der  fol 
gendea  Potm  geiebrieben  wefden: 
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18) 


|(«— /)  CM  157  «a  (oi-.jr)H-(y— g)  «o  157  «in  (a>~^) 

— (s— i)  cot  («»-^#^ 
siTH-r  sin  (iv  — 9)-T-F)> 
[(^•7/)  «»  ft#  sta  (15TH- Ö)— (y— ^)  eoi     eo»  (15T-I-0) 

*  —  ^)  sin  w  siu  C 

^  =:Ä'-|-r  cos  (w  —  jp)  sin  C; 

'  and  dieaea  aater  dlaMtr  PiMm  zur  BestiinmuDg'  der  Grössen  ar — 
y  —  gy  %  —  hy  eng  denea  Mch  daaa  auch  ieicbt  die  Cooffdinelea 
jc,  y,  %  selbst  ergeben. 

Daifl  man  sowohl  bei  dem  Gebrauche  der  Gleichungen  16),  als 
auch  wenn  maa  lieh  der  Gleichungen  18)  bedieat,  auf  eine  quadra- 
tische Gleichung  geführt  wird,  und  dass  es  also  im  Allgemeinen 
zwei  Systeme  von  Werthen  der  roordinaten  .t,  1/,  %  giebr,  fällt 
auf  der  Stelle  in  die  Äugen,  so  wie  deuu  auch  in  der  That  die 
eiokullMide  Kegelfläche  von  der  roa  ^dem  Beobacbtua^orte  nach 
der  Wolke  gezogenen  geradea  Liaie  im  Allgemeioea  jederzeit  ia 
zwei  Punkten   gesclinitten  wird,     Dass  der  eine  dieser  beidea 
Funkte  immer  über^  der  andere  unter  dem  Horizonte  de«  Beobach- 
tnngsorts  Ücgt}  erhellet  auf  der  Stelle  durch  eine  ganz  einfache 
geometriiebe  Betrachtung,  nad  es  ist  aas  also  hieria  sngleieh  eia. 
Criterium  gegebea»  darch  das  entschieden  werdea  l^ana,  welches 
der  beiden  Sv^trme  von  Wcrtlien  der  Coetdiaaten  a^y  y,  %  für  die 
Coordinaten  der  Wolke  in  nahmen  ist,  da  die  bcoI)nclit<^tP  Wolke 
natürlich  immer  über  dem  iiunzonte  des  Bcobachtungsurtti  liegt. 
Ilm  das  ia  Rede  atehead«  Oiteriuai  aaweadea  an  kSaaea,  mass 
man  mittelst  der  Formeln  12)  aus  dea  gefnadcnen  Werthen  der 
Coordinalen  .r,  y,  -s  die  Coordinnfen  .2*3,  y,,  »,  der  Wolke  in  deai 
Systeme  der  berechnen,  durch  welche  zugflrich  die  Ijagf« 

der  Wölke  gegen  den  Uorizont  und  Meridian  deu  Ueoliaeiiters  be- 
stimmt  wirf  Inuner  aber  bat  aiaa  das  System  ron  Werthea  der 
apy  Vi  %  aad  ^„  y,»  a,'  als  die  Coordinaten  der  Wolke  be* 
Iraclitcn,  welchem  ein  positiver  WerMi  von  -s,  entspricht,  wodurch 
man  die  Lage  der  Wolke  im  Baume  loimer  ,mit  völliger  Sicherheit 
zu  hestiinmeo  im  Stande  ist. 

'  Hat  maa  op,  y,  %  and  y„  s,  gefaaden,  so  kann  man  auch 
die  Entfernungen  II  und  der  Wolke  von  dem  Mittelpunkte  der 
Erde  und  vom  Ucobachtungsorte  mitteist  der  aus  der  anaijtischea 
Geometrie  bekannten  Formeln 


19)  Äs=l/Är»-+-y»-t-a» 

imd 

80)  if.  =  l/ar,='-Hy,» 

berechnen. 

Die  BereebiniDg  ron  H  kann  man  sich  anf  folgende  Art  er- 
leirlitern.   Mnn  sf>tze,  was  efeabar  reiataltet  ist,  ladasi  £  X 

zwei  Uulfswinkel  bezeichaeo» 
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je^s-H  cos  5  cos 

SO  itt  * 

■littelst  welcher  J^ormel  man  ^  leiclii  finden  kann.    Hat  au  aber 
Bo  ergiebt  sicli  x  viltelit  einer  der  folgeniien  Formeln: 

^»6  X  =  ^  CO»  g,  tong  jt  =  7  5. 

Die  KiitleruuQg  Ii  iindet  man  Menuf  mitteist  eioes  der  fulgeodea 
Ausdrücke: 

cot  I  CO*/*  «nfcöijp  '^siii/* 

Die  UebereinstimTiitinor  (^^r  durch  diese  vcrscliif^dcnen  Formrln  ge- 
fundenen Resuitute  mit  einunder  ist  ein  Criterium  für  die  Hicbtig* 
keit  der  geflilirteo  Reckouog*  Deberhenpt  Bind  «bo  die  tm  Be- 
recbnung  von  JÜ  erforderlichen  AiiBdrucke: 

t«og 

21)]     tang;f  =  "^       I*  tang  sin 

cos  {  co»j|^  Bin|«iH»sx' 

An(  äboUche  Art  kenn  man 

;r«=il,  cos  co8/„ 
y,=it.  Bin  I,  eoB  /•■» 
«i  =  Äi  wn  Z.         ^  • 

setzen,  und  hat  dann'  inr  Berechnung  von  JR,  die  folgenden 
Forflieln: 


Cd»«,  eosjr,'  «int,  eotjr,'  ^•"•in// 

f.  6. 

Die  meiste  SrTiwioriijkrit   rnnclit  natürlich    die  Auflösunc"  <l'*r 
drei  (licichtiDgCD  it))  mivr  IS),  ^^ohei  luuo  sich  indess,  wie  es  mir 
sclieint,  zweckmäsiiig  aut  lolgcude  Art  verhalten  kann. 
"   ~  '      «eise  BM  der  lUkait  wegen 
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23) 


und 


|B:^iiD  157  «o  (o)  —  /') 
(5=a  —  cos  (Of  —  F) 
2)=i5r-l-r  tili  (Ol— jp^JT) 


24) 


9'  SB  eiw  1»  ein  (15  7*-!-  G) 

S'ssr— CO»  w  cos  (15^-h<?)     '  /  ' 
(|^'=sin  io  sin  ^ 
jp'=Ä^+r  cos  (w  —  y)  am 

DsBB  erlialteii  die  GleicIiBiigett  18)  folfi^nde  Gestalt:    '  ^ 

=  I /(^  — /) + ^ — ^r)  H- 4(» — ii)  I  • 

«(^ -/)  +  »(y  -  ^)  +  (Tfs  - /5)  =3© 

Setsen  wir  hiib  aber 

/ssPco«  17  00t  r. 

y— ^=/»  810  U  coB  r 
«  —    =     sin  F 

so  nebmen  die  Torstebenfeii  Gleicbungen,  wie  man  leiebt  findet, 
folgende  Gestalt  ao :  •  ^ 

!/cos  U  cos  sin  ff  cos  F-i-A  sin  V=zd=:JE  cos  C 

(2t  cos      cos  F-f-S  sin  ^  cos  F-^  (E  sin  F)P=2) 
(Sl'  cos     cos  Fh-23'  nn  17  eoi  r-4-€'  «in  F)/»=J>'    .  . 


und  nus  dfosrn  drei  GleichüDgoii  mfiMOD  die  Grouen  I7.  F.ba« 
stimmt  wcrücii. 


Aus  der  «weiten  und  dritten  Gleichung  folgt 
•8) 


U  cos  V  cos  F-*-ö  sio//^  cos  F^d  üiu  P* 



Jl'  cos     cos  F-t-Ö'  sin  1/  cos  F-f-Ö^'  sii)  F*^' 
Also  ist 

g  cos  U  cos  F^g  sin  i[/  cos  f  '-j-S  sin  F    J) 

?t'  cos  i/  cos  f'-4-©'  sin  1/  cos  F -|-  (J'  sin  F 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen        '  ^          .  . 

letien» 

S  cos  CTeos  V+&  sio  l7eo8  F+$  sin  FssO; 

TMllI.  S6 
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und  y^ir  haben  aUu  jeUt  zwbcheu  Ueu  lieidea  Grössea  L'  uuU  V 
4i«  swei  folgenden  Gleichitogen : 

^cog  U  cos  V-hS"  sin  ^/  cos  F-t-Ä  »in  F==bJB€os  C, 

^  ros  U  cos  y-^Q>)  siij  /    cos  V-k-^  »in  1=0; 

aus  denen  die  l^eiilen  (#iövs« n  /  und  f  bestimmt  werden  raiisspn. 
Hat  man  L  und  I ,  su  iiudet.  man  J'  tuiitelüt  einer  der  beiden  For- 
mltt  88). 

Setien  wir  der  Kütm  wegen 

31)  iss^ß  &tB  Ct 

■o  werden  die  beiden.  Torhergebenden  GleichMi|^n 

^jycos  U  cos  V-{-g&\u  U  cna  F-f- //  sin  r= 


:6 


[g  coB  L  coB  F+®  sin      cos  sin  F=:0.  ,  , 

Ans  dielen  beiden  Gleicbungen  ergiebt  sieh  nnf  der  Stelle 

/*  eos  (J-\-ff  sin  f/"            I — A  sin 

g  cos  6'-f-^  siu  6''             ^  siu  F  * 

und  hieraus 

9Xi  lA^  «(8  cos  Th-CH  sin  t/)  , 

99}  Sin  cos  r-t-(^^>->iti))  sin  6- 

Ferner  ergiebt  sich  ans  den  Gleichungen  32) 

09<>-4g)  COB  CT  COS  r+(ir&^^®)  »in  l7con  F=:t^, 
und  hieran» 

Durch  Verbindung  der  GleicbuDgen  33)  und  34)  erhält  man 
aber  augenblicklich  die  bloss  noch  die  eiuc  unbekannte  Grösse  U 
entballende  Gleiehvng 

35)  #*j^'-f-(5  008  ^'H-®  sin  UY\ 

=  |(/J>^i4gj  C08'«^-*-(^4>-ii®)  sin 

ans  welcher  niso  ü  bestimnut  werden  mnss.  Hat  nan  aber  so 
findet  man  F  mitteiafr  einer  der  beiden  Gleichungen  33)  und  34), 
oder  besser  nittelit  der  an»  denselben  sich  namittelbar  ergebenden 
Gleichung 

3»)  fang  Fä— «  

die  aan  aiieh  nnter  der  für  die  Uecboung  Iff^rittemeren  Fora 

37)  taug  F=— 1  eos  I/— -  sin  U 
schreiben  kann. 

Voraüfflich  kommt  es  nun  auf  die  BestiinmuDg;  der  Grosse  U 
MU'  der  Gleichung  35)  an.  Diese  Gleichung  bringt  man  leicht  auf 
die.  Fom,^ 
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38)  U  =  <»4)»  ... 

M»®» — te*— \ 

od«r,  VMD  der  Kon»  mgen 

00telit 'wird,  »vf  die  Pom 

40)  cot  l7*  +  9}t  sin  P^-^W  «n     cot  17=0. 

BekaBDtlicli  ist  aber  • 

1     C(tf  2^ 


OOt  Ü^SS 


tio 


2  ' 
1  —  eoa  21/ 


2  » 

2810  U  cos  £r=:Biii  217; 

und  die  obige  («k^cLutjg  kuun  daher  aut  die  Forti 

41)  2t  +  S  +  ^  +  (2  — 3»)  cos  2£/4.2a  tin  2f/=:0 

jrpLrrjcIit  werden,  üin  nun  dieser  Glciclnirt«*'  P  zn  besttnacil)  bo* 
recboe  «loo.deo  UiU^twipiMäl      mittelst  di  r  t'araiel.  ,  ; 


to  ist  nacb  11) 


>  « 


+taag  IF  cos  2  £^4- sio  2  £/^=sO, 
d.  i. 

2^        '        CO«  W 
and  folglich  « 

.  4aj  fia  (If  H-2£/)  =  -=*^*^^t35.oot 


mittelst  welcber  Formel  U  gefunden  werden  kann,  so  dass  also 

jrf/t  !insf«rp  Aufgabe  als  rollstiinilrir  ntif'i^elöst  ZU  betrachten  ist, 
oliLrlci«  Ii  iil)er  dicsell»o  itocb  versiiiie.deuc  ficmrrk innren  zu  niacheu 
sind,  aut  weiche  uir  jcducb  er«t  weiter  uuteu  kuiuuea  werdca. 


t. 


Zunächst  kuinmt  es  jetzt,  wobei  ^.  'i.  /n  ver^Ieicheu  i6t|  uocb 
,  darauf  an,  dass  wir  zeigen,  wie  aus  der  •^o^clteaeu  PoIhSbe  des 
BeobochtiiDgtortt  detteo  fee^eiltritelie  Breite  jp»  oder  umgekehrt 
aM  der  geoceatritebeii  Breite  )p  di»>  Polhöbe  m,  ned  wie  sodaen 
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aut  w  and  q>  der  nach  dem  Bcobachtungaorte  gecngene  ^dbalb- 
■esser  r  geninden  werden  kann. 

Zu  dem  Ende  nctimen  wir  die  durch  den  ßeoliachlung'sort  ond 
die  Erdaxe  g-elegte  Meridianebene  als  Ebene  der  rechtwinkligen 
JClTund  den  Mittelpunkt  der  Erde  ais  Anfang  dieser  Coordinaten 
an.  Die  Axe  der  X  toll  die  DurebschnUtvlinie  der  Ebene  der  XY 
mit  der  Ebene  d«i  Erdäquators,  und  die  Aze  der  F  soll  die  Eidaze 
sein.  Die  positiven  ThcIU-  ih  r  \\pn  der  X  und  F  sollen,  was 
offenbar  verstattet  ist,  so  aDgenommcu  werden,  dass  die  Coordina- 
ten  des  Beobacbtuo^orts  in  diesem  Systeme,  welche  wir  im  Fol« 
genden  dureb  die  Symbole  X  «nd  Y  aelbst  beaeieb'nen  wollen, 
beide  poiitiv  werden.  Dies  vorausgesetzt  haben  wir,  wenn  der 
Halbmesser  des  Aequators  der  Erde  und  die  halbe  l'>daxc  rrspecftvf 
durch  a  und  6  beaeicbnet  werden»  zuvörderst  die  ioigende  .(»lei- 
cliung: 

**)  (f)'+(T)'=»- 

Ferner  ist  die  Gleichung  der  durch  den  Beobachtongiort  auf  sei- 
nen  ^liptiacben  IHeridiau  gezogenen  Nomale  naeb  m  Mncif^an 
der  böhem  Geonetrie 

wo  die  verandeilieben  oder  aacenannten  lanfinden  Ck>ordinaten  In 
dem  angcneBBMnen  Sjitaaie  dureb  die  deuticben  Bncbitoben  S 

und  9  beseaehnet  worden  aind,  and  der  Difierenlaalqnolient  ^ 

nna  der  GleicbunB^  44)  entwiekelt  werden  maat.  •Weil  non  be* 

Icanntlieb  die  Polhöbe  w  der  neunzig  Grade  niebt  übersteigende 

Neitrunc'swinkel  der  durch  den  Beoltnclifiinc-snrt:  jreleglen  Notmrilc 
dos  Krdspliäroids  t»;eijien  die  Kbene  des  Erdäquators  ist,  und  die 
Coordinaten  X,  1  nach  der  oben  gemachten  Voraussetzung  beide 

Eiaitiv  aind;  ao  iet  nacb  der  ana  der  annlytiscban  CSanmetrie  be*  • 
annte  Tbeotia  der  geraden  Linie  In  der  Ebene  allenbar 

4o)  taog  cu  s  — 

■ 

Ferner  tat  aber,  wie  aaglaicb  in  die  Angen  fiilten  wird, 

F 

47)  lang  SP  =  ;]f» 

und  nacb  den  Gleicbnngen  46)  nnd  47)  babcn  wir  daber  die  Re-. 
latian 

Olflbrentilren  wir  mu  die  Gleiehnag  44),  ao  erbalten  wir 
nnd  falglieb  nacb  48) 

**>tMlgW—  Ä^» 
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SO)  taug  f  =  ^  teog  w,  taog  tong  y> 


1 

oder,  wau  nan  dia  logeaapiita  Ab^lattaag 

— j— =  «,  also  ^sal  — » 

aetiti 

51)  tang  5p        —       laug      toog  ft>  =  ^^^^,. 

Dar  nach  dam  Baobacbtniigiorte  gezogwa  Brdnidiai  r  kana 
■oa  abar  auf  folganda  Art  gafimdaa  wardan.  Wail  nach  47) 

F=  X  tiiag  9> 

iat,  aa  iat  nach  44) 

•  ■■dfa%Uch 

•  a^b*  .  gV/»  cos 

'  «in  CO»  9"' 

Nya  iat  abar 

r«  =  X*  -t-  P  =s  X*(l  +  trag  9»)  s  X*  iee  9*. 
Alao  ist  . 

^)  *•*  =#•  tm  coa  9»»  '''~1^«*<iQ9*^A*caty>' 

Auch  ist  , 


r»  =  


Nttcli  4Ö)  ist  aber 

**  ^  ttng  w  ria  ■>  aoa  y 

]F      tan^  y      008  t»-  iio 

und  folglicb 

^•+^  ««»    =5r£  ^^^^  **  «  9)» 

d.  i. 

€01    -h^  •«    — ^  - 

Also  ist  nach  deai  Vorbergeheadeu  oITonbar       ^  ' 


»)  -=-K 


cos  iU 


cos  (ü>  —  q)  CO«  y* 
[irli  de  in  Hcobncht 
^     Brdbalboiesser  r  immer  sebr  leicht  mit  Hülte  der  l^ogan 


mittelst  welcher  Formel  der  narli  ikm  H.  obnchtuDgsorte  gezogene 

bt  mit  Hülte  der  LogantftMii  aiia 
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den  Halbmesser  «  des  Aequatoni  nad  aus  w  und  ^  berechnet  wer- 
den kann. 

■  ^.  8. 

Besserer  rebcrsichtlirhkrit  «lo«?  Cannes  der  Rechnung'  T^-vcren 
woUcu  wir  uuti  uoch  die  sammtüchcu  hormelo^  welche  man  bei 
der  Ausführung  der  RechnuDg  in  Anwendung  zu  bringen  hat,  hier 
SQianmeBBtcltcn ,  welchai  auch  deshalb  notbwendig  ist,  weil  wir 
ZD  der  obigen  Auflösung  aacii  einige  nicht  oawichtige  Bemerkun* 
gen  zu  mrirben  haben. 

Als  gegebeu  werden  die  folgenden  (•russeu  augenommen : 
Der  Halbmesser  des  Aequators  der  Erde  =«• 
Die  Imlbc  Brdaxe 

Die  Poliiöfie  des  Bepbachtungaerta  so). 

Das  Azimutii  der  Wölke  =A» 

Die  Höhe  der  W  ölke  ' 

Die  in  Standen  aniffedriekle  Stemxeit  der  Beolnektnnff  =s  7*. 

Ausserdem  muss  ancn  noch  die  geographische  Länge  des  !>< - 
obachtun«^sorts  weiiijrstcDS  näherunp^swcisr  lickjiunt  sein,  damit 
man  au»  deu  t^dienieriden  mit  der  ertorderlicheu  SciiartV  fiir  den 
Zeitpunkt  der  Beobachtung  miUcIst  der  bekannten  Interpuialious- 
'metiioden  dl^  Eeelwieension  «  und  die  Deelinatton  ^  der  tSonne^ 
ihren  avi  den  Uittelpnnkte  der  Krde  gesehenen  scheinbaren  Halb- 
messer und  ihre  Eottemang  ^  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde 
berechnen  kann. 

Nun  bcrechQ,e  man  ;£Uür&t  diu  geocculrische  Breite  if  des  Be- 
obachtungsorls  mittelst  der  Formel 

tang  f^j^  tnng 
oder  mit  HQIfb'der  Abplattung 

*=  — 

mittelst  der  Formel      '     ,  * 

tang  y  =  (1  —  iij*  tang  w. 

Hierauf  snebe  man  den  nach  dem  Beobacbtnngsorte  geiogenen 
Erdradius  r  mittelst  der  FohmI 

r  cos  (m-^f)  cos  ^ 
Dann  bereebne  mita  den  HSIfiiwinkel  B  mittelst  der  Formel 

am  ©=— » 

und  hieranf  den  Winkel  C  und  die  Entfernung  B  miitelit  der 
Formeln 

■in  C=%  ain  1(^  —  01)  cos  + 

und 

1'  • 
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HMUe  raan  in  Pol«  der  BioriclitiiBg  de»  %bc«ieri4leii  au  deneel- 
ben  nicht  die  EouerauDg  Q  der  Soane  im  den  Mittelpunkte  der 
Erde,  sondern  die  sogenannte  Horizontalpat^llase  H  der  Sonbe 
HBter  de»  Aeqaator  genemmeD,  ao  wäre  ' 

miA  folglich  der  ttüifawinkd  e  mUOtt  der  Fonael 

IQ  berechnen. 

Nun  berediDe  aiao  zunächst  die  Coordinatea  /,  g,  h  auUelat 
der  Formeln 

f^=s.'^E  cos  a  cos 
gzsz'^E  sin  a  eos  «9, 

und  die  Uültswinkel  F  und  Cr  mittelst  der  Foraela  > 

•  ■ 

taug  jP=:co8  X  cot  /a^ 
taug  €72»:  OOS  «>  ein  ü.cot  ^ 

DaoQ  suche  bwd  die  aiilisgriMsea      £j  ({,     aiittdst  der  Formeln 

!{=  cos  ISTeia  (Ol  — JP), 
»  =    sin  157  sin  (»  ^  F), 

  TOS   ((L»   F)^ 

ij=     sio  ((o  —  y  —  jP); 

and  die  Baifagrdssoo  Sf,  9\      e  nittebt  der  PonaelD 

ir=     cos  a>  stu  (15r-4-  CO,  ^ 
SB'-»  — t»s  w  ces  (15r-|-^/  . 
(S's    sin  o»  sin 
(Sfa  •  am  (la— sin  €9^  ■ 
hierauf  die  Bülftgrfissev  t>  und      aiittdst  der  Foraida 

3)'  =  -/3l'  -  A,'-23'  —  /t'^'  ~h  r(f ■  , 
dann  die  Hülfsgrössen  g,       {>  mitterst  der  Formdn 

woraus  man  mittelst  der  Hülfugrösse 

i  1=2:  rt      cos  C 
ferner  die  Prossen  $t,  ^,  9)2,  91  mittelst  der  Formeln 
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findet^  hierbei  ober  zu  bemerk on  Imt,  dass  jede  der  Grössfn  5?.  2^ 
93^,  tHy  wenn  auch  4  zwei  Wcrtlie  l»at,  dorli  nur  einen  VVerÜi 
hat,  weil  ia  den  vorhcrgehendea  Forniela  uur  t'^  vorilomint. 
flienuf  sncbt  nao       WHgwMtl  W  aittelit  der  Poniel 

tmig  ir=-^, 

und  daDB  Ü  Bittelat  der  Fornel 

■in  --«tl^tS  ^  ip, 

BeieieliDet  nun  12  den  Werth  von  W •\-  2L\  welcher,  absolut  ge- 
nomnen,  «m  kleiaatee  int,  so  ist  bekanntlich  entweder 

oder 

wo  /e  jede  {lo&iitve  oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnen  kann, 
and  foiglidi  entweder 


2  £^=s  -  (Ä  H- IT)  i 


oder 

alao  eatweder 
oder 

Folglich  i&t  entweder 

«in  6  =  (—  1)*  iin  {{^  —  HO, 
eoa  V& (—  1)^  €90  MM  —  H') 

oder 

ein  Uss('^l}t  ilD  yar--iJ—IF), 
eoa  U=  (—  1)*  eot  i(jf  —  Ä  —  IT); 

aUo  nach  dem  Obigen  entweder 


ain   «{g  cos  Ki^-;r)  +  ®  sin  ^H^fFH 

CO«  ^'ssf—ivt  -  .  
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na  F=  '18  ">«      — fl  — /r)-t-a)  »in      — i;  — /r)|  '' 


Folg  Ii  eil  ist  entweder  *  l 

1^  cos  4(^2  —  ^f' ) 


(/^  —  A^)  cos       —  lf  ')-i-  {gi>  —  hi^)  «in  ^ — IT) 
■in  C^coa  F—    '  »6  »in  \{si-iV)  

t/i)  -  /«ö)     ii^i-  -     -f-     —  my  sin     — /p-)» 

^  y   ijg  C08        — rr)-f.@  sin  ^[Sl~~JV)\   

.    (7l>  -  ^8)  cos  i(Ä  -  ^)   uf)  -  4®)  Mu  iiii^i:^ 

oder 

cos  17  coi  r=   ro.  4(7.  -  n  -  yp  

.in     eoi  r  «in  jCn  -i^-JD   

.  (/|)— Ag)  cos       — W)-frU|)— ^(»— Ä^lf)- 

Ornkt  mau  sich  nun  diese  AuKtlriicke  in  die  «IIS  de«  ObiffOD 
bekauuteu  Aosdrücke  voo  J*,  nämlich  in 


1  eoa  £/  cos  f'^-^  »in  U  tm  F-^ü  sin 

9'  cos  V  cus  F-f-ö'  sia  V  cos    -*-(£'  »in  ^ 
eiogefiiiirt,  und  dann  die  Producta 

P  cot  ü  tOB      P  sin  ^  cos  F,  P  sia  F,  * 
ols  die  Werths  von 

^--A  y—g'f 

entwickelt,  so  ist  klar,  liass  die  Grösse  i  ganz  aus  d^r  RechniiBff 
herausfällt,  und  mao  daher  für  jede  der  Diflereozen 

nicht,  wie  es  nach  dein  ühiffcu  scheinen  könnte,  vier,  souJ* m 
bloss  zwei  Werths  srbsit  Zoricicb  erhellet  eher  such  aus  dem 
Bisherigen  mit  völliger  Deutlichkeit  dass  mau  für  U  bloss  die  bei* 
den  Werths      — IF)  and  Ä  — IT),  oder  dsss  mb  bloss 

SU  setsen  broiicbt. 

Bot  man  so  findet  nuD  F  an  leiebtesten  nittoU t  der  aus 
deM  Obigen  bskoBBtea  Forniel 

tang  F  =  — I  cos  «/-^  sin  U. 
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Ist  ^'  der  Wertii  von  F,  welcher,  absolut  gfoommeD,  am  klein- 
■Ce»  bjtj  so  ist  bekaniillicli  oligeaieiB. 

wo  jede  positive  oder  uegütive  ganze  Zahl  aein  kann,  und 
folglich 

sm  r=r(— 1)^  sIq        cos  F=(— 1)*  coa 

woraus  inun  sieht,  dass  die,  geraden  und  ungeraden  Werthea  voa 
Jd  entsprechenden  Wertbe  von  sin  F  and  cos  V  inner  entgegen- 
gofetsle  Vorzciciiea  babea.   Ob  man  neu  lur  ßi  rino  gerade  oder 

ungerade,  übrigens  an  sich  wilU^ührliche,  ganze  Zahl  srt/r  n  mtiss, 
ist  iiach  deu  Vorzeichen  zu  beurtheilen .  weiche  «in  V  ttmi  coa  V 
zufolge  der  aus  dem  Obigen  bekannten  1  unueln 

.     —  m  cns  U-i-®  sin  rO  : 

litt  r»—   


coa  Fs= 


i/Pr-H)  CO»  — A(ä>}  sin  £/* 


i/^t>~Aö)  cos  t'-t-^^jp  — !>in  U 

hüben  müssen.  Weil  inaii  aber  nach  dem  Vorhergehenden  bekannt- 
lich Bowi)bl  epB  €i  anch  i=s  —  i?  oaa  Caetsen  ItaeD« 
es  aber  auch  gens  gleichgültig  ist»  welcbee  von  beiden  nao  thiit, 
da  i  aoi  Ende  aui  der  RediDUBg  gMx  beraosfallt,  ao  kamt  mm 
offenbar  immer  • 

eetsen. 

Hat  m;(n  auf  diese  Weise  auch  F  gefondeo»  80  berechne  nao 
P  mittelst  einer  der  beidea  Formelo 


%  cos  U  CO»  f  -H^ö  ^  f/'cos  k  -i-il  sin  F* 


a-  cos  U  cos  F-f->J5'  Ml«  6'  cos  F-h(i'  sin  f* 


uuil  hierauf  die  DitTereBzen  a: — p  —  gt  »  —  A  mittelst  der  For- 
meln 

OT  —  f=P  cos  U  cos  F, 
y  —  g-  =  /*  sin  f7  cos  F, 
M^AssP  sin  F; 

oder  die  Coevdinateii  or,     %  mitteilt  der  Formeln 

^ä/-|-/»cos      cos  F,  ' 
^=^-^P8ia  1/ coa  F, 
«ssÄ-f-Pein  r.  . 

liuun  berechne  mau  or,,  y,,      mittelst  der  Formeln  , 

— r  ub'(^— 9)-f-<r  sin  a»  cos  157H-y  ud  ii»  «b  töT-^  «og  o», 
siB  15 Th-h^  eos  15  7\ 
Xgts^r  cos  («>— cos  tu  cos  157M-y  c^sAi  siB  15T-i»«  nnwi 
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und  bebaue  bloss  tkisjrntp^e  <icr  beiden  Systeme  von  .r,      %  und 
^'^'*  positiver  Wertb  von  cuUpricbt. 

Nun  bcrecbne  mbh  endlich  noch  i{  nod  mitteUt  der  For* 
■ein 

tong  S=i|-5 
ir==^  «of  {,  tsng  sin 


und 


cot  {  con  jf*         sin  I  cos  jr*         sin  / 

MWm  S:  v  SS   7.  ,  JV« 


cos       cos  •       siu  /j  sm 

^uf  diese  Wewe  ist  nun  die  Lage  der  Wolke  im  Rttume  Tulikooi- 
■en  bestimmt 

Will  luüQ  die  f^emesseue  Höhe  der  Wolke  von  der  Strahlen- 
breebunj;^  befreien,  so  muss  mau,  wie  hier  ans  der  Lebre  ron  der 
terrestnscben  Refractioo,  die  doch  *)  bei  nnaerm  Problem  jedenfalle 

in  Anwendanpf  zu  bringeu  ist,  als  bekannt  vorausg-esetzt  werden 
kann ,  dio  Imrizontale  rintfiTtHinir  ,|or  Wolke  von'  dem  Bcohach- 
tungsorte  wenigstens  uäherungis weise  kennet].  Um  daber  im  Stande 
xn'  sein^  die  Refraction  )n  Re4äiBttng  zu  bringen ,  kann  mab  nur  so 
verfabren,  daa  man  nncb  der  im  vorigen  Paragraphen  ffegcbeneu 
Anleitung  zuerst  mit  der  uncorrigirten  Höhe  der  Wolke  deren 
Coordinaten  y,»  berecbnet,  und  daraus  die  horixootale  Enl> 
fernuog  ^  . 


wa  das  ebev«  «der  untere  Zeieben  gennmmen  werden  mun,  jenneb- 

,r       .  .  .  • 

dem  der  lirurli  -  '  V  eine  positive  oder  eine  negative  Grösse  ist, 

der  Wolke  von  dem  ßcobactUungsortc  herleitet,  dann  die  gemds< 
sene  Höbe  auf  die  ans  Gcjpäftaie  binreiebend  bekannte  Weise 
mit  fl&ife  des  bekannten  Cneflicientcu  der  terrestriscbcn  Refraetion 
wegen  der  Strablcnbrccliunp^  porrigirt,  und  liii  iauf  nucli  der  im 
v«ritr«'n  Fitrdgrapben  gegebenen  Anleitiiiii;  mit  der  eorrigirtcn  Hohe 
de^  Wolke  deren  Courdinateu  von  Neuem  berechnet,  wobei  wohl 
knnm  noch  besondert  iiemerkt  an  werden  branebt,  dass  man  dieses 
Verfabren  nach  der  bekannten  Metbode  der  successiven  Nibeningen 
beliebig  oft  wiederholen  oder  beliebig  weit  fortsetien  kann. 

D. Nicht  die  asironomiscbe  Refraction. 
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XXXII. 

Aufgaben  Uber  das  Maximum  und  MHiimnm. 

Voo 

Herrn  L.  Mossbmgger 

Lehrer  der  Matbeiuatik  an  der  Cauiuiuischule  su  Aarau. 


I. 

'  Et  ist  ein  rhombiscbes  Octaedcr  geg^ebeo:  ea  aolldai 
grüaate  ilreasclitigo  Bllipioid  io  d»taelbe  betchriebM 

werden. 

Ea  sei  AÜCDEF  (Tut.  \  .  Fig.  1.)  das  gegebene  Octaeder^ 
nclimen  wir  seine  drei  Diagonuleo  AC^  BD,  EF  rcspective  ab 
Acbsea  der  y  und  ihren  Durchathnitt  O  zuai  CoordiBateMD- 
fang,  und  setzen  AC=z2a,  BD -=.11^  Er=:'2c\  so  «rlwlteA  «ir 
für  «tie  Gleidmngeii  Mioer  SeitcoflacbeB  foigeade: 


Die  Gleichung  der, Fläche  ABE 

ist: 

....1) 

T        -        -      -  ADE 

M 

££ 

....«) 

-  CDE 

V 

ex 
m 

....3) 

^  BCE 
• 

1» 

Jl  A 

ex 
m 

.  AEF 

m 

,...5) 

'  ,   -  ADF 

• 

cx 
m 

....•) 

-    •  -        -  CDF 

• 

....7) 

-  ECF 

4f 

Bexcichueii  wir  mit  or,,  y,,  s,;  .t?,,  y,,  a,;  .r,,  y,,  ae,;  jr«,  y?» 
»4»  y*»  Ä,;  .r.,  y,,  ;  jc.s  y, ,  a,  -,  ar,,  y,,  a,  die  Coof*; 
Daten  der  Berührunp^spunkte  des  Bilipsoida  mit  des  raiMCtiTeD  S«' 
tenflächen  ABE,  CDF.  ADE,  ECF,  CDE,  AEF,  BCE^  ABf  \ 
•o  liaben  wir  loigtnde  BedingiiBgigUicbwBgeii  t 
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T        T     *t ) 

2  —  X,  =    'j-  (sf — y,)  —     (or  —  ar,) 


TT 


(y— yj  — —  (ar  — O?*) 


.      *T=  — y(y— yi)-*--^(^-^»> 

Ans  diesea  folgt,  aber,  diiw: 

<«?a  yis»— y«  ».51 

^,  a=  y,sss— y«»  «,  =  »,;| 

— yj.=  y*. 

ar,  =  y,  =     y„  af^^  — 

— ar„  yj  =  — y„  ä 

■ 

Sdioft  MD  dktoi  ülcMfMfi^  fwiieheo  CoortiMfoB  -der  II«« 
rühniD^spunktc  könoen  wir  schliessen,  datt  der  Nittelpunkt  des 

Ellipsoids  im  Coordinaten -AnfanLT  O  Vio'j;{[  wir  wnlleo  jedock  die- 
le« geQaii  atif  rein  aoatjtisckem  Wege  nackweiseD. 

Es  s«:i  iJHmlicU:  _  . 

^«•  +  ^y*-|-^*+9ii^^-i"^M-4-3^'ys  ) 

die  GleickoDg  ües  getiuckteu  Ellipsuids,  so  ist  die  Gleichung  der 
Bbme  irelebe  dieae  rliebe  bcrtthrt: 

wo  X',  1'',  Z'  die  Coordioafeo  des  BerüLruugspunktea  aiod.  Wir 
finden  aber 

Soli  Dun  die  erste  der  Ebenen  ia  9.  (also  die  Ebene  ABE)  das 
Eilipsoid  im  Punkte  o:,,  y,,  %^  berühren,  so  muss  jene  Gleichung 
alt  der  .In  11.  identiaeb  seiii»  iro«  wir  in  diei«  die  aoeben  ge- 


m 

4 

fandenen  Wertlie  von         vmA.  (^)  eiDfübren,  vnd  al«4«BD  tUtt 

or,      s  die  Conrdinaten       y^,  s,  dei  Berfibiiiiigtpaiiktcs  tetseni 
.  dadurch  erhalten  wir  aii«r: 

oder,  wie  «ich  hieraus  leicht  ergiebt» 

.  (Ä'<?-C»)Är;^-{eW^'«)y.+(^<^— i?'<r)»»+^c— €^«==0. . .  U> 

FJ)Pnso  erhalten  wir  iiiiftelst  der  übrigen  Gleichungen  in  9.,  wenn 
wir  die  in  10.  geluDÜenen  GleicliUDgen  zwischen  jr^,  »i  i 
^3,  y2>  *3         ^»  berocktlchtigen: 

( B'c-J'l*)a: ,  +( C'c-  nO)y,>^(Ac^  rh)%  ^—{.rc—B^l)^  ...15) 
— (ÄV-H^'Ä).*,— (  ,  -4--r£vf-//  '^0  ...21 ) 

{B'c^J'fAv ,  —{C'c—n(,)fj,-^(Jc  —  C'ö)z,-^A"c  —  /r7>=0  ...27) 

Ans  13.  14.  15.  1<).  folgt: 

AttczssiSn^aCm. 

Dieses  in  n-nlid  10;^  eiftgeföhrl^  «Mnii  beide  GleidraBgea  addii^ 

giebt; 

Dieser  Gleichung  kann  aber  nur  für  vl"=0  Genüge  geleistet  irer- 

den,  roitliin  ist  aurli,  Ä"  =  0,  C"r=a. 

Aus  den  uemliciieii  Gieichungeii  17.  und  19.  erhalten  wir  auch, 
mit  lierücksichtig-ung  der  soeben  gefundenen  Werthc  v(m        i^",  C**! 

( C'c  -4-  =  (Ä'c  H-  v^'ÄJar,      (^c      6"^)»»  i 

aus  IS.  uud  20.  ist  aber: 

QBd  ans  14.  ist: 


uiyiii^ed  by  GöOgle 


Addiren  wir  die  beiden  letztern  Glcichung-en,  tt>  erbalten  wir: 

C  c  —  yla  =  0  sidQ  C'o=^A'a     . .  29)  , 
Ottdureb  iat  aber  aimli: 

{Ac^a^m)»^  =z^{»ü^€kd^,  . . . « 30> 
Ferner  folgt  au  21.  nnd  23. 

iAc^  C'b)%,  =(ir^ H--J'i)Är,  -|-(C'cH-'B%.  . . . .  il) 
«■4  aaa  IX  fit:  '  •  •  ' 

{Ac  -i-  ab)x. »  =  —  (Ä V     A:ü)a:  ^  -f-  (  C'c  H-  //%^  32> 

»lao 

(y#r-h  C'b)x,  =  {C'c^B6)y,  ....  33)  ' 
Eben  lo  fiadM  wir  an»  22^  .2d.  26.  <  ./ 

{Ae'hJS'a}Miiss{B'e'i'  Cio^^  . . . .  S4> 
Addiran  .wir.  die  Gleielinageii  30.  und  'S!,  f o  ist    '  ^ 

AcMi  =  Ciar^,  ....  35) 
Subtraiiireu  wir  uLcr  30.  uud  31  vuueiuuudcr,  i&t: 

=!i9Vjr,  «der 

Auf  äboliebe  Art  finden  wir  ant  ^.  24.  2d. 

(^<7+u#W)y,£=0  oder  Cr<?=ä— ^«  i-iS'Sf) 

tVtr  benierkten  aber,  dass  die  Gleichaagea  20.  30.  i^id  3t.  und 
die»  welche. wir  aus  1«  erbailen»  wenn  wir  statt  o:,  y>  »  die  Coor- 

dlaaten  jp»,  y,,  setsen/  nettUch  =  i? — —  nvr'ali- 
daan  sogleich  bestehen  kKnaen,  weon  wir 

^'  =  0,  r'  =  0,  i/'=:0  38)  «  • 

setzc.ü.  Führen  wir  die  gefundeneD  Wertbe  von  A'^  C; 
A"y  U'\  C"  in  irgend  zwei  der  Gleickangen  13.  14«  vnd  11  0.  «. 
w.  eio^  SA  erbaitea  wir: 

y»  ^i^ci^t  39) 

Die  Gleiehnng  11.  erhilt  alsa  die  Fern: 

^«»H-^y«-f-C«^  — 1>  =  0  ....40) 

Aus  30.  Bttd  der  Gleichong  x,       — ^      ^  erliaWea  wir: 


rcc ,  .Ader ) 

*  (....36) 
•i  ' 


y,     tf^^BC-^  aH*AC^^c*AB*l  

D»  der  Pnokt  (ar,,  y,,  «,)  eheBfalla  anf  der  OtteiOiklie  de»  KlUp. 
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soids  liegen  m«m,  m  mm  M«fc  d«r  Gleicboog  40.  Genlf«  gdn&« 

Biet  werden,  u<'nn  w'w  '!Ic  sf)p1)cn  g-cfundenen  Wertlie  voo  jt,,  y,, 
itatt  :s  in  dieselbe  ciulülirea;  dAdurch  erhalten  wir  ab«r; 

Sntitn  wir  in  dieier  Gleidinng:  3^=='»  3?^*>  H^^* 
"5^7=  ~5  so  erbauen  wir: 

Aus  -iO.  erhalten  wir,  wean  wir  zueräi  a:  und  alsdann  und  x, 
und  eadlich  y  nnd  x  gleich  Null  setzen: 

.=±\/|.,=-|/|,,=d=V^|....4,) 

Dieses  siod  die  (»rossen  dreier  zua^eunlrirtcri  halben  Diirchmesser 

des  KUipsoids,  die  mit  den  Diagoualen  UJJy  AC  des  rhombi- 

,  neben  OeUaders^  snsamflienfallMi.    Beneiebnea  wir^  die  Winkel  je 

zweier  dieser  Diagonalen  a,  lt\  c\  c  rcgpective  mit  a; 
'  ferner  die  Hallxtcnsen  des  EIHpsoids  mit  ^       (£,  ao  ist  bekannt« 

lieh  der  Körperinbait  desselben  =:f^t^(^7r. 

Sind  aber  alU^emein  df, ,  drei  zugeordnete  Durchmesser 

und         a  die  Winkel,  welche      nnd  d^^  d^  und  if»,  d^  nnd  d^ 

eittscblieBeeOj  ao  lit  bekanntlieb; 

=  rf,       V^i  ^  coa  «•  —  eoa  »  — eoa  y* +2coi «  coe  /9  cos ; 

foiglicli  ist: 

Hinimns  s=  ^|/(l-^o  eoa  /»«•-eoi  ;r*+Seon  «  eoa/}  tw^y)^^ 
oder,  wenn  wir  die  obige  Bezcicbnuug  gebrauchen,  und 

^V^i  —  cos  a*  -—  cos  p  -  —  cos  2ctrs  a  cos  p>  cos  y  —  H 

Minen:  , 
,  Minimnm  =Ä'y^, ...  45)  , 

Wird  V  als  eine  Fanction  von  /  und  w  aogeseben,  nnd  saetnt  nneb 
V  nnd  tt  alsdann  naeh  u  nnd  t  diflferentürt,  ao  ist: 

Differentüreo  wir  endlich  noch  die  Gleiebung  43.  nach  v  und  w,  so 

erhalten  wir 

Arn  M.  nid  47.  erhalten  wir:  . 
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DHrdb  Snbtrictlon  di«Mr  Gleiduuigeo  erlaUen  irir: 
Di6M  Werth«  tob  «  'md     fn  43.  mlMtitnirf»  g^ben: 
wMnm  wini  dl«  Gfeieliiiii|p  40. 

(^)'+(^)-+(^}'=i.....«)  . 

3a  2/1 

Eb  sind  daher         p^^)  ^  diejcuigeu  drei  augeordneten  Dureh- 

mi>Häf>r  des  Ellipsoids,  TrcIrTie  mit  den  drei  Durcbniesseni 
uud  £F  des  rkombiiicheu  OcUeder»  zUBammeofulien. 

Kodlich  finden  ivir  die  Coordinaten  der  Berfihrungspnnkte ,  in. 

dem  wir  jede  der  Uieiciiungeo  ii.  im  ZkUler  uad  Neooer  mit 

D    D  D 

Tenrielfacbeo ,  «ladaiiD  tialt  -j,  -^t       die  gefntidenett  Weilhe 
4* 

-jp  -^9      seUeii»  wodurcli  wir: 


£1 
«* 

c 

I» 

a 

*» 

c 
3» 

«r 
«» 

11%  —    g » 

«a 

a 

h 

f 

a » 

a 

*« 

t  > 

1» 

»♦ 

0 
s  * 

J 

*t 

3» 

k 

yt=— y» 

«I 

T» 

erkalte 


f 


IL 


El  {«t  «In  Psrallelepiped  ffegeben;  Man  soll  das 
kleiofte  Ellipsoid  um  dasselbe  Descli  reiben. 

Wir  nehmen  dif  drpi  in  einer  Frkr  /'  (TCaf.  V.  rig.  2.)  drs 
Paralielepipeds  zusammcnatossendeu  Kauten  //,  Fit  und  FP  als 
die  Axen  iter       y»       die  Grössen  dieser  Kaotea  selbst  seien 

TbcilU. 
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respfctive  6,  c;  ferner  beseiehoeo  wir  mii  ß,  a  Ü6  Winkel, 
welche  diu  Kanten  a,  6\  a^c  und  ^,  c  einsehliesBon.  Die  Oleieliang 
der  tm  befttinBenden  Pliclie  aelbaf  sei 

'^%A''»'^%ß"i^-h%Ca;  +  J)  =  o]   ' 

SeUen  wir  in  dieser  Gleichung  ^=0  und  ^=0,  so  erhAlton  wir: 

Die  Coordinatenwcrthc  ^=0,  y=0  enNprcrhfn  den  beiden  Punk- 
ten F  und  jP;  für  den  erstem  musä  die  Ordinate  »  gleich  Null, 
und  für  den  andern  gleich  c  werden;  der  gefundene  Ausdruck  gibt 
aber  den  eretera  Wertb  nur  wenn 

4 

iüt,  uud  wir  erliaUeu  dtilicr  auch  lür  den  Punkt  P: 

— ^  oder  ^"ss— 

Die  Gleiriiung  1.  reducirt  sich  aber  dadurch  auf; 

Auf  c^leiche  Art  entFprecben  deu  foordinaten  je-=za^  y— ^  in  die- 
ser Gleichunt^  zwei  Wertlie  v<iu  x\  der  eine  ist  Null,  uod  hr/.eich- 
net  die  Grösse  der  Ordinate  in  J'^  der  andere  ist  und  gieht  die 
Grösse  der  OrdiosCe  des  Ponktes  M  ao. 

Dorch  diese  AnnshBeD  eriialten  wir  avs  der  Gleiebvag  % 

  2ffu^äc  _j_  y^i2B'a  —  jtc)*     4.d^ia» -f. 2C  ") 

Cm 

Damit  hieraus  x=:0  werde,  muss  Ca-^^CT  also  C  =  -^-^ 
seio$  för  die  aadere  Ordinate  ist 

TBm-'de  . 

e  =  ^  J— . 

Warans  wir  ä'ätO  finden,  Bndnrela  gebt  die  Gleicbnng  2.,  über  in: 

Dio  roordinaten  der  Punkte  //  und  H  sind  .r  =  0.  y=i  fj^  n  =  0 
uud  ^  =  0,  y=^,  «  =      Für  ^  =  0,  y=:^  ist  aus  3.: 

»=  äl~=^  2i  • 

Ans  dieser  Gleicbnnjg  ist  wieder  wie  Torbin  lilr  ssO  vnd  «sse: 
milidii  wird  die  Qleicbvng  3.  xu: 

Mi*  +      +  Gp*    ^'^y — Jas^  Bby  —  Cmm      •  • . ,  4) 
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Ganz  wie  so  eben  finden  wrr  mlttotst  der  Punkte  A  und  L,  deren 
Coordioateo  .7'-=.a.  y=ih^  %  =.  r  und  r  =  flr,  y^rzö,  5=rU  siad, 
den  Werth  vuü  ^i'=;U,  »u  dusa  äicb  ülso  die  Gleichung  4.  auf: 

raducirt. 

V  erlegen  wir  jetzt  den  Coordinaten-Anfanp;'  in  den  MiUelpankt 
ü  des  P&raUele|)ip«dg,  uod  Dehmen  a/,  für  die  ueueu  Coor^i* 

•o  wird  die  6leidHU|^     M:  . 

^» «  4- y » H- 6    »  -  ^  -  ^*  -  ^  ==  0  . . . .  6) 

^         C  B  t 

Setzen  wir  -^=:/,  -^  =  «1,  also  ^  =       und  lassen  die  Acceote 

weg,  so  iat: 


st 


7) 


Aus  diesen  Gleiebnng>en  erhalten  wir»  wenn  wir  zoerst  ^  —  0  und 
y=0,  alsdann  ^  =  0  uod  x  =  Oy  und  endlicli  y=0  und  «  =  0 
annebneu: 

a  ■ 

Dieses  sind  die  Grössen  der  drei  halben  Durchmesser  des  K!lip« 
sotds,  die  dureti  den  Mittelpunkt  des  Parallelepipedii  geben,  uud  mit 
deo  drei  in  F  zvmminMtOiaaiide«  KMeA  dieMclbe«  pMoltoF  sind« 
Beseicliuen  wir  wie  iit  I.  di«  drei  Adiaeii  des  ElH^ida  mit  9,  9, 
so  b«li«i  wir: 

MiB.s^|^  ^(<j^-l-^»<4-a*ii)*.(l-coso»-cos/iJ'-co8y*-fJkosaco^co9/), 

nmk  wenn  wir  i(sl—ettta*'-*eos/}f— coa/*+8costt  eos^  coa/ 
setsen: 


ilininu  =  ^/^^  ^   lO^'"-       •  •  •  ♦  8) 

Differentiiren  wir  soerst  nacb  ty  alsdann  nacb  mid  letieD  die . 
DiiiweiitMlqiiecieBteii  gleiell  Reil,  ao  erfialteB  wirt 

•  =o....»J 


llA  Ut 

Diesen  Gleicbuogen  wird  Genüge  geleitet»  wenn: 

27' 
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Sft,  woraus  wir  ^^ji-,  •'  =  ^  erbwt«ii.g 

FuUreu  wir  diese  Werthe  von  t  und  u  in  die  Gleichuogf  7.  eia, 
•o  findea  wir  ftr  dfo  Gleicbuog  des  gemcbteii  Bllipsoidi: 

Der  Inhatt  destelbeo  ist 

s!|^l/3(l  — CO«  a*  —  cos     —€01  f*-|-3MMi  a  cm  /9  cos  x)- 

Aus  <l<"r  GleicliUQg'  11.  pplteo  wir,  dass  c\/%y  fj\/^^  a\/"<i  diejeDi- 
gen  drei  zugeordaeten  Üurcbnesser  des  KUipsoidu  siod^  welche  mit 
den  Kanten  des  Ptallelepipeds  parallel  lanwa. 

III. 

Bs  soll  Uta  ein  gei^ebeiies  Dreieck  ACB  das  grSsste 

Parabel  stück  beschrie^>on  werclrn. 

Ks  sei  die  Hübe  des  gegebenen  Dreiecks  gleich  ^^=«, 
und  Jß  =  c  (Till.  V.  Fiff.  S,). 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  ist: 

y#f/»  4-  Cr*      Z?y-4-  E:v-i-  F=  0  ....  1) 

Weil  in  diesem  Falle  der  KegelscbniU  eine  Parabel  sein  soll» 
so  haben  wir: 

fblglicb 

  Bx  /{/)  —  2.-iii)x  +      ~  \AF 

Da  fiir  i^sO  einer  der  beiden  Werthe  von  y  ebea&lls  »Q  Rdl 
wird,  so  MOss  aoch  /"sO  werdea;  authin.  ist 

Dft  aber  ancb  fihr  4r:=s<;  eta  Werth  von  y  venohwiiidet,  so  erhal* 
ten  'wir  ans  3. 

folglich: 


Für  ^  =  a  muss  y  —  h  werden;  durcb  die  ^iubütitutioi 
Werthe  ?0D  w  und  y  m  der  Gleichung  i.  erhalten  wir: 

also 
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♦ 

Moltiplicircn  wir  4i«  Gfeidi«Bg  4  iiit  dxi  niid  iDtegrireo  aodami, 
•o  ttMtWk  wir: 

/yito  —  jj—  ±  ^  ^Amfic^^m   

4m  litegral  für  4r:sO  ferach  winden  mtiM,  so  wifd 

Coust  

»Setzen  wir  in  5.  die  Grösse  Und  fifgtD  din  Conttonte  bei» 

so  ist  die  pftraboliicLe  Fläche 

oder,  wenn  wir  die  ohern  Zeichen  beibeballen,  so  erbaUen  wir  den, 
Jobalt  der  {»arakolisciieii  Fläche         '         '  ' 


Netzen  ^ir  iti  »lern  i\enner  stillt  Är-4-2/#  seioeu  oben  gefunden (^n 
Werth,  8ü  iüt,  wenn  wir  deo  jmrubolis^beD  Eaiun  AßC  durch  P 
beseiebnen:  » 


Die  Grösse  ^  iat  ll^eb  ■nhestiumt.    äletzea  ^wir  dieeelbe 
so  ist:  -      *  ^    "  . 


'  -+-  a)  (r  ~  «r  —  2Aä)' 

U  ird  dieser  Ausdruck  nach  %  differeotUrt ,  nnd  das  Differential 

^s=0  gesetzt,  ao  Itann  das  MsKinuMn  oder  Minlaiiwi  desselben 

besfimoit  werden. 
Ea  ist  aber  ' 

legi»  i^Bli>g«4«*-Tlog»0 — log«  OMx-f-«)— 'legi«  (0— 

■itbin  «  ' 

^^^^   Sl^^  ^ 

A         Ss^fT«      tf^ai— sis ^ 

folgitcb  i 


Werden  nnn  die  gefnndenen  Wertbe  von  D,      F  in  der 

Gleicliuni?  1.  sobstitiiirt,  so  ist  lölgende  die  Gleiebnng  der  gesoeb* 
ton  Parabel: 
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Wird  die  Ordiuuteo  •  Axe  unter  einem  Winkel  gegen  die  AUcis- 
mn  -  Aze  geoonmeD,  und  die  Coordbateii  io  Bmg  «if  diese  Axea 
■it  ^1      betcicbnety  eo  ist 

y=l^  tili  ^,  j»issa/^^  eos 

Porcli  die  EiofiibruDg  dieser  \A  ertiie  von  a-,  y  in  ().  bekomiDeD  wir: 

-I-|äc(4ä  — tf)  eiD  jp  — 4«A*  cos  yjy'| 

Be8li«»eii  wir  nun  y>  so,  daa^  die  beideu  erateo  Glieder  dieser 
OJeichnog  hiDwegfallen,  ss 


sie  y-f-^A  coi  yssO  sein,  idso  trag  9=^^^. 

Ud  diese  Teegente  za  construiren  halbiren  wir  AJI  in  Z>,  so  ist 
i)M= — und  CM=h,  mitbin  ist  der  Winkel  ^^LCDB. 

Aus  dem  so  eben  gefundeneo  Wertbe  von  uag  o  folgt  ober 
oucb,  dass 

2h  ,  2a — e 

«D  y=r,^— ■  ^      I  ■  and  cos  r  —  - 

ist«  mitbiD 

/w{U-^c)  bm  y~  V.'  cos  y  =  ^7gf^^^^g~===. 
Die  GleichflDg  7.  wird  dober  so  folgender: 

Diese  Gleichung  iasst  sich  in  iIm-  IVoportion 

Ruflnspn,  und  es  ist  daber  CD  ein  Durchmesser  der  Parabel»  JB 
eine  diesem  Durcbmessor  zugeböri^e  Ordinate. 

Führen  wir  endlich  den  Werth  von  r  in  den  zuletzt  L'^<  tiind«» 
Ben  Ansdrack  für  den  Inhalt  der  Parubei  eiu,  su  erbaUcn  wir 


Digitized  by  Google 


411 


■ 

XXXIII.  . 

Prüflings- Aiiigabeii,  die  iu  Cambridge  den  Can- 
didaten  des  Haecalanreates  gegeben  worden 
sind       Aus  dem  Englischen  übersetzt  und 
mit  Bemerlcangen  begleitet 

Too  de«  r  ' 

I 

Hemi  Professor  Dr.  Mensing 

►  ■ 

XU  Erfurt. 


Nr.  1,  Ifi34. 

(A.)  •         -  • 

i.    Reducire  36  L.  7  sl.  8^  d.  iu  f  urtiiiuirs. 

%  Dmdire  1»  Ii.  16  sl.  10^  d.  dureh  45  .     •  Ailir.  8  sl. 

7f  d.  V  ••)• 

3.  Welclieo  Preui  Mcb  5  Ctr.  3  Ort,  1^  M.  i^w  r|:fi.  6  d. 
per  Pf«l.?  ^  : 

4.  Beweise  dass  |  dividirt  durch  7  iüt 

5.  Holtiplicir«  2,8S  aiii  M13  und  beweiie  .d&e  Akliti^kelC  d«i 
Produktes. 

6.  Verwandle  15  sl.  >ij  d.  in  des  Pfundes,  und  find«  den 
Werth  voD  0,4780  Tiigeo  in  8tuuden,  Minuten  und  i<»ecu(id(>D. 

7.  Ziehe  die  Quadimtworzel  aus  2209.  Beweise  die  Kegel  für 
die  Bestiimiaog  der  Anidil  von  Stellen  iu  der  Wurzel. 

8.  Welche  Länge  inass  ein  Teppich  haben  der  |  Yard  breit 
ist  und  eio  Zimmer  von  0^  yds  lang  und  5^  t^reit  bedecken  soUi 


*)  Nicht  w^gep  tfer  Aufgaben  ail'  eich,  snntlern  um  tu  zeigen «  wie  auf 
dan  englischen,  so  mancha  baararkanswerthe  Elgelkfafimfiaikeic  daHiie- 

icndt-n  l^ehranstalten  dip  mQtheoiatischrn  friifmiLPii  gehandhabt  werden, 
habe  ich  die  folgenden  Au^abap  liebst  den  höchnc  einsichtSTollen  Be* 
markungen  des  Herrn  Debersacsan  so  dannelben  hier  abdrucken  lassen,.  » 
walcfaeni  letztern  die  Leser  des  Archfvs  sich  mit  mir  für  diese  in  pä-  > 
dapo^'scher  Rücksicht  so  interesjcnitf»  MictheiluDg  gawiaa  so  dem  auf* 
ricbtigäteu  Danke  i^erpflichtet  ftthif>n  vm  nlen. 

Der  Herausgeber. 
*•)  Die  Antwort  iini^vrc  heisscn  8  sl.  7J|  d.;  aWr  «üe  Engländer  rechnen 

nach  FarthingK,  drücken  übrigens,  dieselben  aU  i  von  duren  Pfennigen  ^  , 
(peiice)  aus,  gcschriebao  d  (uaa  NorwinBiaelie'  8enien)  damcb  Und 
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Was  betraffcn  die  einfachen  Zinsen  von  63  L.  15  sl.  7  d. 
in  1-^  Jahr  zu  rroc;  und  wie  viel  ist  der  Betrag  ZUsammeng^ 
setztcr  Zioseo  von  540  L.  in  3  Jahren  na  4  Froc?  Antw.  3  L« 
11  »I.  8i          607  L.  8  8l.  6|  d.  •) 

10.  Wenn  7  Mann  6  Acker  in  12  htuodcn  äraüteu  können, 
wieviel  werden  15  Aeker  in  14  Standen  Kmdtenf 

11.  Sache  das  ^^rös»te  gemeinacbaftliche  Haan  fUr  die  Brudia- 

glieder  von   x*^Bff-§-7        ^     bringe  den  Broch  auf  seine 

kleinsten  Glieder. 

1%  Lüae  folgende  Glelehnngen: 


(l)...€fi+H^  =  7-i 


(4)  ...         y —  »=8  . 
tof^  y+3«=:21 

4s  4-  3y  —  2a:  —  17 

13.  Beweise  die  Regel  für  die  Ergänzung  des  Quadrates  bei 
der  Auflösung  quadratischer  Gleichnogen,  und  löse 

(l)...4ar' — 3a:  =  85 


•)  8  L.  II  8».  9,01875  d.-  und  607  T..  8  sl.  «,8744  d.  '  M. 

**)  Scfanibt  ogtfn  lUTor  ^ — =S=»i^  was  nar  «iafiidicr,  senst  aber 

y  —  vy*  —  a*    '  ■ 

dasselbe  ist,  ss  wird  y'+y' -«--f-2y\^y^^^^^ 

—  =Ä*(Ä-|- 1)»  -f-4y*  —  4a»(Ä  -f- 

Da  sich  4^«  und  dana  a*  als  Factor. habt»      wird  (4(^ Ht- 1)  — '*)y^ 

^  .  A(m-4-fi) 
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14.  Zeige  dass  -Jy.  i-«  t  Grössen  sind,  die  in  aritlj nietischer 
ProffressioD  steheu,  uuil  bestimme  die  Summe  %uu  8  (iiieüeru  der 
Uhe,  von  welcher  m  dia  drei  enrteo  lied. 

Sncbe  euch  die  Saane  Ten  »  Gliedern  der  Reihe 

•TT  —  -f  +  "IT  —  •  •  •  •   1»  weleheni  Falle  wird  eine  nnendlielie 

Menge  von  Gliedern  der  letzten  Reihe  endlich  sein! 

15.  Paweiie  die  Regeln,  dnreli  welehe  die  Anzahl  TOn  PeratQo 
tatiooeu  und  CoinbluatioDen  von  ü  Dinf^ni  die  3  nnd  3  snenainen« 
genommen  werden,  zu  linden  ist. 

Weon  das  Gesetz  für  den  Ausdruck  der  Permutotiou  vuu  Diagen, 
die  Ml  r  und  r  nninainieufftnoMnien  werden ,  zugegeben  wird,  za 
beweieen,  daee  e»  anek  nehtig  ist»  wenn  aan  nie  an  r+l  und 
rtf^l  aaianinwn  niininl. 

16.  Wenn      hisse  i'dse'if  beweise  dass  —  \b  —  —\4 

m  tu 

und  a  :  b      a -\-  c -\r  e  :  h-^d-^f 

17.  Suche  den  Werth  von  1  L.  das  100  Jalir.nn  4  Free.  Zins 

▼on  Zins  getracrcn  bat. 

Gegeben  ist  log  1,04  =  0,0170333 
und  log  1,482:=  0,70333 

,    18.   Uieli  das  (-^jte  Glied  von  («  —        wenn      unpaar  ist 


fit.  %,  18M. 
(B.) 

1.  Redocire  125  Yard  2'  4"  zu  Zollen. 

2.  Beweise  dass  \  von  4  so  viel  als  W  Bind. 

3.  Tbeile  3  L.  15  sl.  5^  d.  durch  ii.  Antw.  3  sl.  3|  d.  ^. 
Vergleiche  die  Anm.  zu  2.  in  der  vorigen  Anfgabeareihe* 

4.  Suche  den  Lohn  von  6  Arbeitern  filr  28^  l^ag  wenn  2  sl. 
3  d«  tftgiicb  bexablt  werden. 


,  2V^i»«« 


Isi  0ri8ia«l.ist  sngegeben  : 


was  effeaber  fablerbaft  int:  denn  die  kleinere  Wurzel  uint  positiv, 
die  gross«»  ntfstir,-  nnd  beide  liöaneo  nicht  einerlei  Zeichen  er» 
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5.  Maltiplicire  3t>^  Mit  4,57  uod  beweise  die  Riebtigksit  des 
Productes. 

6.  Verwandle  15*  4»  %^  w  ZetiaCeltaffe ;   nnd  finde  des 

WerJh  von  5,734  h. 

7.  Suche  die  Joteressen  von  963  L.  10  sl.  0  d.  für  |  Jabr 
zu  3^  Pt-oc.  Suche  gleicItfnHs  den  Betrag  van  130  L»  in  3  Jahrci 
zu  5  Proc.  in  Zins  von  Xin». 

8.  Ziehe  die  (Quadratwurzel  aus  107281.  Beweise  die  Regel 
die  Aaubl  4er  WoraelateUen  tu  beatinaea; 

9.  Wenn  69  Yard  eines  Tep|>iebs  von  |  Yard  Breite  eis  Zli- 
mor  von  10i>  Yafd  Länge  bedecken,  die  Breite  des  Zimmm  si 
bodcn. 

10.  Wenn  800  äkotdateo  u  Tonnen  Mehl  in  0  Tagen  verieb- 
reis,  wie  viel  Soldaten  werden  15  Tonnen  In  %  Tagen  vemabren? 

.  11.  Sncbe  das  grösste  gemeinacbnftticbe  M«M4  der  Gliedtr  dns 

Bruches  ^  reducire  deo  Bruch  auf  sciue  kleh» 

sten  Cüieder. 

12.  Löse  folgende  Cleiebnngeu : 

i  T**^  " 

Ann),  des  üeb.  Im  Original  steht  s^*^  iu  der  vorletaaen  üleichung,  wai 
ein  Druckfehler  isC  *  '     '  •  ' 

(4)  .„ar+  *=13 
ajr-^'Sy+  sissld 

13.  Uewei^c  die  Regel  für  die  tlrgänzung  «ies  Quadrates  M 
der  ÄuflösuDg  quadratisell'er  Gleiebungen^  nnd  leee 

14.  Wenn  mihssscxU  beweise  dass  0':  ;     and  daw 

sn  ei 


15.  Dieselbe  Frage  wie  15.  in  der  vorigen  Reibe, 

16.  Zeige  den  2;,  2^,  in  aritbmetiselier  Progressiaii  ittb« 
nnd  finde  die  Snmnie  von  IB  Oliedtrn  der  Reibe  worin  sie  die 
ersten  sind. 

,  Soebe  ancb  die  Sumne,  von  «  Gliedern  der  Reibe 
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.In  wekbtpk  Faiic  wird  eine  unendliclie  Mcnffe  ymn  Gliedem 
dar  kliM  Reib«  «twM  Eodlicfaes  geben?  .  i 

^7.  In  wie  viel  Jahren  wifd  1  L.  4m  raf  ZSm  ifQU  ZIm  «i 

*   Gegeben  sM  log  1,05  =5  0,02n9§3 

2sssO,8tU4»00  '  .  .X. 

•IS:  G9eb  das  ;rle  GKed  von  (a  +  ^)"  &o;  "  ' 


Henerk  u      i' ri  zii-d<^n  vorix' rc^cli  mden  in  (' am  b  r  i  d  g-e«  er* 
theilteii  Aiitgabeu.    \uu  dem  Ucber Hetzer.  r,,».* 

*» 
'«  . 

>  iplleicht  läcLelt  iii.inclier  deiifsche  LeLrer  über  diese  Aiifg^aben, 
indtui  er  urtbeiit:  sie  möchten  wolil  fnr  nhfz^phcnde  {Schiller  unserer 
G|fnuafiieo  zu  leicht  sein,  Es  scheiut  wirkUcii  »o  beim  ersten  An- 
lilicke:  eiier»  aaii  vergeaee  aiebt,  4eae  lUege  Aafgdbea  «ne  gras 
udeM  Bestimmung  haben  als  kinftige  'Mathematiker  aa  prüfeaf 
man  Ic!!^  diesrlben  alle  denjenigen  vor,  dir  r-xwu  sorgtältigea 
Lutemciat  in  den  Anfangspfründen  {S^cbabt  h.ilx^'n  .  und  icb  i^laube 
man  kann  eine  Welte  einfreben!  duss  unter  10  jungen  Leuten  nicht 
9  diese  Aafgabea,  ia  etner  gegebeaea  Friste  a,  B,  ia  eiacai  Tage» 
Miller  i^ufsicht  eines  Inspicientea  Idsen. 

Wer  das  nicht  glaubt  der  mnrlif  die  Probe. 

Ks  ist  walir,  diM  Aufgaben  Mind  Irirlit:  durin  besteht  aber  ihr 
VoMTzu^,  und  ein  ert'abrener'bebrer  wird  me  um  so  leichter  machen^ 
je  weiler  peiae  Brlahraag  telebt:  deM  an  IcicUwi  A«fgaken  kaMi 
nan  eben  so  gut  sehen  wie  ein  ge^eheaer  8taff  Terarneitet  wkdy 
jn  noch  besser  als  an  aolcbcn,  hm  welchen  man  den  gleichsam 
starreu  iStuti  erst  bildungsfähig  machen  muss.  Erfindungs«  und 
Combinatlonsgabe  sind  zu  sehr  von  einer  eigeuthümlichen  Meinung  . 
abhängig  als  dasa  sie  vergleiehbarea  P^fiiegea  «aterwarfien  wer-»  ^ 
den  könnten.  Durch  vielfache  (Jehungen  kann  zwar  Mancher  eine 
RicbtuniT  darauf  erhalten;  es  Ist  aber  sehr  zu  bezweifeln,  ob  es  ' 
Mgeosrcicb  wirken  würde,  wcuu  eine  sokhe  fUcbtung  bei  irgend 
einer  Bildqngsaaitalt  die  vorberrsebende  wXNk  Vca«  Lebrer  dav 
Mathematik  auf  Gymnasien  darauf  ausg^ea,  ihiaa  Schülern  eine 
Vurliebe  filr  die  Mathematik  beizubringen,  so  werden  iljncn  die 
Lehrer  in  den  Sprachen  aufsässig;  und  das  hat  rint'u  sehr, guten  • 
Grund:  denn,  nach  meiner  Erfahrung,  ist  die  Richtung  dfi^eoigeii^ 
*der  Matbeaiatlfc  Yoraagiwefie  treibt,  eiaaettigf  to  eiaeai  aailerB 
Slane  wie  die  Eicbtaag  dcftjenigeu,  der  vurzngaweise.alie  S|ira/^ben 
treiht.  F)ifse  UdKuipttinjr  konnte  das  Tluma  xu  einer  welllaudgen 
Abhandlung  worden:  icii  will  mich  kur^  durch  einen  \>r(^leich  er- 
klären. Beide  stud  zwei  Schwimaieru  zu  vergleichen,  von  denen 
aber  der^elae'blos  lange  und  tief  taneben  kaaa,  wibread  der  an- 
dere dieses  nicht  vermag,  dagegen  sich  mit  Anmuth  und  Leichtig- 
keit auf  der  Oberflürlir  zu  Ijcuegen  versteht.  Der  erste  taucht 
nach  Perlen,  findet  alx-r  hk  ist  leere  Muscheln;  der  andere  müht 
sich  ab  im  Wasser,  iudcsscu  ein  gemeiner  Fischer  in  dem  gebrechr 
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liehen  Nachen  verwundert  un  ihm  vorüber  fährt.  Beide  tiheo  je- 
doch i)ire  Kräfte ,  und  dieses  ist  der  dleioige  Zweck  jedes  Unter- 
ffidifeM,  Biebl  blos  tei  köroerlidiea  soiidm  aneli  bei  ffeistigeo 
Kxercitien.  Der  Lehrer  in  den  Sprachen  rouss  deshalb  Üebanffen 
vornehmen,  die  dem  Unkundicfen  uls  Zeitverlust  erscheinen.  Der 
Lehrer  in  der  Mathematik  giebt  oft  Aufgaben,  die  gani  zwecklos 
encheiiMB,  weil  sie  meist  unpraktisch  sind;  und  weno  mnn  die 
Aii%«bensammlunffen  dlirchffeht,  so  anu  mn  tick  wirUi^  wun- 
dern, Tvesbaih  nicht  praktische  Aufgaben  genommen  werden,  da  sie 
doch  häutig-  ehvn  so  nahe  liegen  wie  diejenigen,  die  seihst  den 
ScUulcru  lächerlich  vorkouimen.  Die  meisten  derselben  sind  Copien 
oder  kleiii«  Bnraiteniiuren  der  Saamlnog  von  M.  Hl  rieb.  Saiae 
Periode  ist  vorober;  HeU  in  AacbeD  siebt  an  der  Spilie  einer  • 
■euen 

Die  Hiaglander  sind  im  allgemeinen  pruktif^rhor  wie  die  Deut» 
sehen,  und  das  zeigt  sich  auch  wieder  an  den  voran^^angeuen 
Aufgeben.  Man  «lebt  eie  entbelten  einen  Anttug  der  JElementar- 
Algebra,  und  wer  eine  solche  Reibe»  wie  ne  unter  den  Rubriken 
(A)  und  (B)  mifgethciit  sind,  gnnz  ohne  fremde  Hülfe,  in  ge- 

g ebener  Frist  losen  kann,  der  kennt  diese  Klemenfe  ganz  gewiss, 
»ass  dieses  nicht  ganz  leicht  ist,  dazu  folgender  Beleg.  ¥jin  junger 
Engländer  wnr  iwei  Jabre  bei  mir,  besuchte  mit  Nntsen  Seenndn 
unu  Frima  unseres  Gymnasiums,  und  war  nicht  ohne  Talent  filr 
die  Muthemutik.  Fr  c:?ng  nach  riiuihridgc,  hlieh  auch  dort  zwei 
Jahre,  trieb  dasclhst  besonders  Mathematik,  machte  die  Prtjfung 
mit,  und  — -  fiel  durch.  Nicht  wahr  das  klingt  unglaublich?  und 
dennoch  ist  ei  bnebstäblich  wehr,  leb  weiss  ueillcb  niebt,  ob  er 
in  der  Algebra,  oder  in  der  Geometrie,  die  dort  streng  nach  Ro- 
bert  Simson  diirrha-emncht  wird,  deren  fragen  aber  sicherlich  eben 
so  leicht  sind  wie  die  algebraischen,  nicht  bestanden  hat.  Nor 
derjenige  der  häufig  Prüfungen  zu  leiten  bat,  weiss  es  mit  welcher 
be«Menden  Kraft  die  Befangenheit  wirkt. 

\rh  -nül  nun  nicht  hchoupten,  dass  wir  unser  Ahitnrienten- 
examcn  nach  englischer  Art  einrichten  sollten;  aber  unsere  Vor« 
schritten,  nach  denen  wir  in  der  Mathematik  prüfen  sollen,  konn« 
ten  flwwiit  besser  sein.  Sind  die  Aufgaben  aueb  nur  annftbemd 
dem  Zwecke  der  Prüfung  entsprechend,  so  kann  auch  der 
•ebiektesto  Srliüler  sie  in  5  Stunden  nicht  ausarltfiten. 

Ghbc  mau  aber  eine  leichte  genmetrische  Aufgabe,  so  könnte 
muD  dieselbe  so  einrichten,  dass  Alles  darin  läge  worüber  man 
prüfen  eallte;  und  dann  mVchle  der  Schüler  aufhören  wo  er  wallte, 
^an  der  Spur  wire  denn  der  Ldwa  waU  tob  Haeeu  la  muteiw 
ecbeiden. 


•)  Sollte  es  meine  Zeit  erlauben,  so  werde  ich  einmal  auscinaniler*.Trzf h, 
worin  die  Vorzüge  dieses  gediegenen  Schulbuches  nach  meiner  Leber- 
s^ogung  hestohen. 
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XXXIV. 

üeber  eine  geomelrisclie  An^be.' 

Voll  dem 

r 

Herrn  Professor  Dr.  Mens  in  g 
in  Erftnt, 


In  d«B  vortrefflicben  ,,Beitrft{if0D  sa  der  Lekre  ron  den 

rositiyen  und  negativen  Grössen  von  Dietterweg;  Bona 
831,  bei  Habicht'^  iiiidet  sieb  folgende  ente  geometrisebe 
Aii%abe:  ■  •  ^ 

E«  ist  efn  Recbteck  gregeben,.  und  auf  der  Verlange. 
mag  einer  Seite  desselben  ein  Pnnktt  durcb  diesen 
soll  nra n  cineGerade  so  leü!-?!!,  dnss  dadurch  das  Recht- 
eck in  zwei  Faralleltrapeze  zerschnitten  wird  und 
durcb  Zusammeotreffeo  dieser  Scbnittlinie  mit  einer 
T-erlängerten  $«ite  46»  Reehteeki  «i«  Dreieek  eDlstebl» 
welches  zu  einem  Jener  T'rnpeno  oin  varffesebriobenen 
yerhäitniss  hnhi\ 

Es  wirdi  wobei  Ta£»  V»  Fig.  4.  zu.  .Tergleieben>  verlangt  dasa. 

5  (*  — y>|-=;»  t  #a»(y4-»)«  J     — y)a?  «ei«. 
Seilt  nian  p  :  f  =0  :  r,  so  wird 

oder  (y-i-  «)r  SS  {b — y)*  0) 

Das  ist  also  die  zu  lösende  Gleichung,  ,dio  M  der  Ton  Dieslar« 
W6g  angegebenen  Constmetion  fübrl,  wenn  aan  dnreb 

9  :  üsy  :  n  oder  «  :  «i-l-'tsy :  y»H* . 

nnd  s  ff^sssofib — y  das  y  und  n  oliminivt  und  af  bebSIt 

Wtt  wollen  aber  unsere  Aufmerksamkeit  auf  ^  richteo,  wodurch  die 
Aafgabe  auch  geldet  witd* 

£»  int  .  .  .  > 

y«*  tg  y  also  y H-jiÄ (#-!-«■)  tg  y 
^    s  sna  tg  9P  snd  dnrcb  Snbntitotion  In  • « .  (1) 


(#-*-iw)r  tg  9*=Ä»  —  2%H-y» tg  tp-k-t*  tg 
((#-i-«tt}r  — f^')  tg  tg  5p  =  Ä'.  . 

Man  tetse 

(«•4-«i)r-^**  =-<4 


•100 


UDtorscheiden  iHr  dvo  die  beiden  Anfldsnngen»  so  wird 

tg  9>  —  («-f-\/C«4-«i)r)  *4,V/(<_|-fl»)r 

tg  ifT^ 


(*  4_  iyi)r)  (*  —  V  (jr     //<)/•)       <  —  V(*  _j»  iii)r 

Es  handelt  sich  mitliln  nur  um  üiiio.  bequeme  Coostructiuu  der  Linie 

\/(*  H-  «)r,  dumit  diese  Aufloettog  eben  ee  Aieriicb  wie  die  warn 
Uie«tcrweg  werde. 

Ein&ch  ist  folgende  €oBst#iiotioiiy  wobei  man  Tat  V.  Fio^.  5. 
la  vergleicheo  hat.  ' 

DL=i}C=a,  LM\\  I  I)  Mr.n  nehme  EPt=p  und  JCT^i-, 
ziehe  J//t  II  /'r.  so  ist  i:H  =  r.  Mao  halbire  />6'  in  T  und 
mache  ^  — -  / so   ist  jS^^' ==  * jw ;  beschreibe  QR^KU 

so   ist         =  1/  j7-h^//)r,  folglich  MC=.  s  -f-  »i)r  und 

iV'C  =  *—  V^-h~«w  jr.  Ziehen  wir  endlich  A^/^  ||  xVÜ^  m  ist 
FEC=^,  und  weDn^^C?'||A'/r  gemaclit  wird»  so  ist  i!>^C=9^. 

Hier  gchliesst  sieb  eins  dem  andern  gOez  natürlich  an.  Die 
apeciellen  Fäll«'  hissen  sich  leicht  mich  den  gefundenen  Fällen  dis> 
cutiren.  Auch  ist  der  Wiukel,  den  betde  gesuchte  Linien  ein« 
scblitssen,  leicht  aus  den  Forneln 

*8  «^'^=rr;  ""^      ^^Tl^r^  erfliUtelo, 

leb  entbnlte  nieb»  um  nicbt  m  weittiailg  sv  werden,  aller 
weitem  UcmerkuDgen  Über  diese  Aufgebe,  die  Meocbes  dkjrMetet 
was  nicbt  oboe  Iftteresie  i«^  1  .    . . 
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XXXV- 

Aafgabe  aus  der  analytisclieii'  Geometrie. 

Von   .         ■       .  • 

Heitn  C  Scherling 
Lehrer  der  Hathemadk  und  Nstoikonde  am  Cetheriiieam  an  Lübeck. 


fis  ist  irsr^'ild  ein  Korelsrftnitt  und  ein  l*iinkt  gege- 
l>e«.  Zieht  tnau  «lurcli  den  Punkt  gerade  Liiiieu,  welche 
deu  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  durchächueideu,  st», 
fragt  ei  aich,  aaf  welchein  gcoraetriaehen  Orte  die -Hai» 
birungspnnkte  der  Ton  den  Kegelaehsttte  begrenaten' 
StKeke  aer  letstern  liegenf 

AaflAaang..  Die  GleicLaag  yi^^p^-^^op*  aleUt  bekaoal*. 

lieh  alle  Kegeltehnitte  dar,  wenn  der  Seheitel  eiiiea  Durehmehaera 

(2»»)  als  Anfang-spiinkt  der  Coordinaten  e:enoinmen  wird;  nemlich 
eine  Klllpse,  ^vfnn  m  positiv,  eine  JIvjxTht*!,  wenn  m  negativ,  eine 
Parabel,  wenn  m  unendlich,  und  einen  Kreiü,  wenn  p  =  ^m  ist; 
in  allen  Fillen  bedentel  p  den  Parameter  dea  Durchmetsers  %m. 

Man  lege  min  durch  den  gegebenen  Punkt  und  den  Mittelpunkt 
des  KejrcIsrIiDitts  die  Axe  der  a:  (hei  der  t*ar;ibel  parnllel  niU  der 
Axe),  die  Axe  der  ?/  aber  wieder  dureh  den  gegebenen  Punkt  und 
parallel  mit  dem  cuujugirten  Durciiuiesser  (bei  der  Paruijei  parallel 
mit  der  Tangente  dnreh  den  -lMeilel»  in  welehe«  die  Aae  der  ae 
dieaeUbe  a^neidet);  so  «bat  mao,  wenn  a  die  Absciste  des  Scbeitelaf 
den.DwdbaKSieri  lit«  welcker  ala  Axe  der  «  iien^  die  Gleichrnng* 


P  • 


y«  =       —  a)  —  — —  «)^ 

Legt  man  nun  durrli  tUn  c;r'2:fhenen  Punkt  oder  den  Anfang-spunkt 
der  Coordintitpn  eine  ij^rt.nlc  Linie  y=  f$.T ^  so  hat  man  fiir  die 
AbscUsea  der  üurubscliauupuukte  die  .C>ieichifng  ,  - 

oder 

^     2;»(iw  -f-  tt)      ,        pai;Zm  -j-  a)  ^ 
*  '^  2um'*'i~p  ^^'^  2mä*-f~p' 

Die  beiden  Wertlie,  welche  diese  Glcichuna:  tur  liefert,  stel- 
len aUu  die  Ahsciäsen  der  Ourchschnittspunkte  |cuer  geraden  Linie 
wid  den  Kegelschnitt^  dar}  .die  Afmciiae  dnc.Mttte  dieeer  jUnle  iat 
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aber  bekanodicliffleicb  der  halbeo  SinBme  jeoer  beiden,  also  gleich 
de«  kälbra  Coeflwienteii  tob  in  «ter  letitea  Gleicbuog  mit  €at- 
gegeogvMtiteM  Zeichen.  Nennt  man  nun  die  CoordliuiteD  des  ge* 
suchten  p^eomctrischpn  Ortes       und  Jf',  BS  sie  VOB  des  trOfigCll 

SU  unterscheiden,  su  Lut  man  jetst 

^oder,  wenn  man  mit  ^r'  muliiplicirt  uml  hcdeukt,  dais  die  Coordi- 
naten  und  immer  uucU  der  zugehörigen  von  0  abiiaugigeu 
Liaie  BBgeböreB,  bIm  immer  Biielry'sfi=«d/  ist» 

oder 

welcfies  die  Gleichung  des  i^esuchten  p^eoirirfrischen  Orts  ist.  Man 
sieht,  das«  die  Ual  birungs|iun  kte  immer  wieder  auf 
•  iaem  ÜliolicheB  Kegelschnitte  liegen,  ileiieB  Ptnmeter 

«'= -4- «) ,  und  dessen  Durchmesser  für  dieses  Coordinatcn- 

System  =  m  -f-et  ist  Setzt  mau  .2r=:U,  so  tiudet  sich  aucli  ^=0, 
also  geht  die  neue  Curve  durch  den  gegebenen  Funkt,  jüietxt  man 
y  =  0,  80  findet  aiefa  eatireder  iP=u,  oder  ar=(PiH-a,  «lao  geht 
die  Curve  durch  den  ttittelpBakt  des  gegebenen  Kegelschnitts. 

1.    Es  sri  tiun  der  geijobpirf  Kes^cischnitt  KIlipsc  oder 

Hyperbel,  so  zeigt  sich  foliicmiir  inerkwiirtliccc  Imätund.  Nennt 
man  den  zu  im  gehörigen  (coujugirteu)  Durchmesser  2m  fiir  die 
gegelieae  Curve»  wber  für  die  aeue  W  and  2«^,  so  hat  maii 

j»'     "jjjp^      ^~(ia'^    ^=  ^jj5  • 

also 

SS  W*it*  oder  w(  \    am  :  m* 

Btf  Ibaftea  also  die  BasBaMeagaMriffea  conjugirtea  Darekmasiar 

ia  der  alten  und  neuen  Curve  einerlei  VerhMtniss.  Da  naa  mi  be- 
kannt ist  (— m  +  te),  so  lasst  sich  n'  mit  Leichtig^keit  finden;  irnd 
so  l|at«mnn  gleich  vier  hervorstecLende  Punkte  fiir  den  neuen  Ke- 
gelschnitt, wodurch  seiu  Lauf  bestimmt  ist. 

81  sei  feraer  der  Kegelsehaitt  etae  Parabel,  also  «1=00, 

so  erhält  mon  y*  zz^i-^x-^  woraus  hervorgeht,  liass  dt  r  Parameter 

der  ueueu  Parabel  gerade  halb  so  &:ross  ist,  als  der  der  alten, 
oder  gleich'  der  Snbnormale  derselben,  woraus  sich  eine  höchst 
•iafache  Cnn'strnction  ergiebt. 

3.  Ks  se^  endlich  der  gegebene  Kegelsehaitt  eia  Kreis»  nlsi» 
|»=2m,  so  wird  die  Gleichnng: 

y* =(ns4- a)jr — ^» 

oder»  wean  .wir  ai+a=3^2r.  lotsea^ 

y'ssfSr — ag)m  odK  anch  r)*ssKr', 

waklie  Oleidinag  einen  Knki  dnittnilt»  dessen  Hittelynktnafcsciise 
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r  ==  lim-^  a}y  und  dessen  Halbmesser  eben  so  lyross  tsf.  Die 
Gleiciiuuff  des  gegebenen  Kreises  wird  mit  LeiüLtigkeit  auf  die 
Form  gebracht  ' 

T\T»Tu'i  '2r.  wie  obeo,  jw*-f- «  bedeutet.  Für  den  Fall  nav,  dass  der 
gegebene  Fuakt  ausserbalb  de^  gegebenen  Kreises  Hegt,  mtifisen, 
sieb  ofieobar  die  Kreise  scbneiden,  und  die  ffcneinschuttlicbe 
Cborde  wird  erbailten  dorcb  Subtraciios  der  beii&B  Gleichungen ; 
eie  wird  oenlicli-  dargestellt  dareh  die  Gleiebaag 

2rdf::sa(2r+ai)  oder  ars=  . 

« 

Die  hier  in  Rede  stebentlm  roordlnr^ten  sind  jedenfalls  rechtwink- 
lig;  also  sieht  man,  (ias«  tiiese  gemeüiscli.'iftHche  C'horde  auf  der 
Aoscissenaxe  seokrecbt:  steht.  Es  iasst  bich  aber  auch  noch  init 
msser  LeicbCigkeit  aacbweiMii,  das»  die  Darebschaitttpaokta  die 
Berührungspunkte  der  Taagentea  sind*  die  aiaa  von  gegebeneii 
Punkte  oaek  dem  gegebenen  Kreise  sieben  kani). 

Sind  jg'  und  ^  die  Coordinaten  eines  Punktes  ausserbalb  dca 

Kreises,  und  man  zieht  durch  denselben  zwei  Tangenton.  so  ist 
die  Uieichung  der  Chorde,  welche  die  BerUhroogspankte  verbindet^ 

wenn  /i  den  Radras  bedeutet,  und  die  flU  irlning  aus  (icm  Mittel- 
punkte zum  Grunde  liegt.  Im  gegeo^v artigen  Fülle  hüben  wir  zu 
Bcbmen  '  /.  * 

da  aber  der  Punkt,  durch  den  jetzt  die  Tangenten  gezogen  werden 
sollen,  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ist,  so  ist  ^^==0,  ^=0, 

mithin  ist     •  ,  * 

-^•2rar-f-4r*sas*  nder  8r«=s4r' —  «i*=s(2r-i-«»)  «a) 

d.  i.  2rar=:o(2r-h  w), 

dieselbe  Gleichung,  die  wir  vorher  für  dir,  beiden  Kreisen  gemein- 
'  schuttliche  Chorde  hatten;  es  ist  mithin  unsere  Ordinatenaxe  die 

Polare  dea  Ponktea  jy=*^^^^*"^,  y=0;  oder  ea  ist  dieaer 

Punkt ^der  Pol  zn  noserer  Ordinatenaxe. 

Bei  der  Ellipse  und  Hyperbel  erhält  man,  falls  der  gegebene 
Punkt  ausserhalb  des  gegebenen  Kegelschnitts  liegt,  für  die  ge- 
neinschaftlicbe  Chorde  einen  ganz  ähnlichen  Ausdruck:  man  findet 

.  A^-*-«) 

was  ganz  dasselbe  ist,  wie  oben  beim  Kreise,  wenn  man  m-^a=:2r 
setzt  Dieser  Werth  nun  aber,  in  die  Gleichung  iler  Cunre  geseUt, 
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würde  zwei  abiolut  ffleielio  Werthe  für  y  geben }  es  wird  also  je- 
deBfollt  die  gMieiMRliaiUi«fa«  CWrd«  ait  den  nigeordiMtmi  Dsrcb- 
Bcsser  oder  unserer  Ordinateime  parallel  und  von  der  Aza  der 

halbirt. 

Am  einfaclistcu  stellt  sicli  diese  Eicrenscltaft  der  gemcinscljaft- 
licliea  Cliurdc  für  die  Parabel  heraus,  wo  muo  erhält  a;  =  2a,  und 

•  •  • 

Naekaebrift  dba  Baraasgabera,  ' 

Bei  dem  ungemein  grossen  Reiebdinme  der.MsdMBMÜk  bat  es  für  den 
Heransgeber  einer  mathematischen  Zeitschrift  hittfiff  grosse  Schwierigkeit, 

sicher  zu  entscheiden,  ob  eine  solche  specielle  Aufgabe  wie  die  vorstehende 
nicht  schon  anderwärts  beliaudelt  wurden  isu  Auch  zweifle  ich  kaum,  dass 
dies  bei  der  obigen  wirklich  der  Fall  ist,  da  dieseU)e  eigentlich  nur  eine 
'VerallgcuMMiiorunj;  des  bekannten  Satzes  cnihälr,  nass  die  Mittt'lpunkte 
aller  parallelen  Chorden  einer  jeden  Linie  des  zweiten  Grades  in  einer 
geraden  Linie  liegen,  oder  dtss  der  geometrisebe  Ort  der  Mittelpunkte 
aller  einander  parallelen  Chorden  einer  jeden  Linie  des  zweiren  (irades 
eine  gerade  Linie  ist.  Da  aber  das  Archiv  nicht  bloss  absolut  Neues  mit- 
zutheUen  den  Zweck  hat,  sondern  auch  schon  bekannte,  nur  nicht  in  iedem 
LebriMiehe  sich  findende  Sätze  und  Aufgaben  aufnimmt,  überhaupt  aucn  eine 
gewisse  praktische  Richttnig  verfolgt,  um  Lehrern  bei  ihrem  IJnterrichte- 
sich  nützlich  zu  machen:  so  werde  ich,  wie  früher,  auch  fernerhin  keinen 
Anstand  nehmen,  auch  solchen  Aufsätzen,  deren  Inhalt  mir  zwar  nicht  ab- 
solut neu,  aber  doch  instructiv,  und  den  Zwecken,  welche  ich  durch  das 
Archiv  zu  erreichen  beabsichtige,  in  irgend  eiu^r  üe^^iehung  förderlich  su 
ssoi  steint,  die  Anftiabiae  aiebt  ni  -verssgen.  Dabei  vefstebt  sieh  akec 
▼on  selbst,  (Inss  ich  auch  Gegenreden  immer  sehr  gern  einen  Platz  in  uu'i« 
ner  Zeitschrift,  vergönnen  werde  j  nur  eigentliche  scharfe  Polemik,  namenc* 
lieb  wenn  sich  dieselbe  nicht  bloss  auf  das  rein  Wissenschaftliche  beschrän- 
ken sollte,  muss  ich  ganz  -von  dersolbm  eMfNnt  halten,  so  wie  ich  selbst 
mir  nie  erlauben  wenle,  ein  iTtheil  über  einmal  aufgenommene  Aufsätze 
zu  fällen  oder  dieselben  mit  kritisireuden  Bemerkungen  zu  begleiten.  Ich 
wünsche  diese  gelegentlichen  Bemarkungea  von  den  Lesern  des  Arc|uvs 
als  eiiu!  allgemeine  Erklärung  aiifgpnonunen  zu  sehen. 

Was  übrigens  die  in  dem  obigen  Aufsatze  belMudelte  Aufgabe  insbe*  « 
sondere  betrHn,  so  scheint  mir  dieselbe  ihres  Interesses  wegen  wobt  aneb  . 
eine  ganz  nllc^emciiic  analytische,  von  der  aI!i:om(>iiH  ii  Cleiebunff  der  I^inicn 
des  zweiten  Grades  ausgehende  Uehaiiilliuip  zu  verdienen.   Vielleicht  mochte 
auch  eine  rein  geometrische  Auflösung  derselben  zu  bemerkenswcrthen  Ke- 
sttitaten  fiihren. 
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nboimcei,  der  eirsto  chrisflidie  Verfasser  einer 
Abhandlung  über  die  Algebra 


Herrn  Doctoi:  Gerhardt 
Ltkrcr  an  Gyimiuiiiiii  m  Salsw«dcK 


Unter  der  Menge  kleiner  Staaten^  in  welche  lUlien  gegen 

Ende  (!rs  l-2t(  n  Jiil»rhun<!rr(s  c^ctheilt  war,  zeichneteo  sich  beson- 
ders die  Kej»ubliken  Venedig,  Genua,  Pisa  aus,  deren  Hauptstädte 
während  der  Zeit  der  Kreuzziige  sich,  des  eanxeu  Handels  nach 
dem  Orient  lienadiCigt  hatten.  Sie  waren  dadoreh  reich ,  mächtig, 
blühend'  geworden.  Genuesische  und  Piaanische  Kauflente  hatten* 
Niederlagen  auf  der  Nordküste  Afrikas,  auf  den  Inseln  des  Archi« 
pela^us,  in  allen  grossen  Stadku  des  Orients,  und  kamen  hier 
überall  mit  den  Arabern  in  Berührung,  di«  damals  die  Träger  der 
Wiasenacliaften  waren.  Aaf  Ihren  Beiaen  dahin  aamnelten  die  ita> 
lieaiacben  Kauflente  ausser  nngeheuern  ReiehtUiaem  einen  Sehate 
neuer  Anschauungen  und  neuer  Kenntnisse,  die  sie  wiederum  in 
ihrer  Heimath  verbreiteten.  So  erhielten  die  Christen  von  den 
Arabern  fast  gleichzeitig  die  Algebra  und  die  Bousaole,  so  wie 
aaeb  die  Philosophie  des  Aristotelea. 

Ein  Kaufmaen  aus  Pisa,  Leonardo  Fibooacci ''°),  ist  der  erste 
christliclie  Verfasser  einer  Abhandlung  über  Algebra.  Von  den  Le- 
bejDSttnstaudeu  diesea  Mannes  keimett  wir  nur  das  W  enige,  uas  or^ 
seihst  in  4er  Vorrede  att  seinem  ersten  und  wiehiigsteo  Werke, 
dem  Abbacns,  das  Im  Jabre  1202  lateinisch  gesebrfobea  ist,  er- 
wähnt.  T.eonardo  war  noch  Knabe,  als  ihn  sein  Vater,  der  die 
Rerfitc  der  pisanischeu  Kauflente  an  der  Oounne  v(»n  Itou'^in  in 
Atrika  wabruabm,  zu  sich  rief,  um  ihn  seines  kiinltig«,!i  i;(  rufcs 
wegen  In  der  AriAmetik  aaterrichten  zu  lasseu.  Die  iNurdküste 
Amka's  war  damals  im  Besits  deir  Araber»  welche  besonders  die 


*)  Nach  Libri  bist,  des  math.  eo  luKe  Tom«  U.  gearbeitec. 
••)  Der  NmHe  Ftbenseerist  aus  ffifus  lÜMiacci  zusamniongc'<;o|Ten,  denn  das 
MiimKsrri[U  i]f's  Albaciis  in  der  Magliabecblschen  Kiblioth'  k  /u  FNircnx 
.  aus  dem  Uten  Jahrhundert  Inginnt  mit  den  Worten:  Incipit  liber  abl.aci 
compositas  a  Leonardo  iilio  Konaccr  pisano,  in  anno  1202.  Zahlreiche 
•   Beispiele  ähnlicher  Zasammsmiehattgen  finden  sich  noch  jetzt  ia  tosca- 
niachen  Familiennamen* 
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Algebra  mit  Hülfe  des  ioditiclieD  Zahlensystems,  das  sie  sieb  ange- 
•iffoet,  weiter  ausji^ebildet  hatten.  Hier  lernte  Leoiiwtfo  da«  tnii- 
•cEe  Zalilensyitem  kengen.   Auf  seinen  Reisen,  die  er  später  durch 

AcffvptcD,  Syrien,  Oiorlienlnnfl,  Sicilicui  und  die  Provence  in  Han- 
dolsg^escbaften  unteruuhm,  überzeugte  er  sich  besonders  von  den 
Vortheileu,  die  dasselbe  vor  allen  andern,  in  ieneu  Ländern,  uuge- 
nonnenen  Recbnjingsweisen  Foraai  liaCte.  Deaibalb  besehftftigte 
er  sieb  ernstlicb  damit,  benutzte  die  Geometrie  des  Euklid  und  ver- 
fusste  so  das  oben  erwähnte  Werk  in  15  Capiteln,  von  denen  dus 
letzte  eine  Abhandlung  Uber  Algebra  enthält,  auf  die  wir  weiter 
unten  zarückkonraeo  werden.  Vom  Jahre  1202,  wo  Fibonacci  zu- 
messt den  Ahbacus  herausgab,  bis  1220  fehlen  alle  NachrichteD  über 
iinscrn  Scliriftsteilcr ;  im  letztern  erschien  von  ihm  ein  zweites 
Werk,  practica  ircometriae  *) ,  worauf  1228  eine  zweite  Ausgabe 
des  Abbacus  mit  Zusätzen  folgte.  Ausser  diesen  beiden  Schriften 
Terfatste  Fibonaeci  noch  eine  Abhandlung  Über  die  Quadratzablen 
(man  ^eiss  nicht,  in  welchem  Jahre),  deren  Manuscript  sich  in 
neuester  Zeit  nicht  wieder  hat  auffinden  lassen,  die  aber  nach  den 
Zeugnissen  von  Lucas  Paciolo  uud  Ghaligai  sehr  geiatreiclie.  Unter-  * 
Buchungen  über  die  Zahlen  enthielt. 

'  Das  ist  Alles,  vaa  sich  über  FibonaccPs  Lebensnnsti&de  bei- 
bringen iHsst.  Kein  ffleiehneitiger  Historiker  gedenkt  seiner;  deas* 
firilli  ist  nuch  das  J.ihr  seines  Todes  unbekannt.  Nur  (?ns  ^voiss 
mau  noch,  dass  Fibonacci  von  seinen  Mitbiirs^ern  mit  dem  .Spott- 
namen Bigollone  belebt  wurde,  indem  er  wahrscheinlich  ganz  sei- 
nen liebgewonnenen  Studien  sich  hingab,  und  den  Hjindel,  die  be- 
^  liebteste  Beschäftigung  seiner  Mitbürger,  vernachlässigte.  Seine 
Werke  blieben  bis  auf  unsere  Tage  in  dern  Staube  der  Hibliothe- 
ken  vergraben;  Commandin«  der  [S^elehrte  Ueberäetzer  der  o^riechi- 
bchcu  Geometer,  gedachte  einst  die  Practica  geometriae  durch  den 
ihrnck  zu  veröffentlichen,  aber  der  Tod  hinderte  ihn  daran. 

Unter  den  vScIiriften  Fibonarri*«  ist  das  wichtigste  der  Abhacv^ 
das,  wie  schon  erwähnt,  in  15  Ca|>itel  getbeilt  ist**)  und  unter 


*)  Der  Tollstandige  Titel  desscllm  ist:  Incipit  pratica  geometrie  compe- 
*  Sita  aleonardo  Bigollosio  tillio  Bonacii  pisano,  in  anno  MCCXXl, 

Das  Inhaltsverzeichniss  derselben  möge  hier  eine  Stelle  finden: 
*       1)  De  cognitione  novem  tiguranim  Ymlorian  et  qualiier  cum  eis  om- 
ms  numeris  scribatur,  et  qui  nunieri  et  quaut^r  retiseri  dsbsant 
in  manibus  et  de  introdactionis  abbaci. 
2)  De  multiplicationo  integrorum  numeronuu. 
Ij  De  additione  ipsorum  ad  loTicem* 
J|)  De  cxtractione  uiinonmi  Tiumcroriim  ex  majoribiis« 

5)  De  divisione  integrorum  numerorum  per  integres. 

6)  De  multipnesdone  integrorum  nnmerormn  cum  ruptTs,  atque  rupto* 
mm  sine  sanis. 

7)  De   additione  et  extractione  et  divlsiofip  iniTiiproriHn  inrpurrnrum 
y  cuui  ruptis  atque  partium  numerorum  iu  :sn)guli.>i  parubius  re* 

ductione.  "  • 

8)  De  emptione  et  Tenditione  rerum  venalium  er  simiütim. 

9)  De  baraiiiii  rerum  Tenalium  et  de  emptiooe  boUonaiiae  et  qi^bos- 
dam  regulis  similibns. 

«  10)  De  soctetatibus  factis  intor  consocioN*. 

11)  De  consolamine  uonstarum  atque  eorum  rsgulis  quas  ad  «<uiso* 
Urnen  perünent»  , 
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andern  rlnc  DarsfcUunp!'  des  indiscLen  Zahlensyst^  nib  nini  in  dem 
letzten  €u|>itei  eine  Aitbandiuug  über  Alffelira  cotbait.  Da  dieses 
Cftfitel  in  den  Sten  Tbeile  von  Librtls  Geselitdkte  der  Matbewatik 
in  Italien  Tollständijir  abgpedriickt  ist,  so  können  wir  uns  'g'enaa 
von  seinem  inhalfc  ijfirrT'PUffen.  Es  besteht  aus  ^  TheÜenr  in  dem 
ersten  ist  über  Propurtiuucn ,  iui  zweiten  über  geometrische  Pro- 
bleme, im  dritten  über  Alirebra  gehandelt.  Dieser  letzte  Theil  ist 
der  intereMaoteste  des  s^iincen  Werks;  jedoch  neigt  eine  Ver- 
gleichung  desselben  mit  dem  bekanntea  Werke  Mohammed  ben  Mu- 
sa*s.  <lass  Fibonsirri  !ici  der  Abfassunp^  desselben  das  berühnitp 
Werk  dieses  arabischen  Schriftstellers  vor  sich  hatte  und  darnach 
arbeitete.  Er  gieht  xnerst  die«etbeii  Krkiäruoffen ,  betnichtet  dar« 
auf  dicscliton  sechs  Fälle  von  GleichuDgeo,  nimlieb  drei  ellifilebc, 
wobin  die  Gleicbnngen  Ton  der  Fora 

gi^liören,  «nd  drei  auiawaeogMetaCe»  d.b.  Gleicbongen  von  der  Farn 

•^i>afs=e,  ^p*  =      -h     o:'  -h  <»  =r:  ^. 

Bei  der  Lüsaug  dieser  Fälle  vcrfubrt  Fibonecci  ebenso  ganz  uut 
dieaelbe  Weise,  wie  fiiobaniined  ben  Mosa;  er  giebt  Imper  nnerst 
numeriscbc  Beis|>iele,  darauf  die  allgemeine  Reg-el  fUr  die  Losnn^ 

jedos  cin2('Iii*'M  Falles  ohne  Beweis.  In  allen  Ftiilon  Mfrden,  eben- 
falls  nach  dem  Ueispiel  der  Araber,  sämmtlichc  (»ln'di  r  der  Glei- 
cliuugen  aU  positiv  angenoiuiueu.  Zuletzt  folgt  der  UeweitL,  der 
in  einer  {f^metriachen  Constmctfon  der  Gleiimung  besteht  Das 
Ganse  besehliesst  eine  Menge  von  Aufgabea,  von  denen  jede  anf 
aiaen  der  oben  erwähnten  kccIis  Falle  rnrückgefulirt  wird. 
<'  Demnach  scheint  dieser  algebraische  Theil  nur  eine  Bea/rbei« 
tuug  des  oben  erwähnten  arabiacben  Werkes  zu  sein.  Die  Wisnen* 
iekafit  selbst  ist  hier  tob  Fibonacet  nicht  weiter  gefördert,  denn  er 
lässt  ebenso  wie  die  Amber,  die  zweite  Wurzel  bei  der  Losung 
der  Gleichungen  dos  zweiten  Grades  unberürksicbtigt;  ja  er  ii^t 
niebt  einmal  so  weit  gegangeoi  als  Mohainmed  b«ui  Musa,  der 
die  Rxistens  der  sweiten  Wursel  wenigstens  für  die  Gleichung 
Sur*  -4-  /y  =      angedeutet  hatte. 

Wir  sind  jedoch  weit  entfernt,  diesen  Mangel  Kibonacci  zum 
Vorwurf  zu  marhiMi;  seine  Sclirltteu  zeiclinen  sieb  nicht  allein  vor 
denen  seiuer  Zeil  genossen,  sondern  uM<^b  vor  denen  eines  Baco, 
eines  Raimundus  Lnllns,  eines  Albert  des  Grossen,  die  nach  ihm 
schrieben  nnd  die  ausgezeichnetsten  Männer  ihrer  Zeit  waren, 
riilimüelj'sf  ans,  indem  sir^  nur  Wahrheiten  eotbalten .  ;inst;itt  dass 
inau  in  (Um  \\ frken  dir  (l;un;t!ij;en  Zeit  den  finstersten  Aberglauben 
Uli  eiuzelueu  riciiiigcu  Auääprücbeu  uud  Lrtbeileu  gehaart  lindet. 


'  12)  De  Sulutiunibos  mulcferum  positarum  quaestionum  qnat  enrstieas 

appellaiuus. 

13)  De  regula  eleatayin,  qualicer  per  ipsum  fere  onnes  emticaequae- 

stimirs  solvaiitiir. 

14)  De  reperieodis  radicibus  quadratis  et  cubiis  et  mulCtpKcatione  et 
divisione  seu  extractione  earum  in  se,  et  de  tractatit  binemioruni 

et  reeisorum  et  eonim  radicium. 
kb)  De  regülis  et  |)roportiüTM!uis  treoBieCriae  pertioentibus,  de  quaestio- 
nibus  aigebrae  et  almachabeiuu. 


m 

Filionacci  Latte  auch  der  AbfasFinng'  seines  Abbacu«  uur  das 
reio  Fraktiscbe  im  Äuge*);  er  wollte  seioe  Mitbürger  mit  den  Vor- 
tkeilen  iiekaiiiit«  BaclieB, .  «Ii«»  das  iodisGlle  Zableoiystem  in  der 
Hechoung  vor  denen  Toraili>  hatte,  die  bisher  in  Italien  und  undera 
Ländoru  gcbräacblicli  waren.  Dies  ist  sein  Hauptverdieustj^  woiiir 
ihm  die  Fachwelt  den  o^rösstcn  Dank  schuldig  ist.  — 

Du  aber  die  übrigen  ScUriften  Fibonacci'ft  erwähnt  wordeu 
aind,  so  ,  möge  jetst  ooeli  eioe  kone  Besobreibvog  derselben  foU 
gen.  Die  Practica  ^eometriae  ist  ein  sehr  vaiattinöses  Werk,  daa 
in  8  Dlätinctiotirn  cingetkeilt  ist  und  von  dein  verschiedene  Manii- 
f5crl|»te  cxistlrcMj,  dif  hcwt'isptj,  dass  es  der  Verfasser  mehrmals 
iiberurbeitet  bat.  Den  Huuutiuiialt  desselben  bilden  üutersiicbuugeu 
ttbar  die  Ausaieasang  der  Körper^  besoaden  «u  bemerken  Ist  aber, 
dass  darin  das  Theorem  vorkommt,  in  welchem  die  Fläche  eines 
Dreil^ks  durch  die  3  Seiten  besliftiMif  wir-l,  ein  Satx,  der  sich  sriion 
in  den  Schriften  Brahmep^nxta's  ürnii  t  -").  I'ihnnacci  hat  ibu  wahr- 
scheinlich aus  einer  Schrift  des  Juden  Savusarda  eotlehot,  der  im 
12ten  Jahrhundert  lebte  and  dessen  Werk  von  Plate  von  Tivoli 
ins  Lateinische  fibersetzt  ist.  Indessen  werden  auch  in  der  Practica 
geometriae  algebraische  C^errf>nstande  nhirehundelf ;  sf»  findet  sich  in 
der  zweiten  Distinctiou  die  Au^^ziehung  der  Uuadratwurxeln,  in  der 
innften  die  der  CnbikwnrKeln  und  am  Ende  des  Werks  Probleme  . 
ans  der  unbestimmten  Analysis. 

Kibonacri  hat  auch  eine  Abhandlung  über  die  Quudratzablen 
geschrieben,  die  von  ihm  selbst,  von  Lnras  Paciolo,  Gbaiigai,  Xy- 
lander  und  lialdi  erwähnt  wird,  die  aber  in  neuester  Zeit  nicht 
wieder  bat  anfgeftinden  werden  köaaen.  Paelolo  bat  einen  Tbeil 
derselben  seiner  Summa  aritbmetica  einverleibt,  and  Ghaligai  scheiat 
alles  das  daraus  entnommen  zu  haben  .  av:is  er  iiiier  unhestinimte 
AnaUsis  sagt.  Aus  einer  ^>^^Tleicbuüg  beider  Schriften  lasst  sich 
die  Uebauptuog  Xylander's,  Fibonacci  habe  diese  Abhandlung  aus 
der  Arithmetik  des  Diopbantns  entlehat,  aariickweisen;  beide  babe« 
keine  Aehnlicbkeit  mit  einander.  Fibonaeci  giebt  unter  andern 
darin  die  Summe  der  Kcibc  der  natiirlicfien  Zahlen,  die  ihrer  Qua- 
drate, so  wie  auch  die  allgemeine  Formel  zur  Bildung  arilhmeti- 
scher  Dreiecke;  es  findet  sich  auch  daselbst  die  Lösung  eines  be-, 
sondern  Failea  von  dem  schwierigen  Problem:  eioe  QnadratzabI 
zu  finden,  so  dass,  wenn  man  zu  derselben  eine  gegebene  Zahl 
addirt  oder  davon  aiAcrabirt,  sie  imaMr  ein  Uoadrat  bleibt. 

« 

..  ■  *> 

*)  Snnc  hie  Uber  msgis  qsam  td  tbtoricsm  spectat  ad  piaetieam,  sagt  er 

in  der  Vorrede. 

*•)  V'^ergl.  die  historischen  Notizen,  die  Cbasles  über  dieses  Theorem  In- 
iieinor  (leschichte  d<tr  Geumetrio  (p*  480  ü.  der  llebersrcsnng  Ton 
Snhnkc)  beibringt.  Derselbe  sagt,  dass  es  sich  in  der  Frartira  geome- 
triae nach  der  Art  der  Araber  . bewiesen  findet;  hieraus  könnte  man 
schliessen,  dass  Fibonaeei  es  unmittelbar  von  ^ den  Arabern  entlehnt 
baLe,  und  nicbr  von  Savosarda,  wie  Librt  meint,  sumal  da  in  dem 
\\  erke  daa  leutern  der  üeweia  ieblt. 


* 
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XXXVli. 

lieber  den  Urspruog  imd  die  Verbreitung  ua- 
seres  gegen wlUrtigeD  Zahlensystems 

Vou  li^m 

nerin  Doctor  Gerhardt 

f<ehrer  am  G^uinaüiuia   zu  Salzwedei. 


ZwiscIiPD  Libri  und  Chaslcs,  dem  \  ertashcr  dos  ,  \porru  Iiisto- 
riijuc  sur  roriffiuu  et  Ic  d^veloftpemcnt  des  luethodcs  cn  dcouctric 
«te.  Brnx.  1837*'  (ins  Deutsche  übersetst  von  Sohnke)  ist  in  nene- 
ster  Zeit  ein  heftiger  Streit  über  deo  Ursprung  unseres  gegenwär* 
tigen  Zablensysff'TTis  ansc;"pbrocIicn.     Jrner  Lo1i;iijpff»t ,    dass  die 
Curisteo  d.tssolbc  den  Arabern  zu  verdanken  hätten  und  dass  na- 
raeotlicb  Fibuuucci  zuerst  die  Kennt oiiis  det^selben  verbreitet  habe; 
dieser  meint,  doss  unser  Zahlensysleai  aus  de«  der  Griechen  und 
Ufianer  entstanden  sei,  und  will  das  erste  Forkommeo  desselben 
den  Werken  des  Hof-fiiis  vindicirt  wissen,  der  es  wiederum  den  Pv- 
thngoräern  zusclircibt.    Libri  hat  jedoch  die  kühnen  Hypoliicseu 
uüd  irrigen  Auhicbteu  des  letzteren  genügend  widerlegt,  und  Cbas« 
les  selbst  bat  in  einer  Note  an  Ende  seines  Werkes  seinen  Irrtbnni' 
bekannt.   Die  Stelle  des  Boetius,  auf  welche  Chasles  seine  Ansicb- 
fen  hasirt  und  die  mnn  in  dem  oben  üfenannten  Werke  >olIvt?indig 
abgedruckt  lindei ,  beweist  weiter  nichts,  als  dus.s  man  ^icb  zur 
Zeit  des  Boetius  gewisse  Abkürzungen  in  der  Multlplicatjon  uod 
t  Division  erlaubte j  und  besonderer  finpstgriftV  und  Zeichen  dabei 
bedieatej  wie  es  schon  seit  den  ältesten  Zeiten  Sitte  war,  und  die 
Fibonacci  auch  auf  scineTi  Reisen  fand.    Cbu.sles  hafte  sieb  durch 
diese  Stelle  zu  der  oQcnbar  irrigen  Ansiebt  verleiten  lassen,  dass 
die  Zahlensysteme  der  Griechen  uod  RSmer  von  den  nnsngen  nur 
wenig  verschieden  wären,  denn  beiden  läge  eine  Progression  nach 
Zehn  zu  (irundc  und  beide  drückten  irg'end  eine  Zahl  auf  diesr'lbe 
Art  durch  Einer,  Zehner,  Hunderte,  Taiisende  u.  s.  w.  aus  mit 

Iluile  der  ueua  Cfrundzahlen  Eins,  Zwei,  Drei,  Neun.  Aber, 

es  ist  bekMiiKy  dnss* unser  Znklensjstesi  von  denen  der  Alten  sich' 


*)  Ausfier  Librl  hist.  des  ni^th.  eu  halte  ist  hierbei  uuch  benutzt  Cb«<sl«i 
üescbicbte  der  Ueuuietrie  übersetzt  von  Sohnke»  und  HiUlmann  Bber 
lies  Stadcewesen  de»  Mitielsicers. 
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hauplHäclilicii  dadurch  unterscheidet,  dass  einmal  in  dem  unsrigea 
der  Werth  der  Ziffem  tod  ihrer  Stollan^  abhängt,  und  xweiteaa 

dass  wir  aus  den  neun  Zalilzcicbeii  mit  Hülfe  der  Noll,  deren 
lateioischer  Name  Zephirum  uiTenbar  arabisclieii  rrsprunir^^'  i^t,  alle 
Zahlen  bilden,  anstatt  dass  die  Griechen  und  Römer  /m  Bildunj^ 
der  Zahlen  über  Zehn  hinaus  tu'uer  Zeichen  sich  hedicnteu.  Ausser- 
dem werdeo  aoch  noaere  gegenwärtigen  Zablzeieben  von  alleo 
christlichen  Schriftstelleru,  die  in  der  irühesten  Zeit  Über  Arithme- 
tik und  Algebra  schrie  Ken.  wie  Fibonacci»  Sacroboaea»  Jordaaua^ 
Valla.  u.  a.  m.  indisclie  genannt. 

Eine  audere  Frage  lüt  aber  die,  ob  nicht  vielleicht  schon  vor 
Fibonacci  opBer  gegenwSrtiirea  Zahlensystem  von  den  Arabern  stt 
den  Christen  herübergekommen  ist.  Libri  sagt,  es  gäbe  Manu- 
scripte  von  Ungewissem  Dutum,  die  vor  dem  Jalire  1"202  abq^cfasst 
zu  sein  schienen  und  in  welchen  sich  ueuu  ZahUeicben  t'anden, 
deren  Werth  von  ihrer  Stelle  abhioge;  aber  sie  schienen  sämmtlich 
von  Joden  gescbrieben  oder  von  Christen  während  ihres  Aufeiitbal- 
teü  bei  den  Mauren  in  Spaulcu,  und  entschieden  Jes><halb  nichts 
iiher  die  erste  I'^infühnintj^  unseres  Zahlensysfems  hei  den  Christen 
jNuu  ist  es  aber  hckaout,  dass  es  namentiich  die  Juden  wureu, 
welelie  den  Verkehr  swiscben  Arabern  und  Christen  vermittehen« 
Ueberau  zcrstreat  und  mit  Handel  beschäftigt  hatten  sie  sieh  ia 
A5?icn ,  in  Furopa  und  Afrika  aw^prbrritrt.  Die  zalilreiclien  Syna» 
sroi^ciij  vvelclie  sie  im  Süden  Frankreichs,  iu  Spanien  und  Italien 
iiaUen ,  corres[)uudirten  mit  einander.  Sie  übersetzten  eine  grosse 
Hen^e  griechischer  und  arabischer  Werke  fiber  Astronomie,  Philo« 
flopbie  und  Medicin.  Sollten  sie  bei  diesem  Geschäfte  sich  nicht 
auch  mit  dem  Inhalte  der  Werke,  die  sie  unter  dm  Händen  hatten, 
hefasst,  und  die  araltisrhen  Zahlzeichen,  die  überall  in  diesen  Wer- 
ken vorkommen  mu:>:>ieu,  bloss  copirt  hubeu,  ohne  ihren  Werth 
kennen  so  lernen?  Ks  Usat  sich  wohl  annehmen,  dass  sie  bei 
ihren  fortwährenden  Correspondenzen  auch  einander  ih^e  Renot- 
ni?'«^e  mittbeilten,  un<l  dass  eine  Mittbeilunir  de-«  arabischen  Zr^Men- 
systems,  das  vor  allen  übrigen  damals  geliraucbteu  so  grosse  V  or- 
tbeile  gewährte,  an  ihre  Glaubensgenossen,  bei  ihrem  eutschiede- 
neu  Hange  an  Bändel  und  Gewinn,"  gewiss  nicht  unterblieb.  Gleich*  % 
wohl  muss  man  gestehen,  dass  alles  Ans,  was  von  den  Joden,  einem 
verachteten  und  mannichfuch  gedrürkte»  \ Olke  ausging,  von  den 
sich  erhaben  duukcadeu  Christen  veratischeut  wurde. 

Was  nun  aber  die  Christen  betriflft»  die  nach  Suanien  gingen^ 
um  sieb  bei  den  Mauren  in  unterrichten ,  so  ist  wohl  nicht  wahr* 


•)  Libri  bleibt  in  seinen  llrhaiiptungen  nicht  rousK|uont;  denn  auf  Seite 
298  ff.  führt  er  ein  Maniisrrint  an,  das  im  Jahre  J 134  mit  Hülfe  eines 
Judt'n  ni/s  dem  Arabisrlii-ii  iibersctzt  ist  tind  Aritlimerfk  piiiliHlr  Ainsi 
ce  niHiiuscrinr,  fahrt  er  fort,  n^  peut  founiir  aucun  «rgumenc  contrc  Ia 
priorite  da  rAbbacus  de  Fibonacci,  qui  cepeudant  (eomme  nohsle  re- 
connai2»Mnns  avec  Ia  plupart  de  ccuy  ijui  nnt  discute  ce  point  de  l'bi- 
stoire  des  sciences^  n  a  pas  ete  le  premier  ouvrage  latin  oii  Kon 
ait  employl  las  ehiflfres  arabes,  mais  qui,  jusqu'a  ce  que  d  autres  faits 
viennent  prnuver  le  contraure,  doit  ktn  consider^  comme  le  premier 
traitc  avec  dar«  rertaine  ecrit  originairement  en  latin  par  nn  Cnritieny 
ou  les  rcgies  de  ia  nouvelle  aritbmetique  se  troavent  cxposees; 


Digitized  by  Google 


42» 


scheiniicb,  dass  sie  ihre  dort  erworben rn  Kenntnisse  fVir  sich  be- 
hielten nind  die  Ansbreituog'  derseibeu  unter  iiirüu  Landsieuteu  uo- 
tailfemD.  Ate  Beii|iMl  wtng  hier  der  hekMNite  «erhert  erwihaft 
werden,  der  zn  seiner  Ansbildung  nach  Spanien  zu  den  SarazensB 
geunnrrpn  war  und  noch  seiner  Rückkehr,  im  Jafirc  9{)[)  tmtfr  dpm 
Namen  »Sylvester  11.  den  päpstlichen  8tulil  bestieg.  Aut  seinem 
EAckwege  Terhreitete ' er  eifrigst  seine  Kenntnisse,  ab^r  die  Un- 
winerteit  eciner  ZeitgettoMen  wsr  lo  ungeheuer»  daae  aian  ihm 
seiner  neuen  lehren  we^^en  verketzerte  und  der  Magie  anklagte. 
Seine  !::conietriMchen  Schriften  behandeln  zwar  nnr  diQ  elementar- 
aten- Gegenstände»  aber  unmöglich  kann  diess  Aulass  zu  zweifele 
ffebao,  ah  Gerhart  wirkliöh  aeiae  Kenntnisse  den  Arabern  yerdaakl^ 
-wie  Cbaalaa  zu  hehaafitao  geneigt  ist;  vielmehr  hai^at  aa  aieiaar 
Meinunp:^  nach,  da^s  Oerhert  ein  guter  Fad.igog  war,  der  erkannte, 
dass  die  hohen  Kenntnisse,  die  er  hpi  den  Amtirni  gewonnen  hatte, 
für  seine  Landsleute  eine  zu  unverdauliche  Speise  waren.  Von  grös- 
aiMl«r  Wichtigkeit  acheiaen  aeiaa  arithmatieabaa  Sehrlftei  m  aain» 
die  grösstentheils  noch  nnedirt  in  der  Bibliothek  des  Vatikan  Uagao. 
Ks  findet  sich  darin  nach  der  Heliaiiptung  Chaslcs  ein  Zahlensystem, 
von  dem  damah  sfehrauclilichea  lateinischen  verschieden  ist.  Der 
Thatigkcit  und  dem  Lebreifer  Gerherts  verdankte  nantientlicU  die 
■Sehnla  sa  Rhaiaia  ihre  Blttthe.  Wiasbegierige  Mimier  atrilailaB  aaa 
-PfBBkreieh  und  Daatechlaad  herbei,  um  aicn  unter  ihm  zu  bHdaD« 
und  die  hinterlasscnen  Mnnuscripte  eines  AdiJholdns,  Bischofs  TOn 
Utrecht,  eines  Heriger,  AUt»  von  Laubes,  und  ÜcriH  liri«?,  die  siiramt- 
lieh  seine  Schüler  waren,  beweisen,  daäs  Gerben,  denselben  seine 
hat  deo  Arahara  gawonaanen  KanotDisaa  aiftthailta*  Sie  aatstaii^ 
das  anpfcfangene  VVcrk  ihres  Uleisters  eifrigst  fort,'  vad  noch  im 
12ten  Jahrhundert  gewalirtee  die  Biinme  Mchatten  und  Früchte, 
welche  Gerhert  ito  lOten  au  Rheims  geuÜanzt  hatte.  Durch  Spruss- 
linge  davon  sind  in  Frankreich  und  Deutschland  Terschiedeaa 
Stämme  unmittel-  oder  aiiCCalhar  Teradalt  wordaii.  Salaaga  jedoeh 
die  bisher  in  dem  Staulie  der  Bibliotheken  vergraheB  liegenden 
Manuscripte  nielit  veröffentliclit  werden,  lassl  sich  über  die  Tbatig- 
keit  und  Wirksamkeit  Gerberls,  wie  seiner  Schüler,  nichts  beUuap* 
taa,  aad  Praazoaen  oad  Deataeke  mdssen  vor  der  Hand  zugestehan, 
dass  zvarat  von  Italiaa  ana  durch  Fibonacci  unser  gegenwärtigea 
Zahlensvstem  in  Kuropa  verhreilet  worden  ist.  Das  steht  aller- 
dings fest,  dass  in  Deutschland  die  Geistlichen,  denen  die  Sorge 
des  Unterrichts  oblag,  im  Ilten,  l^en,  13tea  Jahrhundert  an  nichts 
weniger  daehtea,  ata  für  Bildung  thütig  zu  aeio.  Baitdeai  hoha, 
wie  niedrige  Stellen  käuflich  wurden,  saitdaai  dia  hoh<\  uie  die 
niedripf*  (.'eistlichkeit  dahin  strelite.  immer  mehr  weltliche  Macht 
sich  zu  verschnlFen,  seitdem  jene  den  iebhattesten  Authei!  an  der 
Politik  nahm,  und  diese  sich  sogar  mit  Handel  befasstc,  du  gtugcn 
aaah  dia  latctea  Spnraa  dar  ftchtaa,  wiaaeaaebaftlichaii  Biidang  ver- 
loren. Der  Unterricht  beschränkte  sich  auf  nathdlffttgaa  Laaan  imd 
Schreiben.  I^s  Idieb  ihnen  keine  Zeit  nhrig,  an  ihre  eigene  Aus- 
bildung zu  denken,  fortwährende  Streitigkeiten  mit  den  Bürger» 
Schäften,  in  deren  Nähe  sie^  wohnten,  über  Gerichtsbarkeit  und  welt- 
licha  Maeht  nahaiea  ihra  ff*öse  Thitigkait  ia  Ansnruch,  und  sie 
hialtaa  mit  aller  Gewalt,  die  ihnen  zu  Gebote  stand,  das  Volk  in 
ÜBwtaaaahait  aardck  nad  hindat^taa  jadea  kühaa  Baiparatrahea«' 


Dieä  änderte  iicii  jcilucii,  uls  io  Folge  der  KreusiUge  ein  kräf» 
timr  Bifg«MiMid  iM  m  bitte  «iifiiig,  «ler  M  kMtte»  aft 
HmiM  bescliäftigte  uod  zur  Fördening  des  Kunstflei^es  eebr  tbiU 
ticr  war.  Zür  Zeit  Fne«lrirlis  II,  des  grossen  Hohenstaufen,  kam 
«iue  grosse  Haodel&strasHe  vuci  VVieu  uuclt  Venedig  in  tinog^  d» 
vai  diese  Zeit  ConaUiutiuo^l  aufkürtc,  Hauptniederlage  der  mor* 
genläadisclieo  Guter  su  Min  und  die  Venetieoer  dieselbe  in  ibfer 
Stadt  einrichteten.  Schon  seit  der  Mitte  des  13ten  JahrhoiMlerti 
2«a:en  die  reichen  Kaufloiitf»  von  Aiijrsburg,  NÜrnUersf,  Ulm,  Mem- 
ningen,  üt^r  die  Alpen  nach  \enedig,  and  12^8  dachte  mau  da-, 
■elbat  eaf  die  Äoleg^ag  einei  eigenen  Kaufhausea  für  die  Deal» 
licheu.  Aber  aiofat  allein  gingen  dctttiebe  kaufleute  saeh  Italien 
und  Tfrwcilteu  dort  längere  oder  kürzere  Zeit,  suadem  auch  Itali- 
ener, besonders  Venetianer,  Florentiner,  Lombarden,  besuchten  die 
grossen  Uaodelsplätzc  Mitteleuropa«,  und  erbieten  die  ürlaubniw» 
sieh  deaelbst  käiialicb  oiederznlaMeo.  GrdMtentbeUa  war  das  W«e^ 
selwesen  in  Deutschland,  Frankreich,  England,  in  den  NiederlaadMi 
in  den  HändcD  Itulienisclier  Kaufleute,  vnn  dprirn  dif'  meisten  aua 
der  Lombardei  und  Toscana  gebürtig  waren,  besonders  aus  Florenz 
and  Siena.  Damals»  bei  dieaem  wecbaeiscitigen  Verkehr,  geschah  es 
«ahrulieitolicil»  4bh  die  Deutsebea  soai  «weiten  Male  m  vaeere« 
gegenwärtigen  Sbililcnsyateme  bekaant  wnrden«  naebdeni  der  von 
üerberr  ausgestreute  Samr  l  inprsf  spurlos  \  prscinvunden  war.  Denn 
Libri  zeigt,  dass  es  damals  iu  allrii  StuUen  Italiens  Matbematiker 
gab,  hesoaderä  in  Flurenz,  wo  lange  Zeit  die  von  Fibouacci  ge- 
gründete Sehnte  Uiilitn.  Alle  Bibliotbeken  Italiens«  fVankreiobo, 
»ngJands  und  Dentncblands  enthalten  eine  Menge  Mannseripte,  die 
TOii  Italienern  über  vcrscbiedene  matbematiscbe  Griifensfände  im 
14teB  uod  15ten  Jabrliundert  gesclirieben  worden  sind,  und  in  eini- 
gen wird  ausdrücklich  bemerkt,  dasa  sie  iür  kaufleute  bestimmt 
wnren«  fnr  weleb«  die  Kenntniss  iivt  Algebra  Bedilrfniss  wnr. 
wiaa  brachten  damaU  auch  deutsche  Kaufleute  solche  Manu8ori|pte 
in  ibre  Heimalh  oder  im  Aushinde  lebende  Italiener  verbreiteten  sie 
in  ihrem  neuen  Vaterlanile.  Und  wahrlich,  es  gereicht  Deutachland 
«nr  Bbre,  dass  dieser  neue  Same  auf  keinen  unfruchtbaren  Boden 
•  fiel;  denn  in  der  Tbat,  seit  dem  Anfange  des  litten  Jahrbnnderta 
wurde  in  Deutschland  nnd  von  Deutschen  eine  Menge,  namentlich 
aritbmetischer  Srbriffen,  vcrfasst,  deren  Titel  ,,die  ross,  Wfilsrhe 
Practica,  u.  s.  w."  zwar  italieniücben  Ursprung  verratbeu,  die  aber 
niebta  diesteweaiger  der  Deutschen  eigenthümliche  Fnrttobritte  in 
der  Behandlung  der  Aritimietik  neigen*).  Hierher  gehSrt- beson- 
der!» drr  Gebrauch  der  Zeichen  -H  und  — ,  die  nach  Lihn*s  aus- 
drücklicher Demerkiintr  in  den  Manuicripten  itnlioniNr!i<>r  IMatbema- 
tiker  dieser  Zeit  nicht  vorkeaunen.  Gewiss  wird  auch  noch  wehr 
dergleichen,  was  den  Dsntadien  wm  Rdisie  gisreSeht,  n  Tage  ge« 
fördert  werden,  wenn  ein  deutscher  Mathematiker,  der  Gelegenheit 
hat,  die  ßlbliotbekm  Nüruberg's,  WieiTs.  Miincben's,  Anirshn tlc's 
11.  s.  w.  TW  !tPTiiit7.(  11 ,  sieb  mit  der  l^suug  der  von  der  Fürstlich 
Jabiuuu\v:ikii>cbeu  beseiischaft  zu  L(Bipsig  für,  das  Jahr  1842  ge- 


•)  Verpl.  r>rrliisch  ile  Joan.  Widmanni  Eperani  Compcndio  Arithmetira© 
luercaconnn ,  wo  p.  33.  gezeigt  wird,  dass  Rechousfabsispislc  aus  dsm 
Abbacus  Fibouacci's  sich  bei  Weidmann  finden. 
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t  stellteo  Preisaufgabe  kefasscu  sollte,  ob  ea  Dämlich  vor  Rutlolflf  vo^ 
Jwier  dMlicbe  KoMuton  pgebes  M0«  welche  die  Algebra  eef 
eigentkOBlielie  Weiie  •■fbildeCeo* 


XXXVUL 

Ueber  eioe  Aufgabe  der  praktiscbea  Geonetrie. 

Von  dem 

Herrn  Prof.  O.  A.  Bretflel|iieider 

in  Gulha. 


Itii  erbleu  Tkeile  vou  Meier  Hirscb's  SnminltiDg  geometriscber 
Aufgaben  findet  sieii  folf^endes  Problem  in  fw  149.  vorgelebt:  ans 
den  drei'Spitzen  eines  gegebenen  Dreieckes  wird  ein 

TTtiirin  eres«  lim,  dfsseti  f'uss  mit  dorn  Drei  eck  f  In  Kiner 
Ebent  liegt;  die  Winkel,  unter  wclebrm  pr  ans  tiensel- 
ben  erscbeint,  sind  gegebeo:  man  soii  Uie  l^^utfernung 
des  Tbnrmes  von  jedem  dieser  drei  Pankte  finden.  Die 
Lösung  bat  der  Verfasser  dadurcb  erhalten,  dMss  or  iwel  Halft- 

lioicn  pinfiiJirf,  .-r  und  f/,  wt'lrlic  zttlrtzt  nus  tawi  (i Ieirlinii2"pn  ST^- 
'  fttudea  wcrdeu  miiüäeti,  von  denen  die  eine  vom  crstrii  iitid  die 
audere  vom  zweiten  Grade  ist.  Di«  C'oefiicieuten  dieser  (iieiciiuD- 
gen  sind  aber  berelti  se  nnsnmmengnsetat  und  so  wenig  elegant 
oder  Hymmetriseli  Qfebaut,  dass  Rleier  Hirsch  sich  begnügt  hat,  dio 
erwrUinten  t^ndgleicbon^n  »tjf/nstellcn  die  wirkliche  Kstwicke- 
liHi<>  von  a;  und  y  aut  die  jedesmalige  numeriscbe  Kecbaung  an 
verweisen. 

indessen  läset  die  vorgelegte  Anfoiabe  eine  nobr  einli^  «nd 

auch  ziemlich  elegante  Löstug  zu.  Uczciclinct  mnn  nämlich  die 
Winkel  des  gesrebcnen  Dreieckes  mit  AltC ,  ütrr  Oeircnsoiten  mit 
ahe^  die  Hiihe  ilos  Thurmes  mit  i^/ seine  Abstände  von  den  Drci- 
ecLsäpitzeu  AliC  bezüglich  uiit  a^b^c^^  ferner  die  zwischen 
oad  c,  und  swiscben  bx  und  C|  asi  Fasse  des  Tbnratcs  KoKenden 
Winkel  respeetive  mit  o  und  n»,  ond  nennt  endlich  die  Winkel, 
unter  welcb+'n  t!er  Tfiorm  von  ABC  win  gesehen  wird,  der  Heilic 
nach  u(iy ,  so  i&i  die  AulÜobuug  iji  folgenden  eioiacben  t'ormclo 
enthalten; 

.        .      a'  tot  =a-j-A'  cot  'Ä  — cot  'y 

COS  (C+o-|-i»)=;  aanSiTml  
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cot  *a^cok  *ß^9iMt  f»  tüt  ß  e&»  (a^-«)* 

Ot  =sA  eot^a,  ^,  =i5  eot        =^  eot 

I)io  Aufgabe  bat  übrigi^ns  eine  «loppclte  Lösung,  da  C~}~  o  -\-  v 
kleiner  oder  grosser  ^Is  ISO**  sein  kuun.  Die  Gründe,  auf  wcicbeu 
Torstebende  Formelo  beniheB,  riod  sebr  einfeeb.  —    Es  bildet 

namlicl)  der  Fusspunkt  des  Tburmcs  mit  den  Spitzen  des  gegeben- 
ncn  I)rei('(kps>  ein  Virreck.  Nun  habt'  ich  über  in  oinpin  berpifs 
früb€?r  ia  diesem  Archive  mifcfetbeilten  Aufsätze,  die  trigonometri- 
schen Reiatiuiieu  des  geradlinigen  Viereckes  bctrctiend,  den  i^atz 
bewieseb,  dass  in  jedem  beltebigeo  Vierecke  daii  Huadrat 
des  Produktes  .beider  Diagu4ialen  (rleich  ist  der  Summe 
der  ()M.-idr:itp  \  tin  den  Produkten  je  zweirr  Cegensci- 
teu,  weniirer  dem  doppelten  Produkte  alter  vier  Seite  d 
in  den  Cusiuuü  der  Summe  zweier  («egenwinkcl.  Dies  auf 
das  vorliegende  Viereck  angewSQ4^t  giebt  die  GleicLungea: 

fr'flr,  »  =  -|-rV  ,»  —  2Ä^,CC,  cos  + 

6*0^ «  =  «»a, '  '  —  cos  {B  — 

cVi' H-^'^i*—2^i4ifft  cos er)  - 

Substituirt  man  hierin  die  W  ertbe  von  aus  licn  Gleicbuogea 

«4  =^  «ot  a,  iff^/k  cot  fit  e^sssA  cot  y 

Bo  fallt  als  gemeinschaftlicher  Factor  auf  beiden  Seiten  ganz 
beraus,  und  man  erbftlt: 

^Ue  cot cot f  coi(C-Ho-4-«)=<»*  cot«a-f-Ä*  cot'/?—«»  cot*y 

2/rc  cota  cot  /  cos{ß  —  o)       =«-  cot^ct  — cot cot  *y 

2////  cot«  cot     cos(./  —  I/)  cot  ^<x -+-//-  col^ß-\-c^  cot'y 

woraus  die  Winkel  o  und  ?/  gefunden  werden.  Nur  bleibt  bierbei 
die  in  der  JNutur  dieser  Aufgal^e  liegende  Zweideutigkeit  zurück,  ob 

C+oH-«^180»  aod  mitbin  vnd  A'^u 

ist,  d.  Ii.  ob  der  Fuss  des  Tburmes  innerhalb  oder  autserhaib  des 
um  das  Dreieck  AHC  beschriebenen  Kreises  liegt.  Lässt  sich  die- 
ser pQokt  nicht  anders  woher  entscheideo»  so  |iat  die  Aufgabe  swel 
Löduagen.  Es  ist  nuu  aber  ferner 

— cos  (o-l-f») 

s3  >(»(Got  *a  +  oot  V-'^ot  «  cot  fi  cos  (0  +  «)) 

woraus'sich  sofort  h  und  mit  dessen  Hülfe  unmittelbar  a^b^c^^  er« 
giebt.  H'ollte  man  der  Sicberhcit  der  Kecbnung  halber  oder  aas 
eiuem  anderen  Grunde  alle  drei  Werlhe  von  h  berrclmen,  so  wurde 
die  ilcrbnung  am  schicklichsten  tiaeb  folgenden  traosfonpirteu 
Ausdrücken  angestellt  werden.   Muii  setze 

» 

a  cot  tt^a«   h  cot  c  cot 

so  ist      >  '  ' 
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-1- c)  (—  a b -f.  c) 

fang  |(<?-ha-4-ir)=:=tl/  (,_^.i,^„fa+.b-c) 
dbnn  berechne  man  die  Hälfswiokel  9P,9>s9>s  ^^'b  den  Gleicbongen: 
CM  2sPi  =C0B  2/9  CO«  Sl^i-f-Bin  2/$  sin  2y  cte  ci 
con  '2sPs  =  CM  ^  e9»-  9f'k*iAü  tm  bm  2y  cos  o 
coB  t^,  =3 cos  2a  cos  l^'+shi  Sajun  ^  cos  (o+«p) 
so  wird  * 

•  ,     g  sin    sin  y      i  »In  «  sin  y     .  g  sin  n  sin  ß  * 
•~     »in  71,  sin      "  sin 

'Woraus  sich  wicderyni  ajf^c^  unmitMlbsf  erffeben.  INisplels- 
balbsr  fige  icb  noch  die  Resultate' einef  i^ecbnuag- bei',  die  nacb* 
folgead^n  Daten  gsfiibrt  wurde: 

0=1370,05»  9*  54' 

a=z  707,205  <i=12«  U'. 
Dies  gab  ivvörderst: 

r=l20°  11'    8">SS  und  c  =  785U,U.s:> 
B=  33    IS  39,t)()        b  =  4<)58,0S7 
A=i  20  30  11,40  ft=:3202,lS0. 
Bieraus  ergab  sieb  nun  tu  dem  einen  Fall,  nämlicb' '<«r, 
«H-i«3=1Sf»  S|f9S^^  i;,=3l282^tt 

o':?=42  28  50,00  ft,  ac«:  1197,08  i(s223,830 

«  =  32   54  35,90  1032,37 

für  den  andero  Fall  A  u  hiugegen  wurde 

c^u^  'i\°  14'  K>",28  c,  =2058,26 

0=5  24    S  29,32  d.=s  1922,59  i(  =  350,224 

«rs20    5  40,96  «,ss  1050,81 

gefiiiuleii« 


■I  •■ 


leb  bemerke  bei  dieiMr Gelegenheit,  dass  <las  Potlicn ot^sche 
Problem  sich  mittelst  (!er  von  mir  fiir  <!ris  irrrndiiniirc  \  ipreck  auf- 

gefundenen  Relationen  ei)entails  sehr  schnell  und  direkt  iusen  lässt. 
ehali  mau  uämlich  die  iiexeichnoDg  des  Forbofgebenden  bei,  in* 
dem  man  den  FnnpnolU  im  TbarpM  als  viertem  Punkt  betracb- 
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tef,  der  durch  die  g^emcssenfn  Winket  o  und  //  t;rTimden  werden 
soll,  so  ist  jederzeit,  weou  muu  zur  Abkürzuug  die  llüU'sgrötiBeii 
a^Y  aitttlit  d«r  GMcbungen 

,  m  sin      —  m)  =  a 

ß  sin  {ß'—6)r=zb  , 

  ^  sin  (/#  —  tr)   t 


*      sfcV^«»-4-/J»— 2«^  cos  (o  +  t#) 

woUei  von  den  beiden  Zeichen  im  Nenner  stets  doiyenige  geuum- 
««n  werden  ^nip»  wm  die  ^ertke  tob  a^b^c^  positiF  aacM» 


XXXIX. 

Einige  Eigenscbaften  der  binomischen  Koeffi-  * 

zieaten.  .  . 

Von 

Herrn  O.  Schldmilch 

wi.Wien« 


I.  Eine  wichtige  Rolle  spielen  die  liiDomialkoeffizieuteQ  i>ei 
folgender  ODtenoehong: 

Es  sollen  die  BedingnngeD  eofgefoiideii  werden,  nnter  welchen 
die  beiden -nnendiielieD  Keihen 

+<r,^  -|-«r,a?*  -i- . . .  • .  H- ttm^iSB^"^  +  • . , .  (I) 
deren  Oenmgens  Tonnegesetet  wird,  identiid  lind.  • 
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I^lan  eritiilt  ans        «weilen  Keilie  titurch  fiatwickdiiiig  aller 

Glieder: 


•  •  • 


(3) 


•  •  • 


Folglich  durch  Vcr^leichimg  mit(t) 

=  s=     4-      ^,  =      —      +  <ar«9  •  • .  n.  ». 


lehebt  Mf  folgcndeB  GeMts  xn  deuten  i 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  diese  Rplatlon  (ur  diofon  ond 
alle  vorhergieheodeD  Koeitizicnten  richtig  sei  uod  dünn  dco  iolgen> 
den  KoefiizieDtea  ^t^-i  daraus  ableiteo.  Durch  Verg^leiciiuog  der 
etIgeBetiieii  Glieder  voa  (1)  nad  (3)  erbilt  lAiaa  logleieh; 


Folglicli,  wenn  wir  jeden  der  Koeffizienteil       Am-u»**  eus  der 

Formel  (4)  bestimmen: 

^i,+l=ss»»-il(»  — l)o»i  +(»  —  1), +         1)2«,  -i-  ) 


,  oder,  Wenn  wir  diese  Reihen  in  Tertikaler  Richtung  sumnireo: 

H-  [mn^i{n  —  1),  —  iNi-3(»  —  2) ,  -I-  —  3) ,  —  . . .  Ji», 

1).— «ii-^»— Jar, 

-h  .....  •  

•4*4rii4.i 

1^  mmk  «p^i  =  #ij,  4i^-2^<»a)  •  •  *  liHt  Heb  jede  der  ei». 

geUau^rten  Reihen  nach  der  bekannten  Peiwet 
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aumiuirea»  iodi};n  man  r  =  0,  1^      ,  .  seut.   So  bat  i^un 

ÄS  üe«,  -f  -  «, +        -f-  -H  Mr«»4-i-   (5)  •) 

Diess  ist  aber  ganz  das  nämliche  (jesetz,  wie  das  in  (\)  aus{re> 
s|jrochcije.  Es  gilt  daher  dasselbe  für  ^n+i,  wenu  es  för  0^, 
. .  .  6m  richtig  war;  d.  Ii.  aUgemeip,  da  es  far  «=1  gilt« 
Diese  schon  für  sich  bemerk enswerthe  Transformation  eiacr 
liteihe  lässt  eine  fruchtbare  Anwendung  auf  die  Kntwickelung  rer- 
srliirdrner  Eii^coschaften  der  BiDomiaikoeffizlciitpu  7U.  Kano  man 
nämlich  unabhängig  von  diesem  Theoreme  irgend  eine  Funktion 
in  xwci  Reihen  von  deo  Formen  (1)  und  (2)  eotwickelu,  äo  keoDt 
nan  dia  KoeffiiieBttn  «|,  nnA  dm+im    Da  diese  zugleick 

die  CleiehuDr  (5)  erfülleQ  nässen»  so  giebt  diese  eine  Eigenscksft 
der  Hinftmi-ifknft'tizienten  eioes  positiveo  gBBsen  Bzponenteo.  Da- 
von einige  lieit$|)iele. 

II.   Es  ist  identisch  1 o:  =  (.1  —  (l-Hor)»  folglick 

;r(l-l-^)-*=(l  — •Ito  wen«  nan  betd«  $iaom 

entwickelt: 

1    ,     l^ü  1     1-5.5  ^ 
^^^^  -h^^j^x  — 2.4.6-* 


2.4.6  

Es  sind  daber  die  Koeflixientcn  - 

•  1  .  3  .  5  .  ,  .  (2ii  —  1)  .    Jl^   J_J 

^11+1=  2,j|.6  (2«)  »  2»  ^•-"S  .  V 


1.3.5 


mid  Bacb  {%) 

1  ^1 

III.    Aus  der  identischen  Gleichung  j^^-^äI  —  iZ^Tjc 

L»§f         — —  ^0?  0  +  (l— rf-^'         durch  iw- 

derseitige  BDtwickelini{(: 


>)  Dieses  Tfaeoran  werde  wur  ohne  fitwtii  Ten  Hemi  PjrofBttor 
sn  Wsbnar  nitgetbettt. 
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•  •  •  • 


«ho: 


n4  ueb  (5)i 


1  1^1        >  . 

I = —         's""*  —  T*' 


Diese  ichon  bekaante  Eigenschaft  der  BioomialkoefnzienteD  find«! 
sich  gewöLnIicli  mit  bei  der  InteorrattOD  logaritbmiscltf r  DiffereO'» 
zialc.  Will  man  oiumal  böiiere  Analysis  zulasscD,  so  kann  man 
alle  hier  eotwickeUco  Furmeln  ^ehr  kurz  mittelst  bestimmter  Inte- 
grale «UdttD,  auf  welchen  Wege  sie  «ach  gelegtnllich  gefoiMleft 
werden. 


IV.  Eine  andere  ihnlich  gebildete 
Suinie  der  Reihe 


banikt  aaf  im 


n     1  .  ' 


•  •  •> 


—  1. 


Vm  <]7(<sf>s  S  ta  findcB  nnltiplmren  wir  die  Reihe  mit  1-1-^»  vcd 
erbaiten  so: 


2 
t 

4^' 


1 


1«, 


+(l-i+T> 


Log  (1  — «) 


■ithin 


— Log  0  —x) 
1^ 


« 

Ein  zweiter  Ausdruck  für  dieses  S  findet  sieb  so.   Es  ist 

folglich,  -n'enn  mnn  nocb  mit  1  H-d?  dividirt  und  die  Logerlthi 

in  Reiben  verwandelt, 


2»-l 


TImUIJ. 


2  »    (l^_a:)'  + 

,  20 
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lliiltiplilirt  roaa  noch  beide  Werthe  voa  JS  mit  Xf  lo  kommt: 


Ei  «nd  daher  die  Kcteffixieoteii : 

2«  1  1  11. 

^«+1= — <»i=0|  (1—  2^1  «4=(l— - 

«nd 


— .  (l  — i- -i- y  —  ^)«^ -f- 


T.    Eid  Paar  aodere  Relatiuuuu  ergeben  sicii  aua  deo  beidti 


bekftnoten  Reibeo 

mmh^^   


Nehmen  wir  zuerst  s*  s  x,  lo  folgt 


 ^S.b.7....(2»-I-1)  M-i-;rr^^- • 

•Imi 

2.4.6....(2w)   -  1  Jl       ^  1 

und 

♦  ♦ 

VI.    Nehmen  ^vir  dagegen  y-^— ^  ^ — jr,  niso  — j-^^^ 

■0  TertMttchen  (10)  uod  (11)  ihre  Rollen  uod  e«  wird: 

2,-2.4,  2.A.6,. 
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all« 


WM  mao  «Is  die  UmkebniDg  <ler  vorbergetieoden  Formel  an 
•ahen  Icuii. 


XL. 

.  Berechnung  des  Wheatstone'schen  Versuches^ 
zur  Bestimmung  der  FortpflanzungsgescbwiA* 
digkeit  des  electrischen  Liclites.  > 

Von  > 

Lehrer  der  Matbem.  und  der  NaturwisMn&cb.  an  tler  ReaUchuie  zu  Dü&^iiior/. 

■ 

t    » 


1. 

Eine  brritr  Mptallplatte,  in  Form  eines  Parallepipedon,  mit  zwei 
polirten  GrenzcbeDen  bowpge  sieb  um  eine  vertikale  Achse,  welche 
die. Platte  in  der  Mitte  ihrer  Dicke,  den  vier  vertikalen  Seitenflächeo 
parallel,  dvr^ieti«.  A  (Tafl  Fi|p.  6.)  Mi  eis  lenehtender  Pnokt, 
AO=^m  Miae  EBCfernnofif  tob  der  Drehongsochse ,  die  in  O  auf 
der  Ebene  der  Figur  senkrecht  stehe;  OS  der  Durcbsrbnitt  d€f 
Metuli  -  DuppclHpiegels  mit  einer  den  leucbteuden  Funkt  entbalten-  '  • 
den  Uorizontulebeoc ;  A'  und  A"  die  Bilder  des,  leuchtenden  Funk- 
tet für  die  Lasea  des  Spiegele  09  und  OS'i  'tB  sei  ferner  der 
Drebungswiakef  des  Spiegels  S'OS"=a,  Daan  ist  auch  A'AAfissa, 
«ad  «oe  u\  IbJgliek  AA^'^ttb  M  •$  BäUiia  ist 

rssSü  eai    •  •  •  (I.) 

die  Polargleicbang  der  Karve»  welche  das  Bild  des  levekteodeB 

Punktes  beschreibt,  der  Pol  derselben  der  Idtditende  Punkt  selbst 

Auf  recbtwinklifi^c  Coordinatcn  vom  AnfnnQ:sptinkt  A  uad  der  Ab* 
eciisei^acbse  AO  bezogen  nimiDt  dics^be  die  tiestalt 
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y=2#Äf (Tl.) 

HH,  stellt  also  einen  Kreis  dar,  dees^n  Radius  a  ist.  Jeder  Punkt 
eiuer  Unichteodea  Linie  wird  also  bei  der  Umdrehung  eines  ebenen 
SpiegeU  um  eine,  durch  seine  Mitte  ffebeode  Achse  einen  Kreis 
betebr«iben ,  detseii  Radios  gleich  ist  der  EDtfernaiip^  dei  Pauktet 

von  der  Rotationsachse.    Ist  die  leuchtende  Linie  eine  Grade  und 

parallel  der  Umdrebunt^saclise  des  noppolspieG^fls ,  ao  ist  die  von 
ihrem  liilde  beschriebene  Flärlic  ein  senkrech rer  Cvlindcr,  desnen 
Basis  ein  Kreis  ist,  der  uIü  Kaiitus  die  Entteruuug  irgend  eines 
leucbteodeB  Punktee  von  der  UmdrebaogiecbM  und  ssr  Hdbe  die 
ULnge  der  Lirhtlinie  selbst  hat.  Das  Bild  dieser  Linie  durchatreicirt 
n.i'  li  imm!  nacli  alle  Seiten  der  Cvlintlerfläclic.  Gesrltiolit  dip  Re- 
wc4j;iin|;(  S|iieg^els  so  scbnell,  dass  zu  einer  ganzen  L mdrehuiicr 
böcbsteua  bu  vtel  Zeit  erturdert  wird,  uis  der  Licbteindruck.  au£ 
der  Netxbaut  dea  Auges  andanert:  so  iehen  wir  'auf  einmal  «Uo 
€ylinderseiten,  folglich  die  ganze  CyliaderSäche,  erleuchtet.  Nen« 
ren  wir  das  eben  bezeichnete  Maximum  der  rmdrehungszeit  t,  so 
\vordeü  wir  für  die  UoKirebung'szeit  u(  nur  den  //ten  Tbeil  der 
ffunzen  Cylinderfläcbe  erleuchtet  scheu,  welcher  über  die  ideale 
Fläche  eioe  progreHaiTe  Bewegung  bat  Wäre  die  BamfiDdaor 
des  LichteittdmcKCS  im  Momente  des  Entstehens  augenblicklich 
aticli  Tvirtlcr  verschwunden,  so  würden  wir  het  jeder  belicfnjr  schnel- 
len Bewegung  des  Spiegels  immer  nur  eine  ieuchteade  Seite  der 
Cjünderfläche  wahrnehmen.  ^ 

Ba  aei  onn  (Taf.  V.  Fig.  7.)  ABi=^m  der  von  dem  lenebten- 

den  Punkt  zu  durchlaufende  Weg,  v  dessen  GeschwindigUeit,  f 
die  Zeitdauer  des  Lichteindruckes;  dann  ist  AM^vt'  der  Weg, 
den  der  leuchtemie  Punkt  in  der  Zeit  f  durchlauft;  wenn  derselbe 
also  in  M  anlangt,  erlischt  sein  Ctudruck  in  A  und  die  leuchtende 
Linieolänge  ^ilr=rl'  acheint  atch  jetxt  mit  der  Geachwindigkeit 
V  längs  Aß  nach  ß  bin  zu  bewegen;  denn  nach  einer  gewiaiea 
Zeit  f.  bat  der  Punkt  A  den  Weg  vt  zurückgelegt  und  das  vom 
Punkte  /  angcrecbncte ,  schon  erloschene  Stück  der  leuchtenden 
Linie  beträgt  offenbar     —      \  lolglich  ist 

v$—{t  —  t')v=ivt' 

die  übrig  )4eibende  leuchtende  Lioienläoge,  also  nnabhangig  vott 

t,  l*'iir 

Ist  dieselbe  auch  =0,  und  der  leuchtende  Punkt  scheint  sich  also 
mit  der  0 esoliwindigkcit  ohn«-  (  itic  Spur  zu  hinterlassen,  von  ^ 
nach  JI  hin  zu  bewegen,    fc^s  sei  nun 

und  c  die  Hotationsgcschwindigkeit  des  Spiegels;  dann  bat  nncb 
eiuer  gewissen  Zeit  t  der  leuchtende  Punkt  den  Weg 

nnd  der  Spiegel  den  Bogra 
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Icsclirieben;  foldich  scheint  der  leocbteode  Puukt  durch  die  Be-  * 
weffUDff  des  Suiegfels  itatt  in  Miü  it  Üdi  v»  befindeo  nnd  flen 
WcfT  JfN  daräilBufeit  zu  haben .  wihrend  er  iwh  wirklich  deo 
'WeS  Jßf  m^ckgelegi  hat.  Soinr  acheiobarc  Gescbwindiorkcit 
ouf  (lern  Wege  zur  wahren  i;rsr1iwindigkeit  auf  dem  eigent- 
lich durchlaufenen  Wege        verhak  sich  wie 

i^^^. . . . .  (III.)  , 

ilt  also  grosser  gewordeo, 
Ist  nun  aber 

dauert  «lao  der  Lichteindruck  eine  Zeit  Inng  fort,  so  erscheint  z.  B. 
wenn  der  Iruchtende  Punkt  in  M  anlana^t,  sein  BiM  io  A.  ISttO 
dauert  aber  der  Lichteindruck  in  M  während  f  Sekuoden  fort ;  W 
Sniecel  beschreiht  wahrend  dieser  Zeit  den  Bogen  ef,  folglich  be- 
schreibt auch  das  Bild  des  leuchtenden  Punktes  M  Ton  ßT  aus 
einen  «rlcichen  Boffen  0*.  Der  leuchtende  Liclitwcar,  welcher  tur 
/'izzO  eine  blosse  Linie  JP  ist.  wird  also  für  ^'>0  ein  Pamlle- 
loirramni  sfin ,  «Icssf  n  andere  Dimension  folglich  c/',  gleich  dem 
Produkte  der  Hotatioosgeschwindigkelt  in  die  Zeitdauer  dea  Ucbt- 
eindmekea  iitt  also  unabhängig  ton  v. 

Ka  sei  nun  a  der  Winkel,  um  welclipn  das  Bild  der  leuchten- 
den Linie  von  4er  Tertikalen  I-Age  abgelenkt  erscheint;  dann  ist 
offenbar 

c=v  tang  a  . .  . .  (IV.) 
und  hietnw  «rgiebt  aicb  die  Geachwindigkeit  des  leuchtende«  ^ 
Punkt«!  ,  . 

e 

tang  a 

Macht  %.  B.  der  Doppelspie^el  in  1  Sekunde  «  Rotationen,  an  wW 
das  Bild  eines  leuchtenden  Punktes  in  derselben  Zeit  KrewwH 
fänee  durchlaufen;  ist  der  Radius  des  Kreises  crrr,  so  ist  also  der 
in  1  Seennde  ton  dem  Bilde  dea  lenebtenden  Punkte*  bMchne- 
bene  Weg 

esdiirjM- 

und  dieser  Werth,  in  die  Fofuid  (V.)  sUbsHtniit»  gibt 

^^^lUl^lf  .  w^n 

ung  a        ^  ' 
8. 

Aus  dieser  Gleichung  geht  hervor,  das«  unter  übrigens  gleichen 
Umständen  4ie  in  bestSnniende  Gesehwindigkeit  des  leuchtenden 
Punktes  m  so  grösser  ist,  je  weniger  sich  das  Bild  seines  Licht- 
™  von  der  vertikalen  Lage  entfernt.  Bliebe  letztere,  bei  jeder 
beliebig  grossen  Rotation. -.scbwindigkeit  des  Metijllspiegels  us^^ 
jeder  Sö|lichen  Entfernung  der  leoclitenden  J«" 
irehungsJcbse  stets  senkreebt,  so  könnte  die  gesuchte  neHchwin- 
digkeit  aar  iweDdlieb  grast  seiii.  Dn  aber  etat  absolut  unendliche 
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Getchwindiffkeit  in       JMkt  kaum  den^bif  ilti  so  maas  in  jeden 

besondero  Pulle  eine,  wenngleich  für  unser  Auge  gelbst  nicttt  w»hr- 
nehnibare  und  fiir  unsere  Insf riimfnte  nicht  messhare,  Abweicliunj^  ilti 
leuciiteudeu  liildcs  vua  der  uuruittiea  Lage  uwtUwepdIg  vurLauUeo 
Mio;  Hod  M  wird  tiiumehr  blos  dtranf  MdcomiM«,  dardi  eine  ge- 
sehickte  Walil  der  b«diD|fMideo  IjttsUode  dieselbe  möglichst  gtom 
TU  milchen.  Dieses  errncht  man  nbor  in  vorliege ntlrm  Falle,  wie 
Formel  (VI.)  zeigt,  wenn  man  u  und  r,  d.  Ii.  die  l  indrehungsge- 
schwiadigkeit  des  Sjiiegels  und  die  Eutlerouug  der  leuchteoden 
Lioie  Toa  der  Rotatioorachw  so  groti  nioiMt,  iMi  t$  ani^elit.  Will 
es  aber  deDDOcb  nicht  gelingen,  eine  nierklicl)c  Abweichung  dw 
Bildes  von  der  vertikaten  Lage  mit  Be^timmthrit  nrir!i7iiweisen, 
und  weiss  man  aiissordcm,  dass  ein  gcwi>^ir  IhklltiutioDswinkcl 
^  den  Messungen  uichl  epigehen  könnte:  &a  bat  wa^  wenigsten« 
«Ib  MaiiAVoi,  v^cIms  die  wirklicU  ▼«i^aBdeiie  Abweichung  aiclit 
erreicht,  and  hieraus  erfiebt  sieb  mittelst  der  Gleichung  (VI.) 
ein  !^1iniiniini ,  welches  die  verlangte  (/cschwindigkeit  nothweudig 
übertritt.  Ks  ist  dipsps  dasselbe  \  «»rfaliron  ,  w  ozu  man  bei  IJuter- 
fuchuug  dsr  l'hauumenc  der  ^jatur  äo  utt  seme  Zuducht  nimmt, 
weiiM  airei(tere  Wege  neeb  aiobl  ,vä  Gebote  otebeQ«  sa  s«  ^.  hsi' 
peittMoog      Pt^ellAi^e  und  Pitlferonng  dar  Fixs^m«. 

4. 

Bekanntticb  k»t  WbeatsloBe,  den  wir  eo  nanebe  finofeicbe 

Versuche  im  Gebiete  der  Natnrwisseosekaften  Terdanken,  die  im 

V orbergobendt  n  besprochene  Idee  zuerst  ana;eregt  und  zur  Bestim- 
mung der  Fort{iflan7.nTT2'sgcsrbwindii;keit  der  fcilectricität  benutzt. 
I^kt  wao  sich  nämUcii  die  Liebtiioie  JiS  (Art.  '^.)  ersevgt  durch 
eioeo  elektrisehen  Ponken,  der  nwiseben  zwei  senkreeht  ober  ein- 
ander liegenden  Metallkogelo  Ton  ui  nach  ß  äberspriofft,  lässt  je- 
doch im  Tcbrigen  Alles  uogeändert  uod  giebt  nun  jeder  der  bei* 
den  Kugeln  eine  Kntfernung  rr^l  Meter  \on  der  Umdrebungsachse 
und  dem  l>o|>pelsiiiegel  eine  Geschwindigkeit  yon  j»  =  5ü  ile^Uio- 
von  während  l  Zemekande;  so  ist  also 

Aanr       tiOO .  3,1415926 
tang  er  ^™       tsng  « 

Der  Winkel  a  der  Abweichung  des  leuchtendeD  Bijdes  von  der 
yertikalea  Lage  ist  dnrch  direkte  Messang  an  emittelo.  Hier  fol- 
gen einige  conreipendirende-  Werthe  Ton  a  and  p. 

Füt  as±W  iit  nSniM  rss     88  geographische  Meilen  . 


«  =  20'  - 

58 

a=W  - 

r=  116, 

tt=  5'  - 

t'=  211 

o=s  r  - 

«3s  1164 

psa  ms 

V 

«5=3    1»  ' 

1* 

die  geographische  Pfeile  «u  7420  Alete^  gerechnet.    Pie«^s  Be« 
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sulint  «1er  RccbouDg^  der  Versuch  aber  zeigt  unter  tleo  apgei'uhr- 
teo  BedinguDgeo  «lat  Bild  der  leficht€oi)en  iJiiie  Tollkonnen  ip«r> 

tikal,  wus  uns  also  zu  dem  Schlüsse  berechtigt,  dase  ,dte  €le- 

schwindigkoit  drs'  elnkf risclien  Liclitcs  ausseroruentlich  gross  sein 
müsse,  80  dass  wir  aut  diesem  Wege  Dicht  im  ^itaude  zu  sein  schei* 
neD,  dieselbe  oumerisch  zu  be«(M^fieo.    VVheatstone  hat  deshalb 
diesen  Verkoch  dabin  abgeändert ,  dass  er  den  oben  beschriebenen 
Spiegelapparnle  6  gWffk  $f«m9t  a^f  deffoljbf^  VeTlMiaJünle  befind^ 
liehe,  Metallkugeln  gegeDÜberstellt  (Tai.  V.  Fig.  8.),  von  denen 
die  erste  a  inrit  der  äusseren  Belegung  eines  gcladeoen  Condensa- 
tors,  z.  B.  einer  I^cidenor  Fla<;cfie,  die  beidcti  folgenden  6  und  c, 
so  wie  ä  und  ^,  aber  duxcb  Z  i\|e6siugdr<iiite  von  gleicher  und  mög* 
liebst  bedeutender  Länge  mit  einandir  verbanden  sind.    In  dea 
Angenblicke  nun,  we'M»  die  Kugel  /  mit  der  inneren  Belegung 
der  Flasrltr  in  Verbindung  setzt,  zcip-en  sich  3  clektrisclic  Funken, 
welche  von  u  nach  &,  von  c  nach  fl  und  von  e  nrvrh  f  iibersj)rin- 
gen.    Jeder  derselben  bildet  eine  senkrechte  i^ichtiiniej  deren  Bild 
irollkonniett  vertikal  enebeinL   Das  Ange  erkennt  die  8  Funken 
als  gleichzekige^  aber  de»  Spieg«!  zeiet  dureb  Reflexion  die  Bilder 
der  beiden  äusseren  in  derselben  Verlikallinic,  das  Bild  des  mittle- 
ren  hingegen  merklich  von  dieser  Linie  rnffcrnt.    Hieraus  scMie- 
sseu  wir,  dass  die  beiden  äusseren  Funkeo  genau  in  demselben 
Augenblicke  überspringen,  der  mittlere  dagegen  um  eine  nicbt  itf 
Ternachlässfgende  Zeitgrösse  gegen  (Ke  andf     verspätet  ist.  Und 
dieser  Zeitraum  ist  offenbar  derselbe,  den  die  Electricität  gebraucht, 
om  »'inen  der  beiden  MetaMdrähte  f}s:tf=:dhe  =  p  Meter  zu  durrh- 
lauten.    Misst  man  nun  den  Bogen  c&-z=^^  Meter,  den  während 
derselben  Zeit  der  Spiegel  durchUtufcn,  so  findet  man  die  gesuebte 
9escbwittdlgk«)t  d«a  aiabnisehan  PloMnms  dareh  die  PropoMion  * 

V  :  hnnr z=zp  \  q\ 

folglich  ist 

q 

Auf  diesem  Wee^e  fand  VVbeutstODe,  dass  die  Klectricitnt  auf 
einem  Messingdruhte  von  0,002  Meier  Dicke  mit  einer  Geschwindig. 
keit  von  aogetäbr  4^000000  MötorssiQaOOO  geographiscben  Heilen 
In  1  Seconde,  also  bei  weitem  scbneUer  als  das  Liebt,  sich  fort* 
pflanze.  Man  vergleiche  Lamd  Coara  de  pbysiqne  de  T^le  poly 
techttique.  717. 

Ich  weiss  nicht,  ob  ich  mich  täusche; .aber  mir  scheint  dieser 
Versuch  ein  nicht  unwichtiges  Element  zu  Gunsten  der  Symmer'scben 
ll3«potkesa  itbar  dw  KWfctWt^l  enthuUen;  4m  4ia  ^Ici^^eiHK' 
keit  dar  b«iden  äasseren  Funken  und  die  Verspätung  dea  mitliefen 
gegen  jene,  so  wie  Überhaupt  die  Symo^etrie  der  Frscheinung,  von 
der  Mille  aus  betrachtet,  scheinen  auf  zwei  ver^i  hicdene  ,  einander 
gegenseitig  entgcgenstrümendp  und  lu  der  Mitte  sicli  uculrali^^r^ade 
Flnida  Mntodaalan;  —  jedocb  sei  diete  alte  Streitfrage  Männern 
von  gadiegeDeraa  Ürtbail  sbergeben. 


V 


Digitized  by  Google 


444 


Matbematisclie  Bemerkiuigeii. 

Von 

Herrn  J.  Fleseh 

Ltbm  der  Mathem.  und  der  Narur wissenseh.  an  der  Realschule  su  DuM«ldorl 


Es  äeieu       b  uud  c  die  drei  >!>eitea  eiues  Dreieckes  und  Uer 

Elim  halber 

so  iflt  der  lohalt  des  Dreieck«! 

BeMicliiet  man  nun  die  Radien  derjenigen  drei  Kretsei  von  d«* 

nen  der  erste  mit  dem  Dreieck  gleichen  Inhalt,  der  andere  gleichen 
t  mfang  hat  und  der  dritte  demselben  eingeschrieben  ist,  respectire 
durch  r,  ^  und  q\  so  bat  man  zur  Beitimfflung  dieser  drei  Üröiae« 
bekanntlich  die  Gleichungen  * 

i 

_t/tt(y-^a)  (ü  — ^)  (u  —  tj 

■  • 

o  r=  Ood 


hieraus  folgt 

Der  Radius  desjenigen  Kreises,  welcher  mit  einen  Dreieck 
gleichen  Inhalt  hat,  ist  also  die  mittlere  geometrische  Proportionale 
«wischen  den  Radien  derjenigen  beiden  Kreise,  von  denen  der  eine 
alt  itm  Dreieck  gleieheii  Ü«f«iig  bet»  4er  andere  deaaelbea  ^ 
geeebrieben  iil; 


Es  sei  P  eine  durch  eine  Parallelebene  mit  der  Basis  ahse- 
•iBtite  isaeitige  Pyramide«  B  and  d  ihre  Grundflächen  und  A  ihre 
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J^^-rlß-h^-i-V^]  (1) 

RpTin  zerlegt  mRn  äipselhc»  in  n  dreiseitige  Pyramiden,  so  hat 
luaQ  (ElemeDta  de  geometric  pur  Lerendre  Vir.  VL  prop.  21)  unter 
jUmlicbeo  BeieichnuDgeD  folgende  Ctieiciiuugeo: 

p^::sj\B"^l,"  •^VnSWl,  (2)  0 

;i»'  =  yJ^»-t-^"H-V/]ff"'^j  u.  8.  w. 

-F(|/3^-l-k  ^  -+-V^Ä^-»-etc.)|  P)  " 

Hub  aber  Ul  offenbar 

felgtich  ist 

*Es  muM  also  nocb  gezeigt  werden»  dnsi 
ym:=xV iß' -^B" ^  B"' -^^tc)  (Ä'-4-Ä"4-^''-^elc.) 

ss|/'S?-|.|/S^rhV^Ä^'*^'-h«l|B.  (5) 


Aber 

f  =         f^'ssete.»  kWiiii  (ArebiT.  TkL  S.tM.)  ist  «Mb 

n  -j.      /> "  -i- . . .  7 

wenn  man  beiderseiu  mit     -H    -t- -f- etc.)*  muUipIisirt, 


Es  gilt  also  dieser  merkwürdiffe  Satz  (1),  wrlcbpr  in  den  Lehr- 
bücbern  der  Geometrie  ffewöbnlicb  nur  für  dreiseitige  Pyramiden  , 
bewiesen  wird,  für  jede  beliebige  Anzabl  von  Seiteottaeben. 
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Xlill. 

Miscel  leii. 


In  Nr.  446.  der  astronomischen  Nachrichten  bat  Herr 
Thomas  Clausen  eine  sehr  bemerkcn^wortlie  Auflösung  des  irre- 
ducibJen  Falls  bei  den  cu^ischefi  (Aleic^vn^ea  durcL|  djLe  l^^eUei^- 
brüche  gegeben,  welche  ich  im  Folgenden  mittheilen,  mio  mit  eini- 
gen zQr  str^?9  Be^^H^dung  diee^c  M^l^cn  Methode  mir  nStliig 
•cheioeDdeD  Zusätzen  begleiten  werde. 

Die  gegebene  cubistibe  Gleichung  sei 

wo  <7  und  ^  positive  Grössen  sind,  und  274' 4c*  lat  In  diesem 
Falle  hat  die  (ileicliung  drei  reelle  \VuricIo,  von  denen  jcderzrit 
die  eine  positiv  ixt,  die  beiden  andern  negativ  sind,  weiclvfs  am 
einfachsten  aus  der  bekannten  Lösung  dieser  Uleichun^  durch  die 
g4^uioaif$ritclieii  l^'o^mtls  erUeUet,  welche  ^  daher  Wer  im  K^ur^ 
xeo  recapituliren  .wolIeD  *): 

Man  bestimme  deQ  uwi^t^  ^  HOd  1^  Uegevi^eii  Hoc^  % 
welcher  de?  CiieichiiQg 

SAW»  -  ." 

=  a 

genügt,  welches  immer  möglich  istj  dann  sind 

die  drei  Wurzeln  deff  gegeben«»  GUm^Imi^K^ 
Setzt  man  nun 


*=3Vf  4(1-)'='^' 


so  verwandelt  sich  die  gegebene  Gleichung,  wie  man  leicht  lindei» 
in  d^e  Ct^gei^s^ : 

y»— 3y— 2c  =  0. 
Weil  27^>  <4a'  ist»  ao  Ut 


*)  H. s.  Ü.A.  meine  Et^emente  der  ebenen,  sphürrsolien  und  t^hi* 
rotdisehen  Trigonometrie«  (j«ipaig.  1817.  S.  129» 
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woraaf  tick  leicht  ergiebt,  dais  die  Gleichoog.  \«  « 

aüch  zam  irreducihlcn  Fnllc  c^cliort,  und  daher  drer  reelle  Wurzeln 
bat,  von  denen  die  eine  positiv  }si,  die  beiden  andern  neglitiv  sind^ 
welches  übrigens  auch  anmittelbar  aus  der  Formel 


Jj^eschlossen  werden  kann,  da  :v  nur  einen  reellen  jioäitiveii  Werth» 
und  zwei  reelle  negative  Wtcthe  liuben  kann.    Setzt  mau  jetzt 


ond  fuhrt  dies  in  die  obige  Clcicbuog  für  ycin,  so  erhält  mau  lur 
Beitimmung  von  yi  nach  leichter  Rechnung  die  Gleichung 


oder»  wenn  man 


« 


feist,  die  Gleiehnng 

D»  Decb  dev  Obif^^n       1  ist,,  la  ist  olTe^bar  eaeh     •<  1^  usd 

die  vorhergehende  Gleichung  gebort  folglich  wieder  zam  trrediiei- 
bleu  Falle,  so  dass  also  aucb  //,  drei  reelle  Wertbe  hat.  von  denen 
der  eipe  jeilenei^^  PP^tiv  i«t,^  die  ^if^e^  »iifefO  A^e|fv  MO(U  . 
man  nun  ferner 


und  führt  dies  in  die  obi^^e  Gleich imp:  für  y,  ein,  so  erhält 
geos  wie  vorher  zur  Bestim,muug  von      die  Gleichung^ 

Öder  weDB  mo 


.1 


•eilt,  die  Gleiebnog 

Weil  nach  dem  Vorberjgeheoden  c^<ii  ist,  so  ist  offenbar  aucb 
<  1,  ned  die  Tonlebende  Gleiebanf  gehört  felglicb  wieder  tmm 
inrcductbien  FeUe>  so  4eM  alio     drei  reelle  Wertbe  bei»  lam  de- 
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nen  der  etue  positiv  hty  die  beiden  andern  neg^ativ  «ind.  Wie  mao 
auf  dieie  Art  inner  weiter  geben  kaoa  unterliegt  keinem  ZweifeL 
Mit  san  «Ii» 


l/i±f — 


2 

U.  8.  W. 


«od  lüsit  jilil 


y»  yi»  y»»  y«»  • .  •  •  y» 

4i«  reell««  poiitifcir  Wnrseln  der  GleidiapgVB 

yi' —  3y,  —  2c,  =0,  - 

bedeuten»  WM  offuibnr  TeraUttet  iat;  lo  itft  nwk  d%m  VorlMfw 
gabcndsB 

Fl 

tt.  I.  w« 


folgKek 


i-i — 2 
yw 
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Weil  nach  dem  Vorhergebenden  c,,  c,, ..  .Cm  nnd  aoch 
51»»  wi«  mtfl  van-Meh  m  9W9hmtm  lauter  poaltlftt  GrtaM 
•M;  ao  tat,  wesB  mn 


aetzfc,  nach  der  Theorie  der  Kettenbrüche  y  swiicben  jeden  swei 
«inaikler  benachbarten  Pariialbrüeben  des  Rettenbrachs  aaf  der 
rechten  Seite  de«  Gleichheitszeichens  als  Gränzeo  enthalten,  vmÄ 
dieser  Kettenbruch  kann  alao  zur  uDDälierndc>n  BprocImunjiC  von  y 
sehr  zweckmässig  gebraucht  weriieo.  .  Uat  luau  aber  auf  diMe 
Weise  y  gefunden,  so  erhält  man  ferner  mittelst  der  Formel 


eebr  lekbt  die  reelle  posiHve  Wnnel,  welche  die  Gleiebiag 

ba  inednclbleii  Falte  Jedenelt  ' beben  aMtai  *  * 

Zar  Berecbniuig  der  Zibler  nnd  Neiteer 

«»4»  *»SI  •  •  •  «5 
•>»  *»»  "•«•  %  ♦  •  • 

des  oben  für  y  gefundenen  Kettenbmeha  bat  maa  nach  der  Tbeotie 
dar  Ketteabrttcbe  bekanatlicb  die  folgeaden  FeriMlnt 


aa^  fla^  aa^  y 
•§4  sss  aa^     3<f4aas , 

jWi^  '  I  ^^^Mi^i 
'    u.  a.  w; 

m»  s=s  1/ 
-.  =  !.. 

m,asti. -f-2e,««, 
',a«  w. 

Satat  aan 


450 

MPjl  ^=        •  ^2  ,         .  jU^i 

kl»  Ut  Mcb  tetai  Torliergdieiidea 

»i,=fe2<?,  .2<?.  .(/*,+/*,), 
»I,  =  ic,  .  2<7,  .  2^,  .  -4- 
«4  =  2€?,  .  2r,  .  2r,  .  2r^  .  0*^  4-/1*,), 
»«t  =2c, .  2tf,  .  2c,  .  2c«  .  2€7«  . 

und  folglich,  weon  man  ftiese  AniilrUcke  von  ap^,  m^,  .... 

mit  den  vorbergeheodeD  Auadrueken  deraelben  Gröiien  vergleicht» 
offenbart  *  '       •  - 

.  2c«  » 

U.  8.  W. 


folglich 


0.  S|  w. 

Weil  naeh  den  Obigen  olfonbir 
iat;  eo  iit,  wenn  ißt^\  «etat» 

Setal  a»ii  auf  ähaliche  Alt 
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ss2ct  .  2c,  .  2c,  .  2^4  .  Sc«  •  Sc,  .  y„ 

u.  s.  w*  -  ' 

so  Ut  Bscb  dem  Obigen 

sie.  .  ife»  •  (y,  H-r,)» 
=:ftf,  .  S^,  .?Ci  .  fy,  -1-^4)1 

=2c,  .  2ca  .  2c,  .  2C4  .  (v^ -+-V,), 

«»K  CS  2et  >  2l0«  .  2c,  .       .  2r,  .  (^4 

tt.  8.  w.. 


OMicfolglieli 


ab» 


2c,  ,y,  =iv,  -l-r., 


2C4  » 

II»  8«  W.  ■ 

Weil  aadi       Olbigev  «ffnibar  ' 

iit;  80  ist,  weno  mnJk  Vo==l,     £=0  setzt, 

■^»^    2c,    »  2c,  • 

üeberhaupt  bat  man  also  zur  Berechnung  der  GrÖ88ea 

(*99       I*»9  I*»»       I*»»  •  •  • 

■  ■ 

^Ot  ^19  ^»fj^4*  P$t  • 

die  folgendeB  AnidriiQke: 


452 

p«—    21?,  ac,  i 


I 

«•    w.        II.  k  w. 

Hat  mn  «nf  diese  Weise  di«  in  Redt  ate]ieiid«tt  Gritwen  bercdi* 

net,  so  sind  die  Partialbrüche  def  oben  iUr  y  geAmdenea  Ketteo* 
bracht  tffienbtr  dacJi  der  Reiht: 

(i:  ^  t.^  ffi  *  ' 

.  V  

Clausen  hnt  scinr  .MrtlirnlR  rrläutert  und  ihre  Zweckmässigkeit 
nacbgewiescn  an  dem  aus  dem  Mathematischen  Wörterhiitbt« 
ThI.  1.  S.  390.  eDtlehnten  Beispiele 

or»  — 2100  ^  —  24000  =  0,  ' 

\ro>)pi  wir  jedocb  hier  nirlit  lanpfer  TCrweilen  woHen,  da  dit  Rteb> 
nuDg  nach  den  nbip^eu  tOnneln  keine  Scbwicrigkcit  hat. 

Nach  dem  Obigen  sind  die  Grüssen       Cj,  c,,        c;«,  . . .  • 
iiamtlieh  kitiner  alt  die  Einheit    Leicht  kann  man  aber  aneb  ' 
■eigen y  datt  dieielben  fortwäbrend  wachsen  ,  und  sich  daher  def 
Einheit  inmer  mehr  nnd  mehr  nähernw  Es  itt  nämlich  «berhnapt 

md  folgUdi  

cw-n  1/L±£2  1/  1  l_ 

Weil  nun  c„  <^  l  y  olso  anch  Cik*«<1  itt,  tt  itt  ^te»<tt  tn  wie 

und  tolglich 

also.   

d«  i«  na^  dem  Vorhergehenden 

,^*>1  oder  e*M>€b, 
wie  behnnptet  wnrde.  G/* 


Digitized  by  Google 


VI. 

Literarischer  Bericht 


Systeme»  Lehr*  iliid  Wdrterbtteher. 


Von  dea  HeniuMberi  de«  ArehiTs  beksBoten  Lebrbiicbt  d«r 

Hathemiitik  für  die  obern  Claasen  höherer  Lehranstal- 

f e n.  4  Theile.  BrandenLurg^  bei  Wreseke  erscheint  jcfzt  die 
dritte  Auflache,  und  zwar  zuerst  von  dein  zweiten,  dir  Stereo- 
metrie enthttlteudeo  Tbcile.  Die  ueue  Auflage  dieiies  Tiieilü  wird 
in  den  nlcbsteo  Tagen  Tenandt  werden. 

Die  Anfangigfriinde  der  Zahlen-  und  RanrngrSsiien- 
Lehre.  Als  Leitfndeo  für  den  mathematiscben  Unter- 
richt an  deo  Küuigl.  Artillene-Brigude-ScliuleU)  wie 
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Arithmetik. 


Element!  di  Aritmetica^  di  G.  B.  Rosthcrno  della  com« 
pagnia  di  Gesu,  ad  uso  delle  Bcnole  delia  medcflima  coin- 
pagoia.    Tori  00.  12»  ' 

Dr.  G.  F.  Urgln:  Arithmetik»  adarbeidet  med  stadigt 
Henayn  tii  den  praktlake  Anwendelae.  1841.  8.  80  ach.. 
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(jruuÜriss  der  eleinen  turen  Algebra  zum  Gebrauch 
bei  VorträgvD  nnd  dem  Selbstunterrichte.   Van  R.  Siae-  . 
sen.   Altona.  8.   l  Tbir.  6  ggr.    /  • 

'I'lie  KIfinents  of  AlgT^bra.  Design  cd  für  the  (Jse  of 
2^tu(ieiit8  in  tlie  (  uiverhity.  By  Joiio  Hind,  M.  A.  late 
Pellow  ni|d  Tutor  of  Sidncy  Sniaex  College,  Cnabridge. 
Fifth  cdition.  1841..  8.   12  «i  Ö  d.  boardo. 

T  ra  tt  a  I  o  1 1  <•  o  I  p  m  c  n  t  n  r«>  «Ii  Algebra,  compo.sto  ad  uso 
dei  colifgii»  4S  lMeu,di  '«'AiCttBUt  [».  fl«  i^«  (iiuiiaui 

C.  r.  00% 88 CO.    bvganO.  IWf.  IX' 

V    .1  iircrcnsrn :  EleniOBioir  Aritbnietik  og  Algebra. 

Anden  tdgave.  1841.   8.    1  Rbd. 

Aufgaben  für  Anfänger  in  der  Bnehitnbenf eeliniiiig, 

Algebr;i  und  Wahrscheiolicbkeit^r^ebnmig.  Von  Dr.  Cl. 
A.  Jahn:   Leipzig.  1842.  8,   1  TMr.  '  "  • 

Algebraical  Probleni^i,  uruduciug  simple  audQuadra- 
^ie  ^f  iiatiano,  with  tbeir  »olutjion»;  def.igned  ae  a^^-ln* 

troduction   tu  tbe  higher  br^mches  of  Anuivtics.  To 

wlileb  is  ad  (!«■(!  uo  .V|'f»<'n<n  x  «  containing  a  rn!|f»rtiiin  of 
r  ruh  lern  ü  oii  the  Nuturc  and  Solution    of  bquutious  of 
higher  <iiuxeu2*i«us,    By  MiHies  Bluud.    Eigbtb  editioo. 
1841.  8.   10  I.  6  d.  boardo.  .  . 

,N«uc  Mi'th»»de  zur  Auffindung  der  rp<™]lrn  Wurzeln 
höherer  numerischer  (•  lot  c  h  u  nf^eu  und  7.ur  Ausziehung 
.i^e/  drittjen  uuU^iier  bäher u  \V  urzcin  aus  besUmmtea  Zah- 
len, Zunächst  nach  ep^li^^ehen  Uiiellen  bearbeitet  von 
Dr., Ii.  C.  SchuU  Toa  ^ifa^qniieki,  ö.  o.  Prof.  der  Riepen* 
tur-Matiiematik  am'  K.  K.  pol vtechniiclieQ  Institi^te  so 
Wien.    Wien.  1842.  8. 

vor  dem  \  f,  in  di^sc^r.  3chr^t  dargestellte  und  eptwickeite 
jHethoile,  cur  Anffiodung  der  reelleii  Wnrzein  der  unMerlscben  Glei- 
chnngen  verdankt  ni6n  im  Weaentüchen  dem  vor'tv^ei  Jabreo  ver- 
storbenen englischen  Mathematiker  W.  G.  Horn  er,  welcher  die- 
selbe 7,ucr<r  \\\  d«'n  P  h  i  I  n  s  o  |>h  i  r  ;i !  'I'rn  n  s  a  r  t  i  o  ii  s.  1819  bekannt 
machte,  aber  durch  einen  sehr  dunkeln  V  ortrag  ihrer  weitern  Ver- 
breitung schadete.   Ausserdem  findet  sich  Kinigcg  über  dieselbe  in 
J.  R.  Yonng*8  tJieory  and  Solution  of  algebraical  eqna* 
tions.   Ivoudon.  18')5. ,  und  in  zwei  ebenfalls  init  sybillinischer 
Kürze  verfiissten  Aufsätzen  von  Horner  in   LeybournN  new 
series  of  matbematiciil  Re^iository.    Nach  diesen  Schrilten 
die  .  aber  eigentlich  nur  als  fimchstucke  zu  betrachten  sind  uod 
selten  dic^eweise  der  aufgestellten  Regeln  liefern,  bat  der  Herr 
Vf.  der  obigen-  Schrift  die  liomersche  Methode  sehr  dcotUch  uod 
vollständig  darpcestellt,  weiter  entwickelt  und  durch  eine  grosse 
Anzahl  voliötandig  auMgerechncter  Kei^^iele  erläutert,  wodurch  sich 
derselbe  allerdings  ein  wesentliches  Verdienst  erworben  bat,  da  die 
km  Gapsep  sehr  «infache  und  io  mehreteo  Rii/duie^to»  andeni  he* 
hannteii  Methoden  Toxmzieliende  Qorner*ache  «Hethodo  venigatene 
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in  Oeuttchland  bis  jetzt  eo  ^ut  wie  gar  niclit  bekannt  gewe&eu  i&t. 
fc^iue  selliiit  auch  uur  kurze  tlttrHtetluu^  ilieser  Meilmde  iiUjr  zu  ge- 
iMB  liegt  DAtiirlicii  mr  nielt  m  4«ni  Zwciok«  dieser  HteririicSM 
Berldite;  jedoch  hoffeo  wir  im  Arckive  selbst  auf  dieselbe  iirück« 
«iiknmmf^n,  und  die  L^'sor  mif  ihrem  Wesen  bekannt  zu  machen. 
Für  jei/.t  müssen  wir  uns  beffuiiif «  ii ,  nnf  die  von  dem  Herrn  \  f. 
seibsL  iu  der  V  urreUe  aDgegebenen  V  urzüge  der  iioruer  scheu  >le- 
tbedt  vttr  dtdera  Metliedeii  Itiowweiieti,  DeneJbf  Mg^  nümtieli: 
„Die  Vorzüge  der  Horner'scheo  Metbode  vor  der  Foariero  - 
oind  in  Kürze  folgende: 

1.  Die  uncTiiifiiHi  Loiclitit;  k  rit  der  Suhstlüuion  einzelner 
Wertbe  äuwulil,  ui»  bei  der  Mubsutuüuu  einer  unthmctisckeo  Reibe 
von  Wertbeo,  wodnreh  die  Trenoung  der  einselneo  Warsein  sehr 
erleichtert  wird. 

"2.    \  iel  zureichendere  und  scbneUer  fördernde .  Keaaieicbeo» 
für  die  Ima^inarität  der  Wurzeln. 

3.  Bei  der.  Homerischen  Methode  braucht  man  nicht  früher 
die  ffleiebeo  Wunelo  wegsagcbeffefl,  die  Wiederbolnng  derselben 
crgiebt  sich  selbst  im  Vemnfe  der  Recbnang. 

4      Der  Re«linuniifs|trf)ress   der  einzelnen   Wiirze?!!    nnrh  der 
Horner'üchcn  Methode  ist  zuäammeuhäntrf'tHi .  Zitier  tiir  Ziücr  wird 
bestimmt,  uud  hier  ist  es  viel  mehr  als  bei  ui  i:*  uurier'schen  Vcriah-  ' 
reB  der  l^aU,  de«:. siebt  eine  eiBsige  Ziffer  mehr  bereeboet  wird, 
•Ifl  notbwieodig  ist 

WisseoschaftÜch  linher  als  unsere  Methode  stritt  die  GräH'e'ache, 
besonders  nach  ihrer  Vcrbesäcrung  und  Erweiterung  durch  Herrn 
Encke,  da  diese  auch  die  imaginären  Wurzeln  liefert,  was  mir  bisher 
naeb  der  fiomv^Msben  •  nicbt  gelingen  wollte,  obwobl  icb  iicber. 
bo0e»  deae  fiir  die  imaginären  WiiEseln  ein  eben  so  einlaeher  lloeb* 
nsn^drocess  sich  uuflinden  Irt^sen  werde. 

>Vu8  aber  die  renilrn  U  urxelii  betriUt,  so  wird  bolVrnilieh  nie- 
mand anstellen ,  in  Hinsicht  aut  praktische  Bereobnung  dcrsciben,  der 
Horner*aeben  vor  der  Gräffe*Mhea  den  Versag,  einsurinnen,  nm  so  ' 


SMbr,  dn  «Ml  bei  der  Grnffe^seben  Netbode  alle  Wurzeln  zugleich 
suchen  mus»,  während  doch  nur  die  leeUen  für  den  PrnittilLer  einen* 

Werth  halten. 

Zun  äkhluss  wollen  wir  den  Herrn  \t.  nur  noch  auf  die 
Schji;ift; 

Nene  llethodo,  die  reellen  rationnien  nnd  irrationn* 
len  Wurzeln  numerischer  Gleichungen  zu  finden^  von 
C.  A.  Brctsclineider,  Professor  am  RenigyinnnaittOi  sn 

Gotha.    Leipzig.  18^8.   4.   VI  gvr. 

aufmerksam  machen,  in  welcher  gletcb  von  vorn  ^rein  ein  dem 
Hoiriier'MbeD  gSM  ebnllcher  Algorithmus  zur  Bestininiung  der,  ge- 
wiesen gegebenen  Werihen  ihrer  unabhängigen  veränderlichen  GrS* 
ssen  entsprechenden  Werthe  der  ganzen  rationalen  algebraischen 
Functionen  gelehrt  wird,  uud  die  daher  überhaupt  bei  diesem  Ge* 
geublttude.  genauer  verglichen  zu  werden  verdient* 

Teortet  e  Ptnticn  del  Prohabile,  delP  aAte  Ginseppe 
Bravi.  Seconda  edizionc  notobilmento  acereseintn. 
Bergamo.  i840i  .8.  Dne  vel. 

ObjervniloBOs,  divers«  cnicnU  d4fferei»ti«lis  prinoi^. 


Digitized  by  GiGogle 


pia  stringentes,  qtins-  sprcimiuis  Inco  piiblic^e  ceusurae 
liefert  Mag.  Caroius  lluu.  Arosenius,  ad  Schol.  Triv.  Fak- 
Ion.  €ollega.  Resp.  Petr.  C?uat.  Teiig»«]i«  Arati»«»  19i8# 
U  »rk.  4. 

Fxamplps  of  the  Processes  of  the  nffferential  and 
Integral  Ctilculus.  Collected  by  D.  F.  Gregory,  M.  A.  Fei- 
low  ofTriqitj  College.   Loodoo  (und  Cattkridge.)  1S41. 


Geometrie. 


ficitfaden  für  den  Vorbereitungsunterricht  in  der 
Geeiaetrie.  Van  Dr.  E.  W.  6rebe.   Ca8s«L  1S40.  8.  ^Tklr. 

Geometrie  für  kilke.re  Volksoeknlen  und  Seknllekrer* 
aeminerien  von  J.  W.  Straub,  Lebrer  an  der  Besirkt^ 
scbule  zu  Kaden  i m  A argaa  aad  GeaeiadeflckiiliBapectdr. 
Zyricb.  1841.  8.   15  ggr* 

Lebrbnek  der  Geometrie.  Aoagearbeitet  Vom  Dr.  C.  L. 
A.  KuBse,  Professor  der  Mathematik  am  Gymnasium  zu 

.  Weimar.  Erster  Band.  Pia  n  i  metrie.  Jrnn.l^«.  H.  1  Tiilr. 
Dieses  Lehrbuch  der  Geometrie  ist  uns  eiuc  sehr  erfreuliciie 
Erscheinung  gewesen  und  verdient  nachdrücklichst  empfohlen  vbiI- 
allgemeiner  bekannt  sa  werden.  Deberall  belleisslgt  siek  der  Ver- 
fasser der  eaelidisebeo' Strenge,' okne  an  irgend  einem  Orte  xn 
weitläufig  oder  fiir  drn  Aufanä^or  zu  schwierig  zu  werden.  Das 
Hau(»tvordipnst  d'iPsoH  Buchs  tiuden  wir  nbpr  in  dpn  verschiedenen, 
den  eiozelneo  Kapiteln  beigefügten  Anhangen,  in  denen  der  Ver- 
fasser von  den  Ergebnissen  der  sogenannten  neoern  Geometrie  eine 
sekr  sweckmüssige  Auswahl  getionen  nnd  einen  sehr  verständigen 
Gebrauch  gemacht,  aber  auch  manches  aus  eignen  Mitteln  hinzuge- 
(hnn,  namentlich  mehrere  Sätro  hlni^H  mit  den  ihm  durch  das  f^ehr- 
buc|i  8<>lbst  dargeboteneii  liültsmitteln  auf  eigenthümliche  VVeiso 
Dod  meistens,  so  weit  die  Natur  des  Gegenstandes  es  zuliess,  sehr 
einfach  bewiesen  bat.  Sebr  werden  dem  Verfasser  mit  uns  viele 
Lclirr.r  auch  fUr  die  an  vielen  Orten  eingestreuten  interessanten 
liisiorisr1i*^n  Notizen  dankhar  sein,  die,  wir  jeder  erfahrene  Lehrer 
weiss,  uiiiner  sehr  zur  tieicbung  des  mathematischen  Unterrichts 
beitra<j^cn.  Leider  verbietet  uns  hier  der  Rann,  ans  dem  reichen 
in  den'ver8clii«ä|nen  Anhäujren  enthaltenen  Schatse  yiele  Einxeln- 
bniten  namkalt  machen ,  jedoch  können  wir  nns  nickt  ^rsagen, 
den  liCser  w.  A.  nnf  Foljfcndes  he.sonders  hJnriiweisen.  So  ist  z.  Ii. 
in  d(  m  Anhange  /.um  ueuuteu  Ku|Mt(>l  ein  neues  sehr  einfaches  nnd 
sinnreiches  Verfahren,  die  Seite  euieä  in  etoeo  gegebenen  kreiü  zu 
benakveibenden  regelmissigen  Vielecks  nikemngsweisn  an  £ndeo, 
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aü%etbeilt,  wdcbes  eine  sehr  artig«  i^riiuduug  Sr.  Uobeit  des 
Hersogi  Carl  Bernhard  zu  Sacbsen  Weiniar-fiisenacb  ist^ 
and  eine  weit  schneHm  AanftlieniBg  und  grössere  Genauickeit  ali 
«lie  oft,  z.  U,  in  Kästner^s  geemetrisc lien  Abhnnd  luageo. 
I,  S.  266,  besprochene  Regel  von  Renaldini  gewalirf.  Der  Vf. 
bat  die  neue  Kegel  mit  Uülfe  trigonoiuetriscber  necLiiung  für  alle 
Vialecke  mit  ungerader  Zabl  bis  zum  23eck  geprüft,  und  sie  immer 
fut  Ausnabme  des  3eck8  nad-  Secks ^  wo  aie  aicht  anwaadbar 
ist,  sebr  nabe  licbtig  gefunden.  Ferner  macben  wir  aufmerksam 
auf  den  Reweis  der  ^teiner*scben  Constmcf ion  des  Malfatti*- 
acbeu  Ftobleuis,  die  aiau  auch  In  dem  Auüauge  zum  neunten 
Kapitel  liodet,  auf  die  ganze  Bebaadlung  des  FalPs  der  locommen» 
isrwüität  io  der  Lekre  .vob  den  PraportieaeB  n.  ■.  w.,  anf  die 
Jta^tification  und  Quadratur  des  Kreiaes  iwd  Yieles  Andere,  was 
hier  besonders  anzuftiliren  der  Raum  nicbt  zulK^^st.    In  einer  Zu- 

fabe  am  Eude  des  Buchs  bat  der  Verfanser  mich  die  im  2ten  Hefte  . 
es  ersten  Tbeils  des  Arcbivs  (S.  193)  auäführltcli  besprocbcue  Auf- 
gabe von  der  BeatiaiBiBag  der  Anaakl  der  verMfaiedencB  Arten»  aaf 
welcbe  sieb  ein  Vieleck  durcb  DiHgonalen  in  Dreiecke  zerlegpen 
lässt,  auf  eigentbümlicbe  Weise  aufgelöst,  woltei  er  7w»i  recurri- 
rendc  Formeln  findet,  durch  deren  Vcrijleiehuhp:  mit  einauder' sieb 
dauD  die  Luler'scbe  indepeudeute  Furutel  ergiebt.  ^\ir  wiederho- 
len, dass  nna  iiier  der  Bann  fohlt,  anfeile  V.onil^dieaee*Xjeliri> 
bucbs  speciell  aBfinedKiaia  su  Bacbea^  empfehlen  es  aber  näiaeBt- 
lich  auch  denen,  welche  sich  etwas  weiter  als  im  Kreise  der  !re-  ' 
wöhnllchen  Kiemente  mit  drr  (Geometrie  bekannt  machen  wollen, 
l^ocbmals  aus  voller  Ueberzuuguug ,  uud  ^^ünscben,  dass  der  Ver- 
fon^r  Zeit  vnd  Mnsi^e  babea  möge,  reciit,  bald  den  sweiten  Tlieil^  . 
,  velcber  die  Stereoaelrie«  nebst  der  ebenen  nnd  apItüriRCken-TOgp* 
nonetrie,  umf»s<;en  wird,  nacbfotpren  zu  lassen. 

Nur  in  einem  Funkte  können  wir  mit  dem  Verfasser  rii()if 
ffanz  einverstanden  sein,  nämlicb  in  Bezug  auf  seine  Darstellung 
8er  Lebre  toH  den  Pkrallellinien.  tfir-  geht  Biailieh  dabei  v»b  der 
folgenden  Definition  aus: 
^       ^        Eine  IJntP  von   der  IJosrlmffVnbeit .  dass  alle  ihre  I*nnKtp  (in 
,  einerlei  Ebene)  von  einer      rud« n  irleichweit  absieben,  beisst 

„■■i    eine  Parallelliuie  oder  eine  Farailelc  zu  derselbeui 
nad  fdgt  hieranf  den  Grnndsats:, 
:> :  .  Die  Parallele  an  eiaer  Geraden  ist  selbst  eine  Gerade 
bei.   auf  welchem  er  dann  das  Grliäiitlc  der  T.'ltre  von  den  Paral- 
k'llinien  allerdings  mit  völliger  Consequenz  autiübrt.    D;<ss  man  in 
dieser  Lebre,  von  einem  eigentbümlicben ,  derselben  allein  auj^ebö- 
renden,  Gnindnitae  ausgebeo  mnise:  damit  aiad  wir  vj&Wig  eiaver- 
atasden.   Daia  aber  der  obige  Satz  die  zu  einea  Axiome  nötbige 
innere  Evidenz  habe,  möchten  wir  bezwrifrln,  so  wie  uns  auc,h  in 
der  obig'en,  bekanntlich  schon  von  altern  Muthcmutikern  vielfach 
benutzten ,   Deünition   der  Parallelen  das  Princip  der  i«lcicbbeit 
der  gegenseitigen  Lage  zweier  gereden  f^inien,  aaf  Welches  «ea 
nach  nnat^rer  Uehehceagaog  ia'der  Lebre  von  deii  Parallellinien 
doch  Yorzüglicb  und  eigentlich  nur  allein  ankommf,  nicht  gehörig 
nnagesprocben  zu  sein  scheint.    Hüll  nmn  dieaea  Priooip  lesty  so 
hil  es  uns  immer  gesckieAen,  dasB  der  äiatz: 
HTiA  Zwei  gerade  Linieu,  die  beide  einer  drittea  aarallel  aind  {d.  Jh. 
^  idifi  beide  gegeu  nine  dritte  gl#ia|ie  tpge  ImIm),  aind  jednr- 
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•  •  I 

mit  eiuaniler  sflbst  parallel  (d.  b.  liaUeu   gegeo  einander 
gltidte  Lag«) 

MoCD  Bindern  QwnA  ianerer  Evidenz  besitzt  al«  der  Satz: 

Zwoi  <;rü<:>-('n,  fuftet  iIHtlen  gleich  sind,  Mod  jederzeit 
cinand*'r  selbst  gleicli; 
welchem  uudi  Niemand  den  Namen  eines  Gruutlüatzes  streitisf  ge- 
MMlit  Itat;  uod  de»  «big^eii  fMt-,  oder  «inen  deneelbeii  analogpa, 
■löchten  wir  daher  vorzttgiwdiae  der  Lehre  von  den  ParallelÜnieB 
als  Axiom,  olinf  welches  rann  nun  <locIi  einmr»!  tiirhf  rmskomiBCn  , 
kann,  zum  (iriindp  g-elegt  seticn.  Indeas  wir  brechen  liier  ub,  da 
uns  zur  iiM*irubriicben  Darlegung  unserer  Ansiebt  der  Raum  fehlt, 
md  «ine  IJAhereiiiatinmanff  der  Mathemalikcr  in  dieitor  tielliM|^-> 
chcotfo  Lehre  doch  schwerlich  jemals  berbeizufübren  sein  wird; 
kcineswcs^s  aber  haben  wir  tlurcli  die  vf)rlierfr<''irn»lcn  Bemerkun- 

Bän  den  von  uns  vollkommrn  aricrknnuten  Werth  des  Buchs  de« 
erro  l'rof^ftsors  Kunze  auch  nur  im  Geriogsteu  EU  schmälere  h^b* 
•iehti|^.  ^     '  ' 

Besonders  hervorheben  wollen  wir  noch  die  grosse  Netti^« 
keif  !ind  Zierlichkeit,  mit  welcher  die  diesem  Buche  heig^errphonr^n 
T.itVht  von  dem  e;^e.schk'kten  geographischen  Kupferstecher  Herrn 
Adolph  Mädel  zu  Weimar  aifsgeföhrt  worden  sind,  der  für 
derffleicliiiD  Aiteiten  ■  reckt  ieltr '  allMniaiii  enpfoUett  cu  wefd«a 
v«rdieBt>  w^he«  wir  daher,  jedes  Verdieoat  ffebtlbrettd  mierkeii» 
.iiead,  auch  ao  dieiem  Ort»  wm  tb«»  aiebt  natenaasdo  #olIca. 

'  RagioMaaieBto  drOitliane  Ylllanla*  salP  »rea  d^uft 
iegMento  deterniaato.  Torioo.1841.  8.  (B  ttiia  imofa  li- 
oerea  della  qnadratora  del  circolo.) 

•      .  .  ■ 

Tbe  Blements  of  DeseriptiFe  Geonetry«  By  Iba  Bav. 
Prof.  Hall,  King's  CaUag«,  80  lllnitratie««.  Laad«». 
1841.  8.  6  8.6  d. 

Beieoxa  geometrica  delle  coostruzi oni,  ovrero  jgeo- 
»etria  descrittiTa  di  G.  Seaffoit,  capitano  d'artiglieria 
professore  etc.  del  granducato  di  Aitia  Darnatadt.  Ve^ 

sione  dal  tedesco  con  illustrazioni  ed  aggiunte  Vin- 
cenzo  dr.  Tuzzi  professore  supplente  d 'i  n  t  r  o  d  ii  7  i  one  al 
caleolo  sahUrae  presse  l'i.  r.  uuiversi^a  di  Padova.  Pa* 
dova.  184L  8. 

Die  i^ebre  vou  den  Keaeihchnitten,  dargesieilL  iur 
daa  BedürfaisB  dea  Parstwirtbs.  Profjrraiain  aar  Eröff- 
nung der  Vorlegungen  an  dem  land-  und  forstwirtb» 

scbaftlichen  Institut  in  Hohenheim  im  Herbst  18U.  VoD 
Dr.  Kr.  J.  IV  Kiccke,  l'rufessur  der  ALatbemakik  und  Phy- 
sik.   Stutlfrart.  1841.  S. 

Dem  Herautigeber  des  Archivs  ist  diese  kleine  Schrift  tiamcnt- 
lieh  deshalb  sehr  iateressant  gewesen ,  weil  der  Herr  Vf.  in  derseU 
bea  vea  der  Defiaitioa  der  Kegeliebaitta  ausgeht,  weleb»  d^sr  Her- 
amgeber  des  Afcbir«  in  selMii  B«tlr&g«a  «ur  reiae«  und  aii'> 
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gewandteu  Matlicmutik.  Tlieil  I.    B  rau  de  ii  b  u  rg^.  1838.  4. 
ü>.  222.  als  Grundlage  für  den  elementaren  \ortrag  der  Lehre  von 
den  Kegelscbnitten  augelcgeutiicliKt  £U  «dipfehlcn.  »icli  erlaubt  hat, 
.nämlich  von  der  folp^endeu  Definition: 

„Wenn  eine  gerade  Linie  und  ein  Punkt  ausserhalb  derselben 
„gegeben  sind,  so  heisst  der  Ort  aller  Punkte  in  dieser  Ebene, 
„deren  Entfernungen  von  dem  gegebenen  Punkte  und  der  gegebe* 
„nen  geraden  Linie  immer  dasselbe  Verhältnis!»  zu  elnatider  haben, 
„ein  Kegelsclinitt.  und  zwar  eine  Parabel,  wenn  daä  constante 
„Verhältniss  ^erliältniss  der  Gioii  liheit  ist,  eine  Ellipse,  wenn  es 
„ein  \'erhältniss  des  Kleinern  zum  («rösscrn  ist,  eine  Hyperbel;, 
„wenn  es  \>rhältuiss  des  Grossem  zum  Kleinern  ist.*' 

Aus  dieser  Definition  leitet  der  Herr  Vf.  die  Uauptei         iiaf-  ' 
ten  der  Kegelschnitte  fa^t  durchgängig   nach   rein  gcOnKUiacher 
Methode  auf  sehr  einfache  Weise  ah,  gielit  Itegeln  zu  ihrer  C'on- 
struction,  lehrt  die  Quadratur  der  Parabel  und  die  Cubatur  de.ü 
ganzen  und  abgekürzten  Paraboloids,  wel<*he  fiir  den  Porstwirth 
.aus  hinreichend  bekannten  Gründen  von  besonderer  Wichtigkeit  ist. 
Abgesehen  von  der  spcciellen  Bestimmung  der  Sehrift  cmpfehlea. 
wir  dieselbe  üherhaunt  Lehrern  an  höheru  rnterricht.san^talten  zuf' 
Beachtung  bei  dem  Vortrage  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten,' 
und  würden  uns  sehr  freuen,  ^enn  dieselbe  einen  geeigneten  Ge- 
lehrten zur  Abfassung  eines  zwar  kurzen,  ab^r  «loch  müglirbst 
vollständigen  T^ehrbudis  der  Kegelschnitte  für  Schulen  nach  rein 
'geometrischer    Methode,    mit   Ausschliessung    aller  algebraisrherj 
Itechnung  und  mit  Zugrundelegung  der  obigen  attgeineinen  Defini- 
tion der  Kegelschnitte,  veranlassen  sollte,  ein  Unternehmen,  von 
welchem  wir  uns  sehr  wesentliche  Pörderung  des  Unterrichts  io 
der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  auf  Schulen  versprechen.  Zu- 
nächst möchten  wir  natürlich  den  geehrten  Herrn  Vf.  selbst  zur 
.Erweiterung  seiner  Schrift    in   der  so  eben   näher  angedeuteten 
Weise  und  für  den  in  Rede  stehenden  Z\?e<'k  uns  aufzutordern  er- 
lauben ,  wozu  derselbe  schon  als  Würtcmherger  jedenfalls  beson* 
ders  befähigt  ist,  da  bekanntlich   in  seinem  Vaterlande  die  rein 
geometrische  Methode  immer  besonders  cultivirt  worden   ist  und 
Il9ch  coltivirt  wird.    Dasg  diese  Methode  stets  die  Hauptgrund- 
läge  des  mathematischen  Unterrichts  auf  Schulen  bilden  und  immer  « 
bleiben  muss,  kann  nicht  genug  eingeschärft  werden,  da  man,  Xs'xt 
es  uns  scheint,  jetzt  schon  bei'ni  mathematischen  (Unterrichte  auf 
Schulen  hin  und  wieder  der  Rechnung  ein  zu  grosses  Feld  ein> 
räumt. 

H.  P.  Hamiltons  Analytiska  Fram.<?tällDing  af  Ko« 
niska  Sektionerne.  Ofwersatt  af  C.  W.  Enoberg.  Med 
Fyru  Plancher.    Steckbolm.  i84L    8.    1  Rdr.  3()  sk.  ....<... 

Sopra  i  circoli  nsculatori  dellc  curve,  memoria  lettu 
uella  pontificia  accademia  'dci  Lincei,  dal  dott.  i^.  ßru- 
ne4  sacerdote  roiuauo.    RomA.  18A0.  8. 
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Triguuouietrie. 


Tri^onoiuctria  plana  et  tlieses  quas  pro  muuere  IjCC- 
toris  edi^U  Mag.  Jod.  Wersäll,  Gjmua&ii  Adjunctus.  Resp. 
Christ.  H^gttMi.  Scarae.  1840.  8. 

• 

Quaestiunes  tctragonometricar.  Dissertatin  Tniiug-u- 
ralis  quam  f  tc.  scripüit  Julius  BartmaoD,  Marbnrgeasis. 
Jttarburgi.  AlütCCXU.   8.  .  ^  ^ 

Dies«  kleine  empfehleDswertbe  Gelegenlieitsscbrift  giebt,  oack 
einer  Einleitung,  in  dem  ersten . Kapitel  die  AufzäiiIuD&^  aller  in  der 
Tetra^onometrie  vorkoirimcuden  Fälle,  iv(*!)fl  drr  Vt.  findet,  dass 
sich  dietteibeo  auf  sieben,  oder  ri>j-ünt]i(  h  nur  auf  vier,  Hauptpro- 
bleme zorückfübren  lassen,  tlcreu  volUuodige  Auflösung  sodanu 
ioi  zweiten  Kapitel  gegeben  ond  durcb  einige  vollständig  ausge- 
rechnete Beispiele  hinreichend  erläutert  wird.  Wer  u.  A.  Biörn- 
■  en^s  dickleibige  Introductio  in  Tctragou  om  etriam  ad 
mentem  Ijumberti  anaivtice  conscripta.  Hatuiap.  1780.  8. 
kennt,  oder  gar  einmal  das  schwierige  Unternehmca,  dieselbe 
durchzuarbeiten,  begonnen  bat,  f4rd  dem  Verf.  für  seine  einfache  . 
Daratellnng  gewist  Dank  wissen.  ^ 


PrdLtiscbe  Geonietrie. 


^  Travaax  de  la  Commissiun  pour  fixer  les  sietures  ei 
las  poids  de  rEnpire  de  .Reasie  par  A.  Th.  Kupffer. 
II  Tomes*  gr.  in  4.  8t.  Petersbourg.  1841.   5  Thlr.  8  ggr. 

Crocker^s  Kleraeitts  of  T^a ndsurveyin g.  New  Edition, 
corrected  throughout,  uud  considerably  improved  aud 
modernized,  by  T.G.Bunt,  Land-Surveyor,  Bristol.  To 
which  are  added  Table«  of  Sixfigure  Logarith'nis ^  an- 

terintended  hy  Richard  Fnrley,  of  tbe  Nautical  iSntn« 
lishmenL  1842.  Post  8.  Prien  i%  s.  ciath  letterad. 

The  Tables  of  Six>Figure  Logaritbms,  containing 
the  Logaritbms  of  Nnmhers  from  1  ad  10000,  and  of  Sines 
and  Tangents  for  every  Minute  of  tbe  Quadrant  aad 
every  Six  Seconds  of  tbe  first  Two  Degrees,  witb  a  Ta- 
ble of  Constants,  and  Formulae  for  tbe  Solution  of 
Plane  and  Spberical  Triangles,  may  be  had  sepurutcly, 
4  s.  0^  d.  elotb. 
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Tb«  €l«MeniB  of  MechaBies;  desigoed -f*r  fke  ate  of 

G^tüdents  in  tlie  Uoiversity.   By  Ja««t  Wood,  D.  Dl  foffp* 

merlj  Master  f>f  St.  John's  College  Cambridfv-e,  aod 
IXeau  of  Kly.  A  iNcw  Edition,  reviscd,  re-arraiJi.^ed,  and 
e B 1  a r g e d ,  l>y  J.  C  S n o  w  !> a  1  i ,  M.  A.  F  e  1 1  u  w  of  8 L  J  u Ii d ' a 
oollege,  uanbridge.  1841,  8.  8  f.  6  d. 

DUscrtatio  de  pendalo  ot  'tliotes  quas  pro  mmiere 
Lectoris  edidit  Mag.  Andreas  Holmstrand  Collega  «elio* 
lao;  Besp.  CaroK  Petro  f^iindströ«!.  Searae.  1840.  4. 

De  motu  globuli  homog-enei  risri<^i  {progressiv o  «ti  su- 
perficee  semic^lindri  recti  coDcava,  ratione  «frictio  däs 
atc|tta  raiistentiae  aeris  posthabita  dliaertaiiOk  Praa«. 
J.  G.  Björling,  in  Reg.  Aead.  Up0,  MaeliaB.-  I^c^d«^  lla«|».- 
J.  a  PoUeioier.   Holmi»t.  1840.  4  t 


Praktische  Mechanik. 


Die  Maschiuen-Elemente  und  die  HydrauJik«  Letz- 
tere be<)onders  auf  die  RerecbnuDg  und  die  Constnic- 
tioD  der  Wasaerrader  angewendet.  Ein  Handbuch  tuf 
Mecbaniker,,  Fabrik-Dirigenteo,  Techniker  u,  s.'w.  von 
C.  G.  Kupplflif,  Pro£,an  der  polytechnischen  Schule  all 
Nürnberg.  Auch  unter  dem  l^^tel:  Industrielle  Mecba- 
nik.  IV ach  Puncelet  u.  s.  w.  deutsch  bearbeitet  und  mit 
AomerkuDgen  begleitet  von  CG.  Kuppler.  U.  Tbeil.  Die 
MaschineD-Blemente  und  die  Hydraulik.  Mit  10  Knpfaic* 
Ufeln.  NMobofir.  1841.  8.  3  TUr.   i  . 

# 

Von  Dr.  J.  A.  Hülsse's  Maschinen- En cycl  opädie  (S.  \o.  |. 
S.  11.  des  literarischen  Utfriebtü)  iit  die  6tta  Liefortto^  (1  Tblr.) 
eracbienen. 

fVlorin:  Notice  aar  divers  appareila  djrnajf^oai^triqu^a» 
ie.  edit.  Farii.  1841.  8.   \i  TÜr.  . 


f 


Digitized  by  Google 


Aataroiiamie. 


J.  H.  Mäfller's  sehr  lunpfiriiknswertbe  Populäre  Astrono- 
mir  i<^f  nun  •  vollititedtf  «TicliuneD«  -  .Ihui  ganse  Wei4.  kostet  j«l»t 

Die  .Wondep  4e«  Hlmmeli  o4«r  yesitiilfasBlUlie  Btr« 
■tftlluDg  des  Weltsystem«.  V«ii  JlJ.  von  Litiro  w.  Zw4it« 

verbesserte  Auflap^c  in  Einpm  Baode.  Zweitfr  \l>drMck. 
Mit  dem  Portrait  des  Vertasscrs  und  117  Figuren.  Stutt. 
gart.  1842,   8.   3  Tbir.  "  ' 

Ks  geBu§[t  die  Aoieigrei  4ttis  TOD'dieten  allgemeiD  be|c«iiiiteii 
Werke  die  dritte  Auflage  erschieoeii  ist,  die  fibrigess  gsilz  nl^  den 
fröhero  Auflsgeo  uberemzustimnen  scbeiot. 

^  i/OiopeDdiu  dl  Aätruuumia,  o  sia  L^^ioHtziuoe  deiln 

arattf^»  «  4«i ittovitteati  de*  «arj^i  «alesti,  prie«»diit* .da 
«na  liitroduzioa«!«tori€a,  se^uita  da  atia  MofC'^iilla  Ae* 

III  celcbri  astroMDmi.  da  iitia  bibliografi ii  e  da  UM  Vota* 
olario  astronomicu.   Di  Hailly.   Milaoo.  18-il.  In*32, 


Mathexuuüäcli  e  Geugrapbie.  ¥Ati  Leitfudeu  beim  üa- 
torriebte  dieser  WissenscbafC  in  höheren  Lehranstalten. 
Von  Dr.  H.  A.  Rrcttner.  2te  verb^'  und  TCraielirte  AufL 
Breslan.  1840.   8.  8  ggr.,  •         ,  | 

Kalender  für  alle  Stände  1842.  Herausgegeben  von 
C.  L.  von  Littrow«  Adjunkten  der  K.  K.  Sternwarte  au 
Wien.   Wien.    8.    12  ggr. 

Dieser  Kalender  enthalt  neben  den  gctrnhnlirhf n  Kalrndpr- 
Angaben  auch  eine  khine  Ephpmefide,  deren  AiiLTiiben  aber  nur 
bis  auf  Miauteo  geben,  ludesä  ist  derselbe  Liebhabern  der 'Aitfo- 
iialiie,  'di«  M  >Idm  mit  der  BeMhliwing  det-Hittmel«^  so  Iktin  ha* 
ken,'  im«ertiin"«ii  enfMkiiY  «od  verdien«  all  gemeiner  bekennt 
ut  sein«  *     '  '       ,    ^    ' ' 

Kircbenrechnang  vuti  F.  Piper.   Berlin.   4.    l  Tkir. 
-  dWs  dein  2len  lefle  des  mtan  Bandes  den  CNlIij^ieheft 


Journals  für  die  reine  und  angewandte  Maibettlfik  lesOnddH  ah' 
godmckie  sehr  eupfeblenswerthe  Abhandlung. 

Couuais&aoce  des  teius  ou  des  siouvcments  c^le&iesf 
pour  1844;  nve«  ndditions.  Pkrisl  1841.  8.  S  thl^, 

Efferaeridi  nstr  o  n  o  m  i  c  h  r  di  Milano  per  l'anno  1842. 
Con  appcndice  di  oBser  \  azi  uni  c  memurte.  Mi  Inno.  S. 

L'appendice  contiene:  Ascensioni  rette  della  lana  oäHcrvate 
negli  annl  1895,  36,  37,  38  nl  cireolo  sieridiano  di  Stark  e  para* 
gönnte  collo  tnvole  da  Eobeilo  Standmeehi.  —  D^linasiobi  della 
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tanft  dedofte  dalle  osaenazintii  fatte  al  circolo  moridiano  di  Strtrk 
oel  dicembre  \HM  e  negW  aiini  1835,  3d,  37,  38  e  paragoDate  catle 
tavole  da  Roberto  Stambuccbi.  *> 

  »  ■ 

Dieo:  Atlat  4es  ph^D^n^Dea  celeBtetdonnaiit  le  trace 
des  mönvenenta  apparens  dea  plannte«.-  PaHa.  1841«  4« 

6  Thlr.  ■         .  M 

Dien:  Atlus  du  Zodiuque.    Paris.  1841.   4.    0  Thlr. 

Annalen  der  K.  K.  Sterawavte  in  Wien.  Nach  daia 
Befehle  Seiner  MHjfstät  auf  öffentliche  Kosten  heraus- 
ffegehcn  von  J.  J.  und  C.  L.  von  Littrow.  20r  Tbl.  Wien. 
1840.  gr.  Fol.    3  Thlr.  14  ggr.       .         '  ' 

wir  werdea  spiler  eine  aaafilbilMi^  Aateige  Aiaaaa  bis  je  tat 
np»  Boeb  aiebt  tagegaagisBen  Werke«  liAflart. 


Physik. 


<  5 

.1  ' 

1 1  • 


lieber  den  rel.ativeo  Werth  der  Nalurwiaaenaebaftea 
far  die  foriaalle  Bildang  der  Jugead.  Feat-Red'e'  to'ib 
Praf,       Jägar.  StnMgftrt  1841.  .3  ggr.  . 

Lehrbuch  der  Ph^siii  ziiui  Gebrauche  bei  Torlesun- 

Seu  und  lieim  rnterrichte.    Von  \V.  ßiseolohr.    3te  AufU 
raanbaim.  1841.  8.  %  TbIr.  9  «p- 

Ei  wird  bier  die  Anzeige  genügen,  dass  von  diesem  län^at 
allremela  bekaantea  trefifttcbea  Lebäucbe  die  3te  Aafl.  eracbie* 
nea  ist. 

•  •  •  t 

Lärabok  i  Pyailtea  af  W.  Biaaalobr,  Prafeasar  i  Ma- 

teai.  acb  Fjsik  i  MaDabeitt.  Fra«  Aaidra  Origiaalnppla-' 

gaa  pa  Swenaka  Ütgifwea  af  G.  A1  LUftäftdaiat,  AlltkäK 
laiit  i  KoDgl.  Bergs  Kollegiatf.-  Matl'  w  Plamebar. 
Stockboln.  1841.  8.   3  Rdr,  « 

Die  Ex|^erimental-Pb]^sik,  ein  geistig e's  Bildung!* 
mittel,  in  ibren  Beziehungen  zum  praktisebca  I^hen.  . 
Via  Handbneb  fffr  Lehrer  an  gchobeaea  ?olbs-  and  Bür« 
gerachuien  und  technischen  Anstalten  von  Dr.  K.  F. 
Schneider,  Oberlehrer  etr,  Zweite  Abtheilung'!  Mecha- 
nik, Atmometrie.  Akustik.    Dresden.  1841.    8.    16  srgr. 

Das  in  Nr.  Iii.  S.  59  des  Literarischen  Berichts  über  die  erste 
Abdieilang  gefiOlta  gUoatiga  Crtbeii  güt'  auch  Taa  dieser  kweitaa 
Abtfaeilnag. 

Ij  ehr  buch  der  Lixperimentul-Phvsik  für  Real-  uud 
Gj^uiuasitti- Anstalteu  vou  Dr.  C.  H.  Nagel,  Professor  der 


4  • 
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Mcitbematik  uad  Physik  an  dem  obern  (xymnasittm  und 
der  böheru  Bürgerschule  zu  ülui.    1.  Abtbetlung.  AUse- 
-meine  Naturlehre  für  Gymnasial-  and  niedere  Kesl-Aiii« 
ttaUen.   Ulm.  184S.  8.  20  ggr. 

Wir  hatten  dieses  Buch  für  ein  mit  pädagogischem  Takt  sehr 
verständig  angeleimtes  Lehrbuch  der  Pliysik  für  den  ersten  Unter- 
richt in  dieser  Wissenscbaft  auf  Scbuleu,  welches  in  klarer  Dar- 
BteliuDff  nur  die  Hauptgesetze  giebt,  melireres  Detail  in  mit  kJeioe- 
rer  ScSrifl  gedrnekten  Annerkuiigen  Bor  gaos  knra  andentet)^  oad, 
4»m  Weg  der  mathematischen  Begründung  verlassend,  bloss  dea  ' 
Expcrimentalwecf  betritt,  weshalb  dasselbe  Lelirern  für  den  Unter» 
rieht  in  den  UDtcru  Klassen  zur  BeachtuDg  emptoblen  zu  werden 
verdient.  Bei  dem  pli^atkuliscbeu  Cuterricote  in  den  obern  Klas* 
am  ist  ea  dagegea  mm/h.  «iMcrtr  üabeneugung  sefar  iwäeknieaig, 
and^  dient  zugleich  sehr  Ä  ÜQtepitiltsaog  und  Förderuag  4aa  mathe- 
matischen Unterrichts,  wenn  den  Schülern  so  häufige  wie  möglich 
gezeigt  wird,  wie  vielp  wichtig^e  AnwendmiLi^en  sich  schon  bloss 
vuu  den  von  ibueu  bereite  erieruteu  Lehren  der  Muthemutik  in  der 
Physik  machen  'lasten. '  » 

The  tnath  craatical  Principles  of  Mcch  anical  Philoso- 
phy,  and  t  Ii  c  i  r  A|iplicntion  to  the  Theorv  of  Universal 
Uravi ttttiu n.  Jühu  Uenry  Pratt,  M.  A.  Feliow  uf  Gon- 
Tille  and  Calna  College,  and  of  the  Canihridge  Pbiloeo- 

thic«]  Society.        Edition.  Cambridge.  1841.  8.  LI.  la.' 
oalrdi« 

Unterhaltungen  aus  dem  Gebiete  der  Naturkunde. 
Von  Dl  Fr.  Arara.  Fünftor  Theil.  Ana  dem  Franaftai- 
aehen  SharietarTon  Dr.  G.  F.  Grieb.  Stuttgart  1841.  8. 

S3  ggr. 

Dieser  Theil  enthält  die  folgenden  Aufsätze:   Bericht  an  die 
Akademie  der  Wissenschaften  über  die  während  der  Reise  der  von 
dem  Sejiiffskapitine  DS-Fetit^Thottan  befehligten  Fregatte,  die 
Venus,  ausgeführten  wissenschaftlicheD  Arbeiten. 
.      Rede  am  <irabc  Prony's.  * 
Rede  am  Grabe  Poisson^s. 
'  Bericht  über  das  Daguerr^otyp.  * 
.  Von  den  Komitfw« 

•  Von  der  TempnielBr  dar  Erde,  * 

Vnm  Kalender. 

Breiten  •  und  Längentahelle  für  die   bedeuteodsten  Städte 
Frankreich».  * 

Veraaiebniia  der  Togo  dec  mitlloren  Jahres,  an  welchen  eine 
rognKrte  Ohr  Mittags  um  12  Chr  am  eine  gaoae  Anaahl  ? on  Mino- ' 

tmi  vor-  oder  naciigehen  niuBS. 

Zeit  des  Uocbwassers  oder  ^^tnnden  der  Finth  in  den  bedeu- 
tendsten Häfen  der  Küsten  t)urojpa's;  die  Tage  des  Meu-  und  Vell- 
aMOda  nnd  die  Länge  dieser  Häfen  in  Zeitminnteo« 
^   Von  der  Atmosphäre  und  ihren  Verhältnissen  aar  Astronomie. 

Physische  Konstitution  des  Mondes.  ' 

Geschiebte  der  Astronomie. 

Vom  Thierkreise.  v 

Von  den  Fixsternen. 
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Pliyfiscbe  KonstitutioB  der  Sodm. 

Von  deu  Planeten.  '  « 

lieber  die  BereclinaDg  TOD  BeobsehtMSffeQ  jdv^k  dl« 
Methode  der  kleinsten  HuadratsummeB.    vo^t^Profl  üw, 
A.  liäl&ae,  Leipzig,  gr.  4.   j  Tiilr. 

.  TsUet  psjrekreMdtri^Bee  et  karemdtrl^nei  k  V^§m^% 

dei  observatoires  m^t^aroloffiqes  de  l'Bapire  de  Eniiie. . 

gr.  in  8.    St.  Peter sbourg.  ISll,    13  ggr. 

Dass  auf  allen  meteorologischen  Observatorien  in  Russland  alle 
Rechoungea  und  Heductiuneo  nach  denselben  Tatelo  gemacht  wer* 
de«,  ieireiM  kÖclMl  sireclueXaaige  Euriehtuoff,  nod  wir  aeöchleii 
hier  wohl  den  Wnnieli  ausspreeibeo ,  dats  auob  Beobachter  in  an*  - 
dern  Ländern  sich  za  dem  Obrauche  dieser  Tafeln  entscliüesscn 
und  vereinigen  möchten.  Uebereinstiioniende  Instrumente  uud  Ke- 
ductions- Elemente  scheinen  ans  bei  allen  meteorolugiticiiea  Beob- 
editungen  eis  lehr  weeentMee  Bifordemias  ua  leiii, 

A  Manuril  of  RIectricitv,  Magneti^m  and  Meteoro- 
I  o gy.    B y  D  i  I)  ü  V 8  i  u  s  L a r d n e  r ,  [>.  C.  L.  F.  R.  S.  etc.  V  o  I.  I. 
1811.   8.  '  6  ä.  clotb.   Being  Vol.  130  of  the  Cabiuet  Cyclo-  ' 
peedie.  (Te  be  eejMpleted  Id  Three  mwt  Voluet)« 

BeilänGg  bemerken  wir  hierbei,  dass  die  Cahinet  ryclopaedM 
auch  die  folgenden  früher  erschienenen  Abtbeilungen  enthält: 

A  Treatise  on  Geometry.   By  Dionysius  Lardner.   6  s.  cloth. 
A  Trearise  an  Hyd^o^atiea  and  Pnettiaatiei.   By  Oloajsine 
,  Lardner.  6  b.  cloth. 

A  Treatise  on  Arithmetic.    IJv  Dionysius  Lardner.    6  s.  cleth* » 
A  Treatise  on  Hcat.    By  Dionysius  Lardner.    6  a,  cloth. 
A  Treatise,  on  Mechanies.   ByUjapt.  Kater  and  Dr.  Lardner.  6  i,  ' 
A  Treatiee  od  AttroDo'my.  By  Sir  John  Hersebel.  6  s. 
A  Prelimioary  Disconrae  on  the  stady  of  lfatoral«PbUosopby« 
By  Sir  J.  Berschel.    6  s. 

The  Bistory  of  Natural  Philosophy.    By  Raden  Powell,  d 
A  Treatise  on  Outics.   By  Sir  David  Brewstcr.   t)  s. 
A  Treatise  an  Chemistiy.  By  Prof.  Donovan.  6  s. 
Essay  on  Plrobdbüitiei.  By  FroC  Dr.  Hoigan.  6  a. 

Geschichte  d e r  F o r t s chri ttc  der  Geologie  und  Ein- 
leitung in  diese  W  isse  nschaft.  Von  Carl  Lyell.  A.  d.  Engl. 
;  Ton  Carl  Uartmatin.  Auch  unter  dem  Titel:  Grundsätze 
der  Geologie  oder  die  neuen  Verftadernngen  der  Erde 
und  ihrer  Bewohner  in  Beziebung  zu  geologtscben  Er* 
Jänterungen.    I.Band.    Weimar.  18i2.    S.    2  Thir. 

Den  zweiten  Band  dieses  Werkes  bilden  die  in  Nr.  lU.  Si.  61 
des  Literarischen  Berichts  angezeigten  neuen  Veränderungeur 
der  nnorffaniteben  Welt  n,  a.  w«,  wesbalb  dem  obigen  ersten 
Bande  anch  ein  besonderer  Titel  an  dem  früher  angezeigten ,  na» 
auCtelbar  vorber  nambaft  geaacbCen  Werke  beigelegt  wordeo  .ist 
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cei  et  Belles-Lcttrei  de  Brazelles,  t«»«  XIV,  an  fort 
toi  in  4.  aVeo  ffravHP*«  et  SP*  lilkiMrrApM«.^  Briiattllei. 

1S4I.   4  Tklr.  .  /  ' 

contenaiit: 

€rii%«Ti  lUttuai^  4ei  oWenrallme  nMerologH]ii«»  hatm  ee 

1840  ä  Louvaio. 

Ouetelet:  R^som^  des  ohservutions  sur  la  m^t^ornlojrir.  s«r 
le  roag^netisme ,  sur  les  teniiK^rntureH  dp  la  terre,  sur  la  rtar;i»s()n  de 
fleura^  plaotes  etc.,  sui?i  des  cotnparaiäons  biiroiii^(ri4{utisi  taites  k 
Bmellee  el:  dwe-le  nw4  49  PEn-ope,  par  Breteii  et  du  ttartnik 

Memuirps  rouronn^B  pnr  l'Arad^mie  rarale  dpsSciPB« 
ces  et  Beiles- I>ettr(>  i\c  Rnivi-ih  ^.  totnc  XV,  l'"'  partie, 
]S40^1841.  gr.  itt  4.  Bruxeiles.  l^U.    t  Thlr. 
cenleiiaDti  '  '^ 

MerU  Stemr  ftcelMrehes  cur  la  Mme  dea  MiMm  qeadrati- 
qoes;  memoin^  <'n  repoase  k  la  qtipstion  suivantc:  On  dcmande 
un  m ^ m o i r 0  d'nnalyse  alg^brique,  doai le  aujet  est  laiaa^ 
au  eboix  dei  euDcarreoi.  - 


Prei8M%abeii.     ■   ^    .  • 

Anfirabe  4er  Akadeoiie  der  Wissenschaften  zu  Paris 

f&rl841 

♦ 

'  „Pcrfeclionner  les  m^tbodes  {»ar  losquclics  on  r^sout  le  proble- 
,,ine  des  perturbuliuns^  de  la  luoe  uu  des  planetes,  et  rcaipUcer  les 
Md^veioppemeots  ordinairea  ^n'  Barles  jde  ainos.et'de  cosibQi  par 
„d^uutres  d^veloppements  plus  convergents,  compoS^s  de  teratfea  p^ 
„riodifiups  que  I  ou  {uii^iic  calnilcr  fiirilemevt  ä  J'aille  de  certBinei 
„Ittblos  roiistruitps  iine  tu»»  pour  toutrs.** 

Lc  prix  ciiDsistera  en  aoe  medailie  d'pr  de  la  valeur  de  30U0Fr. 
Leg  n^moires  devrent  i^lre'  arrftr^s  an  ieci^tariat  de  PAcad^mie 
avant  le  l"*  avril  1S43.  Ce  terme  est  de  rigueur.  Les  noois  dea 
autcurs  seront  contrniis  dans  ua  bittet  cicbeM^  qiri  ne  acra  oiivert 
que  si  la  piece  est  couronn^e.  ' 
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tFerl&ufige  Nachricht  ftbev  ctlra  neue  Zeitechrift  füy 
Meteorologie^  Erdniagiietisiniis  unil  verwandte  Ge-^  ' 

gejustäude. 

•  «. 

In  München  erscheint  vom  Anfange  «liei  Jahres  an  eise  neue 

•SSeitschrift  unter  dem  Titel: 

Annalen  für  Meteorologie,  Erdmagnetismus  und  ver- 
wandte Gegenstände,   redi^irt  von  Grunert,  Koller^ 
K^eil,  Laniont,  Plieninger,  Stieffel,  herausgegeben  vn^  ' 
Dr.  J.  Laniftnt,  Conservator  der  Üaniglicben  Sterhwnrt^ 
bei  München,  or<ientl.  Mitgliede  der  Köni^l.  Aenileniie 

'4er  Wisscriscliaften  in  München,  u.  s.  w. 

I  Der  Gedanke,  welchem  diese  Zeitschrift  ihre  Entstehung  ver- 
dankt, ist  in  neuerar  Zeit  schon  oft  zu  re^lisireo  versucht  wurden,  • 
ohpe  in»  .4iejie  Vertache  bis  jetst  mit  dem  Erfolge  des  Gelingena 
jl^ekrölit  wördi^n  wären.  Jeder,  wer  sich  Ichhaft  Tür  Meteorologie 
interessirt,  (:eunt  die  grossen  Dienste,  welche  die  ehemnlige  söge* 
ftfinnte  Societas  Puiatina  zu  Man  oh  e  im  dieser  Wissenschaft 

Seieistet  hat,  und  weiss,  dass  die  von  derselben  herausgegebenen 
phemeriden  *)  noch. immer  «Ue  wiobti^^  Fundgmke  Ittr  meteero* 
logische  l^nt^ijicbungen  sind,  wobei  auch  der  Kurfürst  Carl 
Theodor  von  der  Pfalz,  welcher  diese  meteorologische  Gesell- 
schaft stiftete^  den  Aiit  Uemmer  als  deren  Director  an  ihre  Spitze 
stellte,  und  dieselbe  in  dep  Stand  setzte,  nach  fernen  Gegenden 
meteorologiscfae.loaimmeDte.'su  te^den,  die  alle  bin  dahitt  verfec* 
t^g^ten  an  Genauigkeit  übertrafen  und  vollkommen  Ubereii^ftimmen<( 
waren,  stets  in  dem  dankbarsten  Andenken  fortleben  unj  in  den 
Anualeu  der  Meteorologie  immer  mit  Uochachtuug  genannt  werden 
wird.  Ein  ähnlicher  allgemeiüer  meteorolfgiscner  \ereiu  ist  im 
ToriMo  Jahre  in  Mineben  gestiftet  wonle^.  Simmtliche  mitar. 
beiteifde  Meleerologen  erhalten  sorgfältigst  regulirte  meteo-  ■ 
rolögische  und  magnetische  Instrumente,  die  in  der  Werkstätte  der 
Königlichen  Sternwarte  bei  München  verfertigt  und  bloss  gegen 
Erstattung  der  Auslugen,  d.  Ii.  ungefähr  zu  dem  dritten  Theile  des 

Sewdhnlieben  Preises,  geliefert  werden,  wonaeb  ein  Barometer  %m 
em  höchst  geringen  Preise  von  6  Gulden,  ein  Doppelthermomeier 
(eine  Art  Psychrometer)  zu  dem  ebenfalls  äusserst  uiedrigen  Preise  . 
von  3  Gnlden  30  Kr.  abg^lasae»  winl        Die  Beobachtungen  wer- 


*)  Epberoerides  See*  meteorolng.  palathme.    Htstoria  et  obsm'vationes. 

Manh.  1783-1792.  XII.  T. 
**)  Die  magnetischen  Instrumente  sind  natürlich  verbältnissmiissig  theurer, 
im  Ganzen  jedodi  die  Preise,  ^elehe  einem  Jeden  auf  Verlangen  bereit*, 
willigst  mitgetheilt  werden,  so  niedrig  als  nur  irsend  mögiicn  gestellt, 

so  dass  durch  dieselben  liloss  die  Auslagen  einigenoa^sen  gedeckt  wer< 
den.  Die  sogenannten  Differential -InstrunieDte  können  in  jedem  Elause, 
wenn  nur  in  der  NShe  kehie  veränderlichen  Bisenmassen  sind,  aufge- 
stellt und  gebraucht  werden.  Natiiriirli  kann  man  sich  aber  dem  Vereine 
aucii  bloss  für  eigentliche  meteorologische  Beobachtungen,  ohne  sich 
-  zugleich  zu  magnetischen  Beobachtungita  in  ▼erpfliehtsn,,  anicbliensn. 
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den  nn  ullen  Stationen  nach  eioeui  gemeinscliafitliclien  Plane  ge. 
inuchl  uud  in  deo  versckiedeoeii  Läuderu  durch  besoodere  dazu 
bettivoito  Meteorologr^  rMliffirt.  •  Die  Redaetion  för  Baj^rn  bat 
■arr  Dr.  La««at,  die  Redaction  fBr  Oesterreich  habeo  die 
Hfrrrn  Asfronomen  Koller  zu  Kremsmünster  and  Krpil  7U  Prag*, 
dii'.  KedactioD  tii r  W  u  r t  e  m  b  e  r  g  bat  Herr  Prof.  P 1  i  e  ii  i  n  e  r ,  für 
Badeo  Herr  Prof.  Stieffel  fibernomnen,  und  dem  Dördlicheii 
Dentschland  heilt  der  Uiiterselchnet^  seine  Krifte  z«  wid- 
nee.  Die  oben  genanDteti  Aanalen  für  Meteorologie,  Brd* 
magnetismiis  und  verwandte  Gegenstände)  deren  Hemu^- 

ßabc,  so  wie  die  obersfe  Ijeitung  des  ganzen  üntcrnehmpns ,  Herr 
octor  Luniont  in  neben  besorgt,  sind  zur  BekanntmachuDg 
der  reo  fkm  Kedactoren  aaeh  MüDclieB  ala  den  Ctoatralpnnkla 
für  das  gesamttite  Ualeniehmen ,  gesandten  Beehaehtnngsjouroal^ 
zur  >1ittbeilung  geeigneter  Aufsätze,  Abh.indlangrn  n.  dergl.  durch 
den  Druck  besiimmt,  so  dass  man  dieselben  alle  an  einem  Orte 
beisammen  findet.  Die  Drnckkosten  werden  entweder  ffanz  oder 
Wenigatens  so  weit  dieaelbea  nicht  dnreh  dea  AlisatB  gedeckt  wer- 
den. Ton  der  Königlich' Bayeriachen  Regierung  getragen, 
so  dass  also  das  Unternehmen  durcb  diesen  neaen  Beweis  der  Mo* 
nificenz,  mit  welcher  von  jeher  die  Königlich  Kayeriscbe  Re- 

f^ierung  sieb  die  Förderang  der  Wissenschaften  angelegen  sein 
Rsst,  FoUkommen  gesichert  erscheint,  und  nur  zu  wünschen  iihrig 
bleibt,  dass  noch  recht  viele  Meteorologen  in  den  verscbiedenstea 
Ländern  nnd  den  entferntesten  Gegenden  sich  dem  Vereine  an- 
«rhliessen,  wps!ia!b  sie  sich  entweder  uri mittelbar  nach  jM  Ii  neben 
an  Herrn  Doctur  I^amont  oder  an  den  ihnen  zunächst  wohnenden 
Redacteur  zu  wenden  haben,  um  auf  dem  i^ürzesten  und  wohl- 
feilsten  Wege  die  ihnen  nöthigen  IosCniniente,'In8tmetionaB,  v.  s.w. 
an  erhalten.  Dies  für  jetzt  nur  als  vorläufige  Nachricht  über  ein 
Unternehmen,  welches,  wie  wir  wenigstens  wünschen  und  hoffen, 
der  Meteorologie  und  verwandten  Wissenschaftasweigen  die  schön- 
sten Früchte  tragen  wird. 

Greiftwald  dea  11.  Min  18«. 

Grunert.  ' 
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Literarischer  Bericht. 

r 

Plülosophie  der  Mathematik. 


Die  Pbitoflophie  der  Ilathematik.  Zugleich  eia  Bei- 
trag xar  Logik  uihI  Nsturphilosopiiie  voa  Caiiit.  Frans. 
Leipaig.  im.  8.   Ii  Tblr. 


'  Systeme,  Lehr-  und  Wdrierbttcber« 


A  Course  of  Mathematics,  principally  designed  for 
tlie  Ilse  of  Studcnts  in  thü  Esst  Indin  Companj's  Mili- 
tarj  Heminary  at  Addiscombe.  Uy  tUe  ReT.  J.  Cape, 
iL  A.  ate.  Proreiior  of  Hatbematics  aad  Clasiics  at  A4* 
diiconbe.  VaL  t»  8.  16  i.  clqib.  Val.  1.  8.  15  clatb. 


Arithmetik. 


Bourdou:  Ausführliches  T.rhrhuch  der  Algebra.  Aus 
dem  Franz.  tob  E,  W.  Müller.  Hu^dliaburg.  1842*  8. 
1  Thlr.  10  ggr. 

Tba  Analysis  and  Solution  of  cuhic  and  biquadratic' 
Efvatiaatf  laraiag  a  Saqaai  to  «»The  fileaients  aC  Alga- 
«•■«11.  10 
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bra*'  aiiil  an  liitroiluctiuti  lo  (  i>c  Theorv  nnd  Sohitioa 
of  tlio  KiiiflMT  Orders.  '  liy  .1.  \\.  Young,  iProf.  o!  Mfttbe* 
inutics  in  ttcit'ast  tullcge.  INVi.    0  s.  - 

Theotc tisch  en  l'ractisch  Leerbock  der  Algebra,  of 
Stelkui!  t  \  oor  de  Seholen.  Eerete  deel.  Te  Dordreebt 
gr.  8.   i  1,  80.  im, 

J.  BaJoir  Gbijben  cn  H.  Strootmen  (Leereren  der 
lele  Klease  io  de  WiHkunde,  bijde  Koniuklijke  Mili- 
taire  Akadcuie  tc  Breda)  Vervolg  op  de  bec^insclen  der 
Stolk linst,  bevattentle  de  I<M'r\vjzc  der  oDbepunlilo  coef- 
.  t  iciciitcD;  eeoe  körte  bcsc  Ii o  u \v  i  og  der  permututten  en 
combinaticn ;  de  on twikkeliiig  veo  bet  btnomium;  iete 
Over  de  gedurige  brcnken;  de  (beorie  der  hoegerflisgts 
vergel  ij  kt  n  gc  n  y  die  der  rek  cn  k  ii  ii  s  ( ii^e  reekscD  van  hoo- 
geren  rang,  c  n  i'iiulclijk  de  uutivikkeling  der  logarith- 
miscbc  cn  exuo  neutiale  faoctien;  gr.  8.  Te  Brede.  1841. 
(  1,  40.   ,  ' 

Aritbnietical  Tabics.  10  th  Bditiofi,  with  Additione, 
by  Tbonas  Bouro,  1842.  8d.  aewed. 

Versuch  einer  Kritik  der  Priiieipien  der  Wabrscbeio* 
HcbkeitBrecbD.nDg.     Bearbeitet  voa  Jakob  Friedrieb 

Fries.   Brauuscbweig.  1842.   8.    1  Tbir.  8  ggr. 

niesf  Schrift  eines  der  scIiarfsinuigNtcn ,  zugleich  mit  ausge* 
zeichneten  niathemattücken  Kenntnissen  ausgerüsteten  PhilosopbeD 
verdient  jedeut'alls  der  Auttuerksamkeit  der  Mathematiker  sehr 
enpfoblen  m  werdeo.  Elae  Beartbeilng  deteelbea  wMe  Yiel 
Mebr  Raum  in  Anapruch  nehmen,  als  unsere  Literarischen  Beriehte 
darzubieten  bestimmt  sind,  weshalb  wir  uns  hecii-nti^^rn  miissen,  den 
Zweck,  welchen  der  \  f.  durch  seine  Srliritt  zu  errciclion  beabsich- 
tigte, mit  seinen  eiguru  Worten  aus  der  Vorrede  anzugeben.  Der 
VeiC  sagt  n&alieb:  „Dercb  den  Nataralianiaa  der  Eacvclopädislen 
wvide  den  ruhigetett  tiebildeten  in  Fraokreicb  eine  gleichsam  Bpi- 
knrisrhr  llrrrfvistrrunn:  tVrr  A ti fklirung,  Wahrheit  Bod  Mensrben- 
r«  <  lito.  gegen  ailc  Arten  der  \  ururtheilo  und  des  Aherglaubeus  zu 
ilicil,  welche  zur  Zeit  der  Revolution  die  edle  Geisteaanreguog 
far  weUbiirgerliGhe  wisseneebaft liebe  Interetsen  brachte,  oiebt  aar 
-  Einheit  ¥od  Maaaa  und  Geiricbt  zu  bestimmen  suchte,  eeiidem  sich 
aller  tyrossartigen  naturwissenschatl lieben  Inlerc?sen  annalim.  Aber 
die  übertriebenen  [lolitisdien  H«>(Tnuti2;i'n  (!ip>er  Begeisterung  wur- 
den durch  den  Jakobiniücbeu  i'ubei  au  dvii  meisten  ihrer  nncb  der 
Gironde  benanDten  edlen  Vertreter  blutig  gestraft.  ^  Zu  den  Lieb- 
liogaideen  dieser  Aufklärung  gehörte  dann  auch,  wie  vorzüglich 
Condorcot,  einer  der  Erschlagenen,  lehrte,  dass  die  W^ahrscliein- 
lichkeitsrecbuuug  einer  der  vviclitip;^sten  Gegenstände  des  öfVeot- 
lichen  Unterrichts  sei,  denn  sie  sei  die  Rechnung  des  gesunden 
MenaeheBventandee ,  durch  deren  Belehrungen  allein  der  falaeha 
EinflnsB  von  Heffhung,  Foreht  und  allen  Gemüthsbewegungen  anf 
unser  Gcniiitb  vernichtet  und  somit  Vorurtheil  und  Aberglaube  ana 
dem  Urtheii  im  bürg;err!rben  f. eben  verdrängt  werden  könne.  Da- 
mit ist  uns  denn  auch  eine  hdcbst  wichtige  Wahrheit  angeregt 
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VFOrtipn;  aiji  r  (iic  Kf^u^riiiidiiiiu;  <|('i-  jranzcii  Leine  ist  i'igciidif Ii  phi- 
losojpbittcii,  uuü  duriii  Itiicbeii  jeue  Lcltrer  hebr  eiuseilig  uuU  erreg- 
ten ö«f wegen  überspannte  floffoungcn,  denen  nie  entaprnclien  werw 
den  kuiiD.  Die  Tlirorie  der  WaiirscbeinliebkcilsrechDung  beruht 
iirintürfi  auf  der  Tiieori«  ilcr  liiiluctinnrn .  im«!  liier  p^eheii  j^nc 
Lehrpi  \irn  (ifm  Sensu uH Kinns  di'««  Lork<>.  ('ondillac  und  Uuinc 
aus,  UD(i  vvuticn  alle  InUuciioncMi  nur  uIk  empirisclie  Dacliwrineu, 
wnicbe  «bne  aNe  EHEenntnime- u  priori  gelten  snllea.  '  Dagegen 
hnt  nnn  Kant  belehrt,  dass  jede  ErtiiAruDg  erst  a  priori  crknnnit 
BediuCfuns^nt)  üiror  >lti::-!irlikfif  ^orMtissrtic ,  und  wir  Iritrn  daraus 
nli.  dass  jede  taugliche  Jriiiiiction  eine  rationelle  werden  müsse, 
welche  nicht  nur  durch  die  (Erwartung  .-iimlicher  Faiic,  i»uudcru  zu- 
Mnbat  imer  dnreb  iettcnde  Mniimen  gelte,  deren  oberete  •  priori  ^ 
erluinnt  werden. 

wSo  wird  es  nothwendii]^  für  die  WalirscIieinHclikeitsrt^chnunp: 
drr  Metn(divKik  de*  Calciib,  wh*  die  Franzosen  s;igen,  eine  auderc 
f>ruudlAfi;e  xu  gehen.  Dazu  kommt  nun  noch,  da»»  die  Franzosen, 
dureh  diV  nlaseitige  Begründung,  der  Wnfarscbeinliobkeitsreebnnng 
«io  viel  xu  weitaa  P«ld  geben  wollen,  indem  im  Grunde  alle  nnere 
Krkenntniss  allgemeiner  (besetze  von  ihren  Regein  abLänp^en  soll. 
Iladnrch  ist  es  gekommen,  dass  sie  viele  Aut?.«l)pn  strHen.  uud 
Lehren  ausführen,  die  ^ar  keinen  wahren  iiruud  haben,  uud  dage- 
gen beabsichtige  icb  bier  meine  Rede  sn  richten ,  wiewohl  ieb  da- 
vit  vielen  der  grbsstnn  Mnihemntiker  streitend  entgegentrete.  Ich 
bnhnu|»te,  dass  der  Grundhegriß'  der  mulhematischen  Wahrsebeln- 
lichkeit  selbst  nicht  srcnati  hestimrot  sei;  ich  behaupte,  dass  die 
ganze  herkömmliche  l^ehre  von  der  Wahrscheiolicbkeit  der  Zeu« 
,  genaussugeu  nnd  der  richterlichen  Kntscbeidungen  fblseb  sei,  ttnd, 
was  das  Wichtigste  ist,  iob  mnss  einen  grossen  Tbeil  der  Ifebrea 
TttD  der  Wahrscheinltebkeit  a  posteriori  ganz  zo  beseitigen  suchen. 

Dies  sijnl  die  Zwecke  der  hier  vorlieerendeu  Arbeit.  Am 
Sehluss  der  N  orrede  sagt  der  Verf.  endlich  noch:  Wahrend  icb 
ao  dieser  Abhandlung  arbeite,  ist  Poissnns  grosses  Werku  re-. 
cherdies  enr  In  prubnbilitd  des- jugemens;  nicht  nur  erttdiicnen« 
sondern  auch  in  meine  Hund  gelangt.  Die  grosse  Kunst  der  an- 
ibenuitisrlien  AnnKsis,  weiche  ilim  eigen  war.  zpiiyt  sich  darin  anf 
eine  gläuzendc  H  eise,  daneben  hat  er  manch'  n  hesondern  von  den 
Felllern  gerügt,  ^egen  welcbe  ich  meine  Kritik  richte;  aber  die 
lilninttgednnken  triln  er  doch  nicht,  ein  widifiger  Tbeil  meinef  ta- 
delnden Kritik  bleibt  ancb  gegen  ihn  alehev. 


Cieuuictiic. 


Geometrie  tiir  n<  alsrhulen  von  i.  A,  Pflanz.  Dritter 
Tbeil.   Stuttgart.  X.    6  ^^r. 

Die  beiden  ersten  Theile  sind  in  Nr.  \ .  des  Liternriscbcn  Ue- 
riehts  &  79  kurz  angezeigt.   Dieser  dritte  Thcil  entbftit  die  prak« 
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tische  Geometrie,  d.  h.  nicht  die  FeldmeMknoet ,  «OMlerD  ^igenl- 
lieh  Uoie  FISeben-  uod  KörperbereebMVgeii ,  wobei  eicb  der  VerC 
anek  der  Algebra  bedient  t 

Popuiiire  Geometrie  für'Knostler  uod  Protcssioni- 
tfteu,  welche  die  nöthigsteo  Lebrea  uad  Anfgabea  der  ' 
QeoBetrie  lelcbt  kenaea  leraen  uod  sie  mit  Erfolg  fir 
ibre.  Arbeiten  beantsea  wollen.  Nebst  einer  Beschreib 
hiincf  cinit^er  Messapparate,  VergleicbiiDg  deutscher 
MaHäse  und  Gewichte,  u.  8.  w.  Von  Dr.  G.  A.  Jahn.  Leif- 
aig.  1842.   8.    1  Thlr.  8  ggr. 

Diesea  Bneb  lelitet  daa,  waa  et  veni|iriobt»  auf  eine  iweeluui* 
'Bsige  Weiset,  und  kann  auch  bei'm  Unterrichte  auf  Bürger»  aad 
fiirilrrti  Roatschulcn  als  eine  Aoleitung  zu  s^eomeirischcn  Zeich- 
nuui];<'u  und  Uechnung^n  zwpckmässip;  gehraucht  werden.  Tafeln 
zur  Vergleichutig  der  vcrächiedeuen  Moasse,  so  wie  Tafeln  der 
Quadrat»  aad  iCnbikwiirBeln  aller  ganaea  Zablea  voa  i  bis  1000 
in  drei  Deiämdtatellcn  sind  angchänprt.,  und  Erläuterungen  über 
Maassstäbe j  über  den  Nonius^  ühor  die  vrrsrhirdpnen  Arten  von 
8etzwagen,  Niveauos  und  Libdleu  sitid  iiiclti  ubtTgiiug^cn ,  so  dass 
dieses  Buch  iß  dem  kreise,  iÜr  welchen  es  heätiiniut  ist,  recitt 
afttslicb  werden  kaaa. 

Tlioorif  ih  r  |m> r i o d i sch •  h omol oge n  P u n k te,  Ge reden 
und  fc^beneu  in  IJezuej  auf  das  System  dreier  Kegel- 
schnitte^ welche  einen  vierten  dup|»elt  berühren,  und 
anf  daa  voa  vier  Plfteben  der  aweiten  Ordnauff  oder 
Kl.-isse,  welche  eine  fiiafte  aiabülLen,  ton  Fr.  Seidewita» 
Meiligcnstndt.  I8i2.  -4. 

Dieses  l'roc^raiiMU  des  Gymna«^iums  /ii  Hrilii; «  umlädt  von  Ostern 
1842  zeugt  von  einer  sehr  genauen  Keuntuisä  und  vieler  Uebung 
aeiaea  Verb,  in  der  sogenannten  nenern  GeoaMtrie,  and  Terdieat 
allgemeiner  bekannt  und  beachtet  zu  werden.  Die  beiden  Aufga- 
ben,  deren  l.ösnnaf  der  Verf.  vor/iiirlirfi  ztnn  Zweck  bat,  driekt 
derselbe  in  der  Vorrede  auf  futgcudc  Art  aus: 

I.  Wenn  ein  beliebiger  Kegelschnitt  gezeichnet  vorliegt,  uad 
Wenn  drei  andere  Kegeltcfaoitte  der  Bedingung  oaterworfen  atad, 
da  Jeder  dea  ersteren  doppelt  zu  beräbren  und  durch  drei  Punkte 
zu  gehen  oder  drei  Gerade  zu  berüliren.  welche  beliebig  in  seiner 
Ebene  gegeben  sind,  was  also  dreiuial  drei  tr^gebene  Punkte  oder 
Gerade  macht:  einen  fünften  zu  zeichnen,  welcher  jeden  der  drei 
letzteren  einfach,  und  den  enteren  ebenfalls  doppelt  beriibre;  das 
Ganze  mittelst  des  Lineals  allein. 

II.  Wenn  eine  beliebige  Fläche  des  zweiten  Grades  gezeich- 
net vorlieu^t.  iiüd  wonn  vior  andere  Flächen  desselben  Grades  der 
Bedingung  uulerworicu  üind,  eine  jede  die  erstere  zu  umhtillea 
und  durch  vier  Punkte  zu  gebea  oder  vier  Bbenen  zu  berühren, 
welebe  beliebig  im  Räume  gegeben  sind,  waa  also  viermal  vier  ge- 
gebene Punkte  oder  tlbenen  macht:  eine  sechste  zu  zeichnen, 
welche  jede  der  vier  Irtzteren  beriilire  und  die  erstere  ebeafalli 
umhülle;  das  Ganze  mittelts  des  Lineals  ulieiu. 

Alle,  welche  sich  tür  die  sogenannte  neuere  Geometrie  über- 
bauet, und  daa  Probleai  von  den  Beriibrungen  inabesondeta  inte- 
resiiren»  machen  wir  wiederbolt  aal  dieies  Pio|[raMB  nwfairriinam  • 


Digitized  by  Google 


109 


Praktlselie  Oeametrie. 


A  Treatise  on  Land  Surveying  and  LevelliD^^,  illo- 
(Ttrated  by  e^pi^nt  Piel4  Note«,  PIabs«  «ad  DUrr»««, 

in  Foar  Parts,  by  the  Chain,  Theodalita»  CircumfereB- 

t{or,  and  Spirit  Ijcvel;  with  Drawings,  ex^plainin^  their 
usp.  and  exiiibitiog  tht'ir  adjustment:  toifüther  with  in- 
troductury  chapters  uu  Geometrj,  Logarithms,  MeutiU* 
ration-aad  Tfigoao«atry;  aad  aa  Afpeadix  of  TaMea 
of  Logarithnis,  Siaas»  Cosinea,  Taagenti  at«.  ta  Siz 
Plarps;  and  aTrnvprscTnble  to  anyDistancc,  nnd  to 
Tlirci'  .Minutes  of  Bearinp^j  By  H.  J.  Castle,  äiurveyor 
and  Civil  Bngiaeer,  Lecturer  on  Practical  Geonetry 
aad  LavalliBg  ta  Kiag'a  Callege,  IjaBdaa.  18ML  14 
dath. 

Der  geschwind  und  richtig  rechnende  Markscheider. 
Von  K.  W.  Böbert.  2te  Aafi.  Huedlinburgr.  1842.  8. 
H  TWf. 


Trigonometrie. 


Pia  in  atid  epherical  Trigonomelry.  By  H.  W.  Jcan.s, 
F  R.  A.  S.  Royal  Naval  l'olleffe,  Portsm <» n th ,  late  Mu- 
thematical  Master,  in  the  Royal  Military  Academy, 
Wootwicb.  Part  I, '  contaloing  Rales»  Exaiaplei,  aad 
Prablems,  1842.  8a.  6d.  cl.  Portsaa;  Waodward.  Loadaa: 
Lo'BgiBaD>  BrowB  aad  Go. 


MeebaDik. 


Lehrbuch  der  Mechanik  ucbst  eiufiii  Anhange  über 
Pendel  und  Wage.  G  e  m  e  i  nfassl  ic  h  dtir|rcstent  von 
Dion.  Lardner  uud  U.  Kuter.  Aus  dem  Logliscben  v. 
Heinrich  Eossmunn.   Stuttgart.  1842.  8.    1  Tblr.  18  ggr. 
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MeebBDik  fir  Gewerbetreibende.  Kotlialtend:  Die 
Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  Kräfte,  den  Mit- 
telpunkt der  Scbtvere  und  die  inecliaiiisckeu  Putcnzeii. 
Erläutert  durch  Beispiele  uud  Figuren.  Von  LL.  D, 
Alex.  JamiesoB.  In  o  Abtbeiiungen.  Wien.  1911.  SL 
4fTlilr. 

.fnllv,  Prof.  Dr.  Ph..  8pccimf>M  priBum  ad  doctrinam 
de  machiuuruui  efl'ectu  perliueu».  8  inai.  Ueidelbef gae. 
1841.   i  Tbir. 

Der  praktische 'Maschinenbauer.  Ein  Handbuch  für 
Maschinenbauer,  Mechaniker,  Kimstdrerhsler  uud  Fa- 
brikbesitzer.   Nach  den  bci»teu  Werken  über  diesen  Ge- 

£enstand  bearbeitet  von  Andr.  \  alcnt.  Demme.  Achte 
ieferung.    Mit  Abjbildnngeiu    UnedltBliurg  «Bd  Lbib« 
Big.  1842.  8.   ITbIr.  20ggr.  - 


AsU'ouoaiie. 


Popnl&rea  astronomiscbea  lland*WÖrterbuch  oder 
I  ersuch  einer  t>rkl<-iriini>:  der  vornehmsten  l(-c griffe  und 
Kunstwörter  der  Astrou<»inie,  summt  \  a  eh  ri  c  Ii  t  p,  n  von 
der  Gest  liielitc  der  ustronouiiächen  t.. it tücc k u u g cu  und 
ICrfindu n gen,  biographischeB  und  litemrischen  NotisBB« 
UBd  einer  kurzen  Andeatnng  d€r  Metbodm  und  W«rk-> 
zeuge.  Mif  A  it  s  s  r  It  l  n  s  s  aller  irgend  e  n  t  h  eli  rl  i  r  fi  r  n  ana- 
ivtiHciiPii  Koruiclsproche.  Vou  Ur.  J.  K.  Miirn berger. 
Kcuipten.  1842.  8. 

-  VoB  diesen  populären  «ttroDomiscben  HaBdwdrCerbaebe  siad  bis 
jetst  das  erste  von  A)»end  bis  Bahnen  der  Planeten,  Kome- 
ten und  Doppelsterpp  und  das  zweite  bis  Compass  rriclimde 
lieft  in  unsrrf»  Hände  gelangt.  Kinc  KnirtlieiluncT.  die  jetzt  vorei- 
lig seiu  würde,  müssen  wir  bis  zur  Vuiieoduug  des  guuzen  Werks 
fcfsparen.  Der  Preis  jedes  diesem  beiden  xwdlf  Boren  ttarittn 
Hefkairt  Sggr. 

Recrr  itions  in  Astron omy  with  a  Glossary.  By  tfte 
llcv.  Lewis  Torolinson,  M.  A«  2d.  Edition,  with  50  Hin- 
strations,  1842.  4b.  9d 
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Ant'.inpfsc^rii ndc  der  matbeinatiflGlien  lüeo crrapliie,  ein 
Lelirlxich  für  höhere  Gymnasien  und  Healscliulcn.  Von 
B.  Studer.  tte  rerb.  Ausor.  Bern  und  Chur.  1842.  8. 
IThlr.  4ggi-.  . 

Die  «nlB  Aofgnbe  «niftlilwweKlrtB  ODi  iwaliofa  tsH« 
«tändigen,  nur  elementare  matbematische  Kenntnisse  voraussetzen- 
ilen  L^rbnebi  der  BtetbeMtuebea  C^eompbie  enobien  in  Jebre 

Anleitung  zur  geneuen  Bestimmuag  de«  Cranges  und 
Standes  der  Uhren.  Ein  unentbehrliches  Hundbucb  für 
Gbrinarher  und  Pr^^tinde  der  Astronomie,  so  wie  für 
Alle,  die  einer  sichern  Zeit kenntniss  bedürfen,  als 
Gutsbesitzer,  Geistliche  und  Scbullebrer  auf  den 
f^ande.  Ten  Dr.  G.  A.  Jabs.  Laipsigv  184«w  &  H  Tbir. 

J.  H.  W.  Lehmann:  i\\p  Son  n  enfinster  n  Jhs  nm  S.  Juli 
1842,  nach  allen  aätrouomischeD  und  pliysischen  lim- 
stäudeu  lur  die  Orte  der  Erde,  wo  sie  sehr  gross  odejr 
total  eraebelot,  anre  Sorgfältigste  bareelinet  and  Im 
•iaeM  vellstlDdi^ea  üeberblick,  mit  Berückaich tigun^ 
früherer  Erscheinunp"**"  dieser  Art,  gemcinfasslich  dar- 
gestellt, einer  in  8tein  i^czeich  iir  t  c  u  graphi- 
schen Darstellung  für  Europa,  lirautieuhurg.  1842.  8. 
W  ggr. 

[  Tücher  die  Rcsfimmnng  der  Entfernungen  im  Welt» 
gebaude.  Ein  V  ortrog  im  wisseuäcbuftlichen  Vereine  zu 
Berlin  gehalten  von  J.  F.  Encke.  Berlin.  1842.  8.  4  ggr» 
'  Bia  sehr  aaipfetbeader  geMiBTerelladlifber,  aaeh  die  aeaara 
Arbeiten  von  Bettel  aid  Struve  über  die  Bestimmung  der  Fat* 
altaxe  der  Viitterae  awatktiiittig  lnerttaktiebtigaBder  Aaltata. 


Physik. 


Di»'  K  X  pe  r  i  m  (■  n  t  a  I  -  Ph  ysi  k  ,  methodisch  da  rsTCH  teilt 
vuu  Jacob  Heussi.  hrster  Cursus.  Kenntuisä  der  l'hä- 
aaareaa«  Zweite  reraiebrta  aad  ▼ergatterte. Aaflag« 
Barlia*  8.  Zweiter  Cursua  too  dea  phjtil^alita&ea 

•Gcsetzpn.  Berlin.  1S3S.  K.  Dritter  Cursus  von  den  phy- 
sischen Kräfteo.  Berlin.  1840.  8.  Alle  drei  Carsiit. 
3  TbIr. 

Dieeee  melbodtteb  abgefraate  Lefarback  der  Pbysik  fiir  4m 

Scbttluntcrricht  ist  leider  erat  jetit  zu  unserer  Kenntniss  gelaagti 
weil  wir  aher  die  Lii*ber7rjic"nTi2  fiahen,  dass  dasselbe  drn  f>flir<'rn 
an  Gyniuasien  iin<l  antli  rn  Lehraostaiten  recht  sehr  zur  Beachtung 
empfoblefi  zu  werden  verdient,  so  boleo'  wir  bier  eiut  kurze  Au- 
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zeig^^e  nach)  und  wünschen,  dasn  dieselbe  zur  weitern  Vcrbreituog' 
dieser  empfehienswertlieD  Schritt  beitragen  möge.  In  der  Vorrede 
zum  ersten  Curaus  safft  der  Verf.:  „betracliteD  wir  irmid  eine 
NatnrenclimDung,  so  bietet  sieh  uns  «dreierlei  dar:  eritlicK  die  Er- 
■elwinung  aelbat»  die  wir  beobachten;  zweitens  die  Art  und  Weise, 
Riif  welche  sie  vor  sich  ffcht,  und  tlriflens  die  Ursnchcn,  welrKo 
sie  hervorrufen.  Die  Krfaliruns^snaturlehre  muss  nuthu  endig;  dirse 
drei  Dinge  vun  einander  trennen;  der  Stein  fällt  zur  t^Je,  das 
mdit  Jedet  Kind^  er  fiilit  aber  Mit  beacbleitnigter  Bewegung  and 
■aek  einem  bestimmten  Getetae;  dies  kenaen  zu  lernen  erfordert 
eine  gcnaurrr  f Intorsuchuncr  und  eine  hBberr  nildnnc-sstirfo  nis 
ersteres;  endlich  trägt  sirh,  warum  der  Stein  nach  der  Krde  tälit, 
und  wober  es  kommt,  dass  er  gerade  das  durch  die  i£riahruog  aua- 
Maitfeita  vad  aiebt  ein  aadem  Gaaeti  befolgen  nttsae.  Biae  Boeh 
nSliere  BUdaagfletofo,  naCkaMatiieba  Vorkenntnisse  u.  s.  w.  sind  zur 
Beantwortung  dieser  Fragen  unumgänglich  nöthig/^  Hierdarcli 
sind,  wie  es  uns  scheint,  schon  die  rrincipien  deutlich  g-enug-  be- 
zeichnet, welche  den  Verf.  bei  der  Bearbeitung  seiner  drei  Cursus 

geleitet  haben.  Ehe  ein  Naturgesetz  richtig  aufgefasst  werden 
aaa»  aiias  dar  Siaa  daür  ipwackt«  daa  Btreben  daaaeb  aageract 
wariao«  Dar  aiala  Curaus  ist  gpaa  dieser  Debanp  des  BeobacE* 
tiincravermötrens  gewidmet.  Im  zweiten  Cursus  werden  dann  die 
Naturgesetze  hetrachtet;  der  dritte  endlich  enthält  theils  solche 
matbena^iscbe  Entwickelungen  physikalischer  Gegenstände,  die  mit 
nülfa  der  Blementar*  Matbamatik  dnrchgefUbrt  werden  kSnacn, 
tbaili  ist  dersell»a  der  Betracbtaag  des  innern  Zusammenhang  4aff 
Naturerscheinungen  gewidmet  >  so  weit  die  Vrissrnschiift  dann  i^e- 
kommen  und  der  (Jeg^enstaud  tür  die  Schule  fKissciiil  Ist.  Wir  sind 
mit  dem  Ver£.  darin  ganz  einverstunden,  da&s  nur  uui  diesem  von 
ihm  voivezeicbaetaa  Wege,  oder  auf  einem  äbaUckeo,  der  pbysika- 
UMka  datarriebt  aaf  Schulen  gnta  Frfiebta  trafraa  kann,  warw  mm 
aacb  eine  mehrjährige  Erfahrung  zur  Seite  stellt.  Den  ersten  Cor- 
aus  des  vurliegenden  Buclm  möchten  wir  fdr  die  unteren,  den  zwei- 
ten für  die  mittlem,  din  dritten  fiir  die  obern  Klassen  hcstimmen. 
Letzterer  setzt  allerdings  ein  ziemliches  Maas»  mathematischer  Lle- 
■aDtar-Kanatniasa  voraus,  jedoeh  nur  aalcba^,  aaf  waleba  tick 
dar  aiadiaBatische  Unterricht  auf  Gymnasien  und  böhern  Bärgw* 
schulen  zu  erstrecken  pfleget.  FrelUcli  aber  wird  liei  dem  ünter- 
riclite  tinrh  dienern  Cursus  in  den  obern  Klassen  immer  nucli  der 
Umstand  hindernd  entgegentreten,  daas  nicht  alle  Sebüler  schan 
die  mathematiacbaa  Kaaanliaa,  welcbe  diaaar  Garraa  voraaaaalsty 
besitzen,  weil  dieaelbaa  ania  grösilan  Tkaila  arst  ans  den  Theilea 
dar  Matbematik  entnommen  werden  können ,  welcbe  in  den  obern 
Kirtsscn  gelehrt  werden.  Dies  ist  indess  ein  Fehelstand,  der  iiber- 
hau|it  nur  mit  grossen  Schwierigkeiten  beseitigt  werden  kann,  uud 
vielleicht  ganz  nie  zu  beseitigen  ist.  Jedenfalls  siud  wir  aber 
dar  Maianng,  daaa  dar  phjsikaUseha  Uaterriebt  in  dali  akam  Klaa* 
aaa  aa  viel  aia  irgaad  möglich  auf  einer  strengen  Matkaaatiiekui 
Basis  ruhen  mass,  möchten  jedoch  auch  liier  wegen  des  ohf*n 
erwähnten  Lebelstaodes  einen  Mittelweg  tür  den  geeignetsten  und 
besten  halten,  welches  weiter  auszufuhren  nas  hier  die  Beengt- 
kait  daa  Baaaii  varbiatat  Jadanfiills- vardiaat  akar,  waa  wir  Mar 
nochmals  wiederholen,  das  vorliegaade  Lehrbuch  von  allen  Lebrerm 
dar  Pkyaik  raakt  aakr  baaaklet  su  wardaa.  OaMalka  wifd  in  daa 
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Händen  eines  geschickten  I^ehrers  insbesoudorr  dann,  wenn  tlc^m- 
«elben  varneliiDlich  bei  dem  Unterrichte  nach  dem  dritten  und  zwei- 
te« Canw  «io  guter,  wmn  %uth  kcinetweg«  aehr  glänsender,  aber 
do^  zweckmässig  eiogericliteter  physikaliscber  Apparat  zu  Gebote 
steht,  dem  (icdeikea  des  pbysikaliicken  Uaterriebta  gewiia  idir 
förderlick  sein. 

Lekrbiick  iler  Physik,  nacb  den  gegeiiwärtigaa 
8l«ndpankte  dieser  WiaseDscbaft  bearbeitet,  s»a  Ge- 
brauche bei  Vorlesungen  auf  höheren  Gymnasien  und 
mit  h  esooderer  Beriicksichtic^unff  für  Militairbildungs- 
anstaiten.  Von  C  F.  Peschel,  Hauptmann  und  Lehrer 
der  Kriegs-  uod  Naturwissenschaften  an  der  Königl. 
Sächsischen  Mtliteirbiidungsanatelt.  Ertie'Abtheilnng: 
Physik  der  wlIgkareB  Stoffe.  Dreadea  und  Lelpsig.  1842. 

8.    2  Thir. 

0er  Vortrag  in  diesem  Werke  ist  deutlich  und  setzt  nur  die 
ersten  Elemente  der  Matkematik  bis  etwa  einschliesslich  zur  Tri- 
gonometrie vornnt.  Beaondere  EpgentbÜBliebkeiten  lind  nne  nicht 
«ii%eMI«n. 

Astronomisch-meteoro  I  oe^isclj  CS  Jahrbuch  für  Prag 
von  K.  Kreil.  Erster  Jahrgang.  1842.  Prag.  IS42.  o. 
1  Tbir.  8  ggr.  -  e 

Nnch  Erläutenufen  über  die  Einrichtung  dieses  Jnbrbndis  niid 
der  gewöhnlichen  astronomischen  Ephemeride  folgt  eine  gemein- 
fassliche  narstenunof  der  Resultate  der  Prager  Beobachtunifcn  über 
^Magnetismus  und  Aleteurulugie,  uod  hierauf  Mauatmiltel  der  mag* 
neiueben  nnd  nieteoroleglieben  Beobachtungen  xu  Prag,  Mailaad^ 
Ofen,  Gratz.  Die  gcmeialassUcbe  Darstellung  der  Resultate  der 
Prager  Beobachtungen  kann  ziipJojch  als  rinr  rrrht  rwrrk massige, 
allgemeinverständliche  Anlcituug  zu  nietcorologiscben  und  magne- 
tischen Beobachtungen  betrachtet  werden. 

Die  Wittentim^sverhälttiissc  von  Berlin.  Eiae  Vor-' 
leevng  vop  H.  VV.  Dovr,    Berlin.  1S42.    8.    {  Th]r. 

Diese  im  Vereine  für  wissenschaftliche  Vorträge  zu  Berlin  gc- 
lialtene  Vorlesung  ist  von  allgemeinem  Interesse  und  kann  nach 
«aaerer  Üeberaengnag  fiberbaupt  aia  eia -Maater  fttr^  aolcbe  altge* 
mein  verstäadliche,  ^r  ein  gröneres  Publikum  bestimmte  wisseo- 
schaftliche  Vorträs:c  hctracbtet  werden,  da  dleielbo  |^wiie  jeden 
Gebildeieu.aasprechea  wird.  f 

Meteorography;  or  tbe  Perpetual  Weather  Alamaac. 
Coalaiaa  aearly  BO  of  the  Slgas  whieh  ocenr  before 
everv  change  of  weather,  eagraved  aad  eolonred  from 
aatare.  2a.  «d< 

Reittltate  ana  den  Beobachtungen  des  magnetitehea 
Vereins  im  Jahre  1840.  Herausgegeben  ven  C.  F.^Gaaaa 
nnd  \V.  Weber.   Leipzig.  1841.   8.  Thlr. 

Dieser  Juhro-ang  enthält  die  folgenden  Ahhandluogen: 
Zur  Bestimmung   der  Coostanten   des  Bifilarmagaetometen. 
Von  Gauss. 

a  11 
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\  ur:>chi  iitca  zur  BerccliuuDi^  Ucr  luagnttiidiefi  Wirkimg»  wel- 
Khm  ein  Hagnetstab  in  der  Fm»  aotübt.   Vom  Gmui. 

Voncblaf  die  V  ariatMoett  dei  StehaMvnetiaaios  b«Mi  Biilar* 
nagnetoncter  unabhängig  tdo  4er  K«wtBtÜ  d«r  TaüpMmtmr  MI 

beatinimcM    Von  Weber. 

Ccber  magnetische  Friction.    Von  Weber. 

lieber  dic^  absolute  bürixoutale  Intensität  in  ChristiaBia.  Voo 

Untersucbwig        die  nittlcre  OecUimÜM  in  G«itiiag«i.  Veo 

(voldscbnid». 

4 

McBSuag  üiurki'r  galvanischer  Strome  bei  geringem  Wider» 
Stande  nach  abüolutciu  Maassc«   .Von  W  eher.  ^ 

Heber  das  electroeheMbehe  AearitiaieBt  des  WMere. 
Weber.  , 

Magnetische  Iteobachfiiiiofcn.    Voo  Hannf^en. 

Anszii&r  niis  den  tairlitii^'n  lieohiichtuiigcn  der  in:iGciictisebeJi 
Declioatiun  zu  Ui^ttiugea  im  Julire  1840.    Vuu  (sulüstchmult. 

üeber  dte  BeatimtBir  der  abeolitea  lateaiitit.  Von  Md- 
■cbnidt 

Resultate  aus  den  in  den  Jahren  t^^)  — 1830  von  Snrtnnti^ 
vou  VValtershausen  und  Listing  in  Italieii  aogealellteii  lotensitats- 
messuugen.    Von  Listing. 

Verglcjcbung  mugaetiKlier  BeebaebtMgea  aut  den  BrgolNiiM» 
der^hpurie.    Von  Goldachniidt  , 

Olinterongen  «i  den  TelteliiazeiehaaiigeB  aad  BeebaclMsngt- 

Beohucbtuugszahlen  von  den  Variationen  der  iieclioaiiau  und 
intcnaität  ia  dea  Termien  vom  28^29.  Febraar,  29  — 3«.  Mal, 
38 2».  Angait  aad  27  «-28.  Nareaber  1840. 


Vernii&clite  Sdirifteii. 


Dreihundert  Aüt'ir üben  aus  der  hiilifrM  und  ancr»*- 
wandten  Muthcuialik.  Von  D.  L.  L.  Leliaiutt.  UerÜiu. 
1842.   8,    18  ggr. 

T)as  Programm  der  Pctriscfaole  soUaii^ig  vuaMiobae- 
lis  1811  enthält  S.  [)  —  14  wieder  mehrere  sehr  hcachtnncrj^wprtlto' 
wissenschaftliclic  iirmrrlvTingen  des  Herrn  Profe«8ors  und  l>irt'ct.urü 
F.  Mtrehlke  iu  llanzig,  matbeuiatiscben  und  (»bysikuliächeu  lu- 
balCa,  welcbe  denaelbea  Zweck  haben,  wie  die  Aafgabea,  van  de- 
nen im  ersten  '^fhoilc  des  Arcfairs.  S.  435  Nr.  LV.  und  in  Nr.  IV, 
S.  r>7  des  literarischen  Bpri<'lits  dir  !icr!r  !jrw(»sen  ist.  Mo  bald  es 
der  Kaum  gestattet,  w-rrden  wir  wieder  i^lehrcrcs  aus  diesen  Be- 
merkungen im  Archive  unter  der  Rubrik:  liebuugsaufgabea  tür 
Schiiler,  nittbeileo. 
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A»ch  in  dem  Prncrriimm  des  Catii  in  inciims  zu  I^nbcck 
von  Ostern  1842  sioci  aut  M.  31 — 10  von  llrrrn  CLr.  Sclipr- 
ling  mehrere  boi'm  Uoterricht^e  wtrkhcb  vurgekuiuoieoe  geumein- 
Mb«  AvfgabeB ,  die  »it  Btllfe  ier  Algdbra  ohn«  AttirendiiDg  der 
CoDiometrie  lösl^ar  sind,  initccetlietlt«  Aach  von  diesen  Aufgabea 
soltm  mehrere,  M  i»aW  M  4er  fUMi  fsrlaHbt»«  in  Archive  i&itge- 
tJieiit  werden. 

i&i  wÜDsclieo  üt,  dass  mehrere  Lehrer  dem  \oo  Ueu  Uerrcu 
Strelilke  md  Heuerling  pcgeheoen  Beispiele,  solche  Aufgaben, 
die  ImPb  .Unterriehte  wirklich  vergekoouMB  siod,  in  den  Pro* 
grammen  mitzutbeilen,  folgen.  In  den  Archire  w«den  dtfieelben 
genriss  immer  möp:liclistp  Rf'riioksirhtic-nnc;'  finden. 

Cclegootlicb  mag  hierbei  nucli  hcincrkt  werden«  dnss  das  l'ro« 
^rnmm  des  Catliarineums  z^u  Lübeck  von  Michaelis.  1840 
folgende  Ahhandloog  emhjÜt': 

Ceber  dief/urven,  die  enthalten  sind  in  der  PoIar> 

fleichnncr     =  »        trlg-  (rp)  und  über  difjcnige,  welche 
ars^esteilt  wird  dnrch  die  Polargleichuno:  7/=<7  s e c 
Vou  i'lir.  Scherling,  Coli,  für  Mathem.  uuU  >iuturw. 

Der  Verf.  hat  nftnlieh  in  dieser  Abbandlnn^  den  Zweck:  die 
Curven  zu  untersuchen,  wolclic  die  Kiii^cnseliutt  haben,  da«i  der 
Radius  Veetor  eines  jeden  runktes  p:1eirli  s*A  d<MM  Produkte  aus 
einer  rnnstnnten  firnsse  in  irijcnd  eine  f rij^unumrlrisrlie  Fiincfion 
des  Winkels,  den  der  Uuiiiua  \  eclor  luit  einer  festen  durch  den 
Pol  gehenden  IJoie,  macht. 

ülathematical  Tract»;  1.  fiUnnr  and  Planetary  Thco- 
rics.  2.  Figure  ot"  tlie  Karr  Ii.  3.  I*reecssinn  aud  N  uta- 
tiou.  1.  Caiculus  uf  Variatious.  5.  Undulatory  Theury 
of  Optici,  and  Thcory  of  Polarisation.  Designed  for 
che  ose  of  Students  in  tke  Cniversities.  Ity  (f.  ßiddell- 
Airy,  M.  \.  V  R  S.  Astronomer  Royal.  l'>dliion,  cor- 

rected,  ISri.  N.  15s.  I^ondon:  Johu  W.  Parker  West 
Strand,  i  ambridgc:  Deightous.  < 


Edacätianel  Models  etc.<  sotd  by  Taylor  et  Wultou, 

*285  Upper  Go%ver  S(re«L 

A  l*yrometer  for  shcwing  the  ex]»anäiun  »f  uietals.    15  s, 
Atwood's  Marliinc  for  evidaininu,-  llie  laus  »f  fallinii:  bo- 
dies,  with  apparatus  aUached  for  iiiustritiing  the  tlieory  ofthepca- 
dulum.    Pricc  of  Atwood's  MOchioe  with  a  ,,Compauiou*'  L.  2.  2s,; 
additional  apparatne  for  the  peodulum  ij.  L  t  s. 

A  sct  of  mecbanical  powers;  containing  the  Lcver  — 
VVheel  and  Axie  —  serles  of  Pullcys  —  tlie  Inrlim-d  Plane  — 
Wedge  —  Screw  —  with  fixamples  of  the  Paralleiogram  of  l'or- 

11' 
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ce%  —  (entrc  of  Oravify  —  Friction  —  Colligion  of  fiUsttC  B«- 
dies  —  Cunipuuud  Lever.    Price  L.  5.  5  s.  io  a  Box. 

A  Secood  Set,  oaitHiif^  tbe  Faimllelogram  of  Porew  «ndCoK» 
aaon  of  Klastic  ßudies.  Price  in  a  Box  L.  64.  A  caam* 

ner  Set  L.  1.     s.  3  d.  in  a  Box. 

Pli  i  I  osu  [)  Ii  i  ral  Diafframs;  illustratina^  the  varions  braDcbei 
of  Natural  Piitlosopiiy.  Ey  Frederick  J.  Mioasi,  Lectorer  of 
Natural  Phllosopby  ete.  Deiigned  for  tha  ase  ofLeetoran,  ftila» 
lo80|ibical  Classes,  aad  Hchools.  1  st  Series  —  Mechaaics.  In 
Monthly  Numbers  each  contaiDing  3  Sbeets  of  Diagraaa,  |^rice  3  n 
eacb  Numl»er.  —  \uniber  1  is  just  published. 

Geoiuctricul  solidh  tu  Uluätrute  Reineres  f^essons  od  tora, 
and  otber  works  ou  Geometry.    Tbe  Set,  io  a  Uox,  9  s. 

Ad  lastroaeot  for  teaebing  Geo»etry,  coavaitiUe  ieb 
a  Tbeodoltte,  Spirit  Level,  Hadley^a  Saxtaa^,  aad  Wollaitaai  G§- 
aiometer.   Price  f^.  2.  12  s.  6  d. 

Diagrams  in  Wood,  to  ültiKtrnte  Dr.  Lardner's  KucUd.  IlMi^ 
Geoiaetry,  Book  1.   Tbe  Set  ot  Niuc,  iu  a  Box»  7  s.  t)  d. 
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VIII. 

Literarischer  Bericht 


Systeme,  Lehr«  uod  Wörterbücher» 


MAtheieoi  Usivertalit  f^rnulae  faDil«aieBt«les  C«- 
roH  Job.  Ds.  Hill,  u  i\  A.  Augustinson  MD<XX/XL1  publice 
defoDtae.  Lundae*  A.UCCCXL1.  4.   4  gg. 

Lehrbuch  für  tleu  gebuiainteii  m ui L em&tisclicn  £le- 
■ieDtar«IInterriclit  an  Gymnasien,  böbern  Bfirg^er*' n  nd 
Militair  •  S chalea.      Bearbeitet   voo   Dr.  Martin  Obn. 

Dritte,  ilurchQ:rscli(>iie  uod  tlioilweiae  nngearbeittfte 
Anfinge.    Leipzit^.  1812.   K    «2  ggr. 

Dieses  seioer  Einrichiuog  und  deu  Auslebten  seines  Vfs.  über 
den  Mlbenatiscben  Onterriebt  Ducb  ans  den  beiden  eratao  AoflaMn 

Ii inreiebend  bekannte  Lelirtttn  h  für  den  gesammten  matbeniAtiaaSen 

Elementar  -  rntcrricht  enthält  die  Aritlimetik.  und  Alt^cbra,  die  ebene 
Geometrie  mit  Einsrliliiss  der  ehenen  'IViiroiiometrie ,  dio  körper- 
liche Geoutctrie  mit  hinsdiiuss  der  Sj^bärthcüen  Trigouonietrie,  uod 
in  einent  Anbange  Kioigcs  fiber  Reiben  nnd  über  PerattUtionen 
nnd  Combtaationeo,  neb»t  dem  Beweise  des  bioomiscben  Lebraatzes. 
Da,  wie  gesagt,  die  Ansichten  des  Vfs.  bcliuu  bekannt  genug  sind, 
und  allerdings  auch  schon  bei  vielen  Lelirern  Kingani^  öfcfunden 
haben,  wie  um  beeiteu  durch  die  wiedcrbuitcu  Aufluden  des  vorlie- 
genden Werkebens  bewiesen  wird,  so  würde  eine  nicbt  Überall  beU 
fäUige  Krilik  derselben,  wobei  wir  übrigens  manches  Trefliiebe  in 
deosetbeu  keineswegs  verkennen  und  dem  Vf.  deshalb  immer  unsere 
besondere  Aehtuner  gezollt  haben,  in  diesen  bloss  für  kurze  Anzei- 
gen uod  literarisctie  Xolizeu  bcstimutteu  literarischen  Uerichteu  nur 
unpassend  erscheinen.  Tuterdruckeu  aber  kunneu  wir  in  Bezug  auf 
f.  117.  — f.  181.  die  Bemerkung  niebt,  dass  die  Formeln 

sin  4rs=-« — g^—  ,  «es  j?ä  ^  

und  die  üU.s  densel!)cn  gezogenen  fTerleififi  cren,  auc^  nenti  sie  nur 
gelegentlicb  beigebracht  sein  soUteU|  io  einem  für  erste  Anfänger 
U.  Vi  . 
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besHflinten  Lehrbuche  nach  unserer  tJebenangMOK  g«wi«  ganz  am 

unrechten  Orte  sind.  un<l  dfii  Anfäntr^r  nur  verwirren.  Solche 
eigentlirl»  nur  svmftolisclic  Ausdrücke  in  ihr  rechtem  laicht  zu  stel- 
len und  ihre  richtige  Anwenduog  zu  zeigen,  muss  nach  unserer 
Debeneugung  ganz  einen  bdheni  Doierrichte  mfbelialten  bleib«o« 


Arithmetik« 


Die  neue  Miiltipncation  oder  Anweisuiig,  die  nomii» 
tclbare  Berecbottog  der  Producte  aus  zwei»  bis  ftcbt* 

zifferigeu  Facturen  nach  einer  einfuclien^  von  der  bis- 
her g  e  b  räu  •■  It  1  M' h  c  n  g^anz  vcr8chied»Mi  pn  Methode  aus- 
zuführen. Für  FreuuUc  der  Arithmetik,  für  alle  Clau- 
sen von  Rechnern,  namentlich  aber  zur  Einfährunff  ia 
GymoasicD  uml  Bfirfrerscbnleo  snm  Druck  befördert 
Zweite,  gans  umgearbeitete  Auflage.  Oldenburg.  18A2.  & 
Bei  der  gewöhnlichen  Art  zu  muldpliciren^ildet  man  bekannt- 
lich,  wenn  im  Allgemeinen  €t -\- b -\- c -\- d'\- .  .  .  .  der  Multipli* 
caod,  r«-f-/$'-H/  + <^~fr  •  •  •  •  der  MuUiplicator  ist,  nach  uud  uac^ 
die  Plrednete 

«?H-«rH-  

-4-        c        -4-  .  • .  Oy» 
(a  -H  ^  ^  r  -f-  ^/  -f-  . , , 
u.  s.  w. 

indem  man  jedes  derselben  wieder  in  seine  einzelnen  Thcilc  auf 
löst,  und  erhalt  durch  Addition  oller  dieser  Producte  das  g>egycbte 
Prodaet  des  gegebeneu  Multiplicandus  und  Multiplictors.  Dex 
?«rt  Mtet  dagegen 

=:  <7a  ^  -F-  ca  f/a  -F- . . . . 
+  lar/S -h     -F- c/S  4- 4- , . . . 

^^^U^c9^4i^  

.  u.  a.  w. 

ordnet  die  eiazelnen  Tfaeile  der  Gröase  anf  der  reeblen  Mte  dci 
Glaicbbeitaaeieheiia  oacb  den  Diagonalreiban«  wadi^rcb  er. 

 )  (a-H/SH-rH-^+«--). 

-F-  i^y  -f-  ^/^  H-  ctt) 
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«vblU,  bildet  die  sänintlicheii  einzelnen  Theile  dieses  Agg^regata, 

und  orliHlt  durch  deren  Addition  das  gesucJitp  Product.  ^\obei  tt 
iibricfens  tiie  einzeineti  Tbeile  nicht  vom  erstm  Ijis  /um  Irtztcn,  in 
der  Ordnung  wie  sie  vurher  ge^ckriebeu  wordeu  isiud,  üdudern  in 
timgekelirter  Otriliiung  vom  leisten  bit  «ini  einten  bildet  und  m 
^ntlnder  addirt  Hierin  besteht  das  geoM  Kunststück !  Soll  man 
«.  1^.  786  mit  543  niattiplicirrn .  sn  sa2rt  man  6.3  ist  18,  sebreibt 
die  8  htU}  und  b<>liält  1  im  Sinne;  hierauf  sagt  man  S.  3-4-6.4 
ist  48,  und  1  dazu  ist  49,  schreibt  die  9  bin  und  bchait  4  isi 
Sinne;  dann  sagt  man  7.3  +  8.4  +  6.5  ist  83,  und  4  dssu  ist 
87,  schreibt  die  7  hin  und  behält  8  ioi  Sinne;  hicrnuf  sagt  man 
7  .  4 -f  .5  ist  fiS,  lind  8  da/ii  TO,  schreibt  die  6  hin  und  be- 
liäU  7  im  Sinne;  endlich  sagt  man  7  .  5  ist  35  und  7  dazu  ist  42, 
weicl^e  Zahl  nun  auch,  hingeschrieben  wird.  Hieraach  erhält  das 
KieMpel  folgende  €estalt: 

.  7SÖ 
543 


So  unbfflontend  die  SncliR  auch  an  sich  nacb  unserer  Ucberzeu- 
Hfung  ist,  und  hi>  wenig  w^ir  ^lauheu,  dass  dieselbe  sich  einer  triin- 
fiti^eo  Aufuahme  erfreuen  wird,  so  hielten  wir  es  doch  für  uusere 
POiebt,  diese  aene^  Multiplicatlonsmethode  bier  etwas  nüber  in 
characterisiren,  weil  der  Verf.  dieselbe  namentlich  zur  Ein- 
führunsr  in  fJyinnnsion  und  B  ii  rirerschuleu  bestimmt  und 
empliehlt.  Wir  hni»»  n  uiisert^  Pflicht  tjjethan  und  unser  Zweck  ist 
erreicht,  wenn  durcli  Ua.ä  Obij^e  jeder  l^hrer  lo  den  Stand  gesetzt 
wiird,  sieb  ftber  diese  «am  MultiplicatiaiiamethHa  aelbal  eia  \Prtbill 
sn  bilden, 

Tafeln  aar  Verwandinng  aller  Briiebe  von  j^Jjö ~ "^JJIJJ)^ 

und  fünf  bis  siebenziffrige  Decimal- 

b  r  ü  c  h  e ,  o  d  f  r  :  Tafeln  zur  R  p  r  r  r  fi  n  m  n  d  p  r  s  i  r  b  e  n  2  i  f  f  r  i  - 
gen  u o t i  e n  t e u  a il e r  oben  a  n  q: e &r e ti e n  e  n  |) i  v i d e n  d  e n 
und  Dirisoreu.  Nebst  einigen  auf  benanute  Zahlen  be- 
züglichen Dcreiaialtabelten  nnd  efaeif  Aaweisnnjif  sav 
allgemeinsten  Anwendung  der  Decinialbruchrechnung 
auf  die  Auf!  risim  uf^  der  gewöhnlichsten  arithmetischen 
Aufgraben.  Für  i^lathemutik  er  und  (scschäftsleuto  so- 
Wühl,  als  auch  Lehrer  und  Lernende  eingerichtet  uud 
bereebnet.  Oldeobartr*  184S.  4. 

Diese  neuen  zur  KrleTchterung  der  Verwandlnag  der  geroeinen 
Brüche  in  Decimaihriiclie  bestimmlen  Tafeln,  deren  Verf.  sich  nir- 
gends genannt  hat,  hüben  die  folg^ende  Kinricbtung.  Auf  19S  Nei- 
ten  enthalten  dieselben  alle  gemeinen  Brüche,  welche  aus  dem 

Brache  "j-  entstehen,  wean  man  für  den  Zähler  a  alle  ganze  Zah- 

len  Ton  1  bis  99  setzt,  und  mit  jedem  einzelnen  dieser  Zähler  als 
Nenner  ä  alle  ganze  Zahlen  von  1  bis  000  verbindet,  in  Decimal- 
brücbe  mit  sieben  llecimalstelteo  verwaudelt.    £inem  jeden  der 
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99  Zähler  vnn  1  bis  00  si»<l  rwei  einander  ecf'^onMbprftehendc  Sei- 
ten gewidmet.  Der  Zäliier  steht  uuf  jeder  Seite  ubeu  um  weiteiien 
links,  unter  dcmselbea  iu  der  ersteu  vertikalen  Spalte  findet  mvm 
•ttf  der  einen  Seite  die  Nenner  1  bis  49,  naf  der  «ndem  Seite  di« 
Mebpier  50  bis  99,  unmittelbar  neben  diesen  Nennern  stehen  in  der 
zweiten  vertikalen  Spuhe  die  entsprechenden  siehenstpjlip^cn  Deci- 
Kulbrüche.  So  lindet  man  z.  H.  auf  S.  98  und  S.  90  oben  links 
den  Zähler  'i9i    ISebeii  dem  Neinier  il>  auf  S.  9S  linilet  t»ich  der 

den  Bruche  ^  gleiche  Decimulbruch  1^6^90552,,  und  eben  so  findet 

jigr      ,  *' 

■Ich  neben  den  Nenner  79  «nf     99  der  den  Brncbe  ^  gleiche 

Dcciiualhruch  0,6202532.  Aul  gunz.  ähnliche  Weise  wie  iu  den  Lo- 
garilbnentnfeln  findet  nan  nun  in  der  ersten  hnriiontalen  Reihe 
nur  jeder  Seite  die  Ziffern  0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8  9,  welche, 
,an  bei  den  ?orher  gebr«ucb.ten  Beispiele  stehen  zu  bteibm,  auf 

A  ...  49  49 

S.  M  din  letzten  Ziffern  in  den  Nennern  der  Brache  j^,  jj, 

49  40 

Ii      4^'         ^*       ^'^   letzten  Ziffern  in  den  Nennern  der 

49      49     49  "i'* 

501'  502'  5ÖS       uü »  Anlnichen  der 

diesen  Brüchen  gleichen  siehen^ißrigen  l>ecimalbrüche  hat  man 
eich  anf  ganz  ähnliche  Art  wie  bei  oeoi  Gebmnehe  der  Lognrith* 

49 

uientafchi  zu  vcriialteu.    Tin  z.  B.  deu  deo>  Bruche  gleichen 

Decimalhrucb  zu  linden,  sucht  man  auf  S.  99  den  Zähler  49  oben 
linkes,  in  der  ersten  vertikalen  Spulte  den  Nenner  86,  in  der  ersten 
herIzontnIeD  Reihe  die  Ziffer  7  auf,  und  findet  in  den  Punkte,,  we  - 
'die  dnrch  die  Zahlen  86.  ond  7  gezegenen' beiden  berizontnlen  ead 

^  49 
vertikalen  Linien  sieh  schneiden  den  den  Bruche  ^  gleichen  De- 
cimulbruch 0,0565107.    Wir  hoiVcii,  das»  man  hieraus  die  einfache, 
zweckmässige  und  fdr  den  praktischen  Gehmueh  hetiuene  Ein« 
richtuDg  dieser  Tafeln  erkennen  wird. 

In  (Irr  Finleiiiinir  zeiijt  der  \frf. .  wie  man  tirn  Gefiruiirfi  (Jer 
Tafel [i  iiber  «lie  ihnen  nach  dem  Vorlierf-Mhonden  L^^^^^pckte  eigcut* 
liehe  Grunze  hinaus  ausdehnen  kann,  welche  Anweisung  oatiirJich 
in  ganz  einfachee  und  einen  Jeden  eich  ven  «elbat  ergebenden 
Regeln  besteht. 

Will  man,  um  zuerst  den  Fall  zu  betrachten,  wenn  der  Zähler 
die  Gränze  der  Tafeln  übersteigt,  ohne  dass  dies  auch  bei  den 

9867 

Nenner  der  Fall  ist,  z.  B.  den  den  Bruche  -^j^  gleichen  Decinal- 

brucb  finden,  so  setzt  man,  weil  die  Tafieln  sich  nnnittelbnr  bleu 
•nf  ein*  und  cweisiffirige  2Skhler  erstrecken, 

■ 

«867         98     ift.  ^ 

979        979  •  979 

i  10,01021 
}  0,0084372 
SS  10,0785472. 
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Auf  äljulicije  Art  i.<>t 


887  "~"  887*  '"^"^887  *  *''"*'887 
0,850821 
=  m;34838M 

Daw  dieie  Remltale  nun  »ber  nicht  melir  bis  nof  iteben  Stellen 

richtig  siod,  versteht  Bich  von  selbst,  wesliulb  auch  der  Tcrf.  in 
§.  11.  (Irr  Finleitiinc:  nnrh  rin  anderes  bei  diesen  Vcrwnndinngen 
aozuwendendes  Verfahren  lehrf. 

Deberstei^t  der  Neooe>  dfn  in  einen  Decimulbruch  zu  verwan- 
delnden gemeinen  Bruche  die  Griinxe  der  Tefeln^  <^hne  da«  dien 
nneb  bei  dem  Zähler  der  Fall  iet,  so  bat  man  aieb  auf  folgende 

86  ' 

Art  SU  Terbalteo.    Der  gegebene  gemeine  Bruck  sei  z.  B.  jyg^«   .  ^ 

Unmittelbar  aus  den  Tutelo  ergiebt  sich  zuvörderst 

^  =  0,flM88t5. 

Ferner  findet  mau  aus  den  Tatetu  leiclit  als  Differenz  zwischen  den 

beideu  lirticben  *  • 

66       .  86 

m  m 

die  6röBse  0,0026992,  folglich  als  Differenz  zwischen  den  Brüchen 

die  Grösse  0,000026092,  oder,  wenn  die  Ziffer  unmittelbar  vor  dem 
kumma  sieb  auf  Eiuheiteu  der  £$iebenten  Decimalstelle  beziebt^.die 
Grösse  M9,9S. 

Teberbaupt  ist  nun,  wenn  —  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist,  nähe- 
rungsweise . 

m 4-«      «        «»         jw ^       «» m       m  ' 

100 

und  eben  so,  wenn  ^  ein  sehr  kleiner  Bruch  Ist,  ntherangsi^eise 

m  -f-  100  *•       m  '  m' 

üeberlegt  man  jetzt,  dass 

j»    n         a_    100  ji_ 

m'  m      iw  '  w  *  lOü 

ist,  so  ist  klar,  daas  in  Besag  auf  den  obigen  speciellen  Fall 

> 

•    j^==  0,0048315  ~  0,000a3«»2.^, 
odnr,  weil  ■ 
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2Ö9  92x62=16735,04 


also 

100 


iit 

86 


—  167 


SS  0,0048148. 

Ueiiii  sowotil  der  Zähler.  mich  der  Nenner  «les  gegebeDe«,  » 
eiueu  Decimalbruch  zu  verwttuUe luden  gemeinen  Brocbv  4i<i  GfflMf 
der  Tafeln  fibanteigt,  ao  hat  aiao.aaf  folgende  Art  an  rerfakiaa. 

860 

Der  gegebene  ünich  sei  x.  B.  §5287'  zuvurderüt 

07»      OT«  '      ^  »7» 
iit,  M»  findet  man  mitteilt  der  Tafeln  leicht 

8GC 


«7M0 


=  \0,0088a^ 


bt»  .6 


Fflr  ^  und  ^  sind  die  Differenten  nach  den  Tafeln  O,O000M« 

und  ^0000063.   Also  ist  die  Diderenz  fit 

z^jO^OOOOOOlO 
?0,0<KI00006a 

=  0,000009103. 

Multiplicirt  man  dies,  weil  97300  —  —  1 3  ist,  mit  13,  so  er 

hält  man  nU  Product  0.000110110,  und,  dies  darcU  100  divi«^iri. 
giebt  0,0000012.   AUu  U 

r  12 


^  0,0089015 

Wie  man  dies  in  der  Praxis  abzukürzen  bat,  wird  sog;1rich  rrhrllen 
Angehängt  sind   den  TnOln  zur  Vorwandlung   der  ^emcinri 
Brüche  in  necimalbrücbe  noch  \  erwandiuugstabellen  einiger  Maasse, 
Verwandlnngätabellen  einiger  Gewichte  und  VerwandlongatahdlM 
einiger  Hfinaen* 

Kann  nun  auch  über  ein  sehr  wesentliches  Erfordernisa  aolchpr 
Tafeln,  nämlich  über  ihre  Correcthcit,  erst  nach  langerni  Gebrauch 
derselben  entschieden  werden,  so  jrlauben  wir  doch  durch  die  For 
hergebcuiltiu  üemerkungen  binreiclieDd  nachgewiesen  zu  habeo» 


Digitized  by  Googl 


123 

die  obigen  Tafeln  zur  Verwandlug  der  gemeinen  Brüche  in  Decinal- 
brücke,  ungeachtet  schon  mehrere  äherp  Sctiriften,  die  p?ne  älinlicLc 
Tendenz  haben,  wie  z.B.  die  Reclmuuir  mit  Deciiualbriicben 
und  Logarithiuen  nebst  üuzu  gehörigen  ganz  neu  berecb* 
oeUB  Tafeln.  Von  P.  A.  Sebrdler.  Helana«ll.  1700.  4.  nnd 
*W.  F.  Wncb erer's  Beiträge  zum  aUgeaeiBCrn  GebrancJie 
der  D  e  r  i  in  »  1 1)  r  ii  r  Ii  p  oder  Titeln  u.  a.  w.  Karlsruhe.  1795. 
ö^.,  existiren ,  verdienen,  von  praktischen  Rechnern,  (leii«  ü  sie  sich 
Torzüglich  durch  ihre  eiQi\iche  iiiuriciuuu^  em|}fehleQ  werden,  und 
LAtm  Hiebt  anbeacbtnt  sk  blaibM. 

I.rhrhucb  der  Aritfirnftik  ,  all  cremeinen  G  rössenlehre 
und  Alift'bra  für  »lie  inrltlrrn  und  ohern  Klns-sen  der 
Gjiuuasieo  und  hoheru  Burgerachnleu  vuu  J.  U.  Elsers 
«aiio«  Oberlehrer  der  Math,  und  Not^urw.  ati^  den  Gjn- 
nnsium  und  der  Realscfbnle  .  Itt'  Seerbrfickeo.  Saar« 
brücken.  18V2.    H.    20  jfpr. 

Dieses  Lclirijiirli  schliesst  sich  im  Allgemeinen  und  Wesent- 
lichen den  Ansichten  ao,  welche  M.  Oltm  lu  seinen  verschiedenen 
l^brbtteberD  geltend  tu  nacbeo  gesucht  bat. 

Younp^'s  Afialysis  und  Solution  of  Cubie  aad  Bii|iia- 
dratic  £quutions.  1842.   12.   6s.  • 

Table  des  logaritbrnei  des  nombres  depnis  1000  j  usqu'b 
10000.  Par  Croiset.  ia  4.  Cbea  Petissoaaier.  1M2.  6  Pr. ' 

Der  deist  der  mathematischen  Anulysis  und  ihr  Ver- 
hältniss  zur  Schule  von  Dr.  ilurtiu  Ohm.^  Auch  als  An- 
bang an  seiaea  Tersebiedenen  itfebrbllebeTa,  Berlin. 
1841    8.    1  Thir. 

Der  Herr  >  erf.  (heilt,  nra  uns  hier  seiner  eignen  Worte  nus 
der  Vürrede.  zu  hedienen  ,  in  dieser  Schrift  ,.so  kurz  als  es  ihm 
.,nur  immer  möglich  gewesen  iüt,  dui  Wesen  der  Ansichten  mit, 

welche  derselbe  ia  seiaea  Schriften  seit  1816,  besonders  aber  seit  ' 
„1822  gelehrt  hat  und  lehrt,  —  Ansichten,  welche  das  Glück  ge- 
,,habt  haben,  in  seinen  vcrschiedcoen  Lehrbüchern  vielfachen  Bei- 
,,fall  zu  finden,  welche  ahor  auch  vielfach  missverstanden  worden 
,,siod,  und  wahrscheinlich  deshalb  leichter  niissverstuudeu  werden 
„konnten ,  weil  .ein  Lehrbuch  noch  so  manches  andere  an  berttck- 
„sichtigen  bat,  welches  das  Auffussen  des  Weseas  der  SacBe  er- 
„scbwerl.  Gegenwärtige  kleine  Schrift  setzt  voraus,  dass  der  Le- 
,,ser  alles  IHatcrial  selbst  einschulte,  und  beschäftigt  »ich  bloss  mit 
„der  Aufstellung  logisch  bestimmter,  scharfer  und  entschiedeher 
„B^riffe  und  zwar  aller  derer,  um  welche  sich  die  mathematische 
i^alysb  benundrebt.^'  Auf  Seite  15  turicbt  B»ßh  der  Herr  Vert 
über  seine  Sebrift  ferner  in  folgenden  Wortea  aas:  ,.Der  Ver£  ist 
„in  diesem  Augenblicke  überzeugt,  dass  er  seine  Lpbrhiicher  nur 
,,ruhi^  wirken  lassen  dürfe,  um  nach  längerer  Zeit  seine  Ansichten 
,,voo  dea  uieisten  Pädagogen  adoptirt  zu  sehen,  weil  sie  sich  ue- 
„beabei  (ebea  wegea  der  daria  Torwalteadea  wisseascbafitlicbea 
»»Biaiiai^)  darcb  ebea  so  grasse  EinMibeit  als  Baqaemllebkeit  ms* 
,, zeichnen.  In  so  feru  siel»  aber  Mathematiker  von  Fach,  wie  z.B. 
,,Ai>el  es  gewesen  ist,  mit  dem  Lesen  von  Elementar  •Lehrbüchern, 
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»uch  wcun  aie  in  ihaen  die  Quellen  ihrer  ülagea*).. 
,verstopl't  findeii  könnten,  in  der  Regel  nidit  b«f»nen«  so 
^,T«rsucii(:  es  der  Verf.  in  dieses  Bofn^n  denselben  seine  Anrichten 
„auf  eine  möglichst  kurze  und  übersichtliche  Weise  vor  Augen  za 
,>,legeD,  unti  zugleich  die  wichtigsten  Foli^priinjjrn  licrvorziihehcn, 
welche  sich  für  das  sichere  und  nnthwcudig  richtige  Arbeiten  mit 
unendlichen  Keihen  daraus  crffcbeo."  Diese  eignen  Worte  des 
Herrn  Verfs.  müssen  der  tteschrünktlieit  des  Ranms  wef^en  bier 
hinreichen,  um  den  Lesern  des  ArchifS  «leo  Zweck ,  welchen  der 
Herr  Yeti',  durch  seine  Schrift  so  erreieben  benbsicbtigte,  vor  4ie 
Augen  zu  führen. 

Wicbtig  fii.r  4ie  Theorie  der  bestimniten 'Integrale  sind  4io 
folgenden  uns  neuerlicM  aar  Schweden  sogekommenen  Abhond- 

longen. 

De  scriebiis  |i  c  r  i  (»d  i  eis  anctore  Adolpho  Ferdiuando 
Svauberg.  (Ex  Actit«  Reg.  Soc.  Scieut.  Upsal.)  L)|(Sttliae. 
1636.  4. 

Diese  Abfaaädlnng  ist  auch  filr  Astronomie  von  beionderm  In- 
teresse. , 

Oenx  üM^inoi/es  sur  ies  intdgrales  ddfinies  par  C.  J. 
Malmstdn.    ßjLtrait  des  Acta  lto|r.  Soc.  Önsal.   A  Upsal. 

1841.   4.  P 

1.    Memoire  hur  les  mtogrules 

0    \-~-'Zp  cos  tx-^p^       t/o  l— 2;>  cos  tx-j-p^' 
2    Memoire  sur  les  inte'j'raics  deHnies  eutre  a:=:0  et 

Om  Integralen  /  ^^'^"^  "^fü.  af  Carl  J.  Malmsten.  Aus 

dien  K.  V.  Aead.  Haodl.  1841. 

Theureiuttta  uuva  de  integraiibus  dcfinitis,  summa- 
tione  seriernm  earnmque  in  alias  series  transforma- 

tione.  Aurtoro  Curol.  Jol;.  Malmsten,  Phil.  Mag.  ad  Reg: 
Aead.  Upsal.  "Matli.  iiifcr.  Duo.    üpsaliae.  1842.  8. 

Wir  weiiieu  kUiittii^  aus  alloti  diesen  vieles  Inlercssantc  ent- 
hakendcQ  Abhandlungen  im  .'Archive  Auszüge  uiitibcileu. 

Disquisitio  acade'mica,  tntegrationem  neqnatio'nis  cn- 

jiisMlnm  (liffr rentialis  exhibens,  quam  consent,  ampl.  ord. 
philos.  LunUens. ,  prneside  f'nrolo  .loJi.  l)s.  Hill,  Math, 
prof.  re^.  et  ord.^  pro  grnüu  p  hi los«»  p b  ico  publico  exa- 
i|iini  snbjicit  €.  A.  ßhrensvärd.  Comes.    Liindae.  1841.  4. 

Diese  Abhandlung  beschäftigt  sieb  mit  der  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichung des  2ten  (.V  i  s  t{if'd.v'-^a:'fit/)'+'Bda:'-\-Cä^=fy 

ist,  und  die  ivoefficienten  von  .c'  und  y'  constaitt  sind»  nach  vor* 
scbiedenen  Methoden. 


*)  M.  vcrgl.  hierbei  Archiv  i  heil  i.  LuerarKSiUer  Üericht  Nr.  I.  S.  80. 

Gr« 
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Lelirltucii  «lur  (jI eometrie,  entbaltead  die  ebene  Geo- 
metrie, uod  die  Stereometrie  nebet  Anirendunff  der  AI- 

Jebta  auf  dienelben.  Von  FriedricU  Prosa,  Professor 
er  .Matbeoiatik  nn  der  Königlichen  [;  o  I  y  t  h  d  i  s  <  }i  eo 
Schule  zu  Stuttgart.  Mit  neuo  Figurentäfelo.  btutt- 
^iXTt,  m-Z.    S.    2  Tblr. 

Ein  recht  votlständiges  in  denllicber  Darelellung,  aiit  eteter 
Rttckeicht  auf  praktische  Anwendung  vcrfasstps,  and  einen  ziemlich 
grossen  neichtliiiai  einz<>lner  auch  vielfach  die  Praxis  berücksichti- 
gender, auch  Inn  nnd  wieder  neoe  IJolatiofion  darhietonder  Autgaben 
entbaltcndcs  Lehrtpjch  der  cheueu  uuU  körperliclieu  Geometrie, 
welches  in  seinem  Kreise  gewiss  vnrtheilhaft  wirken  wird.  Beeon- ' 
decn  Fleifls  selieint  der  Verf.  mit  Recht  auf  die  für  Tiele  |iraktische 
Anwendungen  so  wichtlüren  Kürperberechnungen  verwandt  zu  haben, 
Dasa  in  diesem  i^ehrhuclie  niclit  besondere  Hiicksicht  auf  descrip- 
tive  Geometrie  genomtueu  wurden  ist,  wie  man  seiner  sonstigen  ^ 
Anlage  liuch  wohl  hätte  erwarten  können,  hat  seinen  Grnnd  jecten* 
falls  darin,  das«  auf  polTteehnisehen  Lehranstalten  in  diesem  Theiie 
der  Geuoietrie  mit  Recht  wohl  durchgängig  ein  besonderer  ausfuhr« 
lieber  und  in^s  Kinzcine  i^etiender,  mit  vielfachen  Tebans^cn  im 
Zeichnen  verbundener  Ihitcrricht  ertheilt  wird,  fiir  welchen  daher 
in  diesem  Lehrbuehe  der  Geometrie  doch  kein  hinreichendes  iUate- 
ml  hätte  geliefert  werden  können,  weehath  es  allerdings  an  heslen 
war,  denselben  von  den  gev^ntiehan  Kiementen  der  ebenen  und 
körperlichen  Geometrie  zu  trennen.  Taliellen  rur  \  ers;-leichua|( 
der  MaaRso  verschiedener  l.,änder  und  eine  Tat«!  der  speciüscbea 
Gewichte  sind  dem  Buche  beigegeben. 

enients  de  GVonidtrie  aar  Eoffene  LIanDet.  in  4. 
Chan  Ddsohrj.  dH^. 

Die  Lehre  von  den  i'o  i^  edern.  Rein -geomeir isch 
darsfeatellt  von  Dr.  Hohl,  aussarordeniHchem  Prot  de« 
Math,  aa  der  Univ.  zu  Tnbijigeu.    Mit  11  Figarantafela. 

T^binscen.  lSi2.    H.    1  Thlr.  0  trirr. 

Diese  >»rhrü>  icistet  das,  was  ihr  Titel  verspricht,  in  ziemlicher 
Voilständigketi.  und  verdient  Lehrern  dvshalh  cmptubien  zu  werden, 
weil  sie  in  derselben  eine  gmsae  Ansaht  in  versehiedaaea  Sehrifkan 
«erstreutei^  Sätze,  —  durchgängig  nach  rein-geoaietriseher  Ma* 
thode,  uhne  Einmischung  des  Caicttls«  behandelt,  —  an  einem  Orte 
beisfitnmptf  finden.  Ohne  des  nllirem«Mner  Bekannten  zu  ij^edenken 
erwähnen  wir  hier  nur  u.  A.  die  das  («rusüto  und  Kleinste  betreff 
fanden  li^igcuscbaften  der  Prismen  und  Pyramiden,  wobei  der  Varf. 
Lhviliar's  bekanntes  Werk:  De-relatione  siatua  capacita« 
tis  et  terminnrum  figurarum,  geometrice  consideratn. 
Varsaviae  1TK"2.  henittzt,  statt  der  znm  Tlieil  algebraischen 
ilewciso  über  tj^coiuetrisciiu  snbstituirt  hat;  die  I^ehr»  von  den  arcbi- 
Biediscbeu  Polyedern  mit  zweierlei  und  dreierlei  8eitenflächea;  die 
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Lebre  vom  rboinkisckeu  Dudekaeder  uod  rbombisclieu  Triakontae* 
fier;  den  fttr  «den  in  Buclid*«  DeflnitiOD  eooff^roetttcr  Poljeder  eiit- 
haltcucn  Lehrtttts,  dut  nftmlicb  zwei  cobvexe  Poljeder  eov|;nieit 

sinl.  t).  Ii.  7ur  Deckuner  crf ^'rrrcfit  'v^prden  könnet».  WCDD  Jsie  von 
luutcr  cüu^rucuteu  Figureu  la  glcicber  Auteinanderfolffe  einsre- 
schlostfeo  werdeoi  voo  Cauchy  gcgebeDen  böcbst  sioureicbea  Öe- 
wvit;  V.  t.  w.  Dais  die  PKlie  der  Congrueni  oad  Syunetri«  ge- 
Mri^  DDtrrsdiieden ,  und  ianer  besonders  betrachtet  worden  eudi 
Terdieot  »eblienlicb  liier  auch  noch  * besonden  benror||ebobeB  u 
werden. 

Probl^nei  de  gdemetrie  et  de  trigoiioiedtrie  reeti-  - 
liiTDe  et  sph^rique  avee  lei  iolatiooe,  per  G.  Ritlw  %  ddit. 
Paris.  1841  8.  5  Fr. 

Application  de  Talg^bre  ä  la  g^onetrie,  suivie  de  U 
dticmiion  dea  eavrbea  aar  Jacob,  t  vala.  8.  VMA, 
8*  Tblr. 


Praktische  Geometrie. 


Das  Aufnehmen  dei Terraina  und  deasen  Darstellung 

durch  Projectioii  horizontaler  Flächen,  zunäclist  für 
den  Unterricht  an  Militair-Hildnngsanstalfcn  und  zur 
Sielbstbeiebruug  bearbeitet  von  Aug.  v.  bciieic,  üaupt- 
■ana-iai  K&nigl.  wUrteab.  Geaeralatab.  Mit  18  lithogr. 
Tafeln.    Stuttgart.  1842.   8,   2  Tblr.  12  ggr. 

Dieses  Buch  enthält  eine  recht  gute  und  deiifliche  Anweisung 
zu  t»pogrn|iln<?rl)rn  Aufnahmen,  mit  besonderer  Rücksicht  auf  inili- 
taihscbe  Zwecke.  Vorziiglicb  ist,  wie  es  recht  war,  der  Gebrauch 
dea  Nesatisches  gelehrt  worden,  wobei  jedoch  aacb  die  fibrigea 
Inatrameote ,  insbesondere  Boassole  und  Kreasscbeibe ,  nicht  ganx 
unberücksichtigt  geblieben  sind.  Dass  neben  dm  übrioren  gewöhn* 
liehen  mit  dem  Älessti-^rhe  nnfxiilösenderi  Hllemeutar  -  Aufgaben  das 
sogenannte  Riickwärti^einsehneiiieu  nicht  fehlt,  versteht  sich  von 
■ejbst.  Von  den  verschiedenen  zur  Auflösung  dieser  wichtigen  und 
aebünea  Aafcabe  ia  Verroh  lag  gebracbtea  Metboden  bat  der  Vert 
nur  die  LehmaaD'scke  mittelst  der  sogeaanatea  fehlereeigeadea 
Dreiecke  aufgenommen,  welche  allerdings  aneb  vacb  uaaerer  aua 
Erfahrung  entsprungenen  tleberzeugunir  in  der  Praxis  die  meisten 
Vortbeile  gewährt,  obgleich  sie  eigeotiicli  uur  eiue  Näheruugsme- 
tbode  iit.  Detaeaan^eacbtet  «debte  es  aber  saBcatlkb  für  dea 
Caterricbt  xweckadiiaiir  and  für  viele  Leser  intereaaaat  und  beleb« 
rend  gewesen  «ein,  tvpnn  der  \  erf.  auch  auf  einige  andere  Uletho* 
den  gebührende  Ilücksiclil  uenommeo  hätte,  insbesondere  auf  die 
von  Bohnen  berger  augegeiicnen ,  von  denen  übrigens  die  eine 
aaeb  eigeatlicb  aar  eiae  Maberaoffimetbode  ist,  welcba  aicb  abar, 
weaa  ibrer  JaweadiMig  ia  dar  Praiie  allardiagi  aaeb  laweilM 
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Hinderniiie  in  den  Wes  treten ,  doch  häufig  mit  liesoiiderer  Ble- 
g«M  adttolit  4m  MeMSadMt  in  AvillkniDg  bringen  Iumh,  vad 
wiA  aiiBerer  MbÜniBff  niMndieh  vom  den  befäbis^tern  Zuliörem 

immer  mit  hpsonderra  Interesse  aafg^eDommen  Tverdeo.  Tafeln  zur 
VergleieiiUDff  der  Maasse  §ind  auch  heimbegeben.  Mit  besonde- 
rer Aosführlichkeit  verbreitet  sich  die  vorliegende  Schritt  über 
das  topographiidi«  Zciclinen,  wobei  der  Ven.  ganc  Lehnttott 

-  folgt,  und  es  sind  zugleich  eine  grössere  Ansnbl  recht  gut  ansge« 
fohrter  lithoc^rapbirter  Tafeln  beigegeben,  die,  wie  wir  glauben, 
zwer kmässitr  nU  Vnriegeblätfer  bei'in  üntcrrichte  im  Zeichnen  g"e- 
braucht  werdea  künuen.  In  dieser  Beziehung  verdient  daher  das 
Yorliegende  Bach  vorzüglich  bei  dem  hoben  Prene  dei  bekann- 

*  tMi  LehmanB*seben  Werke«,  fär  diejenigen,  wolehe  sieb  dne  liife« 
reichende  Kenntnis»  der  LoliAaBB'adieli  Metbod«  enrerben  wollen, 

Boch  besondere  fiapfeblBBg« 

j 

Trait^  d^ar^age  et  de  m^trage.    Par  Croizet.  in  12. 
Cb««  Peti SSO B Bier.  1842.   1  Pr.  ft  s. 

Practica!  Geodesv.  comprising  €hain  Sarveyinc".  the, 
Use  ol'  Surveying  Iqstrum  e  n  ts,  tugether  witb  Levelling, 
and  Trigonometrical,  Mining,  aud  Maritime  Surveving. 
Adofited  to  ,tbe  Bse  of  LoBd-SMirTeyors,  and  forSlBdOBts 

in  Civil^  Military,  and  Naval  EBglneering.    By  Butler 

Williams,  C.  K.  F."  G.  S.  Professor  of  Oeodesy  in  the  Col- 
lege tor  Civil  Englneers,  London.  1842.  8.  witb  nume- 
rous  iilustrutluos.    12  s.  Ö  d. 


Pxaktische  Mecbi 


Gonrs  ^l^mentaire  de  Mc-nanique  indsstrielle  var  Je* 
riea.  2  vols.  et  Atlas.  8.   1842.  H  TbJr. 

Theorie  g^ometcioBe  des  engrenages  par  Olivier; 
•vec  IpUaebes.  4,  1842.  4  Tbtn 


Astronomie. 


Le  I  c  b  t  {as  R  I  i  c  Ii  p  \  o  r  1  e  su  n  g^en  über  Astronomie  für 
jene,  denen  es  au  matbeinaliscben  Vorkenntnissen  fehlt. 
▼  OB  ABgBSt  Kittsek»  Deetor  der  Phil.»  erd.  üffcntl.  Prof. 
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der  Physik  und  an&^ewaiidtea  ]l«tli6a«tik      der  Vmlw, 
in  Lemkerg.   Wien.  im.  8.  '  1  TUr.  16  ggr. 

Drr  Zweck  dicsps  zwar  nur  kurzen,  aber  Ucutlicli  verfasstee 
populären  Lelirbucti«  der  AsfruDumie  ist  durch  seinen  Titel  hin- 
reicLeod  beseichoet.  Die  Vorrede  beffionfc  der  Ver£.  mit  den  fol- 
genden  ichSDen  Worteo  Jeen  Psori  ain  der  Xerana.  ,,l«k 
„verarg'  «a  cuero  Eltern,  dasa  »ie  euch  nicht  AstroDomie  lernea 
„liesseu,  sie^  die  dem  Menschen  ein  erhabenes  Herz  giebt,  und  ein 
,.Auge,  d«is  über  «lie  Krde  hinaus  reicht,  und  Flügel,  die  in  die 
,,Unermei»siichkeit  heben,  und  Isineu  Gott,  der  nicht  endlich,  son- 
„dem  UDendlicb  ist"  ^  Angehäofft  dem  aiu  23  Vorlesaageii  be- 
stehenden Werke  aiod  einige  antbaetiicbe  «od  geometriMhe  Tie- 
griffe und  Sätze,  uqd  eiui&re  trigonometrische  Betrachtungen  über 
t'untliaxe,  Aherrntion,  lierechuung  der  Jjänge  dar  Tage  Mod  Näcbte, 
der  Dauer  der  Dämmerung,  u.  &  w.  ^ 

« 

^  'KrIäoteruDgeo  xa  J.  J.  t.  Littrew'c  Verleiuagen  über 

Astronomie  (Wien  1830  bei  J.  ileubner)  von  0.  L.  v« 
Littrow,  Adjuncten  an  der  Sternwartp  (l(>r  K.  K.  Univer- 
sität zu  Wien,  u.  s.  w.  Mit  5  litbogranhirten  Tafeln. 
Wien.  1842.   8.    l  Thir. 

Dieee  Krlftaterttagea  sa  J.  J.  Littrew's  bekaaaten  Vorle- 
•aegen  über  Aatrenome,  von  denen,  (oder  von  der  theoretischeb 
and  praktischen  Astronomie  desselben  Veifs.  Wien  1S21  — 18^7), 
wie  wir  aus  der  Vorrede  zu  den  Krläuternnj3r«'u  zu  unserer  Freude  , 
ersehen,  auf  Sir  Juhn  Herschei'h  Verauiussung  bald  eine  engU-  . 
acbä  Gebenetaang  ereebeinea  wird,  werden  minder  geübten  Leaerm 
den  genannten  in  mehrfacher  Kesiebnag  aifögezeichneten  Werket, 
wecren  der  Kürze  der  Darstellung  «n  den  meisten  Orten  in  dem- 
selben, gewiss  sehr  wilikomriien  sein,  und  zwar  um  so  mehr,  weil 
Herr  C  L.  v.  I^ittruw  auch  incbrere  werthvolle  Zusätze  zu  dem- 
aelbep,  wobin  wir  s.  B.  anf  8.  112—117  Jvery'e  ven  den  Pris- 
cipiea  der  Walirscbeinliciikeilsreebnung  unabhängige,  und  sonach 
f  ü  r  f  rst  e  An  fa  ii  irf'  r  recht  wohl  geriL''note  Darsfrlliini::  der  Methode 
der  kleinsten  Uuadrute  rechnen,  gelietert,  und  un  mehreren  Orten 
veränderte  Darstellungen,  wie  z.  Ü.  bei  der  Bestimmung  der  Fehler 
des  TfaeodoltteR  auf  S.  187— IW,  eingeschaltet  hat.  Mit  kiadlicber 
Pietät  hat  Herr  C.  L.  v.  Littrow  seine  empreblenswerthe  Sebrift 
dem  Andenken  seines  der  Wissensclniff  und  den  Spinium  leider  zw 
früh  entrissenen,  in  so  vielen  Upziphnncr^n  aiistrczcK  JniPlen  und 
verdienten  Vaters  gewidmet,  auf  desseu  in  den  Anualcn  der  Wie- 
ner S^terawarte  fSr  1841  sieh  findende  f^ebeaebeMhreibaag  wir  die 
Leser  bier  aoch  beieadere  anfiaerkeaai  macbeat 

Annalen  drr  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  !Vrir)i  (Irin  Be* 
ffihle  Seiner  k.  k.  Majestät  auf  öifentiiche  Kosteu  her- 
anggegeben  von  C.  1^.  Edlen  von  Littrow,  Adjeaetea  an 
der  Ii.  k.  Sternwarle,  Deeter  der  Philosophie,  der  pbi* 
losophischen  Facultät  zu  Wien  und  mehrerer  gelehrter 
Gesellschaften  Mitglieds  Bin  und  zwanzigster  Theil. 
Neuer  F'olge  Erster  Band.  Mit  einer  lithogranb irten 
Tafel.    Wien.  1841.  A. 

Dieien  eretea  Band  der  neaen  Felge  der  trefflicbea  Anaalea 
dar  k.  k*  Sternwarte  an  Wiea«  die,  weil  von  ihnen  nur  150  Bxe»-^ 
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plare  gedrockt  wordpo,  nicht  in  die  Räode  vieler  Loser  kf>mm<*n 
kÖDDen ,  und  daLer,  so  wie  überhaupt  ihrer  WicLtisckeit  tur  die 
Wissenscbatt  wegen,  iu  diesem  Archive  jedenfalls  eine  uustuiir- 
Hditf«  Anzeige  T«fdieiieD,  «Hiffoct  mk  Recht  di»  l^ebeBsbeaehr«!« 
bllB^  des  Begründers  dieses  Werkes  und  der  neuen  Wiener  Stern* 
warte,  4«  Sw  WiswoselMift  leider  la  früh  eotrisieiieii  i.  J.  von 
iiittrow. 

Joaepk  Johann  Edler  von  Littrow  wurde  geboren  zu 
BiMiMif-Teiiiits  in  Böhmen/ na  l^ten  Jiftrc'  1781,  iu  dereelbeii 
tttnnde,  wo  Herscbel  den  Uranus  entdeckte.    Sein  Vater  lebt 

noch  gpgcnwärfisr  als  Kaufmann  daselbst,  seine  Voreltern  stammen 
aus  Lietland.  Nack  fa^t  furtdauernder  kränkltrlikeit  in  den  drei 
ersten  Lebensjahren  bexus  er  mit  dem  fünften  Jahre  die  Schule 
•«■er  Gebnrtsetadt,  und  legte  schon  hier 'den  Grand  sn  der  Bte* 
gnns  des  Stils,  die  späterhin  alle  seine  Schriften  so  -sehr  ansaeteho 
nete.  Nach  Vullentiung  dieses  Cursus  bemächtigten  sich  religiöse 
Zweifel  des  neunjährigen  Knahen,  die  nnr  er^it  dnnn  wi«'der  einem 
ruhigen  ivcuiüthszustaude  Kaum  lieE(sen,  «Is  er  im  Jahre  1794  das  • 
Gymtfaaium  tu  Fiug  bezogt  auf  welchem  er  sich  vurzagsweise  mit 
djeni  Slodivni  der  Classiker  hesebilUgte.  Nachdem  er  die  Univer- 
sität zu  Prag  bezogen,  schloss  er  sich  besonders  an  den  Aestheti- 
ker  A.  G.  ^icissner  an,  und  heschäftigte  sich  in  freien  Stunden 
mit  deai  Mtudium  der  griechisciieii  Literatur  und  der  Mathematik. 
Im  Jahre  1800  versuchte  er  sich  zum  ersten  Male  als  Schriftsteller» 
Bnd  ipih  vnjter  dem  Titel:  Fro|iylften  eine  Zeitschrift  heraos,  die 
aber  m  folgenden  Jahre  wieder  cing^ing,  weil  er  in  die  sogenannte 
Legion,  einem  vom  Erzherzog  TarT  errichteten  milifririm  hen  f'orps 
Ton  2200  Mttuu,  eintrat  Nachdem  nach  geschlossenem  Frieden  die 
Legion  aufgelöst  wurdeo  war,  kehrte  Littrow  zu  den  Studien 
snräek,  und  bescliaftigte  sieh  nach  und  nach  mit  den  verschieden- 
artigsten Wissenschaften,  Ua  er  im  Jahre  1803  die  Erziehung  der 
bel'len  Grafen  R/'oard,  aus  dem  herühmten  Hanse  Colonnn, 
da.s  <li'iii  riimischcn  Stuhle  mehrere  i*a|»ste  geg^ehiMi  hatte^  auf  de- 
reu  liuleru  iu  Schiesieu  iibernahm,  wo  er  zuerst  ganz  der  schönen 
Literatnr,  s|dlter  aber  unssehllesslieh  der  Mathematik  nnd  'Astrono- 
■ne  lebte,  m  welchen  letztern  Wissenschaften  er  c:nnz  Aiitodidnct 
war.  Im  J.ihre  1807  wurde  er  in  Folp;«»  eines  srhi  ihlicheii  Concors- 
Elaborait':^  /um  Professor  der  Astrounniic  an  diT  Universität  Krakall 
ernannt,  uuii  nahm  hier  die  Namen  Joseph  Johttou  au,  weil  er 
dnreh  die  friiher  geführten  Namen  Joseph  Samnel  in  den  An- 
schein» der  jüdischen  Religion  anzugehören,  geratlien  war,  nnd 
sich  vor  seiner  Anstellung  er>^t:  tirkuiidlii  h  als  katholisch  hatte  aus^ 
weisen  müssen.  Zuifleich  niidi  rtc  er  seinen  Zunamen,  der  ursprüng* 
lieh  Ljt troff  geschrieben  worden  war,  in  Littrow  um.  In  Km-  . 
kan  verband  er  sich  mit  Caroline  von  Uli  riehst  hat,  ans  wel* 
eher  im  Jahre  1833  durch  den  Tod  der  Gattinn  getrennten  glifck» 
liehen  Ehe  ihm  eine  zahlreiche  Nachkommenschaft  hervorcfin;:!:,  von 
welcher  nocli  fünf  Söhne  nm  liehen  sind.  Im  Jahre  1N09  ging^  er, 
einem  Hufe  des  damaligen  kaiseri.  russ.  Minister  deo  Oultus,  Grafen 
Racnmovrsky,  folgend,  als  Professor  der  theoretischen  Astrono- 
mie nach  Kasan,  nahm  im  Jabpe  ]81d  seinen  Abschied,  um  einem 
Rufe  an  die  eben  vollendete  Sternwarte  auf  dem  Bloksherp^e  hei 
Ofen  zu  folgen,  und  vertauschte  im  Jalire  1819  diese  vSfclle  mit  der 
duieh  Triosneoker '  8  Tod  (1817)  erledigten  Steile  des  Directors  def 
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Sternwarte  und  Profesgors  der  A^^trnnomie  an  der  Unmrsitat  zn 
Wien,  welche  er  Um  i,u  üctnem,  als  Fulge  einer  heftigen  Bauchfell- 
oeil  Leberantsfiodung,  die  n  eio  ttiebtitdiei  Fieber  Überging, 
am  30steD  tioveaber  IM  Ifegea  4^  luir  Motgeni  erMgten  Tele 

bekleidete. 

Uics  iHt  der  kurze  Abriss  der  äussern  LebeosumstHnde  eines 
Gelebrten,  welcher,  wie  von  Allen,  die  ihn  persöulicb  zu  kennen 
des  Glüeli  betten,  eiestinmig  Tersiebert  «rird,  evcb  dnreb  eioea 
edlen  und  liebenswürdigen  Clianicter  im  höchsten  Grade  auige- 
»eicfmet  ^xttr.  \^  ;is  ihm  die  ^Visscnsrlinrt  verdimkt,  ist  bekannt 
genug,  und  würde,  uük  es  weiter  aus  einander  zu  sftzen ,  hier  zn 
viel  Uttum  erforderu.  AU  eben  so  bekannt  durt  vurau^i^escizt  wer- 
deil, dass  ibu  die  Wieeer  Sternwarte  gees  ihre  jetzige  Gestelt^ 
und  deren  Annulen,  von  welchen  er  zwanzig  Theile  theils  in  Ver- 
bindung mit  L.  M.iver,  theiis  in  Verblnduag  nit  Cw  L»  V*  Lit- 
trow  lierausc-ab,  ihre  Begründung  verdanken. 

Eiu  vulit^taudiges  Verseicbaii^s  der  von  Littrow  herausgegebe- 
nen grössern,  selbststiiiidigeB  tikbriften  ist  seiner  Biographie  aM 
Schlüsse  beigegehen. 

Auf  J.  J.  V.  Littrow*«  Lebensbeschrcihuni;  folcrt  eint>  Ahliand- 
long  über  dir  p^po  crup  hische  Position  der  neuen  Stern- 
warte des  k.  k.  Manue-Collegiuuis  za  Venedig  von  B.  L. 
▼on  Wiillerstorf-Urbair,  k.  k.  LinieDBcbiffs-Fäbnricb. 

Die  neve  Sternwarte  dee  k.  k.  Marine -Culiegienu  sn  Venedig, 
durch  (leren  l^rricbtung  die  Österreichische  Regierung  sieb  ein 
neues  \erdieiist  um  die  Astronomie  erworben  hat,  trat  mit  An- 
fange des  Frühjahfü  1840  io*s  Leben,  und  wurde  der  Direction  des 
Herrn  Linienscbid's  >  Fäbnrich  B.  L.  von  Wüllersterf,  eiaes 
durch  Kenntnisse  und  Tbätigkeit  gleich  ausgezeichoetei^  Ometers, 
anvertraut,  t^iese  Sternwarliei  von  welcher  in  den  Annalen  auf 
S.  XIII  auch  eine  AhliiltlMüi*;  ireliotVrf  worden  ist,  hat  den  doppel- 
ten Zweck,  theiis  ücu  Zöglingen  der  k.  k.  Marine  Gelegenheit  zu 
besonderer  Ausbildung  in  der  Astronomie  zu  geben,  theiis  dtr 
nctiven  Marine  einko  fixen  Ort  snr  Vergleichung  ihrer  Ghrononie» 
ter  und  Aufbewnbruog  ihrer  sonstigen  nautisch  -  astronomiscben 
Instrum^-nh'  zu  yorschalieo.  Xach  Herrn  von  Wii  Ii  crstarTa  Be» 
atimmuug  ist  tur  die  nene  k.  k.  Marine -Sternwarte  zu  Venedig: 

Oestlicbe  Länge  von  Paris  in  Bogen  10».   0'.  59" 

in  Zeit     0^.  40".  3*,M| 

-Ndrdllebe  Breite  45«.  25'.  49*,5. 

Hierauf  folgt  eine  interessante  Relation  des  jetzigen  Herrn 
QerMisgebers  der  Annelen:  Heber  den  Zustand  der  prakli« 
aehen  Astronomie  in  Italien,  wovon  jedeeb  die  Sternwarten 

zu  PalerjTio,  Mailand  nnfl  "^Itjdena,  die  der  Hcmüsn'eber  nicht  durch 
eigne  Anschauung  kennen  stt  lernen  Gelegenheit  hatte,  ausge- 
schlusseu  siud. 

Höbe  von  Wien  fiber  dem  adriatiseben  Meere»  Der 
Pundeaientalpunkt  fiir  die  Meereshöhe  Wiens  ist  die  Ubmciger« 

Axe  oder  der  Uhrblaft  Mittelpunkt  des  St.  Stpphanstliurms.  Die 
Höbe  dieses  Punktes  iih»  r  tleia  adriatiseben  .Meere  ist  Iriü^onome- 
trisch  auf  drei  Linien^  deren  eine  von  Aquileu,  eine  zweite  vua 
Triest,  eine  dritte  tob  FUne  bü  Wien  gcffthrt  wnidt,  nut 
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eioer  merkwiirdisr^n  rebereinstimmuug  zu  127,78  Wiener  KJiifterD 
(eise  Wieaer  klalter  ==  1,89661 <tö  dleter)  bestimmt  worden,  »q 
oan'Wlett  jedeoAill«  alt  einer  derleoigen  Punkt«  belniefitet  wer* 
den  muss,  deinen  Meereshöhe  um  Genauesten  bestimmt  ist.  Die 
Mecreslnilio  dos  mittlorn  SpiPi^els  der  Di)nau  ist  81,10  Wiener 
Kiaftero,  die  Meereshölic  des  \iillpunktA  am  Mittelpleiler  der  Fran* 
xensbrücke  ist  80,43  Wiener  kiatteru. 

Höbe  des  HerrmannekogeL  Leopolde*  and  Kaklao« 
bergen  über  dem  ndriatlscben  Meere^  nnn  bnroMetrIeekn« 
Messungen.    Von  F.  C.  Hallaschka. 

HoHTtont  der  I^eopnldskirclie  auf  dem  T^eoppldaberge  über  dem 
adriiitisclieD  ^leere  217,^7  l'ar.  kluttern; 
'  Höhe  des  Hermaonskogel  über  dem  adriatischen  Heere  271^,801 
Par.  Klaftern; 

Höbe  des  Josephibergi  über  dem  adrintiacken  Meere  331,S7I 

Par.  Klaftern.  * 

Vorschlag  eines  neuen  Fernrohr  -  Micrometers  mit 
kellen  Linien  und  Punkten  im  dunkeln  Geeicbtsfelde, 
Simon  Stampfer,  Prof.  der  prakt  Geom*  am  k.  k*  po- 
lyftecbn.  Institute  in  Wien. 

Reiträge  snr  naatiickeD  Astronomie  von  C.  L. 
Littro  w. 

I.  lieber  ein  Mittel,  die  Breitenbestimmung  xu  er* 
leiektern,  «nii  sngleiek  Däkernngsweiee  die  Zeit 

zu  bestimmen. 

II.  Heber  die  Genauii]:1<  eft  der  gebräncblicksten  Orti- 
bes timmutigen  zur  See. 

Hl»    Ueber  die  unmittelbare  Verbiuduug  hai  fahrendem 
Sebiffe  angestellter  Beobaebtnagen.  « 

Auszüge  aus  den  beiden  letzten  bemorkenswertlien  AofaiUaen 
der  Hrrrrn  ^^tampfer  und  C.  L.  v.  Littrow,  die  in  diesem  lite« 
ruris<-lieii  Berichte  einen  zu  f^rossen  Raum  in  Anspruch  nehmen 
und  dessen  Zwecke  entgegen  sein  würden,  werden  wir  nach  und 
ttack  unter  den  Miseeljen  geben. 

Resaltate  der  Planetenbeobaektaagea  im  Jahre  1840. 

Beobachtungen  das  Mondes  vad  von  Moadsteraeii 
im  Jahre  1840. 
•    Beobachtete  äiterobedeckungen  bis  Ende  i6il.  . 

SoDBenfiatternits  des  18ten  Jnli  184L 

Beobachtungen  am  Meridiaakraisa  vom  %%•  J.aanaf 
kU  29.  September  1836. 

Ucbersicht  der  meteorolog iscben  Beobacktungen 
von  1840  und  1841. 

Für  mo  ist 

miUlere  Barometerböbe  bei  0»  Rdaumur  27",527  Par.  M. 
.  mittlere  Temperatur  "|-6%87  B. 
I^ür  1841  ist 

■Itttera  Barometarköke  bei  0«  Edaamnr  27^501  Par.  M, 

mittlere  Temperatur  +  8*^,53  R. 

Staad  des  Barometers  über  dem  mittlem  Spiegel  der  Donau  101,7 
Waauar  Faas.  Als  mittlere  Jahrestemperatur  von  Wien  giebt  dar 


llorr  flcrausg-flier  im  A  1 1 ni oi  n e n  -4-8", 40  R.  an,  so  da*?H  also 
iiu  Juiire  1840  die 'Jahresteniperatur  l'^.ad  unter  der  mittlero  gebiie- 
beil  ist,  eine  AbwcichoDg,  die  seit  1775  nur  tod  dem  Jabre^  1829, 
wo  sie  —  3^37  l»€trsg,  itlieitroifsii  wurdet» 

Den  Scbluss  dieses  Bandes  der  Annalen  mdivn: 
HülfsUfeln  für  die  Wieoer  Siternwiirte.  Znsa^aeB* 
geiilellt  im  Jahre  18V2: 

wobei  wir  bemerken,  iIusk  der  Herr  Herausgeber  eü  sich  xum  Cle- 
mtM  genacht  bm,  diese  Hülfstafele  «Ue  fuaf  Jslire  «rteheinett  n 
Isssen,  um  di>>  rnhliknm  sixwolil  von  "der  Art«  wie  auf  der  Wiener 

Stpriiwarte  die  Hechnungeo  nusprefuhrt  werden,  zu  unterricliteo^  als 
uucb  in  «l»'n  Stand  zu  s«tzon,  weitere  Reductionen  vorzunelnncD, 
eine  l^iiiricbiuug,,  die  gewiss  aUgemeioer  uacbgeabutt  xu  werden 
verdient. 

Aus  der  obigen  Relation  werden  die  l^er  den  in  aa  Tieiea 

Beziehungen  interessanten  und  wiciitigen  Inhalt  des  ▼orliagvadea 

neiH'stt^M  !?.iTn!P:i  der  Aiinalen  der  Wiener  Sternwarte  crkonnen, 
ui)*!  <'s  Ulis  uf'wiss  Dank  wisspii  ,  wenn  wir,  wie  sclii>ii  nlH-n  ver- 
spruciieu  wurtien  ist,  künftig  uuter  Ueu  Miscelicu  weitere  .Hitiiiei- 
Inngen  ans  denselben  machen. 

Karle  der  tutalen  S  o  n  n  c  ii  fi  n  ste  rn  iss  nm  S.  Juli  1S42 
nach  J.  U.  W.  LehmaTMi  tdr  die  öslr  eichiscbe  :VI o  u  a  r  c hie 
entworfen  von  €.  1^  Littrow.  Verlag  der  iitUographi« 
sciieB  Anstalt  des  Ludwig  Mohn  in  Wien. 

P  by  s  i  k. 

AntuDgsgrttnde.  der  Naturlehre  mit  logiseben,  arifb- 
netischep  und  geometrischen  Vorbrer.eitn'ttgfflehreB  für 
angehende  Thicrärste  und  Oekonomen.  Von  Autaa  L. 
Bucbm iiiler.    Zweite  Yerhesserte  Auflage.    Wie«.  184JL 

8.   2  Tbir. 

Wo  sich  zu  ADweiidunsT^n  pliysikalisrber  Lehren  in  Bezug-  ;iuf 
den  ä|iectt>lien  Zweck,  we'lchen  dieses  Buch  zu  erreichen  üucht, 
Gelegenheit  darbot,  hnt  der  Verf*  dieselbe  immer  bcnutst,  und  wir 
brauchen  wohl  nicht  erst  zn  erinnefn»  dass  dies  u.  A.  in  der  Kehia 
vom  HebrI  in  II'  /Hnr  ;n,f  ^\f>  Wirktinp;-  i\cr  Miiskolii.  in  (irr  l,elire 
von  den  Huurrülirrlicn.  in  der  I^flirt'  von  dor  Wanno.  in  der  I^chre 
vom  Schall,  in  der  Lehre  vom  Liebte,  u.  s.  w.  der  Fall  gewesen  ist* 
Als  ganz  speciell  auf  den  Zweck  des  Buchs  Besug  habend  erwib« 
Den  wir  die  Beschreibung  un<i  AMuldung  einer  eigentbümlichen  be- 
8chljiu;m;»s('hiiie  in  §.247.  und  Tip:. '210.  Dfr  Vortr:!!'  ist  lins  überall 
deutlich  und  dem  beahsiciititcten  Zwecke  entsprechend  ersrlijonen,  in 
Bezug  auf  welchen  gewiss  aucl>  die  vorausgeschickten  allerdings  nur 
hdebst  elementaren,  logiseben,  arithmetischen  nnd  geometriscUea 
Vorliereitungslebren  ganz  an  ihrem  Orte  sind.   Dass  sich  das  Bmk 
ilberhanpt  nur  in  dem  Kreise,  der  ersten  filemeute  bftlr,.  braocbt  wabi 
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haim  Docli  besotodera  erliittert  su  werd«o;  je<leofa|ls  aber  Ist  ai.ac* 
frenliek  zn  seben,  wie  sieb  die  AnweDduDg  der  Naturlebre  inutfCt 
mehr  und  mehr  in  »eLr  verscbieJcnen  Kreisen  und  nach  sehr  ver» 
scIiicdeoeD  Ricbtunp^on  hin  {reitend  macht,  und  ^vir  die  hohe  Wich- 
tigkeit  der  Kenatuiäs  der  äau|>tfi^esetze  der  Pb^ütk  nach  uud  oacb 
immer  allgemeiner  erkannt  wird.  Daa  Baeb  kann,  wie  es  dna 
aebeint,  ancb  landwirtbsebaftlicben  Lebranstaken  snr  ^Bteebtnng 
-cn^^iblen  werden. 

Lettres  de  L.  Euler  ä  une,  princesse  d^Allemag-ue  ttur  ' 
divers  sujets  de  pbysique  et  de  philosppbie,  pr^c^dees 
da  i*Eloge  d'Enler  par  Condorcet  et  annoldea  par  Conr* 

Aot.    2vol9.    8.    Paris.  1842.   4^  Thir.    *  * 

Jedenfalls  ist  es  erfreplich  zn  se!ien ,  wie  aüf  Sohriffen  des  •  ' 
grossen  Leonhard  Euier  auch  jetzt  immer  noch  fortwirken  und 
neu  herausgegeben  werden. 

The  Hand-Book  of  Natural  P.henomena,  containiB^  . 

füll  Accnünts  of  the  following  Natural  Appcarnnccs:  — 
Aurora  üorcalisj  Changes  in  the^VVeather,  Climates,  .  « 
Ciouds,  Comets,  Dew,  Eartbquakes,  Eclipses,  Fixe«! 
Stare,  Frost,  Bail,  tea,  Lakea,  Ligbtning,  Metaoritas» 
Mirage,  Mo<in,  Mountains,  Nebttlae,  Phosphoreacenoa  af  , 
the  Sra.  Pfanets,  Rain,  Rninhow,  Refractinn,  Rivers, 
Scasonh,  Nhootiug,  Stars,  Snow,  Springs,  Nummer  tve- 
niug  Lightuiug,  Thund  er,  Twilight,  Valiejs,  Volca- 
naes,  Winds,  etc.  etc.  W%  1  s.  ■ 

•    Om  fliiiders  rörelse;  af  A.  JP.  SvanbeTg»  . 

*'  lieber  die  Tbeuriu  des  Lichtes.  Nach  ei|ieni.  litho- 
^rapbirten  Memoire  des  Fraiberrn  Angnslin  Luis  Caaehy, 
frei  bearbeitet  von  Franz  Xaver  Mutb,  k.  k»  Pro£  sai 

Ljccum  zu  Linz.    Wien.  1842.    8.    1  Thir. 

Herr  Prof.  iMotii  hat  sich  durch  die  Uehert>et£uug  des  in  Rede 
stehenden  nur  ia  sehr  wcnigeu  Exemplaren  vurhandeoeo  litbogra-  ' 
phirten  Mamoirea  von  Cancny  jedenfaUs  ein  besonderes  Verdient  ' 
erv^  o^ben,  weil  dasselbe  bis  jetzt  gewiss  vielen  Alathematikeni  md 
Physikern  ganz  unbekannt  geblieben  ist.  Dieses  Memoire  enthalt  eine 
fcnrzc  Darstellung  der  allgemeinen  Gieichun£j;en,  welche  die  Grund- 
lage Vu  allen  Untersuchungen  über  die  besonderu  Phänomene  des 
Licbtes  ansmacben,  und  giebt  eine  gedrängte  Znsaainiensteliung 
der  Hetbodan  nnd  Eesnltate,  auf  welche  Cauob  j  in  seinen  Unter- 
suchungen über  die  Theorie  des  Lichtes  c:ekommen  ist.  Durcb 
viele  ganz  zweckmässig  gleich  in  den  Text  eingCHchaltete  Erläute- 
rungen ist  der  Herr  Uebersetzer  den  in  der  Analysis  weniger  Ge- 
übten sebr  zu  Bülfe  gekonmeq^  wosn  aneb  insbesondere  Ahschnitt  I. 
Heber  die  Samen,  welche  dorch  Addition  ähnlicher  Functionen 
der  Coordinaten  der  vcrschicdcnCD  Punkte  gebildet  Vierden.  Ab- 
schnitt Ii.  Üeber  die  Flächen  der  zweiten  Ordnnng.  Abschnift  III. 
(Jeher  die  Bedingungen,  wetclie  sich  auf  dte  Grauzeu  eines  Kor- 
pers oder  eines  Systems  yon  Molecnien  beziehen  und  der  Anhaug 
.  zum  sechsten  Abschnitte:  lieber  den  Gebrauch  der  symboliacbaii 
Formen  in  der  Anaiysis»  viel  beitragen  werdeiv 

Baa«a  '  .  IS  " 
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A  Manual  of  Electro-Metuliurg v.  By  Genrge  Shan. 
S.   with  Wood  Eugfavings,  1842.  2  s'.  6  d.  c\otli. 


Vermischte  Scbrifteo. 


'  JM^moirei  de  PAcad^mie  royale  dcB  scicDcea  de  l'la- 
•litttt  de  France.  T.  XVllU  4.  1842.   10  Tbir. 

The  Cambridge  mathcmatieal  Journal. 

Nr.  Xlll.  Xovpinher,  ISil.  Contpnfsr  F.  Kx|iosi(Iün  of  « 
ffeneral  tlicorv  of  linrnr  transtnruiationr..  Part.  I.  Bv  (iCür|fe  Boolc. 
II.  Oq  tiic  suril  r»uts  ut  cquutions.  By  R.  Mood.  III.  Aiote  oa  a 
passage  in  Fourier's  htaf.  Froni  a  Correspoodent.  IV.  Note  on  a 
Bointion  of  n  cubic  cquatioD.  By  J.  Cockle.  V.  On  fbe  Integration 
of  certain  diflfcrcnlinl  eqnatioos.  By  B.  Bronwio.  Vi. -On  tiic  mo- 
tion  of  n  spherc  projcctod  along  a  cylinder  revolving  uniforoily  in 
a  Tcrtical  plane.  VII.  i)u  the  determination  of  the  intensity  oÜ  Vi- 
bration of  wavelets  divirging  from  cvery  poiot  öf  a  plane  wave. 
Vlll.  lUathematical  uotee. 

Nr.  XIV.  Febroary;  1842.  I.  On  tbe  motion  of  a  particle 
nlonj^  Tar?n!)!n  nnd  moveable  tubes  and  surfaces.  By  VT.  Walton. 
II.  kemarks  on  the  binomial  tbeorem.  From  a  correspondcnt.  III. 
On  the  propcrlieä  of  a  certain  symbolical  cxpression.  By  Arthur 
Caylcy.  IT.  On  tbe  nnifonn  motion  of  heat  in  bomogefieona  solid 
bodies,  and  its  oonnection  with  the  matbematical  tbeory  of  electri* 
city.  From  n  corrp««pondent.  V.  On  the  limits  of  Mßcinnrin's  tbeo- 
rem. By  A.  Q..  t».  Craufurd.  VI.  Solution  of  a  problem  in  annlvti- 
cal  Geometry.  By  J.  Buoth.  VII.  Note  ou  u  ciass  oi  iactoiiüls. 
Bj  D,  F.  Gregory.  VIII.  Renarka  od  tbe  dUtinction  between  bI* 
gefaralcaf  and  Innetional  eqnälioDS.  Bj  ft.  L.  Ell».  IX»  HaAe* 
■atical  aoteg. 


Bericbtigaagen. 

Lltertri«eher  Bericht  Nr/ Vif.  S.' IIS.  Z.  2.  Statt  „drittan«  a, 

^ersten." 

S.  342.  7.  22.  Statt  „iweiten**  s.  m.  dritten." 
ä.  iiZ,  X,  24.  Hinter  ,.CoeffieieDten"  schalte  man  di«  Worte  „der 
kSabitea  Glieder«  ein.' 
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